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Capitol 1 — Introduccio

Les matematiques han evolucionat al llarg dels segles gracies a les contribucions que
han realitzat les diferents civilitzacions i que han permes el desenvolupament d’aquesta
ciencia. S’"han donat salts en la historia convertint meres intuicions o inclus aplicacions
trivials i inconscients del passat, en lemes i teoremes crucials per desenvolupar la
matematica com la coneixem avui en dia. Ha estat gracies a la passid per aquesta ciencia
per part de diferents matematics i a la difusid i troballes de diferents obres el que ens
ha permes reconstruir la historia.

En aquest treball, perd, posarem tota la nostra atencié Unicament en una época, el segle
XVIl'i una localitzacié concreta, Espanya. Tot i aixi al llarg d’aquestes pagines intentarem
conduir al lector perque es situi en el context historic adequat i tingui la perspectiva
necessaria dins aquest.

La motivacio que hi ha darrera d’aquest treball és I'intereés en coneixer com |’algebra
vietiana va arribar i es va difondre a Espanya. Hem treballat en la recerca de I’aplicacio
o mencio del metode analitic, en la resolucié d’equacions i el llenguatge simbolic emprat
gue hem observat en I'obra de José Zaragoza (1627 — 1679).

Per descomptat estudiarem les influencies d’aquest autor i les vinculacions amb altres
matematics precedents i posteriors a ell, centrant el nostre objectiu en el tractament de
I"algebra a través de I'analisi i interpretacié del contingut del llibre Arithmetica universal
que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra vulgar y especiosa publicada per
Zaragoza el 1670.

Intentarem aprofundir en les paraules i el llegat que aquest autor deixa plasmat en el
seu llibre i, sobretot, identificarem la influéncia de Francois Viete (1540 — 1603) i la seva
obra In artem analyticem isagoge (1591) amb I"aparicié d’una nova Algebra especiosa
com un nou metode d’analisi.

Per finalitzar, presentarem algun problema del recull que fa Zaragoza al final del seu
llibre. D’aquesta manera podrem estudiar si es fa evident I’aplicacié d’una nova algebra
i metode analitic o si pel contrari, Zaragoza unicament deixa amagades les paraules i
metode de Viete en la seva definicid de I'algebra. Aprofitarem per escollir un problema
vinculat amb la geometria per poder comparar-lo amb alguns aspectes que treballava
Viete.

A continuacié expliquem de forma breu el contingut dels capitols que composen aquest
treball a fi de facilitar al lector I’estructura i metodologia que realitzarem.

En el capitol 2 es presentaran de forma introductoria els precedents historics que
necessitem coneixer per seguir en |'estudi de I'’Arithmetica Universal. Recorrerem els
inicis del procediment de I’algebraitzacié de les matematiques durant el segle XVI i XVII
i la trajectoria i aportacio de Viete. A més, també coneixem altres matematics que es
van fer carrec de I’Art Major, precedent de I’algebra nova de Viete a la Peninsula Ibeérica,
com Juan Pérez de Moya (1513 — 1596), i que tenen la seva mencid en aquest treball.



Realitzarem una comparativa amb diferents personatges anteriors a Zaragoza que ja
havien treballat amb 'algebra entesa com Art Major com Marco Aurel® o Christoph
Rudolff (1494 — 1543) per poder trobar similituds i diferéncies en les seves publicacions
(Massa-Esteve, 2012; Romero, 2018).

El capitol 3 el dedicarem exclusivament a I'autor, José Zaragoza. Una breu biografia
acompanyada de les seves aportacions com a matematic i presentacié de la seva obra.
A més, ens agradaria estudiar els trets més caracteristics dels seus llibres i les
vinculacions amb altres autors i obres per veure’n les influencies que ha rebut.

El bloc que constitueixen el capitol 4 i 5 es converteix en el centre d’estudi d’aquest
treball: I'’Arithmetica universal que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra vulgar
y especiosa. Aquesta obra conté ja en el seu titol el que desitgem observar en I'analisi
del seu contingut: la mencio i aplicacié de I’algebra analitica en la resolucié d’equacions
i altres problemes aplicats, la separacio de I’“Arte Maior” de I’aritmetica o “Arte Menor”
com una nova branca independent de les matematiques i I’Us d’una nova simbologia per
expressar i facilitar la resolucié de les equacions. Es per aixd que I’analisi de I'obra la
separem en dos capitols. Un que estudia I'estructura i I’agrupacié de contingut en els 4
llibres que la formen, i I'altre centrat en el llibre tercer, exclusiu i dedicat a I’Algebra. A
més 'altim i quart llibre de Zaragoza recull un volum de problemes dels quals en
presentarem alguns exemples per comprovar com |"autor empra I'algebra que ha
presentat al llarg del llibre tercer.

El capitol 6 recull les conclusions que hem pogut establir a través de I'analisi i
presentacio feta en els capitols anteriors. Deixem també la porta oberta a poder seguir
estudiant I’algebraitzacié que es va donar al segle XVII a Espanya que, tot i que sota
algunes opinions ha estat escassa, no ha de perdre la mencid merescuda a grans
matematics que van ajudar en la didactica i expansid de I’evolucié de les matematiques,
com ha estat el cas de I'obra de Zaragoza.

! De la biografia de Marco Aurel no se’n sap practicament res, tot i que si podem datar
les seves publicacions al segle XVI: Libro Primero de Arithmetica Algebratica (1552).



Capitol 2 — Context historic

2.1. Usos de I'algebra com Art Major durant el segle XVI a Espanya?

Les matematiques de I’'Europa renaixentista van venir marcades pel pas de I'aritmetica
a l'algebra, on es comencen a presentar les equacions i operacions abreviades i
s’intensifica I'ds del simbolisme alleugerint la redaccid retorica emprada anteriorment
en els textos aritmetics-algebraics de I'época.

Al segle XVI els procediments algebraics es van desenvolupar per definir els seus propis
elements i fer-se un lloc entre la geometria i I'aritmetica. L’algebra o “Art Major” se
separava de |'aritmetica o “Art Menor”. A Espanya, aquesta introduccio es va donar a
través de textos comercials i mercantils que es poden dividir en dos grans grups en
funcioé de les seves caracteristiques:

= Aritmetica especulativa o academica: textos escrits en llati que tracten I'estudi
de numeros i proporcions sense cap referencia a I’algebra.

= Aritmetica practica: textos escrits en la llengua propia de I’entorn que tracten
eines per resoldre problemes mercantils amb un caracteristic estil directe i
senzill.

El primer rastre d’algebra apareix en llibres del segon tipus, contrastant amb I’Art Menor
dels primers. El primer tractat aritmetic impres a Espanya que conté questions
algebraiques va ser Libro Primero de Arithmetica Algebratica (1552) de Marco Aurel. De
les fonts analitzades que van poder influir en aquesta publicacio, cal destacar la
connexid que existeix amb el text alemany Coss (1525) de Christoff Rudolff (1494 —
1543). Les fonts per a I’Art Major a I'Espanya del segle XVI cal analitzar-les dintre el
context europeu. Moltes d’elles presentaran similituds en quant a notacié i tractament
de les equacions. Tot i aixi, els noms de les incognites i els procediments canvien d’un
text a un altre (Romero & Massa-Esteve, 2018).

Coss va ser un dels primers tractats d’algebra publicats a Alemanya. El titol complet de
I’obra és Behend und hiibsch Rechnung durch die kunstreichen regeln Algebre so
gemeinicklich die Coss genent werden que traduit significa “Bell i agil calcul a través de
les regles artistiques de I"algebra [que] sén anomenades comunament “Coss”. Ja en el
titol observem I'Us que fara Rudolff d’aquesta paraula per designar la incognita.

L’origen de la paraula cosa el trobem en I'obra de Luca Pacioli (1447 - 1517), Summa de
Arithmetica, Geometria proportioni et proportionalita (Venécia, 1494). En aquesta obra
s’'introdueix el terme cosa per designar la quantitat desconeguda o incognita i d’aquesta
paraula derivaran les versions alemanya i anglesa, coss i art cossic, que durant els segles
XVIi XVIl eren sindnim d’algebra. Per estudiar I’origen de la paraula algebra ens hem de
remuntar a I’'obra d’Abu Ja’far Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi (780 — 850), Hisab al-
jabr w’al-muqqabala (segle IX). En aquest llibre s’introdueix la paraula mdl i jidhr o shay
per enunciar els problemes i en la resolucié d’equacions de segon grau. L’autor utilitza

2 Més informacid a Romero & Massa-Esteve (2018).



jidhr per designar la “cosa” que volem cercar, és a dir, la incognita o arrel, el quadrat de
la qual és el mdl. El seu llibre ha estat un dels primers en la historia de les matematiques
gue parla i usa el nom d’algebra. La seva traduccié al llati per Robert de Chester amb el
titol Liber algebrat et almucabala (Segovia, 1145) és d’on prové el nom actual d’algebra.
(Cajori, 1928-29)

L’ds de la paraula cosa per identificar la incognita del segle IX és va transmetre des
d’ltalia fins a tota Europa i veiem la seva influencia en autors com Rudolff.

Els treballs de Rudolff i Aurel contenen procediments aritmetics i algebraics similars amb
molts exemples numerics idéntics, pero organitzats en ordre diferent per motius
didactics. Usen la mateixa simbologia (characters), igual que veurem en |'obra de
Zaragoza, Arithmetica universal que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra vulgar
y especiosa (1670) un segle posterior, entre d’altres matematics de I’eépoca. Rudolff i
Aurel també coincideixen amb el numero de tipus d’equacions, 8. Zaragoza, en canvi,
treballa amb tot tipus d’equacions sense seguir cap classificacio en particular.

Els dos autors, Aurel i Rudolff, comparteixen el significat de la simbologia per a les
incognites disposades en proporcid continua. Fan referencia a la proporcié entre
caracters - Aurel a la proporcié continua de la “Regla de la Cosa” - mencionant el nove
llibre dels Elements d’Euclides, la idea del qual consisteix en la seglient:

Tenint tants nombres com vulguem, comengant per la unitat i disposats en proporcio
continua, el tercer des de la unitat sera un quadrat, al igual que els que successivament
deixen de banda un caracter. El quart sera un cub, al igual que els que successivament
deixen de banda dos caracters; i el seté sera al mateix temps un cub i un quadrat, al
igual que els que successivament deixen de banda cinc caracters. (Heath, 1956)

Equivalent en notacié moderna:

Aguesta idea de proporcié donada per Euclides apareix novament en |'obra de Zaragoza,
en el capitol Xl del llibre primer on defineix els conceptes de rad i proporcid:

Proporcién es el respecto, o relacidon de una Razén a otra, y se divide en tantas
especies como la razén porque si comparamos una razén con otra puede ser
igual, mayor o menor. [...] Aunque la Proporcion puede estar entre dos razones
desiguales, Euclides solo definid la proporcidn de igualdad, esto es, el respeto de
dos razones iguales o semejantes; y asi dicho, que la Proporcién era una
semejante de dos razones: como si comparamos la razonde4a 1 conlade 6 a
3, son las dos iguales y semejantes porque las dos son duples. A esta llamo
Euclides Proporcion y de esta sola hablaré, dejando aparte la Proporcién de
desigualdad por ahora. [...] Si quatro numeros son proporcionales, el producto
de la multiplicacidn de los extremos, es igual al producto de los dos medios, y si
el producto de los extremos es igual al de los medios, serdn los quatro nimeros
proporcionales (Eucl. p.19.1.7). (Zaragoza, 1670)



La diferencia més important entre Rudolff i Aurel recau en la forma d’entendre la part
aritmetica. Rudolff entén I’algebra com una extensio de I'aritmetica: és necessari primer
entendre els niumeros per després poder enfrontar-se a aquest “Art” de les coses. En
canvi, Aurel menciona |’origen arabic de la paraula Algebra i considera “La regla de la
Cosa”, Algebra o “Arte Mayor” com una disciplina en si mateixa. No fa referéncia als
ndameros en si sind a procediments especificament algebraics. Romero i Massa-Esteve
(2018) mostren que Aurel s’ha impregnat de I'obra de Rudolff i de fonts com Francesco
Ghaligai (1498 — 1573)3 i altres per crear la seva idea d’algebra.

A més, Aurel menciona la relacio de I'algebra amb |la geometria en el seu prefaci, on
afirma que totes les explicacions a través dels nimeros es poden entendre com linies.
Tot i aixi, el punt essencial per I'aplicacio de la “Regla de la Cosa” és el significat dels
caracters.

La “Regla de la Cosa” és un metode complet per resoldre problemes i no només un
algorisme per resoldre I'equacié reduida una vegada declarada. Anteriorment, el
metode que es feia servir al segle XVI consistia en anomenar incognita al numero que
voliem trobar, operar i derivar fins a una equacié. Després resoldre-la amb una regla
donada. En canvi, per Aurel la “Regla de la Cosa” permet establir una equacié amb
incognites, assumint la pregunta ja resolta, amb la qual poder treballar d’acord amb les
instruccions donades.

En paraules d’Aurel:

Per tal de realitzar una qliestiod, has de suposar que ja esta feta i resposta i només
la vols demostrar. Posarem una x, amb la qual procedirem amb les regles
donades, com si fos la quantitat sabuda fins que finalment arribem a I'Gltima
resposta, sota caracters, els quals seran als quals haviem dit que voliem arribar.
| després es creara una equacioé (una de les 8), a la qual s’associara i aixi trobarem
el valor de la x amagat i inicialment proposat.* (Aurel, 1552)

Observem la gran similitud amb les paraules de Rudolff:

Aquest art esta fonamentat en 8 regles d’equacions. Aleshores, treballant a
través de cada exemple, s’ha de substituir la x per la incognita al comengament
per allo que un desitja saber. Amb I’arrel substituida, s’ha de procedir com si es
tractés del nombre correcte fins que la cosa arribi al punt en que dos ordres de
numeros esdevinguin iguals entre si. En aquest moment, es seguira amb una de

3 Ghaligai, Francesco 1521, Summa de Arithmetica.

%Y digo que para hacer una demanda, por la dicha regla (de la cosa), has de imaginar que tal cuenta o
demanda ya es hecha, y respondido, y tu agora la quieres provar. Y pornas que la respuesta fuesse una x,
con la qual has de proceder con los avisos y reglas dadas, como si fuere la propia quantidad sabida, o
respuesta verdadera, hasta tanto que venga a la postre la ultima respuesta, debaxo de caracteres o
qguantidades ocultas. La qual o las quales diras ser igual a lo que tu querrias que viniese. Y luego practicaras
esta taligualacion, por una de las 8 igualaciones siguientes, ala que sera sujeta, y por ella te sera declarada
la valor de la x oculta, y primero propuesta.



les equacions de les descrites a continuacid. Per aquest metode, el valor i
significat de I'arrel substituida primer, esdevé evident.® (Rudolff, 1525)

En obres posteriors, es mencionen les mateixes paraules d’Aurel: Juan Pérez de Moya
(ca. 1513 — 1596) en Compendio de la Regla de la Cosa (1558), Antic Roca (ca. 1530 —
1580) en la seva obra Arithmetica (1564). Es troben traces d’aquests raonaments en
textos anteriors com a Arithmetica integra (1544) de Michael Stifel (1487 — 1567).

Y assi digo que para hazer qualquier demanda por esta regla, has de presuponer
que la tal demanda es ya hecha y respondida, y que la quieres provar. Poniendo
por ejemplo que la respuesta fuesse una cosa, con la qual procederas, haziendo
lo que la demanda pidiere, y lo que te viniere con la 1. co. Diras ser ygual a lo que
quisieras que viniera. (Pérez de Moya, 1558)

Digo que para hazer qualquier demanda por esta regla de la Cossa, ha de
imaginar que la tal demanda es ya hecha y respondida, empero tu la quieres
provar; y pornas primeramente que la respuesta fuesse una cosa, con la qual has
de proceder haziendo lo que la demanda pidiere, y lo que te viniere con la 1. Cosa
diras ser ygual a lo que quisieras que viniera. (Roca, 1564)

Aixi, Aurel en el seu Libro Primero adopta la idea de la practica de la “Regla de la Cosa”
de Rudolff i la modifica per donar-li un sentit més analitic com les practiques realitzades
per Europa durant el segle XVI. Zaragoza, que segurament coneix les obres d’Aurel,
Pérez de Moya i Roca, fa un pas més i desenvolupa I’art analitic de Viete.

2.2. El naixement de la matematica moderna i la seva algebraitzaci$®

L'empremta del context historic que ens deixa el segle XVl indica que les algebres o arts
majors nascudes durant el Renaixement ja incitaven a un canvi en els procediments
algebraics, pero no sera fins al segle XVII quan es pugui donar la veritable algebraitzacio
de les matematiques.

Un dels principals avencos del segle XVII va ser la vinculacié de |'algebra amb Ia
geometria que va permetre el naixement de dues noves branques de la matematica: el
calcul infinitesimal i la geometria analitica. La seva importancia recau en el fet d’establir
una correspondencia entre els calculs abstractes mostrats en la formulacié matematica
i la construccid de figures geometriques.

> Dise Kunst: wie obgemeldEt: ist gegriindet in 8 Regeln der Equation oder vergleichung. Denn in
practicirung eines jeden exempels an stat des verborgen dings so man zu wissen begert miiss anfenglich
gesetzt werden 1 x. Mit sélchen gesetzten radix miiss man darnach procediRen in aller gestaltsam wer es
die rechte zal so lang bis die sach dahin gebracht das zwo ordnung der zalen eine der andern gleich werde.
Als dann wirt die vergleichung practiciert durch eine auss den untergeschribnen Equation so
sie eingefallen ist. Durch solche practicken kompt an den Tag der wert und bedeutniss des erstgesetzten
radix.

® Informacid extreta dels apunts de I'assignatura Historia de la Matematica (Massa-
Esteve, 2014-15)
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Un dels punts clau de I'algebraitzacio de les matematiques va ser la introduccié d’'un nou
llenguatge simbolic de la ma de Frangois Viéte (1540 — 1603) per representar tant
guantitats conegudes com incognites en les equacions. Aquesta nova manera de tractar
I'algebra a través de la logistica “especiosa” que agrupava els elements en especies
permetent generalitzar les magnituds tant numeriques com geometriques, es va
imposar i generalitzar a partir de finals del segle XVII, convertint-se en I’eina del nou
metode analitic desenvolupat per Viete.

Per poder entendre bé I'impacte dels diferents aspectes mencionats i com van afectar
aquests canvis als fonaments de les matematiques cal posar el punt de mira dins el propi
context historic, entenent la situacié matematica que es vivia i I'objectiu al que es volia
arribar enlloc d’observar les consequiencies que s’han donat a partir d’aquests avengos.

El segle XVII ha estat marcat per desenvolupaments paral-lels a I'algebra com la
revolucid infinitesimal o avengos en la mecanica racional, tenint en compte I’"heréncia
matematica classica que el precedia. Igualment també hi ha estudis que remarquen la
presencia d’aspectes religiosos i filosofics que han influit en el creixement del
coneixement a nivell matematic.

Viete va ser el gran influent en el canvi a una nova simbologia gracies a la publicacié d’In
artem analyticen isagoge (1591). En aquest llibre es mostra la novetat d’utilitzar simbols
tant en el valor de les incognites com en el de les quantitats conegudes i demostra la
utilitat de la logistica especiosa aplicada a les equacions generals. A més, Viete també
va participar en la vinculacié de I'algebra amb la geometria determinant algunes
equacions que donen forma a construccions geometriques conegudes.

Arran d’aquesta nova relacio entre algebra i geometria, neixen altres estudis relacionats
amb l'assoliment del nou metode analitic a partir dels metodes classics o I'estudi de
quina seria la millor terminologia i metodologia aplicada a ambits influenciats pel nou
metode: aritmetica, algebra, analisi i geometria. A més es van obrir les portes a nous
metodes algebraics i el desenvolupament de la logistica especiosa com el nou llenguatge
i simbologia.

La nova algebra de Viete va ser innovadora en aquest punt. L'Us del nou llenguatge
simbolic permetia concebre un nou metode analitic, on es construien “espécies”
algebraiques amb I'aplicacié de les quals s’assolien nous resultats de gran interés com
guadratures, maxims, series o equacions. A més va influenciar altres matematics, com
Descartes o Fermat, els quals a I'introduir la seva algebra i metode analitic a la geometria
van oferir un nou pensament menys intuitiu que I’euclidia perd més generalitzat, ja que
permetia treballar amb objectes matematics, encara que no tinguessin representacio
geometrica.

Aquests dos matematics son posteriors a Viete i més enlla, la historia va anar

perfeccionant I’Us de la relacié entre algebra i geometria. Amb tot plegat es va acabar
constituint I'algebraitzacio de les matematiques.
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L’algebra va tardar prop d’un segle en imposar-se permeten la resolucié de problemes
que d’altra manera no tenien solucid. El seu impacte va deixar moltes opinions al seu
pas i més tenint en compte que no va ser un procés lineal ni en el temps ni en I'espai.

Els defensors del nou metode o “art analitic” de Viete defensaven I'algebra com una
nova branca independent en les matematiques i per contra, altres com Thomas Hobbes
(1588 — 1679) o Isaac Barrow (1630 — 1677) la consideraven una traicio a les veritables
ciencies com la geometria o I'aritmetica, menyspreant el llenguatge simbolic i associant
I"algebra a un raonament simbolic o instrument de logica molt més complicat. John
Wallis (1616 — 1703) per la seva banda, va anar més enlla amb I"aplicacié de I'algebra.
Va escriure el Treatise on Algebra (1685) que incloia un recorregut historic i les
contribucions algebraiques de Thomas Harriot (1560 — 1621). (Massa-Esteve, 2001)

2.3. 'art analitic de Francois Viete

L'ds de la simbologia en les incognites, representades amb vocals, i quantitats
conegudes, representades amb consonants, va permetre a Viete la generalitzacié de les
equacions. A continuacio presentem un exemple d’equacié presentada per Viete en el
Suplement de Geometria de la seva obra In artem Analyticen Isagoge:

... cubus ex IA plus solido sub AB & quadrato ex IA minus solido duplo sub /A &
guadrato ex AB aequatur cubo ex AB. (Viete, 1591)

Si considerem AB i IA dos segments, I’equacié equivalent en notacié actual considerant
X = IA seria:
X3+ (AB)- X? —2X - (AB)? = (AB)3

L’art analitic de Viete es va desenvolupar a partir de la logistica especiosa, calculs amb
“especies”, confrontada a la logistica numerosa, calculs amb nombres, emprada des del
renaixement. Quan parlem de calculs amb “especies” ens referim a tipus o classes
d’elements. D’aquesta manera, podem agrupar magnituds, ja siguin numeriques o
geometriques, com per exemple, els nombres naturals o racionals perd també les
longituds, arees, volums o angles.

Per explicar el procediment de resolucié d’equacions mitjangant I'art analitic, Viete va
donar-li I'enfocament de la metodologia de I’analisi grega. El concepte consisteix en
assumir alld que busquem com si fos ja admes i treballar a través de les conseqliéncies
per arribar a allo que és cert de veritat.

L'objectiu de Viete era obtenir un metode de resolucidé que es pogués aplicar a tots els
problemes plantejats. Aquest metode estava format per tres passos claus:

El primer, conegut com Zetetica, transforma la informacié del problemaii la presenta en
forma d’equacio tot expressant les quantitats i incognites en simbols. El segon o
Poristica aplica les diferents normes o teoremes ja coneguts a I'equacio per convertir-la
en una equacié en forma general (ax?+ bx + ¢ = 0). Per Ultim, el tercer i més
important dels passos per Viete, la Exegetica treballa amb I'estructura de I’equacié per

12



poder aillar la incognita i trobar la solucié desitjada. Viete conclou I'explicacié del seu
metode afirmant que serveix per resoldre tots els problemes:

Finalment, I’art analitic, dotat de les seves tres formes zetetica, poristica i
exegetica, reclama per a ell mateix la solucio del problema més gran de tots
gue és solucionar tots els problemes. (Viéte, 1591)

2.4. Construccio geometrica de la solucio d’una equacié de segon grau

El seglient exemple és una mostra de la vinculacié de I’algebra i la geometria a I’obra de
Viete. Ell resol un problema geometric amb una equacid de segon grau a partir de
proporcions i |'aplicacié del seu metode analitic, tot emprant el llenguatge simbolic
introduit.

Donada la mitjana de tres linies rectes proporcionals i la diferéncia entre els
extrems, trobar I’extrem més petit. (Viete, 1591)

||
ZETIETI‘C*VM L !

\( AT A edid trium ﬁmpéﬁoh:iﬁum hn&u‘uin re&dﬁxfﬂ &
: differentid extremarum ifiuenire extremas.

' At verd extrema proportionales fint vt latera. Mediz ve:b atum e& 1
T fnm Rectangulum fub lateribus. l'nnt mtem exkeoﬁtum o Rectan- |
gulo fub lznen us, & d:&erennélatcmm inuenire late neiz di- |

|« midiz extremarum, achnn&m, ;'xe?#z guadnzo !qnatnr qmdn(o dgreghn dmnﬁj extre- |
marum. }

m&ﬁmum xom&u mmt}! mior 18"

TUIE Y

Figura 2.1. Viete 1591, Llibre tercer. Proposicid . 1970:56 In artem Analyticen Isagoge
A partir de la informacié de I’enunciat, donada una Z, podem construir la seglient
equacio, estudiats els coneixements necessaris de proporcions. El plantejament de
I’equacio (Zetetica) és el que segueix amb notacié actual:
A:Z =7:(A+B)

on A és la nostra incognita, B la diferéncia entre els extrems, Z la mitjana i Z2 I'area. B i
Z sén donades i, per tant, quantitats conegudes que compleixen la seglient relacid
coneguda (Poristica):

A X (A+B) = Z?

Per poder trobar la solucié d’aquesta equacid (Exegeética), necessitem primer haver
resolt la Proposicio Il del Llibre Il del Zeteticorum libri quinque (1593), també de Viete.

Donada I'area d’un triangle i la diferéncia dels costats, trobar els costats A i B.
(Viete, 1593)
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La resolucié és la que segueix: si al quadrat de la diferéncia dels costats li afegim quatre
vegades el rectangle o area, trobarem el quadrat de la suma o, equivalentment en
notacié actual: [(A+ B) —A]?+4Ax (A+B) =[(A+ B) + A]?

Amb aquesta proposicié podem trobar la suma i diferéncia dels costats i amb el Teorema
| del Llibre | de In artem analyticen isagoge (Figura 2.2) a partir de la suma i diferéncia
podrem trobar els costats A i B, que és el que voliem aconseguir.

NgAta differentid duorum laterum , & adgregaro corumdem

binuenire latera.

§

/@ Sit data B differentia duorum laterum , & datum quoque D adgrega-
> *tum eorumdem. Oporter inuenire latera.

Figura 2.2. Viete 1591, Llibre primer. Proposicid I. In artem Analyticen Isagoge

L'equacié feta servir en la resolucié de la Porposicid | del Llibre Ill pertanyia a I'obra
Zeteticorum libri quinque (1593) on s’exemplificava el métode proposat a I'lsagoge i
també apareix en Effectionum Geometricarum Canonical Recensio publicat el 1646 per
Viete, on es realitzen construccions geomeétriques de les solucions de les equacions de
segon i quart grau’ (Figura 2.3.).

234 ErFecTioNVM GEOMETRICARY M

Ve ex Zeteticis poterat argui, & jam figura Geomerrica per fynthefin demonfteat,
Prorositio XIL

Datamedia trium proportionalium & differentia extremarum, inveni-
re exeremas,

AMechanice quadrati adfeldi fub Latere,

_ Sitdata FD media triom proportiona-
liom , data quoque GF differentia exste-
marum, Oportet invenire extremas,

Incli GF, FD adangalos rectos,
& fecerur GF bifariam in A, Centro an-
tem Aintervallo AD, deferibatus circalus,
ad cujus circomferentiam producantuc
AG, AF, in punctis B, C.

Dico factum effe quod opertuit, Ex-
tremas enim inveniundaseffe BF, FC, in-
ter quas media proportionaliselt FD, Ee
iple BF,FC differunt per FG,quandoqui-

em AF & AG con'g'luﬂ:(um:"qu:lu,
& AC, AL conlleu&z quogue xquales.
Traque ab qualibus AB, AC fabducendo xquales AG, AF, emanent BG , FC xquales,
Eftautem GF differentia inter BF & BG, feu FC. Quod erat demonftrandum.

D

Figura 2.3. Viete, 1646, Effectionum Geometricarum Canonical Recensio

7 Adjuntem la traduccié de la Proposicid XII que s’exposa en la Figura 2.1.:

Proposicié Xll: Donada la mitjana de tres quantitats proporcionals i la diferéncia dels extrems, cal trobar
els extrems.

La solucié geométrica d’un quadrat afectat per un costat: Sigui FD la mitjana de tres proporcions i sigui GF
la diferéncia entre els extrems. Cal trobar els extrems. Tragarem GF i FD formant un angle recte i dividirem
GF per la meitat en A. Definirem un cercle de centre A i interval AD i estendrem la circumferéncia AG i AF
donats els punts B i C. Una vegada fet aixo, els extrems que busquem son BF i FC, entre els quals la mitjana
proporcional és FD. | els mateixos BF i FC difereixen en FG, ja que AF i AG son iguals per construccio i AC i
AB sén també iguals per construccio. Llavors restant els iguals AG i AF dels iguals AB i AC, resten els iguals
BG i FC. | també GF és la diferéncia entre BF i BG o bé FC. La qual cosa és el que voliem demostrar.
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2.5. Llegat de Francois Viete

A més de la innovacié del seu propi art analitic i la introduccié d’un nou llenguatge
simbolic, I'obra de Viete és coneguda per identificar les equacions algebraiques amb les
proporcions mitjangant el producte de mitjos i extrems d’una proporcid, influencia de la
teoria de proporcions d’Euclides que hem identificat també en Arithmetica Universal de
Zaragoza.

La resolucié d’equacions vinculades a I'aritmeética, la geometria o la trigonometria es va
veure transformada amb les noves expressions algebraiques que presentava Viete,
marcades pel rigor i la generalitzacio de la seva forma. Tot i aixi presentaven mancances
qgue han anat evolucionant fins a "actualitat, com I’abséencia del signe d’igualtat, els
exponents o els radicals.

La difusio de I'algebra de Viete es va realitzar a través de diferents textos relacionats
amb I'algebra. Un dels més coneguts son els sis volums del Cursus Mathematicus (1634
— 1637 —1642) de Pierre Hérigone (1580 — 1643). L’objectiu d’Hérigone era construir un
metode i llenguatge universal per treballar amb totes les parts de la matematica i
simplificar les demostracions (Massa-Esteve, 2008). Herigéne a Cursus (1634) adopta la
idea de I'art analitic en la resolucio d’equacions quan explica I’algebra de Viete:

La doctrina analitica o algebra és I'art de trobar la incognita prenent-la com ja
sabuda i trobant la igualtat entre aix0 i les magnituds donades. (Hérigone, 1634)

Un altre exemple és la Geometriae Speciosae Elementa (1659) de Pietro Mengoli
(1626/7 — 1686). Aquest autor es va basar principalment en I'obra d’Hérigone i va crear
involuntariament un nou camp matematic anomenat “geometria especiosa” modelada
sobre I’algebra especiosa de Viete a través de la influencia d’"Hérigone a la vegada que
treballava amb el llenguatge simbolic per representar no Unicament els nombres siné
també els valors de qualsevol magnitud abstracta. L'objectiu de Mengoli era trobar un
metode general i ben fonamentat per calcular quadratures, en particular, la quadratura
del cercle, utilitzant, d’'una manera molt particular, les eines algebraiques que havia
difés Viete. L'aspecte més innovador del procediment algebraic de Mengoli és I'Us de
lletres per treballar directament amb I'expressio algebraica de la figura geometrica,
sense haver de dibuixar-la.

El punt clau per poder comparar aquests tres autors recau en el significat dels simbols
emprats per representar qualsevol magnitud (discreta o continua) a través del procés
de raonament en les demostracions o resolucié de problemes. Viete introdueix la seva
logistica “especiosa” per tractar qualsevol magnitud, Hérigone per la seva part desitja
introduir un llenguatge universal per treballar tant amb la matematica pura com amb la
mixta a través de teoremes universals, mentre que Mengoli finalment utilitza el
llenguatge simbolic per trobar nous resultats i per crear una nova disciplina matematica
coneguda com la “geometria de les espécies”. (Massa-Esteve, 2012)
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2.6. Pierre de Fermat i René Descartes?

Durant els primers anys del segle XVII, quan I'obra de Viete es va coneixer, molts
matematics van comencar a considerar la utilitat dels procediments algebraics per
resoldre qlestions geometriques. Entre ells podem mencionar a Pierre de Fermat (1601
— 1665) o René Descartes (1596 — 1650).

Una de les obres més destacades de Fermat va ser el Tractat de quadratures (1659)
conegut per contenir la primera demostracié de la qual en tenim constancia sobre el
calcul de I'area sota una parabola o una hiperbola superior. A més, en aquesta obra,
Fermat redueix la quadratura d’un gran nombre de corbes algebraiques a la quadratura
de corbes conegudes com la de la parabola, de la hipérbola o la del cercle.®

La possibilitat de trobar un metode per determinar les propietats d’una corba a partir
de la seva equacio algebraica reforca la desvinculacid de I'algebra amb la geometria
classica.

Les contribucions de Fermat a la geometria algebraica venen donades per la
determinacio de les tangents a les corbes i el calcul de les seves longituds i quadratures.
En el calcul de quadratures, Fermat desenvolupa un métode algebraic que combina el
canvi de variables i el que avui en dia podriem interpretar com un cas concret
d’integracio per parts.

Per altra banda, La Geométrie (1637) de Descartes va ser una de les obres més influents
en el desenvolupament de I'algebra i, en concret, per a la resolucié d’equacions. En ella
I"algebra i la geometria es relacionen a través de les construccions geometriques de la
intersecciod de les corbes (quasi sempre paraboles i circumferéncies) que expressen les
solucions d’equacions algebraiques adequadament preparades de grau més gran que
dos. Encara que Descartes no cita Viete, és clar que el coneixia, pero ell va voler fer un
altre cami definint la seva algebra de segments. Va comengar demostrant les operacions
entre segments fent construccions geometriques.

D’aquesta manera Descartes va deixar les portes obertes a entendre la geometria des
d’un altre punt de vista desenvolupant el metode de la sintesi. Avui en dia, nosaltres
utilitzem la notacié que Descartes va introduir.

8 Informacié extreta dels apunts de I'assignatura Historia de la Matematica (Massa-
Esteve, 2014-15) i (Pla, 1999).

9 Quadrar una corba volia dir calcular 'area delimitada per la corba i els eixos de
coordenades o alguna de les seves asimptotes.
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Capitol 3 —L'Obra de José Zaragoza

Aquest capitol esta basat principalment en la biografia publicada per Eduard Recasens
el 2010. També ens hem basat en altres referéncies com (Jurado, 2011; Navarro Loidi,
2005; Navarro Loidi, 2007; Recasens, 2007)

3.1. Biografia

El context historic que presenta I'Espanya del segle XVII no és gaire favorable per al
desenvolupament de la ciencia matematica ja que el pais es trobava immers en una crisis
demografica, econdmica i politica que va de la ma del descontent de la poblacié amb un
govern de privats!® i noblesa. La ciéncia espanyola es va veure afectada per aquesta
crisis i endarrerida respecte el coneixement de la Revolucid cientifica que s’estava
donant a la resta d’Europa.

José Zaragoza i Vilanova (Alcala de Xivert, Castellé de la Plana, 1627, Madrid, 1679) va
estudiar Arts i Teologia a Valencia i es va doctorar en aquesta ultima disciplina, tot i que
la seva gran passio residia en l'estudi de les matematiques i I'astronomia. La seva
orientacio cap a les matematiques va ser sempre autodidacta i quan la universitat de
Valencia li va oferir la catedra de matematiques, va rebutjar-la degut a la seva vocacid
religiosa.

El 1651 es va unir a la Companyia de Jesus amb I'edat de 24 anys. Va dedicar-se
plenament a les funcions de jesuita tot i que ho compaginava en paral-lel amb I'estudi
de les matematiques i I'astronomia. Va realitzar el noviciat a Osca i després es va
desplacar a Calatayud on va ser professor de retorica. Pocs anys després, el 1655, el van
destinar al col-legi de jesuites Montesidon de Mallorca per donar classes de filosofia i
teologia on va establir un gran vincle amb Vicent Mut (1614 — 1687), astronom que va
influir significativament en la formacié cientifica de Zaragoza. Mut i Zaragoza van
treballar junts en I'estudi de la trajectoria parabolica del cometa de 1664. Mut va
realitzar una comparacié de les trajectories amb un altre cometa el 1665 i a partir
d’aquests dos, va publicar Comentarum anni MDCLXV el 1666.

El 1660 va deixar Mallorca per viure una etapa a Barcelona de menys d’un any fins poder
tornar a la seva terra natal, Valéncia, per ensenyar teologia al Col-legi Sant Pau. A partir
d’aquest moment, la trajectoria cientifica de Zaragoza comenga a créixer gracies a les
tertulies que organitzava amb cercles de persones interessades en les matematiques i
I"astronomia. Aquestes van ser les llavors que va influenciar als novells que més tard
desenvoluparien la renovacio cientifica a Valencia a finals del segle XVII.

Va ser a través de la comunitat de jesuites que molts cientifics espanyols van entrar en
contacte amb la ciencia europea i no pas a través de les universitats, que sofrien
I"aillament europeu. En astronomia, Zaragoza va buscar una férmula per admetre les
doctrines de Copérnic sense caure en la condemna eclesiastica.

10 Carrec politic representat per una persona en qui el rei depositava confianca i dirigia
bon part dels afers de I'Estat.
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El 1669 tornaria a col-laborar amb Mut en la reforma del sistema de mesures del regne.

Durant aquesta epoca a Valencia, la fama de Zaragoza va anar augmentant entre la
noblesa amb la qual cosa va comengar a créixer el nimero d’alumnes de les seves classes
particulars i les peticions de consells per part d’intel-lectuals del moment. A més, I'Estat
va comengar a confiar-li diferents encarrecs com la gestio de les mines d’Almadén i
Guadalcanal o els planols de la desembocadura de la ria de Sanlucar de Barrameda on
hi arribaven les embarcacions de les indies.

El 1670, després d’una decada a Valéncia, es va traslladar a Madrid per ocupar una
catedra de Matematiques als Reials Estudis del Col-legi Imperial regentat per jesuites i
ajudar al rei Carles Il en la seva educacid cientifica. Compaginava carrecs com el de
cosmograf o inspector de mines amb les classes i el desenvolupament dels seus estudis
que el van portar a poder publicar la major part dels seus llibres en aquesta etapa. El
1670 fou el mateix any en quée Zaragoza es va obrir cami amb la seva obra Arithmetica
universal que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra vulgar y especiosa, un text
per al qual Zaragoza va haver de dissenyar personalment els caracters tipografics de
I"algebra inexistents en les publicacions espanyoles del moment.

Zaragoza mor el 1679 a Madrid, un mes abans de complir els 52 anys.

3.2. Influéncia com a matematic

La principal vessant de I'estudi matematic de Zaragoza va ser la recuperacidé de la
geometria classica grega i en especial, la recuperacié del llibre perdut d’Apol-loni (262 —
190 a.C.) del segle Ill aC, De Locis Planis (Dels Llocs Plans), que tractava dels espais
geometrics resolubles a partir de rectes i circumferencies. L'interes per aquest llibre
també va captivar a Pierre de Fermat (1601 — 1665) durant la seva joventut.

El llibre d’Apol-loni va ser comentat per Pappus d’Alexandria (290 — 350) en el llibre VII
de la seva Synagoge. L'obra és del 340 i se’n troba una traduccio llatina al Mathematicae
Collectiones (Commandino, 1588). En aquest llibre s’agrupen diferents enunciats que
figuraven en el llibre d’Apol-loni i els presenta en forma de dos llistats de vuit enunciats
cadascun pero sense emprar cap demostracio. Els enunciats de les llistes es corresponen
a diferents situacions o llocs geometrics. A més, Pappus introdueix uns lemes previs que
faciliten la comprensié de I'obra d’Apol-loni.

Zaragoza va parar molta atencio a I’espai geometric que ocupava el cinque lloc del segon
llistat de Pappus, igual que faria més endavant Fermat. Aquest lloc és el que segueix:

Si des de punts donats en nombre qualsevol tracem segments rectilinis cap a un
altre punt i les espécies sobre aquests totes juntes igualen una extensié donada,
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aquest punt es troba en una circumferéencia donada en posicié. (Commandino,
1588)11

La resolucioé d’aquest espai presentava una dificultat afegida ja que el lloc geometric dels
punts que complien la condicié imposada per Apol-loni era una circumferéencia que tenia
com a centre, el centre de gravetat dels punts donats, suposats amb uns pesos associats,
pero el concepte de centre de gravetat de punts pesants no formava part de la
geometria grega euclidiana.

Zaragoza va saber superar aquest inconvenient introduint una nova construccié en
termes estrictament pertanyents a la geometria euclidiana per definir el concepte de
“Centre minim d’un sistema de punts geometrics amb classes de poligons associats”. Les
propietats geometriques que oferia aquest centre minim coincideixen amb les del
centre de gravetat de punts pesants. (Recasens, 1991, 1994)

Es aquest nou concepte, I’aportacié fonamental de Zaragoza i el que li va donar base per
escriure una de les seves principals obres en matematiques, la Geometria Magna in
Minimis, publicada el 1674 a Toledo. Zaragoza introdueix per primera vegada en
geometria pura un punt geometric que fa de centre de gravetat fisic d’un sistema de
punts amb pesos associats tot demostrant amb estricte rigor euclidia les propietats de
la seva aportacio i exemplificant el cas en la resolucié de problemes lligats al calcul de
raons entre magnituds geometriques. D’aquesta manera podem afirmar que Zaragoza
s’anticipa un segle al Calcul Baricéntric de August Ferdinand Mobius (1790 — 1868)
desenvolupat en llenguatge algebraic el 1827. (Recasens, 1991, 1994)

L'obra Geometria Magna in Minimis mereix el seu reconeixement entre els llibres
publicats en geometria a I'Europa del segle XVII, tot i que no va tenir la difusié esperada,
fet que ha provocat que Zaragoza passés desapercebut en el seu temps i fa que
atorguem aquests descobriments a matematics posteriors. Entre els exemples, trobem
el Calcul Baricéntric de Mobius o el Teorema de Ceva on es dona una relacié que també
s’exposa en la Geometria Magna in Minimis.

Per altra banda, cal tenir en compte també el seu primer llibre publicat el 1670 a
Valéncia, Arithmetica Universal. Aquesta obra amaga dins seu I'empremta de I'art
analitic de Viéte. Al llarg del llibre s’intueixen diferents lloances a I’Algebra com una
disciplina en si mateixa, independent del “Arte Menor” o Aritmetica i a un pas més de
I”” Arte Maior”. Zaragoza desenvolupara el seu propi llenguatge simbolic influenciat per
la notacid d’altres autors com Aurel o Rudolff perd amb el desig d’aplicar el tractament
dels elements com “espécies” propi de Viete. A més, amb un clar objectiu didactic,
I"autor descriu en aquesta obra els passos de resolucié d’equacions establerts en el nou
metode analitic. Novament com en el cas de I'obra Geometria Magna in Minimis,
I’Arithmetica Universal no va tenir el seu reconeixement en la societat de I’epoca.

11 Si a quotcumque datis punctis ad punctum unum inflectantur rectae lineae et sint
species quae ab omnibus fiunt dato spacio aequales punctum continget positione
datam circumferentiam
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Aquesta situacié es deu a I'escas cultiu de les matematiques que es va donar a I’'Espanya
del segle XVII o més ben dit, a I’escassa difusié que se’n va fer. Alguns matematics de
renom com Julio Rey Pastor (1888 — 1962) o José Echegaray (1832 — 1916)*? han donat
pes a la visid pessimista de la cultura matematica espanyola del segle XVII perd no és
cert que res de valor matematic s’hagi aportat per part de la ciencia espanyola del segle
XVII. L’excepcio la trobem en un grup petit de matematics jesuites, relacionats directa o
indirectament amb el Col-legi Imperial de Madrid, els quals van treballar en el camp de
la docéncia i van realitzar aportacions notables en el camp de la geometria pura.
(Recasens, 2007)

Amb tot aix0, podem entendre la poca divulgacio que es va fer i menys encara a nivell
europeu on s’estaven desenvolupant metodes analitics algebraics i el calcul
infinitesimal. Aixi, obres amb tanta abstraccié com la que mostra la Geometria Magna
in Minimis o |’Arithmetica Universal no van tenir I’oportunitat de ser ben estudiades ni
aplicades.

3.3. Publicacions

Com hem comentat anteriorment, durant la seva ultima etapa a Madrid, Zaragoza va
publicar la major part dels seus llibres. A més de la Geometria Magna in Minims, molts
d’ells van representar un gran aveng del nivell matematic espanyol del segle XVII.

Zaragoza va publicar un total de catorze llibre de matematiques pures i aplicades de
caracter didactic per impartir les seves classes i va escriure moltes obres més que han
quedat manuscrites. Es sabut que la prioritat d’estudi dels jesuites se centrava en la
geometria pura. Dins d’aquesta, durant el segle XVII es va investigar sobre els tres
problemes classics: la triseccié de I'angle, la duplicacio del cub i la quadratura del cercle.
Zaragoza els treballara en la seva versié dels Elements del 1678, en el capitol “De los
problemas no resueltos”.

El primer llibre que va publicar Zaragoza constitueix el centre d’estudi d’aquest treball.
Arithmetica universal que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra Vulgar y
especiosa (Valéncia, 1670) va introduir per primera vegada a Espaiia el concepte analitic
i algebra especiosa descrits per Viete abans en diferents punts d’Europa. (Recasens,
2010)

Aquest llibre obre les portes a I'algebraitzacié d’'un nou llenguatge simbolic, el métode
analiticde resolucid i la construccio geometrica en sistemes d’equacions. En les diferents
seccions que segueixen en aquest treball aprofundirem més en la seva analisi i
descriurem amb tot detall I'Us que Zaragoza fa de I’algebra amb la definicié d’un nou
metode de resolucid coincident amb les fases de Zetetica, Poristica i Exegetica ja
definides per Viete, del qual en rep una gran influencia.

12 vegeu per exemple el Discurso académico de apertura de curso 1912-13 de Rey
Pastor (1934) o la Historia de las Matemadticas puras en nuestra Espafia de Echegaray
(1866)
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Zaragoza va redactar dues versions dels Elements d’Euclides, una en llati i I'altra en
castella. De la versié castellana se’n va realitzar dues impressions: la primera, publicada
el 1671 a Valencia, Geometria especulativa y prdctica de los planos y solidos i la segona
publicada el 1678 a Madrid, Euclides Nuevo-Antiguo. Geometria especulativa y practica
de los planos y sdlidos. En la primera publicacid, Zaragoza no introdueix nous corol-laris
ni explicacions per complementar I’estudi de la geometria, pero sireorganitza I’obra dels
Elements agrupant les definicions, els problemes i els teoremes en tres blocs.

Geometria especulativa y prdctica de los planos y solidos va ser el llibre més conegut i
utilitzat a Espanya i colonies americanes. Es tracta d’una versié didactica que recull la
part geometrica dels Elements d’Euclides, exceptuant els apartats corresponents a
poliedres regulars, els quals s’estudiaran en la Geometria Magnae in Minimis publicada
el 1674.

El 1672, Zaragoza publica a Mallorca la seva Trigonometria espanyola, resolucion de
triangulos planos i esféricos. Fdbrica y uso de los senos y logaritmes. Canon
Trigonometricus y Tabula logarithmica on, novament per primera vegada a Espanya,
s’explica quée son els logaritmes, les seves propietats, la manera de calcular-los i la seva
aplicacié en la resolucié de triangles. Zaragoza és l'autor que més influeix en la
generalitzacio del coneixement dels logaritmes a Espanya. També s’estudien en
I’Arithmetica Universal i I'autor és el primer en imprimir taules de logaritmes: Canon
Trigonometricus y Tabula logarithmica. (Navarro Loidi, 2007)

Zaragoza introdueix els logaritmes com una correspondéncia entre progressions i els
identifica amb els exponents de la progressié geometrica. Tot seguit presentem dos
extractes de la definicio de logaritme en les dues obres mencionades per veure la
rellevancia de les progressions en aquesta definicio:

Los Logarithmos son ciertos numeros artificiales, que en Progresién Arithmetica
corresponden a los numeros verdaderos de una Progresiéon Geométrica.
(Zaragoza, 1672)

De suerte esta progresion aritmética natural es Exponente de la geométrica,
porque sus términos exponen y declaran, el lugar que tienen los términos
Geométricos en su Progresién. Este es el fundamento del Arte Mayor y de los
logaritmos como en su lugar veremos. (Zaragoza, 1670)

El 1674 va ser I'any culminant de Zaragoza amb la publicacié de Geometria Magna in
Minimis seguida, el 1675, de Esphera en comun celeste y terrdquea, obra vinculada a
I’Astronomia. A més, aquest mateix any i com a regal del 14¢ aniversari del rei Carles Il,
Zaragoza va redactar un petit i curios llibre sobre la construccié d’instruments
matematics, Fabrica y uso de varios instrumentos matématicos i li’'n va construir alguns
de senzills.

En la decada dels anys 30 del segle XX, Patricio Pefalver de la Universitat de Sevilla, va

fer notar I’excepcionalitat de Zaragoza en la publicacié dels seus articles (Pefialver,
1930). També Albert Dou descriu en articles de les matematiques del segle XVII (Dou,
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1990) la rellevancia matematica d’aquest autor i Eduard Recasens de la Universitat
Politecnica de Catalunya va elaborar la tesis doctoral el 1991 analitzant la Geometria
Magna in Minimis juntament amb |'article de 1994 descrivint el metode baricentric de
Zaragoza. Victor Navarro Brotons de la Universitat de Valencia ha estudiat també la seva
obra astronomica i la seva influeéncia en la renovacio cientifica valenciana (Navarro,
1996).

Es per tota la trajectoria i aportacions que ha deixat aquest gran matematic del segle
XVII pel qual considerem que mereix un reconeixement que no va poder atorgar-se-li en
el seu moment. S’"ha mantingut desconegut per la Historia de les Matematiques i per un
seguit d’experts que han mantingut I'opinié de la poca riquesa cientifica i matematica
espanyola del segle XVII.
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Capitol 4 — Analisi de I'obra Arithmetica Universal

4.1. Introduccio

Aquest capitol se centra en I’analisi de I'obra Arithmetica universal que comprehende el
Arte Menor y Maior, Algebra vulgar y especiosa, d’ara en endavant Arithmetica
Universal, que Zaragoza va publicar el 1670 a Valéncia, treballar el seu contingut i valorar
les aportacions que va deixar I’autor en els seus capitols.

Aquesta obra és el centre del nostre estudi i comparacio ja que en ella trobem un gran
valor en I’Gs de I'algebra Vietiana, en la qual predomina I’4s d’una nova simbologia i un
nou tractament de les equacions amb una metodologia basada en I’analisi per identificar
la incognita buscada.

Concretament, aquest capitol el dedicarem a la motivacio i elaboracié de I’Arithmetica
Universal, treballant el contingut dels seus llibres i aspectes clau com la notacié. Tot i
aixi, el nostre treball es focalitza en el tractament que Zaragoza fa de la nova Algebra,
un pas més enlla de I'“Arte Maior”. Es tanta la rellevancia d’aquesta ciéncia en si
mateixa, que hem considerat oportu dedicar el capitol 5 Unicament a I'analisi del llibre
tercer de I’Arithmetica Universal titulat “De la Algebra”. Per arribar a aquest punt, cal
haver entes previament els conceptes que descriurem a continuacié (objectiu de I'obra,
valoracié de I’Algebra com a entitat propia, contingut dels llibres primer i segon, regles
basiques de I'aritmeética, calculs d’arrels, presentacié de la notacio, “Arte Menor” i
“Maior”), i les influéncies i primeres nocions que deixa entreveure |'autor en la seva
introduccio i primers llibres, aixi com les primeres traces de la notacié que fara servir.

4.2. Proposit de I"autor en la interpretacié de I'obra

Abans de presentar els quatre llibres que constitueixen el nucli central de I’Arithmetica
Universal, Zaragoza ens introdueix aspectes rellevants de la seva intencié en aquest
llibre a través de diferents apartats introductoris: el prefaci o dedicatoria de I'obra, la
llicencia i censura o reconeixement d’altres personatges significatius i finalment, una
introducciéo on veurem les primeres intencions de I'autor de cara al tractament de
I"algebra i I'aritmetica.

4.2.1. Prefaci

Tota I'obra en si i el coneixement que 'emmarca esta dedicada al rei Carles Il, al qual
Zaragoza rendeix homenatge i del qual n’era professor de matematiques formant part
de la seva cort. Com es descriu en el prefaci de Arithmetica Universal, I'autor diposita
en Carles Il tota la confianga per conduir al poble espanyol a aconseguir els éxits per al
regne d’Espanya.

A continuacio, comenga la seva ferma lloanga a I'algebra com I’esperit i anima del cos

de les matematiques. Zaragoza entén l’algebra com una entitat propia, una branca
independent de les matematiques, una extensid de I’”Arte Maior” concebut en aquella
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epoca. El fet de no considerar I’”Arte Maior” com un complement de I’’Arte Menor”
ens fa apropar més al pensament d’Aurel que al de Rudolff, com hem vist en el capitol
2 d’aquest treball.

La nobleza del Algebra busca en los Reales pies de V. Majestad su centro, y como
el espiritu que transciende y anima todo el cuerpo de las Matematicas, unidas
en si, las rinde todas para su mayor gloria.?

En la seva obra Arithmetica Universal, Zaragoza recorrera un cami que anira creixent en
complexitat. Comengara treballant I'’’Arte Menor”, del qual mantindra l'estil per
introduir I’’Arte Maior” i I’Algebra. En el segon llibre desenvolupara I’’Arte Maior” i
aquest pas li servira com esgrad per culminar amb la descripcié de la seva Algebra, terme
que guarda per descriure I’Art analitic de Viete.

Seguint amb el prefaci, 'autor valora I'ingeni per sobre la forga i com el valor del saber
hauria de reforcar-se, sobretot en el domini de les matematiques ja que sén aquestes
les que serveixen per alimentar el coneixement. Es en aquest punt en el qual menciona
I"aplicacié militar de les matematiques, la qual podem relacionar amb altres autors
precedents com Diego de Alava y Beaumont (c.a. 1557) i la seva obra El Perfecto capitdn
de 1590.

No pelea el acero sin el impulso; ni los dos, tanto como el discurso que les dirige.
Prevalece el arte a la fuerza, al Ledn, aunque mas robusto, le sefiorea el hombre,
pero a este fin la industria quedara sujeta a la violencia de un bruto. El ingenio
solo no erige trofeos, pues cuando mds fecundo, si falta el beneficio, le viste de
malezas y de corona de abrojos. Las Matematicas fertilizan el ingenioso suelo y
fecundan el campo militar, que con su riego produce triunfos en victoriosas
palmas, y rinde coronas en eternos laureles.!

Més endavant fa referéncia a les tres branques de les matematiques que ell considera
creacié de Déu i, per tant, les més fonamentals: Aritmética, Estatica i Geometria.
Menciona també la convivencia d’aquestes tres amb la filosofia.

Dios en numero, peso y medida crio toda la gran maquina del orbe; Aritmética,
Estatica y Geometria concurrian a su creacion y las mismas en buena Filosofia
han de conservar el Imperio de V. Majestad pues sin hipérbole comprende al
mundo, nunca pierde al Sol de vista, ni tiene otros términos, que los del
universo.!®

En I'inici del prefaci, Zaragoza parla de I'algebra com I'esperit i anima de la matematica
perd a mesura que avanca el discurs, observem com lloa I'aritmetica com la branca de
les matematiques que ocupa el primer i un lloc superior a la resta de branques. La
considera, pero, amb molt més potencial que el que ofereix actualment i poc treballada,

13 Arithmetica Universal, Sefior (Dedicatoria), Zaragoza, 1670
14 Arithmetica Universal, Sefior, Zaragoza, 1670
15 Arithmetica Universal, Sefior, Zaragoza, 1670
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reduida a una essencia substancial. Podem relacionar aquesta idea amb la influéncia del
tractament classic de les matematiques que perdura des del segle XVI.

Goza la Aritmética el primer lugar por superior y transcendente a todas las
Matematicas; sube por sus grados hasta la suprema cumbre. Reducida hoy a
breve y compendioso volumen, se consagra a V Majestad por si misma, como
quien pronuncia, que por las ciencias a que se entiende, ha de llegar V. Majestad
a lo sumo de la militar gloria...1®

Amb aquesta primera visié tanca el prefaci i dedicatoria de I'obra. A continuacié
presenta la llicencia i censura i tot seguit, en la introduccié de I’Arithmetica Universal es
tornara a obrir el debat de la idea que tenia I'autor de I’Algebra.

4.2.2 Llicencia i Censura

Qui atorga la llicencia de impressid és el pare Jacinto Piquer, provincial de la Companyia
de Jesus a Arago, segellada al Col-legi de Barcelona a 6 d’Octubre de 1667.

La censura consisteix en I'opinié d’altres personatges de renom sobre lestil i
coneixement exposats en I'Arithmetica Universal.

En la censura de I'obra de Zaragoza, el doctor Ivan Bautista Ballester Arcediano de
Morviedro, professor de filosofia de Zaragoza a la universitat de Valéncia on es va formar
com a teoleg, parla de la seva forma de tractar I’algebra en relacié a I'aritmeética. Segons
aquesta censura, sembla ser que Zaragoza treballa amb una nova algebra enginyosaila
tracta com una ciencia relacionada amb I’aritmetica pero d’una forma “especiosa”, per
la qual cosa podem comengar a imaginar-nos una certa relacié amb I’algebra de Viete.
Més endavant analitzarem com en fa mencid, pero cal assenyalar la diferéncia entre
algebra “en xifres” i “especiosa”. Es pot parlar de I'algebra en termes de logistica per
referir-nos a “calcul”. El terme logistica el va emprar ja Viete i en diferenciava dos tipus:
la numerosa i I'especiosa. La logistica “numerosa” treballa amb el calcul de nombres
mentre que la logistica “especiosa” treballa amb el calcul d’especies, on una espécie pot
representar qualsevol magnitud tant numeérica com geometrica. S’associa I'adjectiu
“vulgar” al primer tipus d’algebra. En paraules de Bautista:

Esta ingeniosa Algebra en compendiosas cifras epiloga dos bien distantes
extremos, asi por la parte, que abate a lo vulgar, pero no vulgarmente el vuelo,
como por la que sublimemente se remonta a lo méas especioso de la Aritmética.l’

Bautista distingeix en el llibre dos objectius diferenciats. Per una banda el descobriment
de noves aplicacions de les matematiques en ambits ja coneguts com el sector de les
mercaderies o industries. Per altra banda, el segon objectiu consisteix en dibuixar noves
linies d’estudi de I'’”Arte Maior”. Fa especial emfasi en com Zaragoza deixa enrere I’estil

16 Arithmetica Universal, Sefior, Zaragoza, 1670
17 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
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d’enginy i retorica de la Grécia classica per trobar un nou enfocament a I’embolcall de
I"aritmetica, amb una nova simbologia de lletres.

El otro es delinear nuevos rumbos en los inmensos Océanos del Arte Mayor, casi
no arados con el estilo del ingenio, ni medidos con la fonda del discurso: unoy
otro, en utiles experiencias de la pluma, logran todos los hombres de cuenta y
razdon, que no es menester poca, para dar alcance a este reciente Colon de la
Aritmética, que deja muy atras las Herculeas Columnas.t®

Fa mencio d’aquelles ciencies i procediments que es veuen beneficiats per I'Us de la
simbologia com a notacid, enlloc de la retorica emprada com anys enrere. Astronoms,
enginyers, demarcadors o calculadors de fallides en podran fer Us i corregir errades
detectades en el seu treball.

En aquesta censura es considera I'obra de Zaragoza com un document universal que
treballa amb demostracions estrictes basades en la regla “Lesbia”, considerada la regla
per excel-léncia i usada per Aristotil. Aquest matematic i filosof va saber definir el
concepte d’Equitat aplicat a I'us de les lleis més abstractes a casos particulars a partir de
la similitud amb I'Gs d’un instrument per mesurar objectes amb superficies concaves
convexes. A aquest instrument se 'anomena Regla Lesbia.

...exactisimas demostraciones sin el torcido de la regla Lesbia, porque esta es sin
duda con propiedad la inflexible regla de oro.*®

Trobem també altres citacions que mostren la gran admiracié per I'estil universal de
I"algebra que realitza I'autor. A continuacio en presentem algunes d’elles:

...donde enlaza el ingenio y elegancia con el fruto, y viveza con el espiritu.?°

...le juzgan otros Euclides en la Geometria y Arquimedes en la Estatica, en lo
Astronémico, Ptolomeo y Diofanto en la Aritmética.??

Quien no venera con rendimiento estos estudios, si hubiere leido en Joachimo
Ratico, y en la Perla de Exisio su importancia, y mas ponderando lo que dijo en
sus elogios Alberto Magno.??

18 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
19 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
20 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
21 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
22 Arithmetica Universal, Censura, Zaragoza, 1670
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4.3, Introduccio de I’Arithmetica Universal

Zaragoza destina una introduccio de sis pagines en la qual fa una analisi de I'estructura
i importancia de cadascun dels llibres i capitols que constitueixen [I’Arithmetica
Universal. En les diferents seccions que presenta aquesta introduccié, comenga parlant
de "aritmetica per després moure’s cap a la vessant de I’algebra. Menciona també els
logaritmes com hem comentat en el capitol 3 d’aquest treball. A continuacié segueixen
algunes seccions per entendre la materia, I'estil, el metode, la simbologia i la manera
d’estudiar el conjunt dels llibres.

4.3.1. La importancia de I'’Aritmeética en el cos de les Matematiques

Zaragoza considera l'aritmetica com la branca fonamental que doéna cos a les
matematiques, que permet estendre els calculs discrets als continus. L’aritmeética obre
les portes al coneixement de les matematiques i, a la vegada, demana el coneixement
de totes les altres cieéncies per entendre-la. A més, I'autor remarca el fort vincle que
existeix entre la geometria i la seva interpretacié a través de I’aritmetica. En |’Ultim llibre
de I"Arithmetica Universal, Zaragoza treballa la resolucié de problemes aplicats a
diferents ambits, entre ells la geometria i estudiarem com, a més de 'aritmetica, també
I’ds de I"algebra sera clau com a eina de resolucié de problemes. Tot i aixi, el veritable
estudi de geometria el desenvolupara en altres de les seves obres posteriors com
Geometria especulativa y prdctica de los planos y sdlidos (1671) o Geometria Magna in
Minimis (1674).23

Trobem ja en les primeres paraules de Zaragoza una evidéncia compartida amb Viéte en
la mencid de Platé com el pare que descriu el cami de I'aritmética a I'analisi.

La Aritmética es la primera, y la ultima de las Matematicas. Primera en orden,
por ser la llave de estas sublimes ciencias, o puerta segun Platén de las otras
facultades mayores. 4

Viete, en el primer capitol de I'obra In artem analyticen isagoge escriu:

Hi ha una certa manera de buscar la veritat en matematiques que es diu que
Platd va descobrir primer. Theon I’'anomena analisi [...]*

Aguest només és un petit exemple de la influéncia de Viete en I'obra de Zaragoza, pero
més endavant analitzarem amb més detall altres evidencies de I'lsagoge com a font
original de I’Arithmetica Universal.

23 Més informacio a Recasens, 1991 i 1994.
24 Arithmetica Universal, Introduccid, Zaragoza, 1670
25 In artem analyticen isagoge, Capitol |, Viete, 1591
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4.3.2. Arte Menor, Arte Maior i Algebra

En I'inici de les seves explicacions, Zaragoza divideix I’Aritmetica en dues: la menor i la
major. El primer llibre de I’Arithmetica Universal el dedicara plenament a la menor,
mentre que el segon se centrara en I'aritmética major o “Arte Maior”. El terme Algebra
el reserva per explicar i desenvolupar I'algebra introduida per Viete, a la qual li dedica
el llibre tercer. Aquesta separacio dels dos “Artes” s’ha d’entendre com la necessitat de
I"aritmetica menor en I’aplicacid i Us de la major i, conseqiientment, en I'algebra. El fet
de mantenir 'estil de I’”Arte Menor” ens fa allunyar una mica del pensament d’Aurel de
I’entitat de I’algebra per si sola tot i que creiem que Zaragoza desitja que sigui
independent de I’aritmetica menor, influenciat pels pensaments de Viete i la manera en
com lloa I'algebra en el tercer llibre. Per introduir el concepte d’algebra, Zaragoza
treballara previament amb [|’Aritmetica major, presentada més tard sota la
nomenclatura d’”Arte Maior”. Perd anira més enlla, tractant I’algebra com un ultim
esgrad més complex que I’”Arte Maior” ja treballat i necessari per desenvolupar la seva
algebra.

L'aritmética menor inclou les operacions, proporcions, alineacid, falses posicions,
progressions i combinacions, juntament amb les regles basiques de la suma, resta,
multiplicacid i quocient. La major fa un pas més i treballa amb les poténcies [potestades]
numeériques. Es I'eina per analitzar la composicié d’aquestes poténcies i resoldre les
seves arrels, la qual servira de fonament a I’Algebra. En la definicié d’Algebra, Zaragoza
deixa entreveure la visié d’analisi que comengava a aflorar a la resta d’Europa i havia
introduit Viete. Utilitza la paraula “caracter” per designar les incognites substituides per
la notacié de la simbologia, igual que feien Rudolff, Aurel i altres. A més, el procediment
de resolucid analitica també sembla coincidir amb aquests autors, ja que considera un
caracter suposat per després resoldre la magnitud i trobar el valor que li correspon.

La mayor sube a las Potestades numéricas, examina sus composiciones, inquiere
sus raices, como principal fundamento del Algebra. Esta nobilisima ciencia es
verdadera Analitica, que con superior artificio suponiendo un Caracter en lugar
de la Cantidad continua, y discreta incognita, llega a determinar el valor del
Caracter supuesto y a resolver con él la magnitud de que se dudaba.?®

4.3.3. La utilitat de I'Algebra

Zaragoza presenta I’Algebra amb gran admiracié, definint-la com la llum i esséncia de
les Matematiques. Un descobriment que aporta valor i certesa a la resolucié de
gualsevol problema ja que ens ajuda a determinar falses suposicions i a verificar el
resultat trobat. Aquest procediment de resolucié de problemes coincideix amb I'art
analitic de Viete, assumint la incognita com si fos ja admesa i treballar a partir d’'unes
regles donades per arribar a alld que és veritablement cert.
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Zaragoza, considera I’Algebra una matéria que s’escapa de les estudiades fins al moment
i que envolta un coneixement més profund i més util que la resta, per la qual cosa en
algunes ocasions se |’havia tractat d’una ciencia divina.

Excede los términos de la elocuencia, y aun no cabe en el dilatado océano de la
imaginacién. Muchos no dudaron llamarla divina. Es el Sol entre las Matematicas,
de quien todas han recibido lucidos aumentos. No hay enigma al que no de luz,
ni problema, que no resuelva, y esto con tan singular industria, que sola entre
todas las facultades halla la verdad por un numero falso, y consigue la certeza
por una suposicion incierta.?’

L'obra Arithmetica Universal no treballara les caracteristiques ni aplicacions dels
logaritmes, ja que I'objectiu esta centrat en I’aritmetica i I'algebra. Tanmateix, en aquest
punt, Zaragoza no vol restar importancia a introduir la definicié de logaritme degut a
una certa vinculacié amb I’algebra. Com hem comentat en el capitol 3 d’aquest treball,
existeix una significant relacio entre els logaritmes i les progressions i en I’Arithmetica
Universal aixi ho fa notar I'autor.

Les aplicacions dels logaritmes sén presentades en |'obra de Zaragoza Trigonometria
espanyola, resolucion de tridngulos planos i esféricos. Fdbrica y uso de los senos y
logaritmes. Canon Trigonometricus y Tabula logarithmica (Mallorca, 1672). En aquesta
obra s’explica que son els logaritmes, les seves propietats i la manera de calcular-losi la
seva aplicacié en la resolucio de triangles.

4.3.4. Objectiu de I'obra

Les dues vessants del llibre sén I’Aritmetica i I’Algebra. Es presenten com “Arte Menor”
i “Arte Maior” o, respectivament, les dues aritmétiques, perd I’Algebra se separara de
I”” Arte Maior” per vincular-se a I'algebra vulgar i especiosa introduida a Europa de la ma
de Viete. Zaragoza no desitja seguir estrictament les definicions establertes per autors
anteriors i la seva manera de desenvolupar aquests dos “Artes”, sind que pretén
construir nous principis per tal de facilitar la comprensié del lector. L'objectiu de
I’Arithmetica Universal és |’aprenentatge didactic i no I’exposicio dels principis que la
regeixen:

Fue mi intento no explicar mas que el Algebra, pues aun para ella sola era corto
el volumen, pero atendiendo que el mendigar principios ajenos era imperfeccion
de la obra, resolvi cefiir una, y otra de fuerte, que sin otros principios pudiese
llegar al Lector; sino a entera comprensién, por lo menos a una mas que mediana
noticia de las dos Aritméticas.?®

Per tal d’aconseguir-ho ressalta I'Us del castella com idioma de redaccié. No sense
desmereixer el llati, ha preferit fer servir la seva llengua materna per aixi donar més
importancia a la seva patria davant dels ulls del poble.

27 Arithmetica Universal, Introduccid, Zaragoza, 1670
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Degut a I’escassa difusid de les aportacions matematiques de la época a Espanya, I'autor
ha preferit focalitzar-se en una redaccid clara, breu pero a la vegada entenedora i sense
limitar la mateéria. Tot i aixi unir aquests requisits sol ser complicat i esta obert al judici
d’altres autors.

A continuacié, estudiarem el contingut desenvolupat en I’Arithmetica Universal, tot
organitzant les materies en llibres i seguint I'ordre recomanat per I'autor.

4.4, Estructura de I’Arithmetica Universal

L’Arithmetica universal que comprehende el Arte Menor y Maior, Algebra vulgar y
especiosa de José Zaragoza esta constituida per un total de 448 pagines organitzades en
quatre llibres: Libro I. De la Aritmética menor, amb 152 pagines, Libro Il. De las Raices,
amb 112 pagines, Libro Ill. De la Algebra, amb 81 pagines, i Libro IV. De los Enigmas, amb
103 pagines. Previament a la presentacid de cadascun d’ells, I"autor prepara una
Introduccié no paginada que hem detallat en la seccid anterior, on fa mencié dels
aspectes rellevants que possiblement quedin difuminats en I’explicacié dels capitols de
cada llibre, ja que aquests se centren en continguts especifics i no tant en la metodologia
emprada. Aquesta esta formada per la dedicatoria o Sefior, la llicencia i censura de I'obra
i la introduccié de I'autor. Ha estat en aquesta primera presa de contacte on ja hem
notat algunes influéncies de I'algebra especiosa de Viete, com la importancia del
llenguatge simbolic (“caracters”), I'Us d’“espécies” en algunes definicions o la
universalitat de I'algebra. Més endavant caldra veure i corroborar si aquestes primeres
nocions s’estenen al camp practic en la resolucié de problemes.

Cadascun dels llibres que formen el conjunt de I"Arithmetica Universal conté una
agrupacio de capitols que tracten diferents continguts i amb metodologies de resolucié
ben estructurades. El criteri de I'obra és didactic i I'ordre de presentacié dels llibres és
clau, ja que la comprensio del llibre posterior necessita de la clarificacié de conceptes
dels llibres que el precedeix.

Al finalitzar I'exposicio dels quatre llibres, Zaragoza presenta un index amb els capitols
que formen cada llibre i la seva paginacié i un index de continguts ordenats
alfabeticament per facilitar al lector la cerca dels conceptes clau. Aquest fet és original
en les obres de I'epoca i s’enllaca amb el caracter didactic de I'obra. A més també
s’adjunta I'explicacid de la notacié més utilitzada en una taula de caracters. D’aquesta
en parlarem en la seccid 4.5. d’aquest capitol.

Tot seguit, procedim en I'explicacié i agrupacid dels continguts que s’inclouen en
cadascun dels llibres mencionats.
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4.4.1. Libro I. De la Artimética Menor

Aquest primer llibre tracta els aspectes més fonamentals de I'aritmeética basica, com era
usual en les aritmetiques de I’época. Treballa les operacions i regles fonamentals amb
les quals el lector s’ha de familiaritzar per tenir clara la notacié i metodologia que
s’emprara més endavant quan les questions es tornin de major complexitat. Igualment
acompanya cada explicacié amb demostracions argumentades i exemples senzills.

Els primers sis capitols descriuen les regles de sumar, restar, multiplicar i dividir. Del
capitol VIl al X treballa amb les fraccions i les seves aplicacions. A partir del capitol Xl fins
al XIX desenvolupa temes relacionats amb les proporcions, definint també la Regla de
tres, Regla de tres astronomica o els principis de la alineacio. El capitol XX el destina a
parlar de les falses posicions; el XXI i XXIl de les progressions que tindran un paper
fonamental en els llibres seglients. |, finalment, acaba aquest primer gran bloc amb les
combinacions. Durant aquests capitols ja descrits es treballa amb arrels, pero sera en el
seglient llibre on hi dedicara més atencié en la seva descripcié i aplicacio.

4.4.2 Libro Il. De las Raices

El segon llibre, format per catorze capitols, té un enfocament més precis sobre el
tractament de les arrels, la seva construccid, calculs i operacions. En aquest llibre
Zaragoza descriu |”Arte Maior”, emprant ja la simbologia de les lletres per treballar amb
el calcul de les arrels.

Este asunto es sin duda el mas dificil de la Aritmética, y el que me empefio a
tomar la pluma con danimo de experimentar si dejaba reducirse a método claro,
y breve un océano inmenso de dificultades. Para su inteligencia debe el
Aritmético estar bien ejercitado en el Arte Menor, y tener muy presente la
doctrina de los SS 68, 69, 70, 181, 182, 212 hasta 215 sino quiere perder el
tiempo, y lo que es mas, el dnimo y esperanza de salir con la empresa.?®

En cada capitol realitza un tractament adequat en funcié de si I'arrel a treballar és
quadrada, cubica o si les potencies [potestades] son simples o compostes, o si el signe
gue hi intervé és positiu o negatiu. Observem la intencié de I'autor de generalitzar els
algorismes a través de la introduccié del terme “férmula” en moltes de les taules
presentades en aquest llibre (Figura 4.1.).

29 Arithmetica Universal, p. 153 Libro Il. De las Raices, Zaragoza, 1670
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182 Formula dela aproximacion primera.
2.4:9:  edproximadadela Cantidad,
9725056 00000 | Kefid.22.con § REr0se
'160,9’244.7624'9: — 175
315818400600/ — 6ooZ*
4767428768 49| [uma —
1362824100000 | 4 900000Z?
27000000000 | -4 30000000007
1389824100000 [uma -+ |
913081223151 Difer.de4, ==
59424376849 Refidao 37

Figura 4.1. Exemple de Taula on s’empra el terme “Férmula”. Arithmetica Universal, p.
262

Zaragoza classifica els diferents tipus de calcul d’arrels buscant la maxima generalitzacié
possible en aquesta agrupacié i presentant exemples que englobin diferents situacions.

En estos tres ejemplos se contienen todas las dificultades, que se pueden ofrecer
en esta materia. Los que saben otros modos mas breves de sacar la Raiz
cuadrada, deben ajustarse a este, por ser general para todas las Raices, como se
vera en los Capitulos siguientes. 30

Treballa I’”Arte Maior” amb la simbologia de les lletres per mostrar la universalitat dels
procediments que es faran servir en |’extensio a I’algebra i que es tornen cada cop més
complexos pero seguint un mateix estil d’algoritme. Aquest “Arte Maior” que descriu
Zaragoza servira com a base i introduccié al llibre tercer, dedicat exclusivament a

I’Algebra.

En el discurso de este libro se ha visto, el método universal de sacar todas las
raices simples, o compuestas con un mismo estilo, aunque las operaciones se
aumentan al paso, que las Potestades suben, y entran mas especies diferentes
en la composicidn. En este artificio consiste Unicamente la extensidn infinita de
la Algebra, y el que le tuviere bien entendido, puede estar seguro, que no hallara
enigma tan confuso, que no pueda resolver facilmente si tuviere términos

bastantes para la solucién.3!

30 Arithmetica Universal, p. 170 Libro Il. De las Raices, Zaragoza, 1670
31 Arithmetica Universal, p. 258 Libro Il. De las Raices, Zaragoza, 1670

32



4.4.3. Libro Ill. De la Algebra

El tercer llibre sera estudiat amb més profunditat en el proper capitol d’aquest treball,
dedicat exclusivament a ell, ja que constitueix un punt clau en el nostre estudi de I'Us de
I’Algebra al segle XVII a Espanya i 'impacte de |'obra de Zaragoza. Per ara en farem una
breu ressenya per entendre el contingut que en ell es desenvolupa.

Es tracta d’una introduccié al lector en el coneixement de I’Algebra, ciéncia que fins al
moment era poc coneguda i refusada per molts matematics del moment en
contraposicié a I’'Us més conegut de I’Aritmetica menor. Aquest llibre, I’autor mateix el
presenta com un tractament breu i superficial de la nova concepcié de I'algebra o Art
analitic, pero considera que amb I'aprenentatge assolit en els llibres anteriors i la
materia desenvolupada en aquest tercer es pot arribar a profunditzar molt més en el
coneixement d’aquesta ciencia, la qual requereix inversié de temps i coneixement per
arribar a dominar-la.

La parte mas sutil no solo de la Aritmética, sino de las Matematicas, es la Algebra;
y la menos entendida de los Aritméticos, no tanto por su dificultad, cuanto por
los muchos preceptos con los que los Antiguos confundieron sus operaciones.
Estas son el Unico objeto de este breve libro; su brevedad alentard a los mas
pusilanimes, pues nadie, creo, se persuadird, que es inaccesible, ni aun
dificultosa la Facultad que puede ceiiirse a tan breves y claros preceptos, como
dira la experiencia, que espero, ha de ser el mayor desempefio.3?

Consta de 12 capitols:

= Capitol I: Definicid, estructura i fonaments de I’Algebra

= Capitol Il'i lll: Algoritme de caracters simples i compostos
= (Capitol IV: Potencies i arrels de caracters

= Capitol ViVI: Nombres irracionals simples i compostos

= (Capitol VII: Arrels universals

= (Capitol VIII: Binomis i residus

= (Capitol IX: Fraccions

= Capitol X: Regla tnica de I’Algebra

= (Capitol XI: Reduccié de les igualtats

= Capitol XIlI: Valor de la lletra

Els tres ultims capitols sén els més significatius, ja que en ells explica la metodologia
fonamental en la que es basa I'algebra de Zaragoza: obtencié de la igualtat mitjangant
el plantejament de la questio, reduccié de la igualtat per facilitar el treball i I'aplicacié
dels principis apresos anteriorment, i resolucié de I'equacio a través del valor de la lletra.
Aquests tres procediments descrits corresponen a les tres etapes que utilitzava Viete en
la seva nova Algebra introduida al segle XVII a Europa per la resolucié d’equacions, tot i
que les anomena amb noms propis diferents. Viete va intentar explicar el cami que
emprava per resoldre les equacions emmarcant-lo dins I’analisi grega. L’objectiu del seu

32 Arithmetica Universal, p. 265 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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“Art analitic” era proporcionar un metode per resoldre tots els problemes mitjangant
tres fases: la primera o zetetica per transformar el problema en una equacid o igualtat
composta de quantitats conegudes i desconegudes; la segona o analisi poristica per la
discussio de I’equacio plantejada mitjangant la prova de teoremes coneguts; i finalment
la tercera fase anomenada analisi rética o Exegetica per tornar al problema inicial amb
la solucié trobada. Aquesta ultima fase era la més important per Viéete.

El vincle entre I'algebra de Viete i la de Zaragoza és cada cop més clar i creiem poder
afirmar que va ser Zaragoza un dels que va ajudar més en la difusié d’aquesta nova
forma d’entendre |'algebra a Espanya. Gracies al carrec que ocupava com a magistrat
del Col-legi Imperial, tenia a les seves mans la possibilitat de transmetre aquest
coneixement i, a més, sabem que I'objectiu principal de les seves obres és d’intencié
didactica. Cal valorar aquest autor, doncs, com un dels que va ajudar a transmetre el
pensament de Viete a Espanya. En el tractament de problemes [enigmas] analitzarem la
part practica d’aquesta teoria i, a més, en el capitol segiient aprofundirem més en
I’analisi del llibre de I’Algebra per veure’n més mencions a altres autors, perd sobretot
I"aparicid de Viete en les seves notes.

4.4.4. Libro IV. De los Enigmas

Amb tot el coneixement descrit de forma precisa i argumentada en els tres primer llibres
i també la forma d’actuar en front a un qliestié o enigma, procedeix a presentar el quart
i ultim llibre: una col-leccié de problemes relacionats amb tots els aspectes descrits
anteriorment. Consta d’un total de 120 qulestions a resoldre agrupades en dotze
capitols.

La resolucid que fa servir involucra I'algebra i tracta de diferents tematiques:
proporcions, progressions aritmetica i geometrica, combinatoria, geometria, arrels,
nombres irracionals, etc.

Amb tot aixd complementa aquesta detallada estructura i segmentacié de capitols i
llibres del contingut tractat en I’Arithmetica Universal de Zaragoza.

L'estructura d’aquesta obra coincideix amb altres publicacions d’autors precedents que
comencen sempre en una introduccio a les regles basiques de I'aritmética menor i
acaben amb un a col-leccié de problemes basats en exemples exposats al llarg dels llibres
precedents. El tractament de I’algebra en un llibre independent és un cas més particular
de Zaragoza que d’altres autors i una primera senyal que fa especial aquesta Arithmetica
Universal.

4.5, Criteri didactic de I’Arithmetica Universal

Arithmetica Universal és clarament una obra de caracter didactic. L’autor ha preparat
cadascun dels llibres que la formen i I'ordre de presentacié d’aquests pensant en
I’objectiu final de I’ensenyanga i la transmissié del coneixement de les dues aritmetiques
i I'algebra. Aquest objectiu el deixa clar en un dels ultims apartats de la seva Introduccio.
Presentem a continuacio les regles d’estudi segons Zaragoza:
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Arithmetica Universal comenca amb la interpretacid de les quatre regles basiques de
I’Aritmetica Menor. Els capitols VIIi VIII del primer llibre titulat De la Aritmética Menor
son els més necessaris i cal aprofundir en la seva comprensié. Per tal de passar al segon
llibre, De las Raices, no cal saber-ne d’alineacions, falses posicions ni combinacions, i de
manera similar, per entrar en la lectura del tercer, De la Algebra, sén suficients els cinc
primers capitols del segon llibre. Respecte el quart i ultim llibre que composa
I’Arithmetica Universal, De los Enigmas, per tal d’aconseguir una veritable comprensio,
Zaragoza recomana l’estudi dels tres llibres anteriors, ja que aquest quart llibre
desenvolupa exercicis practics relacionats amb els principis exposats i desenvolupats de
forma argumentada anteriorment.

La forma d’aplicar la materia exposada en el conjunt dels llibres té una intencid didactica
que consisteix en reproduir primer els exemples proposats en cada capitol i després
considerar-ne altres similars. D’aquesta manera es trobaran errors que no s’han tingut
en compte i que serviran per corregir errates.

4.6. Notacio de I’Arithmetica Universal. Us de caracters en I'Algebra

Tot seguit passem a estudiar la notacié que I’'autor ha emprat al llarg de I’Arithmetica
Universal posant especial emfasi en la simbologia que aprofitara per al tercer llibre, De
la Algebra, ja que en ell descobrirem vincles amb altres autors com la influéncia de Viéte.
També hem percebut que Zaragoza té la intencié de desenvolupar un metode propi per
tal de facilitar la divulgacio de I'algebra i I'aritmética. Es per aixd que dedicarem aquesta
atencio a la simbologia. Al final de Arithmetica Universal Zaragoza adjunta una taula
resum dels simbols presentats al llarg de tots els llibres per ajudar al lector i tenir un
“diccionari” de referéncia (Figura 4.2.).

EZXPLTCACION DE LOS
' CARACTERE&‘

i Przmero z Segzmala 3° Tercero, CW, |
X Muliiplicar en cruz, :

“+  Mas. Lib.1* § 168.

— Jdenos, Ltb 10§, 1680

175 Vna Cantidad comuda,o mcpgmm R
17°  El Quadrado de e[Ja Cantidad. L, 2. § 6.,, ’
17} ElCubo de Iy mefmﬂ SER ‘
1g* El %adrado Quadrado? ‘
1 El Qsuadrado Cabo, eoc.y Lo mefma es de quas
lefquiera otras letras.
E228 4 Quadrados mas3s numeros partidos por 6
nummerosmenos § Cantidades : lo mefmo csde
stros quebrados. .
4, QK Ruaizdealgun numero. J\/ Q{mg_es‘
v oR? RgizQuadrada L.a. 8.2
.¢* o R R aiz Cubica; oc. S
A gual: como 572410067 zguales424 @4:,
B L;bra 3. 8,126 )

Figura 4.2. Taula dels caracters emprats en la nova notacio. Arithmetica Universal, p.
452
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En la diferenciacié d’Algebra i Aritmética, Iautor clarament defensa I’Gs d’una nova
notacié amb “caracters” per substituir tant els valors de les incognites com de les
quantitats conegudes i aquesta simbologia estara present en tota I"Arithmetica
Universal i, amb més emfasi, en la metodologia de resolucié de problemes d’algebra.
Destaquem com original el fet d’utilitzar la mateixa lletra, 1Z* (Figura 4.2.) per definir
tant la incognita com la quantitat coneguda. Zaragoza considera del tot necessari i
essencial I's de la simbologia per poder treballar amb I’Algebra, com ja haviem vist que
feia Viete, el qual va transmetre aquestes idees a través de la seva obra In artem
analyticen isagoge (1591), font que segurament haura consultat el nostre autor.

A més, Zaragoza remarca la necessitat d’invertir més temps i diners en la creacié d’una
nova notacio que ell exemplificara en unes taules que presentem a continuacié, on fa
servir els exponents com els coneixem avui en dia, indexs superiors drets que
acompanyen la lletra (Figura 4.2.).

Zaragoza creu en la universalitat del llenguatge per poder transmetre més comodament
el coneixement de |'algebra. Aixi, el fet que cada autor utilitzi diferents notacions i, en
molts casos, no s’incloguin els “caracters” en aquestes simbologies, és causa de confusid
per al lector. Menciona autors com Marino Ghetaldi (1568 — 1626)33, el pare Jacques de
Billy (1602 — 1679)3* o el Pare Gaspar Schott (1608 — 1666)%, tots ells d’altres paisos
d’Europa, a qui retreu la falta d’un llenguatge simbolic de caracters en les seves
terminologies.

Los Caracteres propios del Algebra

Son el complemento de su perfeccién: la falta de ellos fue siempre causa de
confusion y prolijidad. Gran motivo tuviera para quejarme de las impresiones de
Espana, sino viera que en Italia le faltaron a Marino Ghetaldo, en Francia al P.Billi
y al P-Gaspar Scoto en la superior Alemania. No me pude reducir a sacar sin este
complemento el libro viendo que con dinero no se podia remediar el dafo, por
faltar los artificios, apliqué mi industria y consegui lo que solo intentar, parecid a
muchos, temeridad. Hice por mi mano los punzones, matrices y llaves, fundi
todos los caracteres enteros y quebrados que juzgué necesarios sin perdonar a
trabajo, ni gasto por conseguir toda la perfeccién.3®

De forma general, entén que no es pot fer servir un caracter sense prévia definicid i aixi
hointenta aplicar. No obstant, sabent que el lector segurament no esta familiaritzat amb
aquesta nova notacid, adjunta al final de tot del conjunt de llibres un index i una taula
que resumeix el significat dels caracters emprats en la seva nova simbologia. Zaragoza
va haver de crear els simbols per a la impremta com es dedueix de la cita anterior.
(Figura 4.2.). Cal remarcar el fet que Zaragoza, igual que Viéte, usa caracters no només
per substituir les incognites sind també quantitats que venen donades i sén ja
conegudes.

33 Més informacié a O’Connor & Robertson, 2010

34 Més informacié a O’Connor & Robertson, 2006

35 Més informacié a A. G. Keller, Dictionary of Scientific Biography, vol. 12
36 Arithmetica Universal, p. 9 Introduccid, Zaragoza, 1670
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4.6.1. Simbologia inicial, Libro I. De la Aritmética Menor (Arte Menor)

En la introduccio del llibre primer, el qual tracta fonamentalment de I'aritmetica i les
regles basiques del sumar, restar, multiplicar i dividir, introdueix la unitat com el principi
de tot nombre i, en conseqliencia, qualsevol altre nombre es defineix com la multitud
d’unitats, ja siguin pertanyents al mateix tipus d’objecte [espécie] o diferents.

Considera unicament deu xifres corresponents a la notacié decimal i que adaptara en
notacid sexagesimal en cas que convingui. En el llibre primer es defineixen a més, regles
basiques d’aritmetica com la regla de tres, proporcions, operacions amb fraccions, etc.

Els teoremes i regles que Zaragoza exposa per introduir les proporcions i aprendre a
treballar amb elles sén clau ja que es basen en els principis difosos per Euclides en els
Elements com ja hem mencionat en el capitol 2 d’aquest treball. Aquestes regles sén
basiques i les veurem aplicades en la majoria de questions del Libro IV. De los Enigmas,
com és el cas de la regla del producte d’extrems igual al producte de mitjos.

En el nostre estudi buscarem coincidencies amb altres autors ja presentats en capitols
anteriors o que el propi Zaragoza mencioni en les seves notes. En aquest cas trobem ja
un dels exemples que fa servir per definir “Alligacion”, la Corona d’Arquimedes. Aquest
exemple s’havia utilitzat en publicacions com el Libro Primero d’Aurel o en Coss de
Rudolf (Romero & Massa-Esteve, 2018).

Per facilitar la comprensié del lector definirem el que entenia Zaragoza i els matematics
de I’epoca per “Alligacid”. Es tracta de la mescla d’espécies diferents per aconseguir-ne
una de nova, anomenada Mitjana. El principi fonamental al qual esta lligat és la Regla
Unica General: si la diferéncia dels extrems es fa Tot, les diferéncies del mig escrites en
creu, formen les parts de la mescla.

Alligacién se dice la mezcla de muchas especies, para que resulte otra especie
Media: como si se mezcla oro de 22 quilates con oro de 13, saldrd una especie
Media, mas perfecta que de 13, y menos que de 22. Lo mismo es en el vino, trigo,
lanas. En cada alligacién hay seis términos, que son las tres especies Mayor,
Menor y Media, que se declaran por sus precios, y las tres cantidades, de la
especie Mayor, Menor y Media.
Regla Unica General

Si la diferencia de los extremos se hace Todo, las diferencias del Medio puestas
en cruz, son las partes de la Mezcla.?’

Per facilitar la comprensié d’aquesta regla, presentem I'exemple emprat en el mateix
apartat del llibre.

Exemple. Donat dos tipus d’or, un de 22 quirats i 'altre de 13 volem reduir-lo a 16
quirats. Quina proporcid prendra cada espécie?®®

37 Arithmetica Universal, p. 95 Libro | De la Aritmética Menor, Zaragoza, 1670
38 Arithmetica Universal, p. 95, Libro | De la Aritmética Menor, Zaragoza, 1670
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Escriurem les espécies de tal manera que la més gran quedi a dalt, la més petita a sota i
la mitjana en un lateral, tal i com mostrem en la Figura 4.3. A continuacio escriurem les
diferéncies entre la Mitjana i les dues espécies en forma de creu, és a dir, la diferéncia
entre 22 16, 6, I’escriurem a sota i la diferéncia entre 16 13, 3, I’escriurem a dalt. Com
gue la diferencia entre els extrems, 22 i 13 és 9, I'escriurem baix de les dues diferéncies
ja presentades. D’aquesta manera podem llegir que en cada 9 porcions de mescla, 3 han
de ser de 22 quirats i 6 de 13, obtenint aixi 9 porcions d’or de 16 quirats. La prova esta
en que multiplicant 22 per 3i 16 per 6, la suma dels productes és igual al producte dels
extrems, 16 per 9. (Figura 4.3.)%

E|[pecies. Diferencias, Cantidades.
3 |

22 12

16.77 X
13 6 24
9 36,

Figura 4.3. Alligacié i Regla Unica General. Pagina 95, Libro I. De la Aritmética Menor.
Arithmetica Universal

A continuacié presentem |I’exemple de la Corona d’Arquimedes:

El Rey Hieron dio a un Platero oro de 24 quilates para una Corona; el Oficial puso
mezcla de Plata. El rey temid el engafio y mandd a Arquimedes lo averiguase, sin
deshacer la corona. Tomo Arquimedes un pedazo de oro y otro de plata de igual
peso que la corona, y poniendo cada uno en un vaso lleno de agua, vio que salié
mas gua de la de Plata que de la corona, y de esta mas que del oro, y entendio
que habia mezcla.*®

Més endavant, en el capitol XXI del primer llibre, Zaragoza empra notacié amb lletres
per denominar termes destacats de les progressions. Anomena A al primer terme; B a
I’dltim; N el nombre de termes i S ala suma de tots ells. D n’és el denominador, entenent
denominador com la rad de la progressié (Figura 4.4). Sembla ser que usa la lletra que
més intuicid ens pot donar respecte al terme al qual fa referéncia, en comptes d’un
ordre lexicografic. No fa distincions entre vocals i consonants, sind que tria les lletres en
funcié de la primera lletra de la seva definicid.

B.IN. S D
8. 16. 32. 64. 12806, 242 2. denom.)

E;&>l

i
°

IF-F" 'm‘.

Figura 4.4. Simbologia de les lletres per progressions. Pagina 119, Libro I. De la
Aritmética Menor. Arithmetica Universal

39 La part dreta de la figura on es mostren els nombres 12, 24 i 36, s’empren en un
exemple posterior i Zaragoza fa servir la mateixa figura per mostrar-ne el resultat.
40 Arithmetica Universal, p. 97 Libro |. De la Aritmética Menor, Zaragoza, 1670
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De forma general, la notacié esta molt vinculada a I'Us de les progressions, tant
aritmetica com geometrica. El capitol XXIII tracta les nocions de combinatoria. En ell es
mostra una primera taula (Figura 4.5.) constituida a partir de la progressié aritmetica
natural i una segona (Figura 4.6.) formada a base de sumar el terme de la progressié
amb el seu immediat superior anterior. Aquesta segona taula de combinatoria
I’anomena Taula Triangular i és I'equivalent al triangle de Pascal** i es fara servir
novament en els calculs d’arrels.

Per construir la primera Taula de Combinatoria escrivim en la columna esquerra la
progressio aritmetica natural. El primer terme de la segona columna sera la unitat i per
aconseguir la resta de termes el que cal fer és multiplicar el numero superior pel de la
seva esquerra (linia inferior). Aixi: 1 X2 =2;2X3=6;6 X4 =24 ... D’'aquesta
manera, el que aconseguim a la segona columna son els nombres factorials
corresponents a cada terme de la progressio aritmetica natural.

=

2
6 : ' :

24  Tabla Primera
120 Conbinatoria]
720

5040

40320

362880

3628800

139916 80’6 '

479001600

6227020800
837178291200
1307674368000
20922789823 8000
171355687428096000

18 6402373704 728000
191121945100408832000
20243290200817664.0000.

—
C O PO A P oL e

—
NM

=
LAY

(- NEVAN

Figura 4.5. Taula Primera Combinatoria. Pagina 140, Libro I. De la Aritmética Menor,
Arithmetica Universal

41 Blaise Pascal (1623 — 1662) defineix per primera vegada aquest triangle com objecte
matematic en el Traité du triangle arithmétique (1653), tot i que civilitzacions anteriors
jal’havien fet servir. Es creu que apareix representat com a triangle per primera vegada
a I'obra De Arithmetica de Jordanus de Nemorario cap al 1225. També el trobem en la
matematica xinesa, en I'obra El mirall preciés de Txu Xhi-kei (1303). Més tard també
I’empra Niccolo Tartaglia (1499 — 1557) un segle anterior a Pascal. (Massa-Esteve &
Romero, 2009)
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Figura 4.6. Taula Segona Combinatoria. Pagina 145, Libro I. De la Aritmética Menor,
Arithmetica Universal

La segona Taula Combinatoria és equivalent al Triangle de Pascal. A sota de tot s’escriu
la progressio aritmeética natural i a les grades (posicid superior de totes les columnes),
s’escriura la progressio aritmetica natural comengant per 2. Immediatament sota
d’aquesta, escriurem unitats per cada columna. Els altres nimeros entremitjos es
trobaran sumant el de sota amb el seu immediat superior: 24+ 1=3;34+3=6;4 +
6 = 10;5 4+ 10 = 15... Aquest procediment s’aplica a tots els nivells de cada columna.

En la seglient seccié presentarem un exemple on veurem |’aplicacié d’aquesta segona
taula en el calcul d’una arrel quadrada.

4.6.2. Caracters en el Libro Il. De las Raices (Arte Maior)

En el segon llibre de I'Arithmetica Universal és on s’introdueix la notacié que emprara
Zaragoza per designar les arrels i el tractament d’equacions. Remarcant el criteri didactic
d’aquesta obra, I'autor vol deixar ben clares les definicions de les especies que fara
servir, i aixi, ja en el primer capitol d’aquest llibre introdueix la simbologia dels caracters
(Figura 4.7.).

Es a partir de les progressions aritmética i geométrica, introduides en el Libro I, que
Zaragoza defineix les arrels i els conseqiients termes amb les corresponents potencies.
A partir d’'una progressio aritmetica que comenci per 0 podem donar nom als diferents
exponents en funcié de la posicid i el grau de la poténcia.

Raiz numérica es un numero, de quien otros proceden, continuando una
progresion geométrica con la misma proporcion, que tiene la unidad como Raiz.
Luego si una progresion geométrica comienza de la unidad, el 22 termino sera
Raiz de los que se siguen, y todos los otros se llaman Potestades, a donde puede
subir la Raiz multiplicada por si misma continuamente. Estas Potestades tienen
diferentes nombres conforme el grado, y lugar, que tuvieren en la Progresion.
Para dar nombres a estas Potestades, se dispone otra Progresién Aritmética
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natural, que comience en cero, y sus términos se llaman exponentes de la
Geométrica.*?

En la seglient taula (Figura 4.7.) veiem la primera mostra de la transformacié de notacié
a caracters. Les tres primeres columnes sén tres progressions geometriques de rad 2, 4
i 8 respectivament. La quarta columna numera els exponents i la cinquena presenta els
noms associats a I’'exponent per designar cada arrel. Els caracters de la sisena columna
son els que identifiquen les diferents poténcies [potestades]. Aquests caracters son els
gue els algebristes anomenen caracters Cossics i Viete, Magnituds Escalars o Graduals.
La seglient i ultima columna mostra una segona versid dels mateixos caracters més
senzills, clars i facils de referenciar amb I'arrel, per a la qual utilitza el simbol Z. Tria la
lletra Z com hagués pogut elegir qualsevol altra de I’abecedari. Veiem com utilitza
I’exponent al costat de la lletra Z i superior (Figura 4.8.). Aquesta ultima manera
d’expressar els caracters la identifiquem també amb com Descartes va presentar la seva
simbologia. L'autor remarca que aquesta manera de definir els caracters portara facilitat
i senzillesa a I’hora d’operar amb ells. Cal fer notar que abans de Zaragoza, cada autor
feia servir una notacié diferent per designar les incognites i, la majoria d’ells no
empraven el que entén Zaragoza per “caracters”.

1. Prog.| 2.Prog.l3. Prog. | Expo-| Nonbres, 1.Carac-| ».Caraed
Geom. | Geom, |Geom, nentes. reres. teves.
‘ I I, 1. 0 S
2 4.1 3. I 'RﬂiZ-o Rs ZI.
4 16.] - 64. 2 | Quad. A« Z2,
H 64.. §1z. 3 | Cubo, c. |z3
16 256.1 4096. 4 | Quad.Quad. Q. | Z4.
32 1o24.] 32768, s | Quad.Cubo. gcC. | Zs.
€41 4096.1262144. 6 | CuboCyubo. - c C. Z6,.
128| 16384. Log7152. 7 (9. 9.Cute. | 9QC.| Z7.
&, &c.vi co&el ) &e | e | &eo e

Figura 4.7. Taula de les Arrels i Caracters. Pagina 154, Libro Il. De las Raices,
Arithmetica Universal

e 2

Figura 4.8. Exponent de Z (arrel) lateral superior. Pagina 198, Libro Il. De las Raices,
Arithmetica Universal

En la Italia posterior als arabs es feien servir uns noms diferents per designar les arrels:
deien cosa a I'arrel o incognita, censo enlloc de Quadrat; Supersolido enlloc de Quadrat
cubic (Exponent 5); Quadrat cubic enlloc de Cub cubic (Exponent 6). El motiu pel qual no
prestaven atencid als noms utilitzats era perque en aquell moment no es va tenir

42 Arithmetica Universal, p. 154 Libro Il. De las Raices, Zaragoza, 1670
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present I'operacid suma de caracters sind que directament ho van entendre com la
multiplicacié dels exponents.

Seguint amb la notacié i simbologia establerta per Zaragoza, abans de treballar amb
2
qualsevol problema relacionat amb les arrels, nota Arrel quadrada amb R 0 v/ ; Arrel

3
cubica amb R3 0+ ; etc (Figura 4.2.). En el métode de resolucié per trobar arrels
utilitzara la mateixa metodologia de resolucié que fem servir actualment tot i que amb

més detalls i precisié en la gran part dels passos, fent servir unes taules que descrivim a
continuacio.

Zaragoza construeix unes taules per ajudar-se en el calcul d’arrels. La dificultat es troba
en buscar els divisors i residus dels diferents quocients que anem trobant en cada pas i
per aixo consultara la Taula Triangular presentada en la Figura 4.6. Amb tot plegat
construeix les taules seglients basades principalment en procediments descrits en les
progressions geometriques (Figura 4.9.). La primera columna fa referéncia als nimeros
de la Taula Triangular propis de cada arrel. La segona conté les potéencies de A,
comengant pel menor més proper de I’exponent de I'arrel. La tercera son els divisors, és
a dir, els productes de la primera i la segona columna. La quarta conté B amb les seves

poténcies pel seu ordre i la cinquena sdn els residus, producte de la tercera i quarta
columna.
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Figura 4.9. Taula del calcul d’Arrels. Pagina 163, Libro Il. De las Raices, Arithmetica
Universal
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Igual que en el cas de les arrels simples, per treballar amb les arrels compostes utilitza
unes taules d’operacions amb la mateixa estructura i notacio tot i que el procediment
de resolucid és forca més complex. S’introdueix la N per fer referencia al numero de
potencies que constitueixen la quantitat o, equivalentment, el nimero pel qual es

multiplica la poténcia simple (Figura 4.10.).
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Figura 4.10. Taula del calcul d’Arrels Compostes. Pagina 163, Libro Il. De las Raices,
Arithmetica Universal

Per il-lustrat aquests ultims conceptes descrits, adjuntem a continuacid el detall d’un
exemple, en concret el calcul de I’arrel quadrada.*®

Sigui 5.480.281 el numero del qual volem calcular I’arrel quadrada. Separem el nimero
de dos en dos xifres amb punts i ens queda 5.48.02.81. El primer punt deixa un 5 a ma
esquerra aixi que busquem el seu menor més proxim a la taula de Z2 (Figura 4.11.) ja
que volem calcular I'arrel quadrada. Aquest menor és 4 i I’arrel que apareix al seu costat
és 2. Dibuixem una ratlla sobre el nimero del qual volem calcular I'arrel, escrivim el 2 a
sobre i el 4 a sota tal com mostra la Figura 4.12. A continuacid, restem el 4 del 5 donant
com a resultat el primer residu, 1.480.281. El primer punt de ma esquerra que separava
el numero de dos en dos ja no I'escriurem perqué no se li aplicara cap operacié més

43 Arithmetica Universal, p. 164-167 Libro Il. De las Raices, Zaragoza, 1670
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quedant el 148 agrupat. Aquest procediment s’aplica a tots els calculs d’arrels pero

caldra operar amb compte.
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Figura 4.11. Taula de les poténcies dels nombres digits fins a Z°. Pagina 158, Libro |I.
De las Raices, Arithmetica Universal

2
Cantid. 5.48.02.8 12
4
Refi1e 14802817

Figura 4.12. Residu 1r. Pagina 164, Libro Il. De las Raices, Arithmetica Universal

Per continuar amb la segona operacio, afegim un 0 al 2 que haviem obtingut de la taula
de I'arrel quadrada, obtenint un 20 i corresponent al valor de A?.
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. 2 .
Usarem ara les taules de la Figura 4.9., en concret la taula de la+/~ amb els cinc ordres
o columnes com es mostra a continuacio.

Diwifor. R eftadores.
2| A" 20| 40 |B° 3. 120
B* o 9

fuma: 129

Figura 4.13. Taula del calcul de v 2. Pagina 165, Libro Il. De las Raices, Arithmetica
Universal

Escriurem a la segona columna el valor de 20 corresponent a A1. Multiplicant 20 per 2
(de la primera columna) obtenim el Divisor 40 que afegim a la tercera. El primer punt
del residu separa 148 aixi que veiem quantes vegades cap 40 a 148 i obtenim 3. Escrivim
B! corresponent a aquest 3 i, multiplicat per ell mateix obtenim el seu quadrat, 9
vinculat a B2. Afegim aquest 3 a la linia on hem escrit la primera arrel, el 2. Multiplicant
la columna 3 i 4 obtenim la columna cinquena de restants que sumats donen 129 i que
restarem del 148 obtingut en el primer residu. Obtenim aixi el segon residu 1902.81
(Figura 4.13i4.14.).

273
Cant. 5.48:02.81]

4

Refid.1%14.8.05.81,
129 '

Refid.2® 1902.81]

Figura 4.14. Residu 2n. Pagina 165, Libro Il. De las Raices, Arithmetica Universal

Repetint els passos descrits anirem aconseguint els diferents residus fins a arribar a
residu 0 que en aquest exemple es donara en el calcul del quart residu. En aquest punt
ja haurem obtingut I'arrel quadrada del nombre donat que s’haura escrit a la linia
superior de les operacions i que és 2.341.

D’aquesta manera completem I’exemple per millorar la comprensié de les taules del
calcul d’arrels.

4.6.3. Introduccié a la notacié del Libro Ill. De la Algebra

En aquesta seccio hem desenvolupat la simbologia inicial que presenta Zaragoza en els
dos primers llibres per passar ara a treballar amb la seva Algebra. En els llibres 1 i Il de
Arithmetica Universal hem vist la introduccio i I'aplicacié de la notacid en les regles
basiques de I'aritmetica i en el calcul d’arrels que queda vinculat a I’”Arte Maior” i que
calia presentar i entendre bé per ara veure com Zaragoza |’estén en el Libro Ill. De la
Algebra, on veurem una part més practica d’aquest llenguatge simbodlic i una clara
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influencia de les Regles de I’Art analitic que presenta Viete en la seva obra In artem
analyticen isagoge.

La notacio d’aquest tercer llibre es treballara a fons en el proper capitol. Tanmateix
destaquem a continuacid, els trets més rellevants de la seva simbologia.

L’Algebra es dividira en dos tipus: la vulgar i I'especiosa. Aquestes idees, clarament
vinculades al'lsagoge de Viéte, necessitaran de nou, I'Us de caracters per poder treballar
amb les especies. Les primeres lletres de I'alfabet quedaran reservades per treballar
amb les quantitats conegudes, mentre que les ultimes es faran servir per substituir la
incognita. Descartes en la seva obra La Geometrie (1637) ja va aplicar aquesta mateixa
manera de definir incognites i quantitats conegudes. Tot i aixi, en els exemples practics
i també en la taula resum de caracters que s’inclou al final de I’obra, es veu com Zaragoza
treballara amb qualsevol lletra de I'alfabet, sense fer distincions ni seguir cap criteri en
I’eleccio d’aquesta.

Per poder definir les operacions i regles basiques dels caracters descrits, es necessari
introduir els conceptes de caracters semblants, diferents, simples i compostos. Els
caracters semblants sén aquells que comparteixen la mateixa lletra i exponent, en
contraposicié als caracters diferents. Per altra banda, els caracters compostos van
acompanyats d’un terme independent que no apareix en un caracter simple. Les
operacions només es realitzen en caracters semblants.

L'altra vessant de la simbologia del tercer llibre és la importancia de la progressio
geometrica per construir les poténcies i treballar en I’extraccié de les arrels. Aquest punt
enllagara amb la notacio descrita en el llibre segon i, per tant, amb I’ Arte Maior” que
com hem mencionat ja anteriorment, es convertira en el fonament de I’Algebra de
Zaragoza.
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Capitol 5 — L’Algebra i la seva aplicacid

Aquest capitol esta dedicat al Libro lll. De la Algebra de I’Arithmetica Universal. Es aqui
on Zaragoza desenvolupa la seva Algebra, ampliant I’’Arte Maior” a la idea d’analisi.
Descriu amb precisié la seva percepcié d’aquesta nova ciencia que rep influencies de
grans autors com Viéte. Aquesta font I'inclina a crear una nova Algebra amb una
metodologia de resolucid de problemes que passa per les diferents fases ja descrites per
Viete: plantejament de I'equacid, simplificacié o reduccid i substitucié del valor de la
incognita. El tractament de les incognites amb la notacio dels caracters descrits en el
capitol anterior es un altre simptoma de la importancia de I’Algebra per a Zaragoza, qui
considerava un gran aveng I'Us de la simbologia per facilitar la comprensio del
desenvolupament dels problemes.

En aquest capitol ens centrarem en la concepcié de I'Algebra, en la seva definicid i Us, la
seva notacio, el tractament de les equacions i resolucié de problemes.

5.1. Queé és Algebra?

En la introduccié del Libro lll. De la Algebra, Zaragoza tria amb delicadesa, precisio i
elegancia les paraules per descriure I'Algebra, la qual considera que forma part de
I’Aritmetica perd també de les Matematiques en si mateixa. L’algebra de Zaragoza neix
com a continuacid de I'aritmetica i I'’”’Arte Maior” pero existeix de forma independent,
com ja haviem vist que ho interpretava Aurel en el seu Libro Primero, tot i que aquesta
vinculacié amb I'aritmeética pot semblar més propera a Rudolff (Romero & Massa-
Esteve, 2018).

Arithmetica Universal obre les portes de I’”Arte Maior”, com explica I'autor en la
introduccio inicial de I'obra, perdo només és un primer tast per deixar via lliure al lector i
concebre aquesta idea que cal perfeccionar i experimentar. Degut a la dificultat que
presenta I'algebra en la concepcid i comprensid, ha estat considerada una materia amb
la necessitat d’una gran implicacié i acompliment.

L’algebra guarda el seu valor en la universalitat i generalitzacié de la seva metodologia,
com mostra I'autor amb les seves paraules en la seglient cita que ja haviem mencionat
en el capitol 4 d’aquest treball:

No hay enigma a que no de luz, ni problema que no resuelva y esto con tan
singular industria, que sola entre las facultades, halla la verdad por un numero
falso, y consigue la certeza por una suposicion incierta.**

Segons Zaragoza, I'algebra és sinonim d’analisi o resolucid, de la mateixa manera que
Viete presenta el seu Art Analitic en la seva obra In artem analyticen isagoge (1591). Es
tracta de la facultat o art que ensenya a resoldre qliestions a través dels termes que la
constitueixen:

4 Arithmetica Universal, Introduccio, Zaragoza, 1670
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Algebra es doctrina analitica, analysis diccién griega es lo mismo que en latin
resolutio, y en castellano resolucién. Analitica es resolutiva, con que Algebra es
una facultad o arte resolutiva, que ensefia a resolver las cuestiones por los
mismos términos con que la compusieron. Los Arabes la llamaron Algebra, que
es tanto como restauracion, y Almucabala, que es oposicidn, porque los
Caracteres incégnitos en la una parte, se oponen a una Cantidad conocida en la
otra parte de la igualacion.*

L’origen de la paraula prové dels arabs, que feien servir Algebra per designar restauracié
i Almucabala per referir-se a oposicid de Caracters desconeguts, igualats a Quantitats
conegudes com s’explica en I'obra d’al-Khwarizmi, Hisab al-jabr w’al-muqggabala (segle
IX). Més endavant, els italians la van comengar a anomenar la Regla de la Cosa i van
introduir el terme arrel per definir una cosa incerta que substitueix la magnitud real que
es desitja trobar. La Regla de la Cosa és com hem vist que treballaven Aurel i Rudolff en
el capitol 2 d’aquest treball (Romero & Massa-Esteve, 2018).

Zaragoza defineix Algebra com “Arte Maior” ja que estem parlant d’una regla major a
les estudiades fins ara en I’Aritmetica, una regla més subtil, noble i universal. També es
parla d’ella com Logistica, ja que el procediment de plantejament i resolucidé de
problemes segueix una argumentacioé racional i logica, la qual cosa permet donar més
certesa al metode. Aquest terme, logistica, és I'usat per Viete per referir-se al terme
“calcul”, tot i que Viete especifica dos tipus de logistica: numerosa i especiosa per
diferenciar el calcul amb nimeros del calcul amb magnituds“. Zaragoza, es refereix
sempre a especies identificades a través de la notacid de caracters, tal com feia Viete,
per designar qualsevol tipus d’objecte, incloent aixi, tant I'opcié numerica com la de
magnitud geometrica. Tot i aixi, hi ha alguns detalls que ens faran pensar que Zaragoza
no va acabar d’estendre aquestes especies a les magnituds tal i com les entenia Viete
en la geometria, o almenys, no en aquesta obra. En la seccié 5.4. d’aquest capitol en
veurem alguns exemples.

A través de I'algebra obtenim una millor comprensié dels objectes i equacions ja que els
principis que es fan servir en les demostracions son més senzills i a la vegada universals
(veritats demostrades i argumentades en principis generalitzats i veridics).

Los italianos la llamaron Regla de la Cosa, y censo, que es Regla de la Raiz, y
Quadrado porque la mayor parte de sus cuestiones se resolvian por Quadrado y
raiz, suponiendo por raiz una cosa incierta, en lugar de la magnitud cierta que se
busca. Arte Mayor se llama, porque entre todas las regles de la Aritmética, es la
mayor, mas sutil, noble y universal. Logistica se dice también, que es suputacién
o calculo: su légica es la mejor, y el método de argumentar es el mas cierto, como
el més sencillo, facil y llano, fundado en menos, y méas universales principios.*’

45 Arithmetica Universal, p. 265-266 Libro IIl. De la Algebra, Zaragoza, 1670
46 Més informacié a Oaks, 2018
47 Arithmetica Universal, p. 266 Libro lIl. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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Zaragoza recorre a la historia de la paraula algebra i el seu Us per donar el merit als arabs
en la creacié d’aquesta ciencia i aprofita també per mencionar a Diofant d’Alexandria
(c.a. 200 — c.a. 284) com a primer autor en utilitzar I'algebra en si mateixa en la seva
obra Arithmetica.

Atribuyen algunos su invencién a cierto Mahomet Arabe, hijo de Moisés, pero
sin fundamento, aunque no se puede negar que los drabes ejercitaron esta
ciencia nobilisima (con otras muchas que nos participaron) y le dieron el nombre.
Comunmente se dice que fue su inventor Gebro Astrénomo Arabe, de quien
tomé el nombre de Algebra pero lo mas cierto es que el primer autor fue
Diophanto Alejandrino por ser el primero que sabemos haber escrito de esta
facultad y en el prélogo de Dionisio dice que emprendia la explicacion de una
ciencia no conocida hasta entonces.*8

També veiem aquesta mencio a Diofant en I’obra de Viete, In artem analyticen isagoge
(1591) (Oaks, 2018).

Diofant va emprar la zetetica més subtilment que tots els Ilibres que s’han
recopilat en la Aritmética. Alli segurament exhibeix aquest métode en numeros,
perd no en especies, tot i que siles utilitza. A causa d’aixo, el seu ingeni i rapidesa
mental son els més admirables, ja que les coses que pareixen ser molt subtils i
abstractes en logistica numerosa son bastant familiars i inclas facils en
espeécies.*

En aquest recorregut introductori de I’ Arte Maior” que presenta Zaragoza en el primer
capitol del Libro Ill. De la Algebra, previ a definir les regles que regiran la seva Algebra,
dedica uns paragrafs Viete o, més ben dit, als conceptes introduits per aquest autor, ja
que en ell es basa per escriure la notacié que emprara d’ara en endavant i explica els
fonaments per entendre la seva manera de treballar.

5.2. Notacié de I'’Algebra

Segons Zaragoza i amb clara influéncia de Viete, cal diferenciar dos tipus d’Algebra:
vulgar i especiosa. La primera tracta les operacions fins arribar a aconseguir una igualtat
entre les incognites i les quantitats conegudes a través de la logica. D’aquesta manera
pretén trobar la magnitud que cercava. L'especiosa, en canvi, no treballa amb nimeros
sind que considera especies, formes o caracters amb els quals crear hipotesis i
equacions.

Se divide la Algebra en Vulgar y Especiosa. La vulgar ejercita su ldgica y
operaciones con los numeros conocidos hasta hallar alguna igualacién entre los

8 Arithmetica Universal, p. 266 - 267 Libro IlI. De la Algebra, Zaragoza, 1670

49 In artem analyticen isagoge, fol. 8a.10, Viéte, 1591

Zeteticem autem subtilissimé omnium exercuit Diophantus in iis libris qui de re Arithmetica conscripti
sunt. Eam vero tanquam per numeros, non etiam per species, quibus tamen usus est, institutam exhibuit,
quo sua esset magis admirationi subtilitas & solertia, quando quae Logistae numeroso subtiliora aparent,
& abstrusiora, ea utique specioso familiaria sunt & statim obvia.
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Caracteres incognitos, y alguna Cantidad conocida, y por su medio resolver la
magnitud, o nimero de que se dudaba. La especiosa deja los nUmeros, y en su
lugar de vale de ciertas especies, formas o Caracteres, hasta hallar la igualacién
que busca. Llamase Vietea de su autor Francisco Vieta, a quien debemos esta
noble invencién. >°

Clarament aquestes linies descriuen la logistica numerosa i especiosa de Viete, autor
que defineix aquest tipus d’Algebra i la difon per Europa durant el segle XVII. Zaragoza
el menciona en aquest punt de les definicions.

Per tal de definir aquestes especies s’utilitzen les lletres de I'abecedari, ja siguin
majuscules o cursives. El detall recau en la definicié de les espécies amb les primeres
lletres de I’alfabet enlloc dels nombres coneguts, i les Ultimes per denominar les
incognites que es desitja trobar. Aquesta manera de definir les incognites i les quantitats
conegudes esta inspirada amb la transmissié de les idees de Descartes en la seva obra
La Geometrie (1637) (Pla, 1999). Tot i aixi, més endavant, en I'Gs d’exemples d’aquest
llibre i en la taula resum que apareix al final de I'obra veiem que no segueix la norma
gue aqui descriu.

Un altre punt a tenir en compte, i que potser s’allunya una mica de la visié de Viete, és
I’ds de la unitat acompanyant al caracter que representa la incognita o quantitat
coneguda. Aquest fet s’identifica amb la notacié emprada per Michael Stifel (1487 —
1567) i altres autors anteriors com Aurel o Rudolff. Stifel fa servir “1A” igual que veurem
en moltes ocasions a Zaragoza “1Z” en contraposicidé a la “A” de Viete. Per a Stifel, la
lletra A significa un tipus de nombre que requereix “1” per esdevenir un valor, mentre
que la “A” de Viete és per si sola un valor d’una magnitud desconeguda. L’Us de la unitat
acompanyant el caracter és influéncia de les notacions algebraiques precedents. (Oaks,
2018)

Zaragoza vol apropar-se a la manera de fer algebra que havia difés Viete pero alguns
aspectes ens fan pensar que no acaba d’estendre-la a la vessant més practica de |'obra
Arithmetica Universal. Aquest punt el tornarem a analitzar en els exemple de resolucié
de problemes.

Per tal de construir una bona base per aquesta nova algebra, Zaragoza es basa en les
dues progressions: aritmeética i geometrica. A més fara servir la notacié descrita en el
capitol anterior per definir arrel, potencies, nombres, exponents i caracters cossics que
representen les Magnituds Escalars o Graduals de la progressié geometrica.

En el capitol anterior d’aquest treball, en I'estructura de Arithmetica Universal hem
presentat els 12 capitols que presenta aquest tercer llibre:

= Capitol I: Definicid, estructura i fonaments de I’Algebra
= Capitol Il'i lll: Algoritme de caracters simples i compostos
= (Capitol IV: Potencies i arrels de caracters

50 Arithmetica Universal, p. 267 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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= Capitol ViVI: Nombres irracionals simples i compostos
= (Capitol VII: Arrels universals

= (Capitol VIII: Binomis i residus

= (Capitol IX: Fraccions

= Capitol X: Regla tnica de I’Algebra

= (Capitol XI: Reduccié de les igualtats

= Capitol XIlI: Valor de la lletra

El capitol I1'i Il descriuen les regles de la suma, resta, multiplicacié i divisié de caracters
previament descrits. Pero en la introduccio a aquestes operacions fa la distincié entre
caracters semblants i diferents i entre simples i compostos. Aquesta forma de
diferenciar els caracters esta relacionada amb autors com Aurel o Pérez de Moya
(Romero, 2018). Els caracters semblants sdn aquells que comparteixen lletra i exponent
independentment del coeficient que els acompanya. Entén com a simples qualsevol
caracter amb exponent acompanyat o no del seu coeficient, mentre que els compostos
son aquells als quals podem sumar o resta un terme independent.

Algoritmo se llaman las cuatro reglas de sumar, restar, multiplicar y partir. Los
caracteres son Semejantes cuando la letra y el exponente es el mismo, aunque
los nimeros que les preceden sean diferentes: como 10 Z? y 20 Z2. Diferentes
son cuando la letra o el exponente fueren diferentes, aunque en lo demas
concuerden: como Z2 y Z° son diferentes caracteres por ser diferentes los
exponentes, aunque la letra es la misma. Al contrario Z2 y X? son diferentes
caracteres, aunque el exponente es el mismo. Estos caracteres se llaman Simples
cuando no llevan + mas, ni — menos; y cuando llevan los signos +, o — se llaman
Compuestos como A% + 20.>!

A partir d’aquests conceptes inicials ja pot comengar a definir les regles basiques. Les
operacions només s’executaran en caracters semblants. En cas contrari, s’hauran de
deixar escrits a continuacié amb el signe operacional corresponent, com es pot veure a
la Figura 5.1.

© Exmplo 5‘3 Exenplo 2° Eﬂ""m}’[‘?&i‘; '
6 A" 5A5 o xs LF
72 A* 10A° 107"
5 A’ 10 A° 77k
4+ A 207" - uX*

[ums 1382 == 9A3, [uma2:A6 == 2022 fuma 2571 e 723 o= X

Figura 5.1. Exemples de suma de caracters diferents. Pagina 271, Libro Ill. De la
Algebra, Arithmetica Universal

51 Arithmetica Universal, p. 270 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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Tornant a fixar la mirada en la notacio, al llarg dels exemples que exposa per presentar
les regles mencionades, utilitza diferents lletres, tant majuscules com minuscules per
designar les incognites o quantitats conegudes. No segueix un criteri establert ni fa
distincions entre les primeres o les ultimes lletres de |’alfabet com havia exposat
anteriorment. (Figura 5.2.)

A més, considera que si davant de la lletra que defineix com incognita amb el seu
exponent no apareix cap numero, automaticament I’equivalencia és la unitat. D’aquesta
manera tornem a adoptar la visié de Viete enlloc de la de Stifel o Aurel que haviem
mencionat anteriorment. De totes maneres, en la vessant practica de resolucié de
problemes de forma majoritaria, utilitza la unitat acompanyant el caracter.

Siempre que una letra estd solitaria, se entiende que tiene unidad por numero,

y exponente: y asi lo mismo es z que 1z, y x que 1x! y lo mismo es zx, que
1z1x!. Esto es muy usado en los Authores.>?

6B ; As 1;}{26@2‘ 1§ 2" 7 b}

10" 39° 29" 64" 94’ 1gh

Figura 5.2. Exemples de lletres com incognites. Libro Ill. De la Algebra, Arithmetica
Universal

El capitol IV remarca la importancia de la progressié geometrica en la construccié de les
poténcia i I'extraccid d’arrels. Aixi, donat un caracter, compost d’una o dues lletres,
acompanyades d’un coeficient, podem construir la seva progressié geometrica a base
d’anar multiplicant el coeficient per ell mateix i augmentant I’exponent sumant en cada
pas I’exponent donat de partida. Aquesta idea coincideix amb la mateixa que presenta
Descartes en la construccid de series de potencies.

Si el Caracter es simple, se hallaran las Potestades, por la continua multiplicacion
del numero que precede, y por la suma o adicién continua del exponente. Como
si se da 1z! serd la Progresion de sus Potestades 1z%; 1z2; 123 [...] Lo mismo es
aunque sean dos letras juntes como 1z'x?, sus potestades son 1z2x?; 1z3x3;

1Z4x4.53

Quan desitgem trobar I'arrel d’algun caracter acompanyat d’un coeficient, es calcula
aplicant aquesta arrel al coeficient i també a la incognita. En aquest capitol, s’ajuda de
la notacio dels caracters cossics per explicar els exemples dels caracters compostos.

52 Arithmetica Universal, p. 289 Libro 1. De la Algebra, Zaragoza, 1670
53 Arithmetica Universal, p. 289 Libro I, De la Algebra, Zaragoza, 1670
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També notem de nou, la importancia de la Taula Triangular en el calcul de les arrels de
caracters. No entrarem en més detall dels procediments descrits, pero si que els veurem
reflectits en els exemples practics.

Els capitols V, VI'i VIl sén complementaris a la linia d’estudi de I'algebra i treballen I’Gs
d’aquesta en els nombres irracionals. L'autor recomana consultar aquests capitols una
vegada el lector s’endinsi en el Libro IV. De los Enigmas i necessiti I'ajuda d’aquests
capitols. Per ara podem fer un salt als seglients capitols.

El capitol VIII esta dedicat als binomis i als residus. En ell Zaragoza menciona la definicid
gue Euclides va donar a cadascun d’aquests termes, veient com el pes de la influéncia
classica encara és molt present. Un binomi és un irracional compost de dos termes, amb
el signe + entre ells. En canvi, Apotema o Residu és el mateix binomi pero amb signe
negatiu davant. Estarem parlant de trinomis si hi ha tres termes involucrats o
quadrinomi si n’hi ha quatre. Si generalitzem la idea a més termes obtenim el concepte
de Polinomi.

Vulgarmente los algebristas llaman Binomios a los irracionales compuestos de
dos términos, con el signo + por ser compuestos de dos nombres, como \/_2 18 +
\/_28, y a los compuestos con el signo - llaman Apotomes o Residuos, como
\/_218 — \/_28. Cuando es compuesto de tres términos, se llama Trinomio como

2 2
vV 18+ 8+ 5, y si es de cuatro Quadrinomio, y generalmente a todos estos
compuestos, llaman Polinomios, que es compuesto de muchos nombres.>*

Els tres ultims capitols que formen el Libro Ill. De la Algebra sén els més importants ja
gue descriuen la metodologia de plantejament i resolucié de problemes que involucren
equacions de caracters i quantitats conegudes, coincidents amb les fases de resolucié
d’equacions que presentava Viete en I'lsagoge (Zetética, Poristica i Exegética). Aquests
capitols es poden treballar una vegada ja s’han interioritzat els conceptes fonamentals
presentats ens els capitols del | al IX. Es per aixd que dedicarem la segiient seccid a parlar
i analitzar cadascun d’ells.

5.3. Resolucidé d’Equacions

La regla unica de I'algebra és el titol que engloba la metodologia emprada per Zaragoza
a I’hora de desenvolupar i resoldre un problema [enigma]. Aquesta s’explica en tres
fases que corresponen als tres capitols finals del llibre.

El concepte clau consisteix en assumir alld que busquem com si fos ja admes i d’aquesta
manera podrem aplicar els teoremes i regles que ja coneixem per obtenir una igualtat i
operar amb ella per arribar a allo que és cert realment. Aquest procediment el coneixem
jad’Aurel i altres autors com Pérez de Moya com hem mencionat en el capitol 2 d’aquest
treball, pero sobretot, coincideix amb I’Art Analitic de Viete.

54 Arithmetica Universal, p. 319 Libro I, De la Algebra, Zaragoza, 1670
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Enlloc de treballar amb nimeros, Zaragoza fa servir les lletres [caracter] per substituir
el valor buscat i realitzar les operacions regides per les regles descrites en els capitols
anteriors del Libro Ill. De la Algebra. D’aquesta manera podrem plantejar una igualtat
que involucra caracters i quantitats conegudes. Caldra manipular-la fins arribar a una
igualtat més compacta i senzilla i finalment, caldra trobar el valor de representa la lletra
amb l'objectiu de trobar el resultat que es buscava inicialment. Les fases coincideixen
amb la Zetetica, Porisitca i Exegetica de Viete. Zaragoza les anomena lgualacid, Reduccio
i Valor de la lletra.

En lugar del nUmero incognito, que se busca, supdngase una letra del abecedario
A, B, C...Seapues laletra1Z!y con ella se hardn todas las operaciones sumando,
restando, multiplicando o partiendo, conforme el tenor de la cuestién propuesta,
hasta hallar alguna igualacién. 22: esta igualacidén se reducira si fuere necesario
y 32 se buscara el valor de la letra, y ese es el niUmero incégnito, que se busca.

En esta breve regla se cifra toda la inmensidad del Algebra: contiene tres partes,
que son igualacion, reduccion y valor de la letra.>>

A continuacié comentarem amb detall cadascuna d’aquestes tres regles.

5.3.1. Igualacio

La primera fase, o lgualacié segons Zaragoza, equival al plantejament de I'equacio a
partir de I’enunciat donat en retorica.

Definicio: La igualaciod és la comparacié d’una quantitat amb una altra de semblant pero

amb noms diferents. Per tal d’escriure la igualtat en I’equacid Zaragoza fa servir O o}
L0 56

Igualacién es la comparacién de una Cantidad con otra igual de diferente
nombre, o la igualdad de dos Cantidades en el nombre diferentes: como 122 +

6Z1 es igual a 16. Denotase la igualdad con este caracter @” de esta suerte

172 + 621 316, 0 con este otro ™, asi 122 + 621 %16, esto es 122 + 671
son iguales a 16. En adelante con este caracter ** significaré la igualdad por ser
en la practica mas facil.>’

A continuacid, I’autor presenta alguns exemples basics per entendre aquest primer pas
del plantejament d’equacions [igualtats] donant un enunciat d’un problema senzill que
no necessiti laintervencié d’altres principis ja establerts i aixi comprendre bé la definicid
donada.

55 Arithmetica Universal, p. 330 Libro I, De la Algebra, Zaragoza, 1670

>6 Més informacio sobre simbologia per designar la igualtat a Cajori, 1928-209.
En contraposicio, Viete no especifica cap signe per a la igualtat (Witmer, 2006).
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Per poder generalitzar la Igualacié a qualsevol enunciat donat, Zaragoza es basara en 9
principis definits de forma estricta i demostrats que cal tenir present en el
desenvolupament d’aquesta primera fase. Aquests principis coincideixen amb els
presentats per Viete en el Capitol Il de la Introduccié de la seva obra In artem analyticen
Isagoge. Viete en presenta un total de 16, dels quals 9 sén els exposats per Zaragoza
(en el cas del 3r, 4t i 7¢e agrupen, cadascun, dos principis dels de Viéete).

A continuacié presentem els 9 principis de Zaragoza:

Principios generales para la igualacion
19 El Todo es igual a todas sus partes juntas.
29 Las Cantidades iguales a otra, son entre si iguales.
32 Si aiguales se afaden, o quita iguales, quedan iguales.
42 Y siiguales se multiplican, o parten por iguales.
52 El multiplicador, o partidor comun no altera la proporcion.
62 La Proporcion directa, es también alterna i conversa.
72 Si a proporcionales se afiaden, o quitan proporcionales semejantes, resultan
proporcionales.
82 Si hay cuatro proporcionales, el Producto de los extremos es igual al Producto
de los medios.
992 Si hay tres proporcionales, el Producto de los extremos es igual al Cuadrado
del medio.>®

Comparem aquests principis amb les regles presentades per Viete en la seva Isagoge
(Figura 5.3.). A continuacié presentem la traduccio al catala d’aquestes 16 regles:

Sobre les regles fonamentals d’equacions i proporcions

El tot és igual a la suma de les seves parts.

Coses iguals a una mateixa cosa, son iguals entre si.

Si s’afegeixen iguals a iguals, les sumes sén iguals.

Si es resten iguals a iguals, la resta és igual.

Si es multipliques iguals per iguals, els productes sén iguals.

Si es divideixen iguals entre iguals, els quocients sén iguals.

Qualsevol cosa que estigui en proporcio directa, estara en proporcid inversa

i alterna.

8. Si s’afegeixen proporcionals semblants a proporcionals semblants, la suma
és proporcional.

9. Si es resten proporcionals semblants a proporcionals semblants, la resta és
proporcional.

10. Si es multipliquen proporcionals de forma proporcional, els productes sén
proporcionals.

11. Si es divideixen proporcionals de forma proporcional, els quocients sén
proporcionals.

12. Una equacidé o rad no varia per la multiplicacié o divisié comu dels seus
termes.

Nou,s,wnNe
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13. La suma dels productes de varies parts del tot és igual al producte del tot.

14. Les multiplicacions i divisions consecutives de termes produeixen els
mateixos resultats, independentment de l'ordre en que es realitzen la
multiplicacié o divisio de termes.

15. Si hi ha tres o quatre termes tals que el producte dels extrems és igual al
guadrat dels mitjos o al producte dels mitjos, son proporcionals.

16. Si hi ha tres o quatre termes tals que el primer és al segon com el segon o el
tercer és a I'Ultim, el producte dels extrems sera igual al producte dels
mitjos.>?
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Figura 5.3. Regles fonamentals d’equacions i proporcions. Capitol Il de la Introduccio
d’In artem analyticen Isagoge, Viéte (1591).

D’aquesta manera es fa evident que I'Arithmetica Universal de Zaragoza es basa en
I'lsagoge de Viéte i que la idea d’algebra que plasma I'autor en la seva obra rep la
influéncia de I’Art analitic descrit en I'/sagoge, al igual que la importancia del llenguatge
simboliciI’Us de les espécies de la logistica especiosa. El que ens queda pendent encara
és veure com aplica aquests conceptes transmesos en la vessant més teorica i didactica
de I'Arithmetica Universal, perd ho farem després d’haver descrit les tres fases de la
resolucié d’equacions.

Segons Zaragoza, cal complementar els principis generals amb algunes proposicions
geomeétriques d’estil aritmétic per tal de poder resoldre els problemes relacionats amb

9 In artem analyticen isagoge, Capitol Il De Symbolis aequalitatum & proportionum,
Viete, 1591

56



la geometria. Posa d’exemple el teorema de Pitagores i altres proposicions introduides
per Euclides en els Elements. D’aquesta manera realga la importancia de la geometria
vinculada a I'algebra en la resolucié de problemes.

Sin estos Principios es muchas veces preciso valerse de algunas proposiciones
Geométricas, para resolver las Cuestiones que pertenecen a la Geometria,
aunque se proponen con estilo Aritmético como 12 Si un Triangulo es rectangulo,
el Cuadrado del lado mayor es igual a los dos Cuadrados de los dos lados. 22 Si
dos rectangulos son iguales, los lados son reciprocamente proporcionales. 32 Los
rectangulos semejantes tienen entre si la proporcién duplicada de los lados. En
fin, generalmente no hay proposicion en la Geometria, de que no pueda valerse
el Algebrista para resolver otras.®°

A més dels principis fonamentals que cal seguir per plantejar I'equacié amb caracters,
Zaragoza també presenta alguns casos particulars, deixant oberta la possibilitat de la no
existencia de solucié, molt util en problemes geometrics si la conclusié és I'absurd, o
igualacions trivials on falta informacid per trobar la incognita. Menciona la utilitzacié de
lletres diferents quan es demanen valors diferents o quan un depén de I'altre per no
utilitzar exponents gaire elevats. Tot i aixi deixa a eleccio del lector utilitzar una 0 més
incognites en funcié del metode que li resulti més practic.

No es preciso suponer siempre 1Z! porque tal vez serd mas facil suponer la
misma letra con diferentes nimeros; como pidanse dos nimeros con proporcion
de 2 a 3, que se multiplican: supongo que el 12 sea 2Z' y el 22 3Z1. Otras veces
conviene suponer diferentes letras, que llaman segundas raices, como supongo
el 12 sea 1Z1 y el 22, 1X1. Con esto se sigue la pregunta hasta llegar a la
igualacién. También se puede suponer alguna Potestad de la letra, Cuadrado o
Cubo, como 1Z2 0 1Z3 y si en esto se tiene cuidado, sirve para evitar irracionales,
y la molestia de sus operaciones. ©!

5.3.2. Reduccid

En la majoria de casos, la primera fase o Igualacié deixa escrita una equacié que no
permet de forma facil obtenir el valor que amaga la lletra o caracter que busquem
coneixer. Aqui és on entra en joc la segona fase o Reduccio.

Definicio: La reduccio és el procediment mitjangant el qual aconseguim aillar la quantitat
sense cap caracter en un costat de I'equacio. Per tal d’arribar a aquesta situacio, es
realitzaran tots els procediments seglients possibles: eliminar fraccions, depressio de
caracters o “Hypobibasmo” - simplificacié d’incognites en cas que no hi hagi termes
independents -, reduccié del terme independent en una part de la igualtat — sumant o
restant el que faci falta en cada part de la igualtat — i reduccié del coeficient més gran a
la unitat dividint tots els termes pel coeficient del caracter amb exponent més alt.

60 Arithmetica Universal, p. 332 Libro Ill. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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No siempre la igualacién se halla en términos habiles, para sacar el valor de la
letra, y es necesario reducirla de suerte, que en la una parte de la igualacion de
Halle el numero solitario sin Caracter alguno, por ser la Cantidad conocida, de
quien se ha de sacar el valor de la letra, o por divisidn, o por extraccién de raiz; y
el Caracter mayor en la otra parte de la igualacion, se ha de reducir a unidad. 12
de librara la igualacién de Quebrados; 22 se hard depresion de Caracteres, si hay
necesidad; 32 se reducird el nimero solo a la una parte de la igualacidn; 42 se
reducird el Caracter mayor a unidad.5?

L'Us i definicid del concepte Hypobibasmo deriva de I'lsagoge de Viete. Viete empra
aquesta paraula per descriure la depressid de caracters i coincideix amb el
desenvolupament descrit per Zaragoza. Aquest procediment és equivalent a la
simplificacié de caracters que coneixem avui en dia.

Reduccidn por depresion de Caracteres

Cuando todos los términos de la igualacion son Caracteres y en ninguna parte
hay numero sin letra, se hara la depresién de los caracteres, quitando el
exponente menor de todos los exponentes; y es lo mismo que partir todos los
términos por el Caracter menor, con que es fuerza quede en la una, o en las dos
partes nimero si Caracter: como si 2Z3 ) 1621, partiendo los términos por 121
quedard 2Z% Q16 [...] De suerte que se quita el Caracter menor y el exponente
menor se resta de los mayores: esta depresiéon, o disminucién se llama
Hypobibasmo.%3

Comparem ara amb la descripcié d’"Hypobibasmo segons Viéte (Figura 5.4.):

L'Hypobibasme o depressié és una reduccié igual de la poténcia i els termes
d’ordre inferior en I’ordre observat de I’escala fins que el terme variable més baix
es converteixi en una constant pura amb la qual es puguin comparar la resta.
L’equacié no varia amb aquesta operacié com demostrem en I’exemple seglient:
donat A% + BA%? = ZPA (notaci6 actual), aplicant I’hypobibasme o depressié
obtenim A% + AB = ZP (notaci6 actual).®

10 Etfiaccidat omnes datas magnitudines duci in gradum,& idcircd homogeneum |
fub dati omnind menfura non ftatim offerri,fiac Hypobibafmus.

Hypobibafmus,eft 2qua depreffio poteftatis & parodicorum graduum obferuato fcale
ordine, donec homogeneum fub deprefliore gradu cadat in datum omnind homogencum
cui comparantur reliqua. Quo opere 2qualitas non immutatar. 1d autem obiter eftde-
monftrandum.,

Hypobibafmo ®qualitatemnonimmutari.
PROPOSITIO IL
Proponatur A Cubus, plis B in A Quadratum zquari Z plano in A, Dico per hypobibafmii
A Quadratum,plis B inPA zquari Z%hno. : g PR

Illud enim eft omnia folida diuififfe per ¢ m diviforem, quonon izquali de-
terminatum cft.

Figura 5.4. Hypobibasme segons Viete. Capitol V de la Introduccid d’In artem
analyticen Isagoge, Viéte (1591).

62 Arithmetica Universal, p. 334 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
63 Arithmetica Universal, p. 335 Libro Ill. De la Algebra, Zaragoza, 1670
® In artem anayticen isagoge, p. 7 Capitol V, Viéte, 1591 (Witmer, 2006)
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Els procediments que Zaragoza descriu per poder reduir I’equacio, van acompanyats
d’exemples que fan molt més facil la seva comprensié i involucren Unicament el
procediment mencionat en cada moment. Destaca novament |'Us de la progressio
geometrica en la reduccio del coeficient principal a la unitat, ja que en alguns casos la
divisié no sera entera. Tractarem aquesta excepcio en particular ja que I’aplicarem en
els exemples practics i volem clarificar la comprensié d’aquest procediment.

La reduccio del caracter més gran a la unitat consisteix en dividir tots els termes pel
coeficient principal per deixar aixi el caracter més gran acompanyat de la unitat. El cas
particular es troba quan aquesta divisié no és entera. En aquesta situacio el que proposa
Zaragoza és construir una progressido geometrica de rad el coeficient principal i
comengant-la amb el primer terme igual a la unitat. El seglient pas és multiplicar els
termes de I'equacié pels de la progressid en I'ordre establert pels exponents i aixi
obtenim una equacié equivalent a la original. L'arrel de la primera equacié
I"aconseguirem dividint I'arrel de I'equacid reduida pel coeficient principal de I’original.
Aguest procediment serveix per trobar les arreles enteres només positives construint
una segona equacié amb la mateixa arrel positiva que I’equacié original.

Reduccion del Cardcter mayor a la unidad

Partase todos los términos por el numero del Caracter mayor, y quedard
reducido: como si 10z3 + 3022 — 40z Q 500. El Caracter mayor es z3 y su
numero 10. Partiendo todos los nimeros por 10, serd 1z3 + 3z%2 — 4z Q 50.

Cuando la particidon no puede venir justa, se formard una progresién Geométrica,
que el término 12 sea la unidad; el 22 sea el numero del Caracter mayor, el 32 su
Cuadrado, el 42 su Cubo... Los términos han de ser tantos como el exponente
mayor de la igualacidon y comenzando por el ultimo se escribiran los exponentes
0,1, 2, 3... Los términos pues de la igualacidn, se multiplicaran por los términos
de la progresidn, que corresponde a su exponente y, dejando el Caracter mayor
con la unidad, quedara reducida la igualacién, pero la raiz de esta nueva
igualacién se ha de partir por el nimero del Cardcter mayor, y el Cociente sera la
raiz verdadera de la primera igualacion.®®

Per facilitar la comprensid al lector, presentem un parell d’exemples on s’aplica aquesta
reduccio descrita per Zaragoza:

Exemple 1: Donada l'equacié 10z°+ 5z* — 223 — 10022 + 200z Q0 1004000.
L’exponent més gran és 6 i el coeficient que I'acompanya o principal és 10. Per tant
escriurem la progressié geomeétrica de rad 10 amb 6 termes i numerarem els exponents
de 0a 5en ordreinvers (Taula 5.1.).

65 Arithmetica Universal, p. 338 Libro 1. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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Progressio ‘ 1,10,100,1000,10000,100000
Exponents ‘ 54,3,2,1,0

Taula 5.1. Exemple de Reduccio del Caracter a la unitat quan la divisid no és entera.
Construccié de la progressié Geomeétrica. Pagina 338 Libro Ill De la Algebra,
Arithmetica Universal

Recordem deixar el caracter més gran acompanyat de la unitat. Ara ens queda
multiplicar els termes de la igualtat pels de la progressié: multiplicarem 5z* x 10,
corresponent a I'exponent 4, 2z3 x 100 (exponent 3), 100z% x 1000 (exponent 2),
200z x 10000 (exponent 1), 1004000 x 100000 (terme independent).®®

D’aquesta manera |'equacié reduida quedara 1z°® + 50z* — 200z3 — 10000022 +
2000000z © 1004000000000.

L’arrel d’aquesta equacid, pel Libro Il. De las Raices, és 100, pero cal dividir-la per 10,
coeficient que acompanya el caracter més gran, obtenint el quocient 10 que correspon
a I’arrel de I’equacié original.

Exemple 2: Donada 'equacié 2z* + 1z 0 320020. L'exponent més gran és 4 i el
coeficient principal és 2. Escriurem la progressié geometrica de raé 2 amb 4 termes i
numerarem els exponents de 0 a 3 en ordre invers (Taula 5.2.).

Progressio \ 1,2,4,8
Exponents ‘ 3,2,1,0

Taula 5.2. Exemple de Reduccio del Caracter a la unitat quan la divisié no és entera.
Construccié de la progressié Geomeétrica. Pagina 338 Libro Ill De la Algebra,
Arithmetica Universal

Multiplicarem 1z X 4, corresponent a I'exponent 1 i 320020 X 8, corresponent al
terme independent. D’aquesta manera l‘equacié reduida quedara 1z*+
471 0 2560160.

El que aconseguirem en aquesta fase és deixar arreglada I’equacio de tal manera que
aillem en un costat el caracter amb coeficient 1, deixant la resta de termes a I’altra banda
de I’equacid, com procediriem avui en dia, de tal manera que només quedi realitzar el
calcul de I'arrel en qliestid.

5.3.3. Valor de la lletra
Finalment, ens queda trobar el valor del caracter que estem buscant i la situacié que ha

deixat la ultima fase o Reduccid és precisa i comoda per poder realitzar el calcul de I'arrel
aplicant la metodologia descrita en el Libro II. De las Raices.

%6 Com que el coeficient d’exponent 5 és 0, al multiplicar 0z> X 1 queda 0.
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Per a Zaragoza, igual que per Viete, la tercera fase, Exegetica o Valor de la Lletra, és el
punt clau de tot el recorregut, ja que la simbologia que s’ha emprat es pot substituir pel
valor real que haviem suposat cert d’entrada.

Este es el fin de todo el trabajo antecedente, pues como la letra se supone en
lugar del numero incognito, que se pide, sabido el valor de la letra, se sabe el
numero, y queda la cuestion resuelta, y descifrado el enigma.®’

En aquesta forma d’expressar-se de Zaragoza, observem que és possible que només
estigui entenent el valor de la lletra com un valor numeric, pero recordem el seu desig
de treballar amb la notacié simbolica per identificar qualsevol magnitud numerica o
geometrica, com havia apres de Viete.

En aquesta ultima fase distingeix dues regles per obtenir el valor de la lletra: la Regla
General i la Particular.

La Regla General descriu explicitament com procedir quan hi ha un unic caracter i
distingeix entre exponent 1 o més gran que 1. En el primer cas els termes que queden a
la part dreta de I’equacio representen ja la quantitat desitjada i en el cas d’un exponent
més gran que 1, cal realitzar el calcul de I'arrel corresponent, per trobar novament la
guantitat cercada, és a dir, el valor de la lletra.

Regla General
Si el cardacter es solo, y su exponente 1, se partira la Cantidad por el numero del
caracter; si el exponente es 2, 3, 4... se sacard la 3/,3/,V ... y si hay muchos
caracteres compuestos con afirmacion, o negacién, se sacarad la raiz conforme al
exponente mayor por el Libro 22. El Cociente o raiz hallada sera el valor de la
letra.t®

La Regla Particular, descriu la formula de I’arrel d’una equacié de segon grau. Aquesta
es pot aplicar Unicament en el cas particular quan lI'equacié segueix la seglient
estructura en notacié actual: ax®™ + bx™ + ¢ = 0 | n > 0, és adir, quan I'’exponent del
caracter més gran sigui el doble de I’exponent del caracter petit. En aquest cas, sempre
podem reduir I'equacioé a una equacié de segon grau, la qual cosa, ens permet aplicar la
formula que coneixem avui en dia sota aquesta notacio:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a

Zaragoza descriu minuciosament tots els passos de forma retorica, anomenant
“Cantidad” a ¢, i “numero” als coeficients que acompanyen a la x™ (caracter menor) i
x2" (caracter major). A més, considera a = 1, ja que en la segona fase o Reduccié hem
dividit tota I’equacié pel coeficient principal.

67 Arithmetica Universal, p. 339 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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Regla Particular
Cuando en la igualacién dos caracteres, y el exponente mayor es duplo del
menor: 12 al Cuadrado del numero del caracter menor, ainadase, o quitese el
Cuadruplo de la Cantidad, segtn el signo del caracter mayor; 22 sacada la i/ de
la suma, o resta, si el caracter menor tiene el signo +, se tomara la diferencia de
su numero, y de estaraiz, y si -, se tomara la suma. 32 la mitad de esta diferencia,
o suma es el valor del cardcter menor.

Si el Caracter mayor tiene el signo -, tendra el Caracter menor dos valores, y la
suma de los dos es igual a su numero, con que la diferencia de su numero, y del
valor 19, serd el valor del 22 algunas veces los dos satisfacen a la cuestién, otras
veces solo el uno, y esto se debe examinar.®®

Zaragoza, acaba mencionant els diferents tipus de solucions que dona com a resultat la
férmula de segon grau. Es possible que les dues arrels siguin solucid, que només ho sigui
una d’elles o cap, ja que en el context historic en el que ens trobem, encara no es
treballava amb els nombres negatius, i per tant, no consideren solucié ni aquests ni les
solucions complexes.

Acompanya I’explicacié d’una serie d’exemples que clarifiquen les idees exposades i els
diferents casos comentats d’aquesta Regla Particular. A més, dona importancia també a
la gran utilitat d’aquesta férmula ja que sera la més treballada en els problemes del Libro
IV. De los Enigmas, tot i que només es pot donar sota una estructura tancada d’equacio.

Les dues regles que exposa Zaragoza s’apliquen en uns casos molt concrets, perd quan
I’equacié involucra dos o més caracters i no es compleixen els requisits de la Regla
Particular, caldra procedir a I’extraccioé de I'arrel tal i com I'autor explica en el Libro Il.
De las Raices, determinant el tipus d’arrel que volem calcular i aplicar les
generalitzacions millor adaptades a cada cas.

Cuando hay mas de dos Caracteres, como tres, cuatro, etc. O cuando aunque
sean dos, los exponentes no estén en proporcion dupla, esto es que el mayor no
es duplo del menor: como z! + z3, z* — z%, z° + z?, se ha de sacar la raiz de la
igualacién por el Libro 22 advirtiendo con mucho cuidado las calidades de la
igualaciodn, si es la Cantidad diminuta o entera, si es la negacion directa, o inversa,
como se noto en su lugar.”®

Amb aquesta exposicié d’idees concloem el Libro Ill. De la Algebra, emmarcat en la
importancia dels ultims tres capitols, ja que sén aquests els que expliquen la
metodologia de resoluciéd de tots els possibles problemes plantejats per I'autor.
Zaragoza, influenciat clarament per les idees de Viete, ha presentat aquestes tres fases
seguint el cami de I'lsagoge, i remarcant I'Us de la simbologia dels caracters. Tot i aixi,
tots els exemples que han ajudat en aquest marc teodric, han estat relacionats amb
conceptes numerics. En el seglient i Ultim apartat estudiarem un parell de problemes

69 Arithmetica Universal, p. 340 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
70 Arithmetica Universal, p. 343-344 Libro IlI. De |a Algebra, Zaragoza, 1670
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presentats en el Libro IV. De los Enigmas, relacionats amb la geometria, per veure si el
caracter que suposem cert i que podem manipular en les equacions s’estén a magnituds
no numeriques, com arees, longituds o volums.

5.4. Exemple resolucié de problemes aplicats a la geometria

Seguint amb el criteri didactic de I'obra Arithmetica Universal, I'tdltim llibre, esta
exclusivament dedicat a la resolucidé de tot tipus de problemes. Esta dividit en dotze
capitols que tracten diferents ambits en els quals cal plantejar I’equacié i resoldre el
valor de la lletra, recorrent tematiques com les proporcions simples i compostes
descrites en el primer llibre, passant per les progressions fins a arribar a la vessant més
aplicada amb problemes de geometria.

L'autor desitja que I'algebra sigui I'eina que ajudi en aquest desenvolupament d’ingeni.
Els problemes s"anomenen enigmes a causa de la subtilesa que necessiten en la seva
resolucid. En la presentacié observem la intencié de desenvolupar un metode nou, ja
que han estat molts els autors que han escrit sobre I’”Arte Mayor” i considera una bona
oportunitat de proposar també ell una nova manera de treballar aquests enigmes,
basada en I’Art analitic de Viete. Tot aixi no abandona I’estil de I’”Arte menor” que s’ha
emprat en el primer llibre, amb la qual cosa deixa establert el vincle entre I'aritmeética i
I"algebra.

Enigma es una cuestidn obscura y dificil, que pide mucho ingenio su resolucion.
Propiedad, que se halla en las cuestiones del Algebra, y les merecié el nombre
de Enigmas, pues son tan confusas y ocultas, que menos la sutileza de esta divina
ciencia, nadie puede llegar a descifrar la verdad, que en la pregunta se esconde.
[...] Enla disposicion de las cuestiones hay tanta diversidad, como en los ingenios
de los Autores que de la materia escribieron. Esto me dio licencia para intentar
nuevo método, con que el Aritmético aprenda a resolver juntamente, y proponer
los Enigmas. Guardando pues el estilo del Libro primero, y Arte menor
trataremos enigmaticamente de la Proporcion simple y compuesta, Alligaciones,
Progresiones y Combinaciones [...].”*

El capitol IX esta dedicat als Enigmes de Geometria. Per a poder resoldre’ls presenta tot
un seguit de principis i teoremes que cal dominar relacionats amb la mesura de figures,
reduccio d’una figura a una altra i augmentar-les i disminuir-les en qualsevol proporcio.

A continuacié presentarem dos problemes, un relacionat amb una igualacié simple, on
intervé un Unic caracter, i I’altre amb una igualacié composta, amb dos caracters. En el
desenvolupament de la resolucié mencionarem també els teoremes principals que ha
fet servir I'autor per justificar cada pas donat.

Per poder resoldre els enigmes de I’Arithmetica Universal, Zaragoza es basa amb unes
Regles Generals que complementen els Principis generals per a la igualacié. Aquestes
estan inspirades en els Elements d’Euclides i el propi Zaragoza les presentara de nou,

Y Arithmetica Universal, p. 345 Libro IV. De lo Enigmas, Zaragoza, 1670
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pero per separat, en la seva versié Euclides Nuevo-Antiguo. Geometria especulativa y
practica de los planos y sdlidos (1678) posterior a I’Arithmetica Universal.

Reglas Generales
12 Todas las Superficies semejantes, tienen entre si la proporcién que los
Cuadrados de los lados semejantes.
22 Todos los Cuerpos sdlidos semejantes tienen entere si la proporcién que los
Cubos de sus lados semejantes.
32 La circunferencia de una Columna igualmente gruesa (cuadrada, o redonda)
multiplicada por su altura da la Superficie.
42 La Superficies de la base de una columna cuadrada, o redonda, multiplicada

por su altura, da la solidez de la Columna.
59 La Superficie de la base de una piramide cuadrada, o redonda, multiplicada

1 . -, .
por 3 de su altura, da la solidez de la pirdmide.”?

5.4.1. Questio 78 de Geometria (lgualacié simple)

Enunciat: Donat un triangle equilater inscrit en un cercle de tal manera que la suma del
seu costat i el radi doni 10, es demana el costat i el radi.

Presentem previament I'enunciat §117 que fa servir Zaragoza en la resolucié perque
sigui més comode per al lector. L’autor el menciona en la introduccié dels enigmes de la

Geometria.

§117 Donat el cercle, trobar les Figures: com 10.000 al nimero de la Taula primera
(Figura 5.5), aixi és el radi donat del Cercle al costat de la Figura.”?

116 FIGVARAS DENTRG,Y FVER.A DEL CIR&VZO&
1. Dado el Circalo hallar 1f. Pada la Figura ha=
las Figuyas, , Uay el Circulo,
' P Infcripras, ‘Circunfcriptés. Inferipto. Circunferipeo,
Triagulo 17320. 34640/ | 2887, §773
Quadrado 141427 20000| | 5000. 7071
Ptetagono I1756. 14530[| 6882, 8507
Hexagono 10000, 11 547 8660, 10000
Sietarwe 8678. 9630| (10384, 115 24
Ochaw® 7654 8284|l12071. 15066
Nonav: 6840, 7294 |13704. 14619
Diezaw?] 6180. 6498||15388. 16530
Dezaw?® 5176, 5358 186601 19319

Figura 5.5. Proporcions de Figures inscrites i circumscrites al Cercle. Libro IV. De los
Enigmas, Arithmetica Universal

2 Arithmetica Universal, p. 421-422 Libro IV. De lo Enigmas, Zaragoza, 1670

3 Arithmetica Universal, p. 413 Libro IV. De lo Enigmas, Zaragoza, 1670
Dado el Circulo, hallar las Figuras: Como 10000 al numero de la Tabla primera, asi el radio dado del

Circulo al lado de la Figura.
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Procedim ara a la resolucid del problema tal i com ho fa Zaragoza. Adjuntem la Figura
5.6. font original de I'obra.

140 Queftion 78 de Geomerria.

Dentrode un Circuloaiun Trianguloequilatero, la fuma
de (ulada, y. del[emsdmmetra ¢510: pidefeel lado,y '[é«.
midiametro.

Sea ¢l femidiametro 177, Ll 1ado del Trlangulo fe.
ri10 — 1%, y pues fon proporczonales §.117:como
100002 17320, alsiclradio 177 allado 1o~ 177 feri
igual el Produéto de los medios al delos eftremos,
17320’ “~100000—10000% :anadidos a cada parie
10000, {eran 27320¢ < 100000: partiendo por
273205lerd 1770 3852% , y esradio del circulo, refta-
do de 10,quedara €22 lado del Triagulo infcripto.

16000

Figura 5.6. Resolucid de la Qliestido 78 de Geometria. Libro IV. De los Enigmas,
Arithmetica Universal

Resolucio

Sigui el radi o semidiametre 171, el costat del triangle sera 10 — 1Z% i aquests dos seran
proporcionals. Pel §117, el radi 1Z* sera al costat 10 — 1Z* com 10.000 a 17.320. Per
tant, fent servir que el Producte dels mitjos sera igual al dels extrems:
17.320 Z* 0 100.000 — 10.000 Z*. Sumant 10.000 Z'! a cada banda, obtenim
27.320 Z* ©100.000. Ara cal dividir cada terme pel coeficient principal, és a dir, el que

N , , 6.603 ,
acompanya el caracter d’exponent més elevat, 27.320 : 171 9310 500 D’aquesta

manera ja hem obtingut el valor del radi del cercle. Restant el radi de 10, quedara 10 —
1Z1 Q 6 , que és el valor del costat del triangle inscrit.

Podem observar clarament com fa servir la metodologia de Igualacio, Reduccid i Valor
de la Lletra, coincident amb les tres fases de I’Algebra de Viéte. En la Igualacié identifica
les incognites amb la simbologia de 1Z%, notacié on apareix la unitat acompanyant el
caracter. Aquesta simbologia, com hem comentat anteriorment, s’associa més a autors
anteriors com Aurel que no pas a Viete, el qual usaria tant sols la Z. A continuacié utilitza
principis i teoremes coneguts relacionats amb proporcions que s’han presentat
previament per manipular I’equacio fins aillar el caracter que busquem resoldre en un
costat de I'’equacié. D’aquesta manera la “Quantitat” que es mostra a I'altra banda de
I’equacié és el Valor de la Lletra (estem treballant en igualacions simples en aquest
exemple).

Notem que en aquest cas el llenguatge simbolic el fem servir per identificar el costat

d’un triangle i el radi d’un cercle, valors que considerem especies, pero I'autor no arriba
a treballar amb magnituds com arees o volums a I’Arithmetica Universal.
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5.4.2. Qiestio 81 de Geometria (lgualacié composta)

Enunciat: Donades dos esferes que tenen superficies en proporcié 9 a 16 i la diferencia
dels seus radis és de 2, es demanen els radis de cada esfera.

Enumerem els principis necessaris que s’empraran en la resolucié d’aquest problema a
fi de facilitar la comprensié al lector. L’autor els menciona al llarg dels diferents llibres
gue presenta I’Arithmetica Universal.

§139 del Libro IV Principi 1r de les Regles Generales de la Geometria exposades en la
seccio 5.4. d’aquesta treball: Totes les superficies semblants tenen entre si la proporcié
que els quadrats dels seus costats semblants.”

§141 del Libro III Reduccid del Caracter més gran a la unitat: quan intentem dividir
tots els termes pel coeficient principal, i aquesta particié no esdevé entera, procedirem
a formar una progressio geometrica de tal manera que el primer terme sigui al unitat, el
segon sigui el coeficient principal, el tercer el seu quadrat, el quart el seu cub i aixi
successivament. Ha d’haver-hi tants termes com el grau i, comengant per I'Ultim
s’escriuran els exponents 0, 1, 2, 3... Els termes de I’equacié es multipliquen pels termes
de la progressié que hem construit, que corresponent als seus exponents. Després,
deixant el caracter més gran amb la unitat, quedara reduida la igualacio, pero I'arrel
d’aquesta nova igualacio s’ha de dividir pel coeficient del caracter més gran, i el quocient
sera I'arrel vertadera de I’equaci6 original.””

§152 del Libro III Exemple IV de la Regla Particular del Valor de la Lletra: Sigui 1Z? —
3Z' 1 40. El quadrat de 3 és 9; el quadruple de 40 és 160 que afegit a 9, sera 169 i la

2, N , . .
seva+y/ és13. Com que el caracter menor 3Z? té el signe — se sumaran 3 i 13, donant
16, i la seva meitat sén 8, valor de la Z1.76

Procedim ara a la resolucid del problema tal i com ho fa Zaragoza. Adjuntem la Figura
5.7. font original de I'obra.

% Arithmetica Universal, p. 421 Libro IV. De los Enigmas, Zaragoza, 1670
Todas las Superficies semejantes, tiene entre si la proporcion que los Cuadrados de los lados semejantes.

75 Arithmetica Universal, p. 337 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
76 Arithmetica Universal, p. 341 Libro I1l. De la Algebra, Zaragoza, 1670
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143 Queftion 81de Geomutria. .
Dos E[pheras, 0 globostienen las fuperficiescomo 9 4163
9 ladiferencia de los radios es2., Pidenfe los radios,

Sea'clradiodel globo menor 17, y del maior 1¢”
F2: {us Quadrades feran T’ y 177+ 4T + 41 y,
pues las (uperficies fon proporcionales a los Quadra-
dos (8.1 39.) fiendo las fuperficies como 9 2 16; {eran
tanbienlos Quadrados como 9a16: afsizg*a 1y
47+ 42 yel Producto delos medios 167" igual
al delos eftremos 97 4+ 367" 4 36: quitando de cas
da parte 97" + 367" quedaran 7’ — 3 6g - 36: 1€
duzidalaigualacion (Lib.3,5.141.) lerd 17— 36
A a52:la y* deeftaigualacion (Lib.3.5.1 §2.)¢€8 427
partida por 7:(Lib.3.8.141.) fales w{alor de 1, que
gs ¢l radio del globo menor, 4- 2 {era 8 ¢l otroradio,

Figura 5.7. Resolucid de la Qliestié 81 de Geometria. Libro IV. De los Enigmas,
Arithmetica Universal

Resolucio

Sigui el radi de I'esfera menor 1Z%, el radi de I'esfera major sera 1Z! + 2. Els seus
respectius quadrats seran 122 i 1Z2 + 4Z' + 4 . Les superficies de les esferes seran
proporcionals als seus quadrats tal com diu el §139 del Libro IV i, degut a que la
proporcié de les superficies és 9 a 16, també ho sera la dels quadrats. Aixi 1Z%: 122 +
471 + 4 com 9 : 16. Aplicant el principi del Producte de mitjos és igual al producte dels
extrems, obtenim: 16 Z2 Q9 Z? + 36 Z' + 36. Restant 9 Z? + 36 Z! a cada banda,
quedara 7 Z2 — 36 Z1 Q 36.

Reduim I'equaciod pel §141 del Libro III: construim la progressié geometrica de rad el
coeficient principal, 7, i amb tants termes com I’exponent més gran, és a dir, 2.

Progressio \ 1,7
Exponents | 1,0

Multipliquem els termes de la progressié pels caracters de l'equacié: 1 x 3621
(exponent 1) i 7 X 36 (terme independent). Queda 1Z%— 36Z'Q252. Larrel
quadrada d’aquesta igualacié és 42 pel §152 del Libro III:

El quadrat de 36 és 1296 i el quadruple de 252 és 1008 que sumat a 1296 dona 2304.

2
Lasevay  és48. Com que el caracter menor 36 Z* té signe negatiu, sumarem 36 i 48,
obtenint 84 i la seva meitat és 42, el valor de Z?.

Ara falta dividir aquesta arrel de I’equacié reduida per 7, que és el coeficient principal
de I'equacio original tal com es diu a §141 del Libro III. Obtenim el valor Z1 Q 6, que
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correspon al radi de |la esfera menor. Sumant-li Z! + 2, obtenim 8 per al radi de I'esfera
major.

Novament, Zaragoza descriu els tres passos fonamentals per al tractament d’equacions
per aconseguir el valor de la Lletra, com ja hem vist en I'’exemple anterior i empra el
llenguatge simbolic per identificar, en aquest cas el radi de dues esferes. La fase de la
reduccio en aquest exemple ha implicat més teoremes, destacant la importancia de les
proporcions i la progressié geometrica, perd en definitiva, la metodologia és simeétrica
al problema anterior.

Hem volgut presentar aquests dos problemes relacionats amb la geometria per veure
com els treballa Zaragoza i comparar aquesta metodologia amb la de Viete. Tot i trobar
evidencies i coincidencies en les regles per resoldre les equacions, Viete, en la seva obra,
s’ajuda de dibuixos de figures geometriques. Aquest aspecte no I'hem trobat en
I’Arithmetica Universal. Els dos autors fan servir el llenguatge simbolic dels caracters
substituint tant la incognita com les quantitats conegudes i treballen amb especies. En
els problemes de Zaragoza es treballen magnituds com longituds de figures i costats. Per
la seva banda, Viete, a més d’aquestes, inclou en el tractament d’espéecies magnituds
més complexes com arees i volums.
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Capitol 6 — Conclusions

En els primers capitols d’aquest treball hem presentat el context historic que es vivia a
I’Espanya del segle XVII i com el coneixement matematic s’havia desenvolupat a la resta
d’Europa. Hem remarcat la innovacié de Frangois Viete amb la introduccié d’un
llenguatge simbolic que permet representar tant incognites com valors coneguts o
quantitats. A més, I'Art analitic que presenta aquest matematic té |'objectiu de
generalitzar la resolucié de qualsevol tipus d’equacid que es pugui plantejar donat
I’enunciat d’'un problema a través de tres fases: Zetética, Poristica i Exegetica. La seva
algebra especiosa tracta amb objectes, tipus o espécies que poden englobar tant
caracters numerics com magnituds geometriques.

L’objectiu del nostre treball ha consistit en trobar evidéencies en I'obra Arithmetica
universal que comprende el Arte Mayor y Menor, Algebra Vulgar y especiosa, publicada
el 1670 per José Zaragoza, sobre la introduccié de I'algebra de Viete a Espanya a través
de I’analisi d’aquesta obra.

Hem treballat I’Arithmetica Universal analitzant el contingut, estructura i motivacié de
I"autor, posant especial atencié en el tercer llibre on es defineix i es desenvolupa
I’Algebra de Zaragoza. L’autor treballa I’’Arte Menor” i I’”Arte Maior”, pero reserva el
terme Algebra per referir-se a I’Art analitic, innovacié de Viéte. De I"”’Arte Menor” o
Aritmetica cal aprendre els fonaments de les matematiques i mantindra I'estil en la
presentacié de I'Algebra. L"”Arte Maior” actua com a pas intermedi per culminar
I’extensio de I’algebra. El tracta independentment de I’”Arte Menor” i en el seu
desenvolupament observem la seva intencié de generalitzar els conceptes a través del
simbolisme dels caracters. Finalment, I’Algebra entesa com eina analitica de resolucié
de problemes, presenta una subtilesa que permetra a qui treballi amb ella, desxifrar
gualsevol problema que es plantegi, coincidint amb el desig de Viete de generalitzar la
resolucié d’equacions.

Al llarg de I’Arithmetica Universal hem trobat indicis i citacions exactes que evidencien
la influencia de Viete i el fet que I’obra In artem analyticen isagoge (1591) ha estat font
original per a Zaragoza. En la resolucié d’equacions Zaragoza descriu tres fases
equivalents a les presentades per Viete, tot i que en noms diferents: Igualacio, Reduccié
i Valor de la Lletra. Tot el procediment que descriu i aplica Zaragoza en els seus
problemes reflecteix la visio de Viete i la seva algebra especiosa. A més, ambdds autors
mencionen els mateixos Principis generals que cal tenir en compte en la primera fase de
les tres descrites o, per exemple, la definicid d’Hypobabisme com a depressid dels
caracters. Altres evidencies de Viete en I’Arithmetica Universal son la mencio a Platé en
la introduccié de I’'obra o la mencié explicita a Viete en el capitol | del Libro IIl.

En tot moment, i ja des de l'inici de I’Arithmetica Universal, Zaragoza empra la notacid
de caracters que no discrimina entre majuscules, minuscules, primeres o ultimes lletres
de l'alfabet. Aquests caracters es fan servir per identificar la incognita perd també la
quantitat coneguda. La metodologia considera cert el caracter i, per aixd, podrem
manipular-lo segons els teoremes ja demostrats. Finalment trobarem el valor que
amaga la lletra demostrant que la hipotesi era certa. Novament, la manera de procedir
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de Zaragoza encaixa amb les idees transmeses per Viete sobre la importancia del
llenguatge simbolic.

Sabem pel propi autor que la intencid i criteri d’aquesta obra és de caracter didactic i
I’objectiu de Zaragoza era la transmissié del coneixement i |’ensenyanga. En
I’Arithmetica Universal hem observat molts detalls que reforcen aquest objectiu per
facilitar I'aprenentatge i comprensio al lector. En sén exemples I'index, la taula de
continguts i la taula explicativa dels caracters que es presenten al final de I'obra o la
multitud d’advertencies que trobem entre linies en tots els capitols.

Enllagant aquest punt amb el seu paper com a docent i catedratic del Col-legi Imperial i
col-legis jesuites, podem concloure que Zaragoza va ajudar a la difusid de la innovacié
de Viete a Espanya, tal i com voliem provar en l'inici del treball. Considerem aquest
treball original, ja que no s’ha realitzat fins ara un estudi de I"aportacio de algebra de
Zaragoza. L'obra més valorada d’aquest autor ha estat Geometria Magna in Minimis
publicada el 1674 on s’introdueix el concepte de centre de gravetat d’un sistema de
punts amb pesos associats. Aquesta obra ha acabat eclipsant la resta de les seves
aportacions com a matematic. Es per tot plegat i, a la vegada, per lintent de
desenvolupar una metodologia propia en I’algebra, pel que considerem que Zaragoza és
mereixedor del reconeixement que volem donar-li a través d’aquest treball com a
matematic de I'Espanya del segle XVII.
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