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Resumen

Los predrdenes y las equivalencias son
probablemente las relaciones més estudiadas
dentro de la Légica Difusa. Sin embargo, su
definicién generalmente aceptada es crisp, ya
gue dada una relacién, solo puede cumplir, o no
cumplir, con los axiomas de preorden o
equivalencia difusos. En este articulo
proponemos una fuzzificacion de dichos
conceptos basada en dos procedimientos:
primero, a base de introducir grados en €
cumplimiento de los axiomas y, segundo,
comparando  relaciones por medio de una
similitud. El estudio posterior muestra que
ambas vias estan estrechamente rel acionadas.
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1 INTRODUCCION

Los predrdenes y las equivaencias difusas son,
probablemente, las relaciones que han merecido mas
atencién por parte de los investigadores en el campo de la
Logica Difusa

Aungue aparecen bajo una gran variedad de nombres en
laliteratura, rige un consenso casi general sobre cOmo sus
homdlogos crisp deben generalizarse a contexto fuzzy, a
saber, a través de la fuzzificacion de las propiedades de
reflexividad, simetria y transitividad que definen estas
relaciones en lamatemética tradicional.

Dicha fuzzificacion aparecid por primera vez en Zadeh

[7] y desde entonces pocas modificaciones ha sufrido, a
excepcion del uso de una t-norma general en la
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modelizacion de la transitividad difusa, una funcion
restringida originalmente a T=MIN.

Definicion 1.1: Una operacién T del intervalo unidad
[0,1] es una t-norma s es asociativa, conmutativa,
monétona y satisface las condiciones de contorno
T(x,0=T(0,X)=0 y T(x,1)=T(1,x)=x paratodo xde X.

Estrechamente relacionadas con las t-normas aparecen las
cuasi-inversas o implicaciones residuadas:

Definicion 1.2: Dadaunat-normaT, su cuasi-inversaesla
operacién del intervalo unidad definida mediante:

T(x|y)=sup{ae[0,1] / T(a,x)<y} paratodos x, y de
[0,4].

Simetrizando la cuasi-inversa de una t-norma se obtiene
una nuevaoperacion Er.

Definicion 1.3: Dada una t-norma T, la biimplicaciéon o
equivalencia natural asociada se define como:

T =min{T(x|y), T(y|x)] paratodosx,y de[0,1].

En el marco de las relaciones difusas, ambas operaciones
se interpretan como relaciones en €l intervalo unidad, y se
utilizan las notaciones |+ y Er para la implicacion
residuaday la equivalencia natural, respectivamente.

Definicion 1.4: Unarelacion difusa R en un conjunto X, o
lo que eslo mismo, unaaplicacion R: X x X —[0,]] es:
Reflexiva, si R(x,x)=1 paratodo x de X.
Smétrica, si R(x,y)=R(y,x) paratodos x, y de X.
T-Transitiva, s T(R(x,y¥),R(Y,2) < R(x,z) para
todos x, y, zde X.

Definicién 1.5: Un Preorden Difuso es unarelacion difusa
reflexivay T-transitiva.

El egemplo fundamenta de preorden difuso lo
proporciona la propia implicacion residuada I+, mientras
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gque Er congtituye e gemplo basico de equivalencia
difusa.

Definicion 1.6: Una Equivalencia Difusa es una relacion
difusareflexiva, simétricay T-transitiva.

Otras denominaciones para las equivalencias difusas son
Smilitud, Semegjanza, Relacion de Parecido, T-
indistinguibilidad y Igualdad Difusa. Todos estos
nombres sugieren que las equivalencias difusas
proporcionan una medida de hasta qué punto dos objetos
pueden verse como proximos o intercambiables en el
marco de unateoria

Resulta claro que una relacion difusa dada R puede
satisfacer, o no satisfacer, cada una de las propiedades
listadas méas arriba. Y que esto se produce de una forma
estrictamente crisp.

Asi, el conjunto de las relaciones difusas en X se divide
entre las que son reflexivas y las que no lo son. Entre las
gue son simétricas, y las que ho lo son, etcétera. Y, por
conjuncion de dichas propiedades, entre las que son
predrdenes difusos, 0 equivalencias difusas, y las que no.

Resulta imposible comparar dos relaciones Ry Sy
afirmar, por gemplo, que R se comporta mas como un
preorden difuso que S 0 que S es ligeramente més
simétrica que R. Ser un preorden, o ser simétrica, no esen
modo alguno una cuestion cuantificable o graduable.

De esta forma, grado y vaguedad quedan totalmente
excluidos de la propia teoria. Una teoria que, no lo
perdamos de vista, estd orientada precisamente a
modelizar los conceptos vagos y graduales por naturaleza.
Objeciones de este estilo, asi como vias de solucion
basadas en la gradaciéon de los axiomas pueden
encontrarse en [1,3,5].

Mas ala de las consideraciones tedricas que se quieran
invocar, existen también aspectos préacticos que justifican
la necesidad de ampliar la clase de las relaciones
estudiadas con nuevos elementos que ho sean, en sentido
estricto, predrdenes o equivalencias difusas.

Alla donde la informacion provenga de la cuantificacion
subjetiva de un agente expresando la proximidad entre
objetos, no es razonable esperar que los datos se
comporten de forma estrictamente T-transitiva, por
gemplo. O también en aguellos casos en que la
informacion esté vinculada a medidas experimentales, y
por tanto sujeta a errores de naturaleza probabilistica o
sistemética inherentes al proceso de medida. Sin embargo,
cabe esperar que las relaciones difusas obtenidas por
dichos procedimientos se comporten, aproximadamente,
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como predrdenes o equivalencias difusas, s ésta es la
hip6tesis subyacente a model o tedrico.

Con la finalidad de poder asumir que cualquier relacion
difusa es, hasta cierto punto, un preorden o una
equivalencia difusos, proponemos dos caminos distintos.

De una parte, se trata de redefinir los axiomas de
reflexividad, simetria y T-transitividad a base de
introducir grados de satisfaccion en las definiciones
originades. Esta via responderia probablemente a las
motivaciones de orden tedrico que se han expuesto.

Por otro lado, y dado que los errores experimentales o
subjetivos deforman en cierta medida e conjunto de
valores de la relacion en su conjunto, propondremos
también medidas de semejanza entre relaciones. La idea
es considerar una relacion S mé o0 menos como un
preorden o una equivalencia difusos, de acuerdo con la
medida de semejanza entre Sy R, donde R es un preorden
0 equivalencia difusos en el sentido tradicional. En este
sentido, hablaremos de candidatos (la relacion S y de
prototipos o referencias (larelaciéon R).

Quizés, la parte més interesante de la investigacion que
presentamos se encuentre en que ambos tratamientos del
problema estan, de hecho, muy relacionados.

2 INTRODUCCION DE GRADOSEN LOS
AXIOMAS

Empecemos por la modificacion de los axiomas, o
propiedades definitorias de las relaciones estudiadas.

Definicion 2.1: Unarelacion difusaR en X sedirdque es:

a-Reflexiva s R(x,x) >a, paracierto ac[0,1] vy para
todo x de X.

a-9métrica  respecto a wuna tnorma T S
T(a,R(x,¥)) < R(Y,X), paracierto ae [0,]] y paratodos
X,y deX.

a-Transitiva respecto a unat-norma T, o a-T-transitiva, s
T@T(R(XY).R(Y,2))<R(x,2), paracierto ac[0,1] y
paratodosx, y, z de X.

Dos simples consecuencias se desprenden de la definicion
anterior. La primera, que para a=1 se recuperan
reflexividad, simetria y T-transitividad en el sentido
habitual. La segunda, que toda relacion a-reflexiva, a-
simétrica 0 a-T-transitiva sera también b-reflexiva, b-
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simérica o b-T-transitiva para todo b<a. Estas
observaciones dan sentido ala proxima definicion.

Definicion 2.2: Dada unat-norma T y una relacion difusa
R en un conjunto X:

Su grado de reflexividad es a, = in)f( R(x, X)
Su grado de simetriarespecto a T es
a = inf {sup{ae[0,1] | T(a R(xy))<R(y,¥)}}

Su grado de
es

a, = inf {supfac (04T (T (RO ). R(y.2)) < Rx.2)}}

transitividad con respecto a T

De esta manera, una relacion difusa R es un preorden
difuso si, y solo s a =a =1, y es una equivalencia
difusasi,y slos a =a,=4a =1.

Los anteriores niveles se pueden expresar utilizando la
casi-inversa T, o implicacién residuada.  El grado de
simetriade Rrespectoa T es

a, = inf {T(ROGY)IR(y. )]

mientras que €l grado de transitividad es

a = inf {TTRY).R,D) | Rx2)|

Una posible alternativa consiste en reescribir el nivel de
simetria as mediante la equivalencia natural del intervalo
unidad E+ como sigue:

a = inf E: (R(xY).R(¥:X))

Definicion 2.3: Unarelacion difusa R es un a-Preorden si
sus niveles de reflexividad y transitividad son ambos
mayores que a.

Definicion 2.4: Una relacion difusa R es una a-
Equivalencia si sus niveles de reflexividad, simetria y
transitividad son todos mayores que a.

3 RELACIONES DE REFERENCIA

A continuacién, procederemos a comparar relaciones
difusas con la intencién de transferir grados de
reflexividad, simetriay transitividad entre ellas.

Dos relaciones difusas R y S definidas sobre un mismo
conjunto X pueden compararse de muchas maneras. En
este trabgjo nos restringiremos a la proximidad o
semganza punto a punto. Nos referiremos a esta
particular manera de evaluar la semejanza entre rel aciones
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como a su equivalencia natural, dado que extiende de
formaobvialaDefinicion 1.4 parael intervalo unidad.

Definicion 3.1: Dadas dos relaciones difusas sobre X, la
equivalencia natural entre Ry Sse define como:

E(RS)= inf E(R(XY),S(xy))

Por esta misma razon seguiremos usando la notacién Ex.
De hecho, se trata Unicamente de una extensién punto a
punto, o mejor dicho tratandose de relaciones, par a par.

Obsérvese que E; define una equivalencia difusa en el
conjunto de todas las relaciones difusas sobre X,
estrictamente en el sentido que marca la Definicién 1.6,
seguin se prueba en [5]. Por lo tanto, Er constituye una
medida de proximidad entre Ry S o lo que es o mismo,
de hasta qué punto ambas relaciones son intercambiables
entre si.

Para transferir propiedades de R (relacién de referencia) a
S (relacion candidato), otro concepto importante es €
orden puntual.

Definicion 3.2: Una relacién difusa R es menor o igua
que otra relacion difusa S punto a punto,R<, S, s

R(x,y) £ S(x,y) paracuaesquiera xey de X.

En este caso, es habitual decir que R es mas especifica
queS.

En adelante, supondremos que la relacién de referencia
es un preorden o una equivaencia difusos, mientras que
S €l candidato, puede ser cualquier relacion, con la Unica
condicion de que sea similar a R cuando ambas se
comparen mediante E.

Proposicion 3.3: Sean Ry S dos relaciones difusas sobre
X. S Resreflexivay E;(R,S)>a entonces S es a-

reflexiva

Este resultado se obtiene como consecuencia de los dos
lemas siguientes.

Lema 3.4: Sean Ry Srelaciones difusas sobre X tales que
S<, R. S Resreflexivay E;(R,S)>a entonces S es

a-reflexiva

Para probar la Proposicion 3.3 podemos dividir S en dos
relaciones S =min{S,R} y S, =max{S,R}tdes que
S<y Ry R<,S,.Losgrados de reflexividad de S, y

S, , ay 1 respectivamente, se agregaran mediante la t-
normaT y asi se obtiene el grado de reflexividad estimado
paraS quevale T(a, ) =a.
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Proposicion 3.5: Sean Ry S dos relaciones difusas sobre
X. Si Ressmélricay E (R S)=a entonces Sesb-

simétricapara b=T(a,a) .

Como antes, € nivel estimado de simetria de S puede ser
mejorado si se supone que las relaciones que intervienen
estén ordenadas puntualmente. La Proposicion 3.5 es
también en este caso una consecuencia natural del lema
siguiente.

Lema 3.6: Sean Ry S relaciones difusas en X taes que
R<, S 0 S, R. S  Ressméricay E (RS)=a
entonces Ses a-simétrica.

Descomponiendo Sen S y S de la forma anterior, se
obtiene que b=T(a,a) es € grado de simetria estimado
paraS

Finalmente, tenemos también un resultado parecido para
latransitividad.

Proposicion 3.7: Sean Ry S dos relaciones difusas en X.
Si Res T-transitivay E;(R,S)>a entonces Sesb-T-

transitivaparab=T(T(a,a),a) .

También aqui el orden puntua de las relaciones permite
mejorar la estimacion sobre el grado de transitividad del
candidato S, a la vez que proporciona una demostracion
delaProposicién 3.7.

Lema 3.8: Sean Ry S relaciones difusas en X tales que
R<, S. S ResT-transitivay E;(R,S)=a entonces S
esb-T-transitivacon b=T(a,a) .

Lema 3.9: Sean Ry S relaciones difusas en X tales que
S<, R. S ResT-trangtivay E;(R,S)>a entonces S
es a-T-trangitiva

Resumiendo, vy puesto que la transitividad establece la
cota mas bgja entre las tres propiedades consideradas,
cuando R es un preorden o una equivaencia difusos, se
tiene:

Proposicion 3.10: Si R es un preorden o una equivaencia
difusos sobre X, y S es una relacion difusa ta que
E. (R S)=a, entonces S serd un b- preorden o una b-

equivalencia con b=T(T(a,a),a).

4 RELACION ENTRE TRANSITIVIDAD
APROXIMADA'Y REFLEXIVIDAD.
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Aunque en general transitividad y reflexividad se
presentan como axiomas independientes, no lo son del
todo. Cierto grado de reflexividad esta garantizado
cuando unarelacion es T- transitiva.

En efecto, s R es T-transitiva a cada elemento x de X se
le puede asignar un valor a, que sea una cota inferior del
grado de reflexividad de larelacion en x, R(x,x). Tal valor
a, se calcula mediante la clausura transitiva (véase, por
gemplo, [6]), que en & caso que nos ocupa se escribira
como a, =supT (R(x,u), R(u, x))

ue X

Aungue cada cota inferior a, esté relacionada con un
elemento x especifico, se puede calcular una cota inferior
conjunta de la manera habitual .

Proposicion 4.1: Toda relacion T-transitiva R en X es
también b-reflexiva, con b= inf( a.
ue

Este resultado se generaliza sin dificultades a caso en que
larelacion R seatan solo a-T-transitiva.

Proposicion 4.2: Toda relacion a-T-transitiva R en X es
también b-reflexiva, con b=in}‘(ax, donde cada a, se
caculacomo a =supT(T(R(x,u), R(U,X)),a) .

ue X

Y s € grado de transitividad determina una cota inferior
para € de reflexividad, éste dltimo determina una cota
superior para el primero.

Proposicion 4.3: Sea R una relacion b-reflexiva sobre X.
Entonces el grado de transitividad de R es menor o igua

que c=f(in}‘( a_|b)

Noétese que los niveles de reflexividad por encima de a,
no tienen efecto alguno sobre los de transitividad.

Proposicion 4.4: Sea R una relacion a-T-transitiva sobre
X. Si Sesotrarelacion ta que S(x, y) = R(x, y) paratodos
X#Y, pero S(x,x) = R(x,X) , entonces S es también a-
T-transitiva.

Asi que, vista la particular relacion que existe entre
transitividad y reflexividad aproximadas, por un lado, y la
completa independencia que ambas propiedades presentan
respecto a la simetria, parece razonable afirmar que la
reflexividad es una propiedad superflua en el contexto que
nos ocupa. Un punto de vista parecido puede encontrarse
en[4].

5 BUSQUEDA DE RELACIONES DE
REFERENCIA PROXIMAS.
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Vamos a abordar ahora el problema de encontrar, para
una relacion dada S una relacién de referencia R
parecida. Supondremos que S satisface hasta cierto grado
agunos de los axiomas en el sentido que establece la
Definicion 2.2. Como consecuencia, calcularemos cotas
para los grados de similitud entre Sy alguna relacion de
referencia R que satisfaga los mismos axiomas que S, pero
en e sentido habitua (Definicion 1.4). De hecho,
veremos que a mayor grado de satisfaccién de los
axiomas por parte de S, mas proxima se encuentra la
relacion dereferenciaR.

Lema 5.1: Dada una relacion difusa S en X, la relacion
S, (X, y)=T(a,S(x,y)) (Tunat-norma) satisface:
5118 <, S

512 E(S,,92a

Lema 5.2: Si Ses unarelacion reflexivay b-transitiva en
X, entonces S,(x,¥)=T(a,S(x,y)) (T una t-norma)
satisface:

5.2.1 S,isc-T-transitivacon c=T(b|a).
5.2.2 S, isa-reflexiva

Como consecuencia, c=1 y por tanto S, es T-transitiva
cuando b< a, lo que pruebael corolario siguiente.

Proposicion 5.3: Dado un a-preorden Sen X, la relacion
difusa S, (x,¥y)=T(a,S(x,y)) (T una t-norma) es b-
reflexiva con b=T(a,a), es T-transitiva, satisface que
S, <, Syque E (S,,S)=a.

Por lo tanto R = S, es unarelacion de referenciapara S y
su proximidad viene determinada esencialmente por el
grado de transitividad de larelacién candidato S

Ademés, teniendo en cuenta la Proposicion 4.4 se puede
transformar S, en una nueva relacion reflexiva R,
incrementando los valores de la diagonal :

R(x, y)=S,(X,y) paratodosx#y,y

R(x,x) =1 paratodo x.

Una tal relacion R constituye un preorden de referencia
para S Sin embargo, ni R<, S ni S<, R, y ademés

E (R S)=T(a,a), esdecir, que RseadegadeS

Volviendo a la Proposicion 5.3, lo que dli se ha
encontrado es una aproximacion inferior para unarelacion
dada S ¢Existe aguna aproximacién superior? Una
posible opcidn es tomar la clausura transitiva de S La
clausura transitiva de una relacion se define como la
menor de todas las relaciones transitivas que son mayores
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0 iguales que ella seglin € orden puntual. Asi pues, s R
denota la clausura transitiva de S, se tiene que S<, R'.
Sin embargo, es dificil establecer unacotapara E; (R',S)
y, de momento, este problema permanece abierto.

Finalmente, consideremos también la simetria. El
procedimiento estandar para simetrizar una relacién dada
S consiste en tomar & minimo entre los valores §xy) y

Sy,X) paracada par (x,y).

Lema 5.4: Dada una relacion a-simétrica S sobre X, la
relacion difusar,, (x, y) = min {S(x, y), S(y,x)} cumple:
54.1 Rgyy €ssimétrica

542 R, <4 S

543 E;(Ryy.S)=a

Por lo tanto, Rsyy proporciona una relacién de referencia
para S en lo que a simetria se refiere. Ademas, €
procedimiento preserva tanto la reflexividad como la T-
transitividad.

Lema 5.5: Para toda relacion S a-reflexiva, 1a relacion
Row (% Y) = min{S(x, y), S(y, X)} es también a-reflexiva

Lema 5.6: Paratodarelacion S a-T-transitiva, larelacion
Rom (X, y) = min{S(x, y), S(y, )}

es también a-T-transitiva

Proposicion 5.7: Dada una a-equivalencia S sobre X, la
relacion difusa S, (x,y) =T(a, Ry, (X, Y)) s a-reflexiva,
simétricay T-transitiva.

Como antes, se puede transformar S, incrementando su
diagonal y obtener asi unarelacion reflexiva:
R(X,y) = S,(x,y) paratodosx#y,y

R(x,x) =1 paratodo x.

También en este caso, aunque R constituye una relacion

de referencia para S se pierde e orden puntua y la cota

de proximidad empeora convirtiéndose en
E.(RS)=T(T(a a),a).

6 CONCLUSIONES.

Se ha mostrado como e enfoque tradicional en la
fuzzificacién de predrdenes y equivadencias puede
relgarse, de manera que incluya un mayor espectro de
relaciones.
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De hecho, cualquier relacion difusa puede ser considerada
como un preorden o una equivalencia, hasta cierto punto.

El grado con que pueda serlo se ha introducido de dos
maneras distintas. Primero, mediante la relgjacion de los
axiomas de reflexividad, simetria y transitividad.
Después, comparando la semejanza o proximidad entre la
relacién arbitraria S y una relacién de referencia R.
Finalmente, se han establecido relaciones entre ambos
puntos de vista, que resultan ser esencialmente
equivalentes.
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