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Resumen—Se proporcionan dos caracterizaciones geométricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas posi-
tivas basadas en la inmersién isométrica de sus pseudodistancias
naturalmente asociadas respecto a las t-normas arquimedianas
continuas con generadores aditivos 7(x) =arccosx y #(x) = /1 —x.

Dada la importancia de la t-norma Ty .cosx con generador
aditivo 7(x) = arccosx en estas caracterizaciones, también se
caracterizara dicha t-norma.

Palabras clave: t-norma, t-norma arquimediana continua,
generador aditivo, relacion de T-indistinguibilidad, distancia,
matriz definida positiva, determinante de Cayley-Menger.

I. INTRODUCCION

En el volumen 157 de la revista Fuzzy Sets and Systems
aparecen publicados dos articulos ( [8], [13]) que estudian
la relacién entre la propiedad de ser definida positiva y la
transitividad de una relacion borrosa reflexiva y simétrica
desde dos puntos de vista diferentes. En [13] el interés estd
en el estudio de medidas de similitud usualmente usadas en,
por ejemplo, quimica combinatoria mientras que en [8] el
foco estd puesto en la caracterizacién de kernels (ver también
[9]). Uno de los resultados mds importantes compartidos
por ambos articulos es que una relacién borrosa reflexiva y
simétrica es tres-definida semipositiva (ver Definicion I11.2)
si, y s6lo si, es Tyccos-transitiva (es decir, una relacién de
Tarc cos-indistinguibildad) donde Tyccos €5 la t-norma arquime-
diana continua con generador aditivo #(x) = arccosx. En [13]
también se analiza la relacién entre ser definida positiva y la
t-norma con generador aditivo 7(x) = /1 —x. La transitividad
respecto a esta t-norma también se considera en el estudio de
particiones borrosas en otro articulo del mismo volumen de
Fuzzy Sets and Systems [4]. Mds tarde, también en esta revista,
[3] insiste en considerar el problema abierto de caracterizar las
relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas.

Es, en efecto, un problema interesante y el presente trabajo
proporciona dos caracterizaciones geométricas de dichas rela-
ciones. Tras una seccién de cuestiones preliminares, la seccién
IIT estudia y caracteriza la importante t-norma arquimediana
continua Tyrccos con generador aditivo #(x) = arccosx al rela-
cionarlo con la anulacién del determinante de relaciones de
T-indistinguibilidad unidimensionales (ver Definicién IIL5).
Los resultados de la seccién IV proporcionan caracterizaciones
de una relacion borrosa reflexiva y simétrica definida positiva
A basadas en la inmersién isométrica de pseudodistancias
asociadas a A (Proposicién I1.9) mediante T vz Y Tarccos €N
un espacio euclideo y en una hiperesfera.
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II. PRELIMINARES

Esta seccion contiene las definiciones y propiedades basi-
cas relativas a t-normas, relaciones de T -indistinguibilidad y
matrices definidas positivas que se necesitardn a lo largo del
trabajo. Empecemos recordando la caracterizacién de las t-
normas arquimedianas continuas por sus generadores aditivos.

Proposicion II.1. [7] Una t-norma T es arquimediana con-
tinua si, y sélo si, existe una funcion t :[0,1] — [0,00] decre-
ciente y continua con t(1) =0 tal que para todo x,y € [0,1]

T(x,y) =7t () +1(2))
donde t1=V) es la pseudo inversa de t definida por

1 (x) = { 6_1()6) si x € [0,7(0)]

en caso contrario.
T es estricta si t(0) = oo y no estricta en caso contrario. t
se denomina un generador aditivo de T y dos generadores
aditivos de la misma t-norma difieren solo en una constante
multiplicativa positiva.

A partir de una t-norma continua por la izquierda se puede
definir su residuacién y birresiduacién. Si la t-norma se usa
para modelizar la conjuncién ldgica, entonces su residuacion
y birresiduacién representan la implicacién y biimplicacién
16gicas respectivamente.

Definicion IL2. [7] Sea T una t-norma continua por la
izquierda.

» La residuacion T de T es la aplicacion T [0, 1] x

[0,1] — [0,1] definida para todo x,y € [0,1] por
T (x.y) = sup{oc €01 | T(x.0) <}.

» La birresiduacion T de T es la aplicacion T [0,1] x
[0,1] — [0, 1] definida para todo x,y € [0,1] por
g — —
T (x,y) = min(7T (x,y), T (,x))-

Proposicion 11.3. [7] Sea T una t-norma arquimediana con-
tinua y t un generador aditivo de T. Entonces para todo
x,y €[0,1]

| |

T (xy) = (0t (y) —1(x)).

T (x,y) =1 (t(x) =t ()]).
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Necesitaremos el siguiente resultado que afirma que una
t-norma continua por la izquierda puede recuperarse de su
residuacion.

Proposicion I1.4. [1] Una t-norma es continua por la izquier-
da si, y sélo si, inf{a € [0,1] |T (x,a) >y} = T(x,y) para
todo x,y € [0,1].

Gracias a esta proposicién, una t-norma continua por la
izquierda puede recuperarse a partir de su residuacién y por
tanto la t-norma estd caracterizado por ella. No es el caso
cuando T no es continua por la izquierda tal como muestra el
siguiente ejemplo.

Ejemplo ILS. [1] Consideremos las dos t-normas (no conti-
nuas por la izquierda) T\ y Tr definidas por

Tixy) = { Oml’n(x, y) Zln(::ca’lg()) fo[r(l)t’ri]riz 0.3
o Tl(xay) si (xﬂy)#(lvl)
nen={ 17 SENZED

— —
T] #Tz pero T1 = T2.

Las relaciones de indistinguibilidad son uno de los tipos
de relaciones borrosas mds importantes porque borrosifican
les conceptos de equivalencia e igualdad. Han sido estudiadas
extensivamente tanto desde el punto de vista tedrico como
aplicado. En [10] el lector puede hallar un panorama general
de dichas relaciones.

Definicion IL6. [10], [15] Sea T una t-norma y X un
conjunto. Una relacion borrosa E en X es una relacion de
T -indistinguibilidad si, y solo si, para todo x,y,z € X

= E(x,x) =1 (Reflexividad)

» E(x,y) = E(y,x) (Simetria)

s T(E(x,y),E(y,2)) < E(x,z) (T-transitividad).
Si E(x,y) =1 si, y sélo si, x =y, entonces se dice que E separa
puntos.

Definicion IL.7. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica E
en X se llama un relacion de proximidad o de tolerancia.

Las relaciones de indistinguibilidad estdn relacionadas con
distancias desde diferentes puntos de vista. Uno que se ne-
cesitard en la seccién IV es el resultado enunciado en la
Proposicién I1.9.

Definicion I1.8. Sea X un conjunto. Una aplicacion d : X x
X — [0,00] es una pseudodistancia o pseudométrica si, y solo
si, para todo x,y,z € X

= d(x,x)=0

= d(x,y) =d(yx)

= d(x,y)+d(y,2)) > d(x,2)
Si d(x,y) =0 si, y sélo si, x =y, entonces d es una distancia
0 métrica en X.

Proposicion I1.9. [/4] Sea T una t-norma arquimediana
continua, t un generador aditivo de T y X un conjunto. Una re-
lacion borrosa E en X es una relacion de T -indistinguibilidad

si, y solo si, t(E) es una pseudodistancia en X. E separa
puntos si, y solo si, t(E) es una distancia.

Recordemos finalmente la definicion de matriz definida
positiva.

Definicion I1.10. Una matriz real A simétrica n X n es definida
positiva si W Aii > 0 para todo vector no nulo i € R" y definida
semipositiva si WA > 0.

Hay muchas caracterizaciones de las matrices definidas
positivas. La siguiente proposicion recuerda un par de ellas.

Proposicion I1.11. Sea A una matriz real simétrica n X n. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes.

= A es definida definida positiva.

» Todos los valores propios de A son positivos.

» Todos los menores principales de A son positivos, donde
el k-ésimo menor principal de A es el determinante de
su submatriz compuesta por sus k primeras filas y k
primeras columnas.

III. CARACTERIZACION DE Tyrccos

Tal como se mencioné en la seccidén introductoria, la t-
norma arquimediana continua Tycos con generador aditivo
t(x) = arccosx desempefia un papel importante en la carac-
terizacién de las relaciones borrosas definidas semipositivas.
Por ejemplo, una relacién borrosa reflexiva y simétrica es
tres definida positiva (Definicién II1.2) si, y sélo si, es una
relacién de Ty cos-indistinguibilidad. Esto hace especial a esta
t-norma y merece la pena estudiarla con detalle. Ademads,
en la subseccion IV.1, Tyccos S€ Usard para caracterizar geo-
métricamente las relaciones borrosas reflexivas y simétricas
definidas positivas. En esta seccion se dard una caracterizacion
de esta t-norma a partir de relaciones de indistinguibilidad
unidimensionales (ver Definicion IIL.5).

La siguiente proposicién describe explicitamente la t-norma
Tarccos Y sus residuacion y birresiduacion.

Proposicién IIL1. Para todo x,y € [0,1],

max(cos(arccosx + arccosy),0)

= méax(xy— v 1—x2y/1-32,0)

Tarccos ()C Y )

?mcos()@y) = cos(méx(0,arccosy — arccosx))

six<y

1
{ Xy+V1I—x2y/1—-32 six>y.

—

T arccos(xay) =
= cos(arccosx — arccosy)

= xy+V1—-x2/1-—y%

Definicion IIL.2. [I3] Una relacion borrosa A reflexiva y
simétrica en un conjunto X = {x1,x2,...,X, } de cardinal n> 2

cos(|arccosx —arccosy|)
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es tres-definida semipositiva si para todo 0 < i, jk < n,
i # j# k#1i la submatriz de A

1 aij Ajk
aijj 1
Ajk  Ajk 1

es definida semipositiva, donde A(x;,x;) = aj;.

En [8], [13] se da la siguiente caracterizacién de las rela-
ciones de tolerancia tres-definidas semipositivas.

Proposicion II1.3. /8], [13] Una relacion borrosa A reflexiva
y simétrica en un conjunto X es tres definida semipositiva si,
Y solo si, es Tyccos-transitiva (i.e.: es una relacion de Ty cos-
indistinguibilidad).

La proposicién anterior tiene esta bonita interpretacion
geométrica.

= Si A= (a;j)ij—123 es una matriz 3 x 3 definida positiva,
entonces es la matriz de un producto escalar < -,- >
y se pueden hallar tres vectores i},up,u3 linealmente
independientes con a;; =< if;,if; >. a; = 1 significa ghe
estos vectores son unitarios y el dngulo determinado por
if; y i; es por tanto arccosa;;. La Proposicion II1.3 dice
que para que estos vectores existan estos dngulos deben
verificar la desigualdad triangular; en otras palabras, la
suma de dos de ellos debe ser mayor o igual que el otro.

= Se puede obtener otra interpretacién geométrica teniendo
en cuenta que arccosa;; también es la longitud del arco
que une los extremos de los vectores if; y i; con sus
origenes en el origen de coordenadas en la esfera de
centro el origen de coordenadas y radio 1. Asi la matriz
A es tres-definida semipositiva si, y s6lo si, las longitudes
de los tres dngulos satisfacen la desigualdad triangular.
Esto se generalizard en la subseccién IV.2.

La siguiente proposicién presenta la forma mds natural de
generar una relaciéon de T'-indistinguibilidad a partir de un
subconjunto borroso de un universo X. Generaliza (borrosifica)
el hecho de que, en el caso crisp, un subconjunto (crisp) A C X
particiona X en dos partes: A y su complementario X —A.

Proposicion IIL.4. [10], [14] Sea [ un subconjunto borroso
de X y T una t-norma continua por la izquierda. La relacion
borrosa E); de X definida para todo x,y € X por

Eu(xy) = T (1(x), 1(y)

es una relacion de T-indistinguibilidad.

Definicion IIL5. [5], [10] Una relacion de T-indistinguibili-
dad de X de la forma E); para algiin subconjunto borroso U
de X se llama unidimensional.

Lema III.6. Sea T una t-norma arquimediana continua no
estricta, t un generador aditivo de T y W un subconjunto
borroso de un conjunto X de cardinal finito. Entonces existe
un subconjunto borroso v normalizado tal que E; = E,.

Demostracion. Considérese k = max{—t(u(x)) | xe X}y v
definido para todo x € X por

v(x) =1 (1(u(x) +k).
= Vv es normalizado: Sea xp € X tal que k = —r(u(xp)).

Entonces V(xo) =t (t(u(x0)) —t((x0)) =t ~1(0) = 1.
= Ey=E,;:

EV(xvy)

Lema IIL7. Sea T una t-norma continua por la izquierda, X
un conjunto de cardinal finito y |1 un subconjunto borroso de
X constante. Entonces E,(x,y) =1 para todo x,y € X y por
consiguiente el rango de Ey es 1 (rg(Ey) = 1).

Demostracion. Trivial. O

La siguiente proposicion caracteriza la t-norma Tyccos COMO
la dnica para la cual det(E,) = 0 para todo subconjunto
borroso de un conjunto de cardinal 3.

Proposicion IIL8. Sea X = {x1,x2,x3} un conjunto de cardi-
nal 3 'y T una t-norma continua por la izquierda. det(Ey) =0
para todo subconjunto borroso L de X si, y s6lo si T = Tyccos.

Demostracion. Gracias al lema anterior podemos considerar
que el subconjunto p de X estd normalizado y, sin pérdida
de generalidad, de la forma p = (1,x,y) con x,y € [0,1] y
1 > x > y. Entonces,

1 X y
>
E, = X 1 T (x,y)
R —
y T (xy) 1
1 X y
—
= |~ 1 T (x,y)
_
y T(ry) 1

SR

det(E,) = 1+42xyT (x,y) — x> —y> — (T (x,y))> =0 si, y s6lo

si, 7(x,y) =xy+V1—x2y/1—y2,
Siendo esto cierto para todo x,y € [0,1] con x >y, y gracias
a la Proposicion 11.4 se tiene que T = Tyrccos- O

5}

Otro forma de expresar este resultado es la siguiente pro-
posicion.
Proposicion IIL9. Sea X = {x|,x2,x3} un conjunto de cardi-
nal 3y T una t-norma continua por la izquierda. 1g(E,) =2

para todo subconjunto borroso U de X no constante si, y solo
si T = Tirecos-

El siguiente resultado generaliza la proposicién anterior en
una direccion.

Proposiciéon IIL.10. Sea X = {x|,x2,...,x, } un conjunto finito
de cardinal n > 2, U un subconjunto borroso no constante de
X y Ey la relacion de Ty cos-indistinguibilidad unidimensional
de X generada por l. Entonces rg(E,) = 2.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que 4 =(1,a2,a3,...,a,) con 1 >ap >az,> ... > a, y podemos
escribir 4 = (1,cosby,cosbs,...,cosb,). Dado que U es no
constante, a, # 1 y por tanto cosb, # 1 y sinb, # 0. Entonces

1 ap as ay
— —
a 1 T (az,a3) ... T(az,ay)
— —
T(a27a3) 1 T(ag,a,,) _

rg(Ey) =rg| 93

— — )
a, Tl(az,a,) T(az,a,) ... 1
1 cosby cosbs cosby,
cosh; 1 cos(b3 — by) cos(b, — b7)
rg| cos by cos(by—by) 1 cos(b, — b3)
cosb, cos(b,—by) cos(b,—b3) .. 1

Restando a la i-ésima columna, i > 1, la primera multiplicada
por cosb; se obtiene que el rango es

1 0 0 0
cosby 1—cos?by sinbssinby sinb, sinb,
rg| cos by sinbssinby 1 —cos2b; sinby, sinbs | _
cosbh, sinb,sinb, sinb,sinbj 1 —cos?b,

1—cos?by sinbssinby sinb,, sinby
sinbysinb, 1 —cos?by ... sinb,sinbz
I+rg . . . . =
sinb, sinb, sinb, sinbj 1 —cos?b,
sin® by sin b3 sin by sinb,, sin by
sinbs sinb; sin® b3 sinb,, sinbj
14r1g

sinb, sinby sinb, sinbj sin? b,

Restando a la i-ésima columna, i < n, la dltima multiplicada

por :11:;}”’1 (recuérdese que sinb, # 0) se obtiene que el rango
de E, es
00 sinb,, sinby
00 sinb,, sin b3
1+rg| . . =2.
00 sin’ b,

O

Como corolario se obtiene la siguiente caracterizacion de la
t-norma Ty cos-

Proposicion III.11. Sea T una t-norma continua por la
izquierda y X un conjunto finito de cardinal n > 2. T = Tyrccos
si, y solo si, 1g(Ey) = 2 para todo subconjunto borroso | no
constante de X.

Demostracion.
=) Proposicién III1.10.

<) Consideremos una t-norma 7 diferente de Tyrccos Y 4 UN
subconjunto borroso ng de la fo_r}ma (L,az,as,....a,)
conl>ay>azycon T (az,a3) # T arccos(a2,a3). (Tales
ap,asz existen gracias a la Proposicion 11.4). Entonces

1 ar as
det an 1 T (02503)
<~
a3 T (ay,a3) 1
1 ar as
—
=det| a 1 T (az,az)
—
as T (a27a3) 1

Este determinante es diferente de O gracias a la Proposi-
cién II1.8 y por tanto rg(Ey) > 3.

O

IV. Do0S CARACTERIZACIONES GEOMETRICAS DE LAS
RELACIONES BORROSAS REFLEXIVAS Y SIMETRICAS
DEFINIDAS POSITIVAS

De la seccién anterior se tiene que una relacién borrosa
reflexiva y simétrica en un conjunto X de cardinal 3 es Tyrccos-
transitiva si, y s6lo si, es definida semipositiva. Si X es de
cardinal mayor que 3, la condicién es necesaria, pero no
suficiente como se muestra en [8] mediante un contraejemplo.

Esta seccion contiene dos caracterizaciones de las relaciones
borrosas reflexivas y simétricas definidas positivas: en la
subseccion IV-A relacionada con la inmersién isométrica en
un espacio euclideo y en la subseccién IV-B relacionada
con la inmersién isométrica en la hiperesfera S" = {V =
(X0, X1, %) € RV | Y x> =1} en R de centro el origen
de coordenadas 0 y radio 1.

1V-A.

Definicion IV.1. Sea X = {xo,x1,...,X,} un conjunto finito de
cardinal n+1'y d una distancia en X. Denotando d(x;,x;) por
dij para todo 0 < i, j <n, el determinante de Cayley-Menger
CM (x0,X1,...,Xn) €s

Inmersion en R"

o 1 1 1 . 1
1 2 d3, d§2 dén
1 dgl 0 di, .. dlzn
1 dy, d, 0 .. d3,
1 d3 43, 43, ... 0

La importancia de este determinante estriba en el hecho de
que si el conjunto X estd contenido en R" y d es la distancia
euclidea, entonces esta relacionado con el volumen del n+ 1-
simplex generado por los puntos de X del siguiente modo.

Proposicion IV.2. Sea X = {xo,x1,...,x,} un conjunto finito
de n+1 puntos de R" y d la distancia euclidea. Entonces el
volumen v(X) del n+ 1-simplex con vértices los elementos de
X es

_1)n+l1
v(X) = \/MCM(xo,xl,...,xn).
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Este resultado se puede consultar en cualquier libro y
articulo que estudie las inmersiones en un espacio euclideo.
Uno de los primeros, citado en [6], es [12]. En particular,
el determinante de Cayley-Menger de un conjunto de puntos
de R" debe tener el mismo signo que (—1)"*!. De aqui se
obtiene la siguiente caracterizacion de los espacios métricos
finitos que se pueden inyectar isométricamente en un espacio
euclideo.

Proposicién IV.3. [6] Sea X = {xo,x|,...,x,} un conjunto
finito de cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando
d(xj,x;) by d;j para todo 0 <i,j <n, (X,d) es inyectable
isométricamente en R" si y solo si, para todo k=1,2,....n el
signo de CM(xg,x1,...,x;) es igual a (—1)<+1,

Proposicion IV4. [11] Sea X = {xo,x1,...,X,} un conjunto
finito de cardinal n+1 y d una distancia en X. Denotando
d(x;,x;) por dij para todo 0 <i,j <n, (X,d) es inyectable
isométricamente en R" si, y sélo si, la matriz n X n con valores

d3+d3; j —d?

Xij = 2 (1 <1i,j<n) es definida positiva.

En el caso de una relacion borrosa reflexiva y simétrica, su
matriz A asociada n X n tiene unos en la diagonal, asi que para

todo i =1,2,...,n, se tiene
do;+dg —di _2dg; 5
l=x;= I S = > =dp;.
y, por lo tanto,
doi = 1.
Asf en este caso el determinante de Cayley-Menger de d es
01 1 1 .1
1 0 1 | O |
11 0 4, .. d
11 4, 0 .. d
1 1 d;, d, ... 0
Ademas, de
dg; +dg; dzj 2—-d}
= s =%
se obtiene

dij = \@ﬂ para todo 1 <i,j <n.

En términos de los elementos de A, entonces

CM (x0,X1, ..., Xn)
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 2(1—}612) Z(I—xln)
=11 1 2(1—)612) 0 2(1—)(2")
1 1 2(1—x1n) 2(1—)62”) 0

y se obtiene la siguiente caracterizacion geométrica de las
relaciones borrosas reflexivas y simétrica con matriz asociada
definida positiva.

Proposicion IV.5. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica
A en un conjunto X = {x1,x2,...,X, } finito es definida positiva
si, y solo si, es una relacion de T ;—-indistinguibilidad y en
X' =XU{xo} la distancia asociada d (i.e.: d;j = V2, /1 —Xij
sii,j>0ydy=1 parai>0) es inyectable isométricamente
en R".

En la inmersién, xy puede enviarse al origen de coordenadas
x; y las imédgenes x} de x;,i > 0 corresponden a los extremos
—
de los vectores xx; con lo que la proposicién anterior se puede
enunciar de modo mds claro.

Proposicién IV.6. Una relacion borrosa A = (x;j) reflexiva y
simétrica en un conjunto X = {x1,x,,...,x,} de cardinal ﬁnito
n es definida positiva si, y solo si, es una relacion de T, ;—;
indistinguibilidad y X con la distancia d(x;,x;) =2,/1 x, s
1 <i,j <mn, se puede inyectar isométricamente en R" de tal
modo que las imdgenes de los puntos de X estdn situados
sobre la hiperesfera ",

En particular, para un conjunto X de cardinal 3 esto significa
que el determinante

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

11 0 2(1—x12) 2(1—x13) | =
1 1 2(1—x12) 0 2(1—x23)
11 2(1—x13) 2(1—x23) 0

Y
8(x12X13%23 — X1 — X713 — X33 + 1)

debe ser mayor que 0. Esto es equivalente a que A sea Tyrccos-
transitiva y la Proposicién III.3 se puede reinterpretar del
siguiente modo.

Proposicion IV.7. Las siguientes afirmaciones sobre una
relacion borrosa reflexiva y simétrica R en un conjunto X son
equivalentes.

= R es tres-definida semipositiva.

= R es una relacion de Tycos-indistinguibilidad.

» /1 —R es una pseudodistancia en X y todo subconjunto
de cardinal 3 de X se puede inyectar isométricamente
en R3 de tal modo que las imdgenes de los puntos de X
estdn situados en la esfera S*.

Esta dltima proposicién también muestra la relacién entre
Tarccos ¥ T VT En [13] se demostré que si una relacién
borrosa reflexiva y simétrica es tres-definida semipositiva, en-
tonces es T, ;—;-transitiva. Es un resultado interesante que no
se sigue de forma directa de la Ty cos-transitividad porque las
dos t-normas no son comparables: Tyrccos(0,7,0,8) = 0,13 >
0,10 = 7,7=(0,7,0,8) 'y Tarccos(0,8,0,8) = 0,28 < 0,45 =
T m(O,S,O,S). El resultado anterior clarifica la situacion.

1V-B.

Mientras que en la subseccién anterior se ha obtenido la
caracterizacion de una relacion de tolerancia definida positiva
A mediante el estudio de la inyectabilidad de la métrica
generada por A y el generador aditivo #(x) = /1 —x de la
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t-norma T /I—x en un espacio euclideo, en esta subseccion la
caracterizacion se obtendrd por el estudio de la inyectabilidad
de la métrica generada por el generador aditivo 7(x) = arccosx
de la t-norma Tycos €n una hiperesfera. Esto generaliza las
interpretaciones geométricas de la Proposicion II1.3.

Sea S" = {V = (x0,x1,...x,) € R™ | Y1 x? = 1} la hiper-
esfera en R"*! de centro el origen de coordenadas 0 y radio
1. La métrica esférica d es la métrica en S” definida para todo

i = (x0,X1,.-%n), ¥ = (Y0, Y1, ---,¥n) € S" por

n
d(i,v) = arccos(| in -yi|) = arccos < i,V >
i=0
donde < i,V > es el producto escalar usual en R"*!. Es la
longitud del mayor arco de circulo que une i con V.

Proposicion IV.8. Sea X = {xo,x1,...,x,} un conjunto finito de
cardinal n+1'y d una distancia en X. Denotando d(x;,x;) por
d;j para todo 0 < i, j <n, (X,d) es inyectable isométricamente
en S" si, y solo si, la matriz n X n con valores x;j = cosd;; es
definida positiva.

En este caso, la matriz A con valores x;; es la matriz de una
relacién borrosa reflexiva y simétrica.
El determinante de Cayley-Menger de d es

0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
11 0 arccosZ x| arccos2 xy,
1 1 arccos?xy 0 arc cos? xy,
1 1 arccos? X1, arc cos? Xop .. 0
Ademas,
Xij = COS dij-

De aqui que la siguiente proposicién presenta una carac-
terizaciéon geométrica alternativa de las relaciones borrosas
reflexivas y simétricas con la matriz asociada definida positiva.

Proposicion IV.9. Una relacion borrosa reflexiva y simétrica
A en un conjunto X = {x1,x2,...,X, } finito es definida positiva
si, y solo si, es una relacion de Ty cos-indistinguibilidad y X
con la distancia d(x;,x;) = arccosx;;, 1 <i,j < n se puede
inyectar isométricamente en S"~' con la métrica esférica.

V. CONCLUSIONES

En este trabajo se han dado dos caracterizaciones métricas
de las relaciones borrosas reflexivas y simétricas definidas
positivas mediante el uso de resultados conocidos de inyecta-
bilidad en espacios euclideos e hiperesferas con las distancias
asociadas generadas por el generador aditivo de Tyrccos ¥ 7. Vi
segin la Proposicion I1.9.

Los resultados obtenidos en la subseccién IV-B permiten
una elegante demostracion geométrica de las Proposiciones
II1.8 y II.10. De forma esquematica: Es sabido que una rela-
cién de indistinguibilidad E que separe puntos en un conjunto

X con E(x,y) # 0 para todo x,y € X transitiva respecto a una t-
norma arquimediana continua determina una relacién de estar
entre métrica (metric betweenness relation) [6] en X que es
lineal si, y s6lo si, E es unidimensional [10]. En particular
una relacién de Tyccos-indistinguibilidad unidimensional E en
X ={x1,x2,...,x, } determina una relacién de estar entre lineal
en X. Entonces ¢(E) = arccos(E) es una distancia que también
determina una relacién de estar entre lineal en X [2] y por lo
tanto los puntos de X se pueden inyectar isométricamente en
un arco de una hiperesfera. Junto al centro de dicha hiperesfera
determinan un 7n + 1-simplex contenido en un plano y por
consiguiente cualquier terna de vectores Xox{, XoX2,...,X0X;, SON
linealmente dependientes. (Esto también puede interpretarse
como que todos los volimenes de este simplex de dimension
mayor que 2 son 0).
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