TRIGONOMETRfA PLANA LOGARITMICA

LECCION XXXVI

Uso de las tablas trigonométricas artificiales

La Trigonometria plana logaritmica tiene por ob-
jeto aplicar el utilisimo instrumento de céleulo que son
los logaritmos a la resolucién de los tridangulos; y esto
con el tnico fin de gbreviar las operzciones.

Pero, como en algunas de las {érmulas a emplear
aparecen, com hemos visto, sumas o restas, es preciso
transformarlas previamente en otras que no las conten-
gan, lo cual acarrea tales variaciones, que ya ni es po-
sible trabajar exclusivamente con los datos ni aplicar
la elasificaciéon de Ocagne.

Para mayor claridad y brevedad, tomaremos los mis-

mos casos ya resueltos en la Trigonometria plana na- -

tural, y para cada uno de ellos haremos las transfor-
maciones pertinentes,

En cuanto a tablas, usaremos las contenidas en la
ya citada obra de Sénchez Ramos, desde la pégina 100
a la 201,

Estas tablas contienen los logaritmos de las funcio-
neg trigonométricas desde 0° a 90°, de 80 en 80 segun-
dos, y se las llama ctablas trigonométricas artificiales»,
debido a que en un principio se Illamaba a los logarit-
mos «ntimeros artificiales». i

Su manejo es idéntico al ya explicado para las «ta-
blas trigonométricas naturales», y, puesto que nuestros
lectores ya estdn familiarizados, ademads, con el manejo

de los logaritmos, omitiremos las instrucciones generales
sobre su uso.
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No obstante, tendremos que explicar la particulari-
dad que estas tablas presentan desde la pdgina 100 a la
119 para ¢l seno y tangente de los dngulos comprendi-
dos entre 0° y 8° y para el coseno y cotangente de los
comprendidos entre 87° y 90°.

Resulta que en estos intervalos, para las funciones
citadas y, como es natural, para sus reciprocas, log in-
crementos de los logaritmos de las funciones, correspon-
dientes a los incrementos del 4ngulo, son tales, que el
método «regula falsi» o de «partes proporcionales» da
errores demasiado grandes para que pueda aplicarse.

Se admiten, entonces, las expresiones :

sen o sen (v+ A ) tan u tan (o+ A z)

)

a o+ g o w+ A\ g

en las que o es un 4ngulo comprendide entre 0° y 8°%
¥, para nuestras aplicaciones, contenido en las tablas, y
Ae un incremento menor que el intervalo de las mis-
mas.

Estas expresiones, a pesar de ser también e;roneas,
permiten interpolar con mayor exactitud.

Para ello se toman logaritmos, con lo que se tiene :

log sen (a+Aa) = log (u+Aa)+[log sen v—log o
log tan (a+Aa) =log (c¢+Aw)+ [log tan ov-—log o]

De manera que el logaritmo-seno o logaritmo-tan-
gente que se busea vale el logritmo del nimero que ex-
presa el dngulo er segundos méas la expresion encerrada
en los corchetes, y cuyo wvalor 6,685 en caracteres grue-
s0s, encabeza la columna especial de las paginas cita-
das. Este valor debe ser completado con las cifras de
la subeolumna de la izquierda, si se trata de un seno,
v de la derecha, si se trata de una tangente.
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Ejemplo: Determinar log-sen 0°44/ 16",
Se tendré :

(log 2656 (ntimero de segun-)
‘log sen 0°44'16" = ( (dos del arcc dado)=38,424228
(log sen 0°44'10"—1og 0°44/10/ = 6,685563
2,109791
Si se tratara de la cosecante o de la cotangente (que,
por ser reciprocas de las dos anteriores, resultan, como

hemos dicho, afectadas del mismo fenémeno), se ten-
dria :

1 1
cot o = ——n—

sen o tan o
¥, €n consecuencia :

cosec o =

’

log cosec o = colog sen o

log cot o = colog tan o.

Asi, por ejemplo, si se nos hubicra propuesto
log coseec 0°44-16", hubiéramos operado exactamente
a como lo hemos hecho, determinando después el co-
logaritmo de aquel resultado. Se hubiera obtenido
1,890209.

Al tratarse de un coseno, cotangente, secante o tan-
gente de un dngulo comprendido entre 87° y 90°, toma-
remos el dngulo complementario y trabajaremos la co-
funcién, con lo que nos hallaremos en el caso anterior.

Ejemplo 1.° : Determinar log cot 88°10' 23",
Como
cob 88°10'23" = tan 1°49 87/,
tambhién '
log cot 88°10/' 28" = log tan 1°49' 87",
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v

y, operando como ¢n el caso anterior, tendremos :

(log 6577 : ~8,818028
log tan 1°49'87" = ( e :
(log tan 1°40'30"—log 1°49'80"=6,685722

2,508747
y, por lo tanto:
log cot 88°10'28" = 2,508747.
Ejemplo 2.° Determinar log tan 87°50' 06",

Como
1
tan 87°50' 06" =
cot 87°50' 06"

log tan 87°50'06" = colog cot 87°50'06" = colog tan 2°00/54/
(log 7794 . =8,891760

log tan 2°09'54" = ( i
(log tan2°09'50"—log 2°09'50"=6,685781

2,577541
colog tan 2°09' 54 = 1,422459,

y, por lo, tanto :
log tan 87°50/06" = 1,422450,
Resumen : FEn cualquiera de los casos mencionados
deberemos referirnos, para las determinaciones numéri-
cas, al seno o a la tangente de un 4ngulo comprendide

entre 0° y 8°.

132




LECCION XXXVII

Resolucién logaritmica de los tridngulos planos

Volviendo a emprender los cinco casos de resolucién
de los tridngulos planos v trabajando, para mayor cla-
ridad y posibilidad de comparacién, los mismos ejem-
plos dados en Trigonometrfa natural, tendremos :

1. caso: Se dan un lado y dos éngulos.
Sean, por ejemplo, los b, B y C.
Se tiene, inmediatamente :

A = 180°— (B +C).
Para el célculo de a, estableceremos :

a b b sen A
= @ == iy
sen A sen B sen B

v para el de ¢:
¢ b b sen C

£ c =

sen C sen B sen B

3

Ejemplo : Resolver el tridngulo en el que
b=16 m., B=280°20 y C=60°5010".

Se tendra :
A = 180°— (B +C) = 180° — 141° 10’ 10" = 88° 49’ 50"
b sen A
0= =
sen B
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{ log b = log 16 = 1,204120
loga=( log sen A=. log sen 88°49' 50" = 1,797281

(colog sen B = colog sen 8&0° 20 = 0,006211
1,007612
a = 10,176 m.
b sen C
c=— i
sen B
( loo'h = log 16 = 1,204120
‘log ¢=( log sen C = log sen 60°50 10" = 1,041129
( colog sen B = colog sen 80°20 = 0,006211
1,151460

¢ = 14,172 m.

LECCION XXXVIII

Resolucién logaritmica de los tridngulos planos

(Continuacién)

2.° caso: Se dan dos lados y el dngulo compre-
dido.

Sean, por ejemplo, los a, ¢ y B. :

Partiendo de la férmula del seno, estableceremos ;

a ¢
g )
sen A -~ sen C
de donde : ' -
a+c sen A + sen C
a4—c sen A-—sen C
134
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2 sen cos
a+c 2 2
Qr—C A—C A+C
2 sen cos
2 2
A+C
tan
a+ e 2
B =T
a—c A—C
Fap
2

y como :
A+B+C =180°

A+C =180°"—B

A+C ‘B
= 000 —— )
o 2
y, por lo tanto :
A+C B
tan - STy | sy
2 2
¥
B
L eot ——
a+ ¢ e
a—c A—C
tan
2



Mediante esta férmula, llamada de Neper, resulta

e G A+ C
posible calcular — ¥ €OMo ———— g5 conoci-
2 B
do, por ser, como se acaba de ver, igual a 90°-— —,

2
podremos calcular A y € mediante las relaciones :

A+C A0

El tercer lado lo determinaremos a partir de los 4&n-
gulos B y A, y el lado a, por la férmula del seno,
Tendremos : ‘

\ b @
= ]
sen B sen A
de donde :
a sen B
b =
sen A

Ejemplo : Resolver un tridngulo en el que o = 26,
¢=47 y B = 128°42',

Al aplicar a este caso particular la férmuls de Ne-
per, cambiaremos en ella el orden de « ¥y ¢, asf como
el de A y.C, lo cual no allera la igualdad, ya que equi-
vale a multiplicar ambos miembros por —1, evitén-
dose asf el manejo de las cantidades negativas a que
daria lugar el hecho de ser, en el problema propuesto,
c > aq.

i
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Tendremos, pues :

B
cot ——
¢c+a 2
c—a C—A
tan
v 2 :
de donde :
C—A c—a B i
tan = » oot ——-
2 c+a 2
(log (¢—a) =log 21 = 1,822219
C—A | B L
log tan = (log cot = log cot 61°51" = 1,728412
2 ( 2 o
( colog (¢+ a) = colog 78 = 2,186677
1,187303
C—A
=8°45'02",
2
y como :
C+A B
= 907 e = 28° 09,
2 ! 2
S€r4 |
C = 28°09 + 8°45 02" = 86° 54' 02"
v &

A= 28°09 - 8°45 02" = 10° 28 58".
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Para el cdleulo de b, estableceremos :

a sen B

sen A

( log a = log 26 = 1,414978
log b= ( log sen B= log sen 123°42 1,920099
(colog sen A = colog sen 19°23 58" = 0,478663

Il

1,818735
b = 65,12 m.

LECCION XXXIX
Resolucién logaritmica de los tridngulos planos

(Continuacién)

3.7 caso: Se dan dos lados y el dngulo opuesto a
uno de ellos ; por ejemplo, los @, b y A.
Estableceremos :
b sen A
sen B =
a

lo que da lugar a tres casos, segiin resulte ser sen B27
0, lo que es lo mismo, log sen B=Z90.

El primer resultado indica que los datos no corres-
ponden a ningtin tridngulo ; el segundo, que el 4ngulo
B es recto, y el tercero, denota la existencia de dos
dngulos, que, como sabemos, son suplementarios y a
los que llamaremos B, v B,, los cuales, si al ser b=n

. 138




verifican también B,ZA y B,ZA, dan lugar a dos
trifngulos distintos, que son ;

a b a b

. ¥ :
A B, A B,

En caso de ique uno de ellos no verifique la condi-
cién, se forma un solo tridngulo con el &ngulo que la
cumple.

Los terceros dngulos C se determinan mediante la
relacion :

C=180°—(A+B)

v ¢l tercer lado por la férmula :

a c

(T %

sen A sen C
Ejemplo 1.°: Resolver un tridngulo en el fque
Al e L T U

Siguiendo el método expuesto, tendremos :

( logb = log 71 = 1,851258
logsen B = ( log sen A= log sen 48%09'22" = 1,872138
( colog a = colog 94 = 2,026872
1,750268
B, = 84°14’ 81" B, = 145° 45/ 20",

Como B, no cumple con la condicién indicada, debe
ser desechado.
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El 4ngulo C wvale :
C = 180°— (A +B) = 180°— 82" 28’ 58" = 07° 86’ 07"

y el lado ¢:
a sen C
C =
sen A
( log a = log 94 =1,973128
log c=( log sen C = log sen 97°86'07" = 1,996166
= (colog sen A = colog sen 48°09 22" = 0,127864 '
- 2,007158
¢ = 125,07 m. %

Ejemplo 2.°: Resolver un triﬁngulo en el que

a = 26 cm., b = 30 cm. ¥y Al=44212

v

Andlogamente al ejemplo anterior, tendremos :

( logh = log 80 =1,477121
logsen B = (  log sen A= log sen 44”12  =1,843336
(cologa  =colog 26 ="2,585027
1,905484
B, = 58°88' 15" B, = 126° 26 45",

Como ambos cumplen con las condiciones impuestas,
debemos proseguir la resolucién de dos triangulos,
Los terceros angulos valdrén :

C, =180°-— (A+B)) C, = 180°— (A+B,)
C, = 180°—97°45'15" €, ='180°-— 170° 88' 45"
G —82° 14lugt C. = 9°21/15"

2
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y los terceros -lados :

( log a = log 26 = 1,414978
log c=( log sen C = log sen 82°14'45" = 1,996010
( colog sen A = colog sen 44°1%2 = 0,156664
1,567647

¢ = 86,95 cm.
( log a = log 26 =1,414978
loge=( log sen C= log sen 9°21'15" = 1,210951
( colog sen A = colog sen 44212 = 0,156664
0,782588

¢ = 6,061 cm.

LECCION XL

Resolﬁcién logatitmica de los tridngulos planos
(Conclusion)

4.° caso: Se dan los tres lados a, b v e.
Para el célculo del d4ngulo A, partimos de :

a® = b"+e*—2bc¢ cos A,

y obtenemos, sucesivamente :

b?+c? —a®
cos A =
2bc
b+ ¢t —a?
1+cos A =14 —-—o,
2be¢
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¥ eomo : :
A

l1+cos A =2 cos® —— (véase leccién XIV)
: 3
Sera :

A 2be+b*+ et —a?

2 cos? e
2 ‘ 2be
A (b+e¢) —a?

2 cos® =
9 2be
A (b+c+a) (b+c—a)

2 cos? = .
2 2be

Si hacemos : :

btcta=2p,
siendo p el semiperimetro, serd también :
btc—a=2p—2a=2 (p—a),

y substituyendo, tendremos :

4 A 2p:2 (p—a)
2 cos? G
2 2be
A p(p—a)
oS - = }
2 i be
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Como este caso de resolucién de tridngulos resulta
mis breve y més exacto, caleulando los dngulos en fun-
cién de tangentes utilizaremos la relacién : '

A A
tan® ——+ 1 = sec® ——
2 2
A 1
tan® = —
2 A
cos?

substituyendo en la sigtiente forma v en funcién del

A
cos? hallado, tendremos :
2
A b C
tan® = — 1
2 p (p—a)
A bc—p (p—a)
tan” = ==
2 p (p—a)
be—pb-—petp
p (p—a)
; p(ds-c)-—b (p—c)
‘ p (p—a)
A (p—D0) (p—0)
tan® = .

2 p(p—a
" que es la férmuls, llamada de Borda,
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De manera anéloga hubiéramos obtenido para los
dngulos B y C:

B (p—9 (p—a

tan® =
2 p (p—10)
C (p—0) (p—0) -
tan? = - >
2 P (p—0)

Ejemplo : Resolver un triéngﬁ]o en el que

a = 20 m,, b= 80 m, v ¢ =40 m.

Aplicando lo anteriormente expuesto, tendremos :

2p =20+80+40 = 90
P = 45

( log (p—1b) = log 15 = 1,176091
A 1 ( log (p—c)= log 5 = 0,608970
log tan ——= (colog p ‘= colog 45 = 2,346787
2 2 (eolog (p—a) = colog 25 = 2,602060

i

2,823908
B nckt
log tan ——=1,411954
2

C ¥
——=14° 28’ 89"
9
A=98°57'18" ;
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( lOg (p— C} —
B 1 (¢ logi{p—a)=
= (colog p
2 2 (colog (p—D0)

log tan

il

B
log tan ——=1,6888038
2

B
28717 01"
2

B=46°84 02" ;

 log(p—u)=
C 1 ( dog (p—0)

log tan ——=——(colog p
2 2 {eolog (p-—¢} =

il

€

log ten -=10,110924

2

C

= 52°14' 19"
2

C=104°28' 38"
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log 5

= {,698970

log 25 = 1,397940
colog 45 = 2,346787
colog 15 = 2,828909

log 25

log 15 -

colog 45
colog 5

1,267606

= 1,397940
= 1,176091
= 2,346787
= 1,301030

0,221848



APENDILOE 1

La costumbre de medir los arcos e circunferencia
¢n grados, minutos y segundos sexagesimales estd ple-
namente justificada en Astronomia, por cuanto permite
establecer entre unidades de arco iy unidades de tiempo
equivalencias expresables mediante ntmeros enteros y
sencillos. ;i ‘

Pero, en cuestiones de méquinas, esta relacién no
tiene interés, por lo que resulta descartads la necesi-
dad del sistema sexagesimal. Por otra parte, la con-
veniencia de enlazar directamente Ia medida del arco
y su longitud con el radio, ‘ha inducide a adoptar el
sistema circular, cuya unidad de medida de arcos y an-
gulos es el «radidn», expresdndose sus partes mediante
simples fracciones decimales.

Asi como el «grado» es un arco cuya longitud es

1
fgual a'la —— parte de la cireunferencia, el «radidn»
360

no es mds que un arco cuya longitud es igual a la del
radio. ; :

A consecuencia de esta definicitn, resulta que «tan-
tas veces un arco (rectificado) contenga al radio, tantos
radianes medird». Por lo tanto, si la longitud de un
arco es I, y la del radio 7, su medida « en radianes
valdrs :

i
o = -

T "

‘Bsta férmula tan simple es la que cumple el desi-
deratum expuesto en el segundo parrafo de esta leccidn.
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Resulta, pues, que una circunferencia {860°) tiene :

l Qry
o= = ———— 2 qradianes,

una semicircunferencia (180°) :

mr
0= = radianes,

y un cuadrante (90°) :

Tr

2 &
o= = radianes.

T 2

Partiendo de la segunda de estas equivalencias, re-
sulta gue un radidn vale :

180° 180°
= = 57°17 48"
= 3,141592

(esta operacién viene efectuada como se explica en el
filtimo pérrafo de esta leccidn). :

Como consecuencia inmediata a la existencia de los
dos sisternas de medida, aparece el problema del cambio
de unidades. Para resolverlo, congideremos una semi-
circunferencia (180° 6 # radianes) ¥ un arco cualquiera
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cuya medida sexagesimal sea m y su medida circular «.
Existird la siguiente correspondencia :

180° o

1 o

Las dos magnitudes son proporciorales y, por lo tan-
to, se puede establecer :

180° ™

n o

En el cambio de unidades pueden presentarse dos
casos (que explicaremos a continuacién mediante ejem-
plos), segiin se dé n o o.

1.” caso: Biendo n = 20°82', determinar ..
De la proporcién anteriormente establecida, deduci-
mos : :
0 X 20° 80’ x 8,1416

180° 150°

Después de expresar los arcos en minutos, se tiene :

1280 x 8,1416
05— = (),35770 radianes.
10800

2.° caso : Siendo o = 1,286, determinar . ;
De la proporcién anteriormente establecida, deduci-
mos ; ;
180° % o 180° x 1,286
n = — = .

I

T 8,141502
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Para determinar n en grados, minutos y segundos
se podrian reducir a segundos los 150°, y el resultado,
que también vendria expresado en segundos, convertirlo
nuevamente en complejo; pero es mds expedito efec-
tuar la operacion tal como estd indicada, reduciendo el
primer residuo que se encuentre (que son grados) a mi-
nutos, continuando entonces la divisién hasta un segun-
do residuo, que vendrd expresado en minutos y que
deberdn reducirse a segundos, continuando otra vez la
divisién, la cual deberd terminarse al bajar la tdltima
cifra. del dividendo o continuarla ya como decimal or-
dinaria,

Asi, en el caso que nos ocupa, se tiene :

1,286

% 180
10288
1286

231480000
11565560
2148784 73° 40" 56"
x 60
128627040
2963860
x 60

8141592

177801600
20722000
1872448
0 5ea :
0= 7840 56"
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_P;i;.a la conversién de grados, minutos ¥ Segundqé
agesimales en radianes, puede también utilizarse la
tabla XTI de la pagina 227 de la citada obra de Sén-
chez Ramos. También aparecen en algunos formularios
tablas dispuestas para dicha conversién, y para la in-
versa, '

Bt

.

FINIL& 0P ERAR
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