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Resum

Aguest projecte es basa en el disseny i control d’'un vehicle uniaxial inspirat en el cas d’'un pendol

invertit.

En aquest cas, el vehicle es manté sobre dos rodes que es mouen per dos motors situats sobre el
mateix eix. L'objectiu principal se centra en 'estudi, la valoracié i el disseny de diferents estratégies

de control que poden estabilitzar el sistema i mantenir-lo en equilibri.

El control del sistema es realitza a través d’'un microcontrolador Arduino que rep el senyal de mesura
de la inclinacid del sistema per part d’un circuit que integra un accelerometre i un giroscopi. Aquesta
informacié es processada pel microcontrolador, que genera un senyal de control als motors,

amplificat mitjancant un amplificador (o driver) de potencia.

Inicialment s’ha desenvolupat el model matematic del sistema per poder estudiar el seu
comportament. A partir d'aquest model del sistema s’han estudiat les diferents alternatives per

poder aplicar una estrategia de control amb capacitat per estabilitzar el sistema.

Per realitzar els calculs i les simulacions s’ha emprat el software Matlab, que amb I’eina “Simulink”
permet reproduir teoricament el comportament del sistema davant de les diferents estratégies de

control.
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Resumen

Este proyecto se basa en el disefio y control de un vehiculo uniaxial inspirado en el caso de un

péndulo invertido.

En este caso, el vehiculo se mantiene sobre dos ruedas movidas por motores situados sobre el mismo
eje. El objetivo principal se centra en el estudio, la valoraciéon vy el disefio de diferentes estrategias de

control capaces de estabilizar el sistema y mantenerlo en equilibrio.

El control del sistema se realiza a través de un microcontrolador Arduino, que recibe la sefial de
medida de la inclinacién del sistema por parte de un circuito que integra un acelerémetro y un
giroscopio. Esta informacidn es procesada por el microcontrolador, que genera una sefial de control a

los motores, amplificada mediante un amplificador (o driver) de potencia.

Inicialmente se ha tenido que desarrollar el modelo matematico del sistema para poder estudiar su
comportamiento. A partir del modelo del sistema se han estudiado las diferentes alternativas para

poder aplicar una estrategia de control capaz de estabilizar el sistema.

Para realizar los calculos y las simulaciones se ha utilizado el software de Matlab, que junto con la
herramienta “Simulink” permiten reproducir tedricamente el comportamiento del sistema ante las

diferentes estrategias de control.
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Abstract

This Project is based on the design and control of a uniaxial vehicle inspired on the inverted

pendulum.

In this case, the vehicle stands on two wheels moved by two DC motors on the same axis. The main
objective is the study, the assessment and the design of different control strategies that can stabilize

the system and can keep it in balance.

The control system is performed by an Arduino microcontroller, which takes the signal of the system
inclination by a circuit composed of an accelerometer and a gyroscope. This information is processed

by the microcontroller that generates a control signal to the motors, amplified by a power driver.

First of all a mathematical model of the system was made to study its behaviour. Different
alternatives to apply a control strategy that can stabilize the system has been made from the system

model.

To do the operations and simulations, Matlab and Simulink has been used to see the theorical

behaviour of the system with the different control strategies.
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1. Prefacio

El presente proyecto trata de profundizar y asentar las bases de la teoria de control de sistemas

aplicado a la electrdnica en este caso.

1.2. Origen del trabajo

Actualmente se ha puesto a la orden del dia el uso de métodos de desplazamiento basados en el
principio del péndulo invertido, tales como los Seegway, los monociclos o los “hoverboard”, todos
ellos movidos por energia eléctrica. El interés por conocer un poco mas el funcionamiento de estos
sistemas y mas especialmente la parte de control que hace que se estabilicen y permitan que se
muevan han sido claves para decidir realizar un proyecto basado principalmente en el estudio del

control de un vehiculo uniaxial.

1.3. Motivacion

La motivacion principal ha sido la posibilidad de ver como la teoria de control y regulacién de
sistemas estudiada durante estos afios en la carrera se podia aplicar de una forma practica a un caso
concreto. Pese a que la base se asienta en hallar el modelo matematico del sistema y las dificultades
gue acarrea plasmar un sistema real en un sistema tedrico, las ganas por poder ver el proceso en
como un sistema que de por si no es estable puede llegar a estabilizarse siguiendo una metodologia y
unas justificaciones es muy enriquecedor. Asi mismo comprender el porqué de los sistemas de
regulacion y control y ver la puesta en practica permite ver que en el mundo actual practicamente en
todos lados necesitamos que los procesos estén supervisados y controlados para que todo pueda

funcionar de forma adecuada.

1.4. Requerimientos previos

Los requerimientos previos para poder hacer el proyecto, personalmente han sido la motivacion y las

ganas trabajar, experimentar y sobretodo aprender.

Ciertamente antes de ello hay que tener las nociones basicas de control y regulacién de sistemas
estudiadas durante la carrera y tener ganas de profundizar en ellas, de trabajar con toda la

metodologia aprendida y descubrir otras teorias y otros procedimientos que no se han tocado
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durante la formacién académica pero que demuestran que con lo que se ha aprendido se es capaz de

entender y de poner en practica conocimientos hasta ahora no conocidos.

Antes de decidir a hacer el proyecto también es recomendable orientarse en qué se quiere realizar,
acopiar informacion, interesarse sobre el tema y hacer una busqueda de opciones a tratar y

desarrollar en el proyecto.

Realizar un esquema bdsico de qué es lo que se pretende y poder ampliarlo si el tiempo vy las
posibilidades lo permiten también forman parte del planteamiento inicial para emprender este
proyecto, ademads de saber que se cuenta con un apoyo docente con muchas ganas y predisposicion

gue es capaz de ayudar cuando se necesita.
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Disefio e implementacion de un vehiculo uniaxial con control de balanceo

2. Introduccion

El proyecto estd basado en un vehiculo uniaxial con control de balanceo basado en el principio del
péndulo invertido. En este caso el péndulo no se estabiliza mediante un “carro” que se mueve por la
parte inferior, sino que en su parte inferior hay un eje con un par de ruedas que con su movimiento

debe ser capaz de estabilizar el artilugio.

Este vehiculo esta basado en los Segways, un medio de locomocidon que en los ultimos afios ha
ganado mucha popularidad y que ya ha pasado a ser un elemento comun. El sistema de un Segway es
el mismo que se plantea. Un vehiculo con una plataforma sobre dos ruedas que tiene control de
balanceo. En este caso es el propio pasajero el que actia como péndulo y puede manejar la direccién

de movimiento mediante su inclinacion hacia delante o hacia atras.

El prototipo que se quiere presentar estd basado en ese mismo principio, aunque a un nivel mas
reducido, con unos costes mucho mas bajos y con un sistema de control no tan sofisticado como el

de un Segway.

2.1. Objetivos del trabajo

Los objetivos del trabajo se basan en determinar un modelo matematico del sistema propuesto para
posteriormente estudiarlo y comprobar que métodos de control y estabilizacién pueden resultar mas
efectivos a la hora de hacer una estrategia de control. Una vez determinada la estrategia de control a
seguir, se disefaria y se construiria el prototipo del vehiculo y se procederia a efectuar la
programacion del lazo de control mediante un microcontrolador Arduino. Por ultimo quedaria hacer
las pruebas y comprobaciones necesarias para verificar que todos los procesos anteriores han sido

satisfactorios.
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Figura 2.1. Fotografia del prototipo disefiado en el proyecto.
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3. Descripcion del sistema

3.1. Sistema mecanico

El prototipo estd basado en un cuerpo de tres alturas con forma rectangular de 14 cms de ancho por
20 cms de largo y una altura total de 50 cms. La unidén entre las tres alturas esta hecha mediante

varillas roscadas de métrico 5, existiendo una separacion entre ambas de 25 cms.

En su base se apoya sobre dos ruedas paralelas separadas 21 entre ellas y unidas a un motor cada

una Los motores estdn situados en el mismo eje.

Sobre la base inferior se situa el driver de potencia encargado de suministrar la potencia necesaria a

los motores y una fuente de alimentacidn que se encarga de alimentar los motores.

En la parte central se encuentra la entrada de la tension de red, el transformador de 220V a 12V(AC),
un circuito regulador de tensién de 12V en corriente continua para alimentar el Arduino, la placa de

Arduino UNO y la MPU6050 que consta del acelerémetro y giroscopio.
La parte superior se ha dispuesto libre y no se ha instalado ningtn elemento.

Las medidas de la parte central no son fijas ya que se pueden mover mediante las varillas roscadas
con sus correspondientes tuercas, pero aun asi se han querido poner en un nivel ligeramente elevado
para que el momento de inercia del conjunto no esté tan préximo al eje y la reaccidon de caida del
conjunto sea mas lenta. En este caso la inercia del cuerpo no solo depende de su masa sino que
también de como esté repartida respecto al eje donde gira. En teoria cuanto mas alejada esté la
masa del eje de giro mas inercia presentard, por ello que los elementos pesados como el

transformador se hayan situado en la parte superior.
Los componentes que conforman el prototipo son:
3.1.1. Base de poliestireno

Se ha elegido el poliestireno como elemento fécil de trabajar mecanicamente y por su poco peso. Es
el material utilizado para la estructura de las bases del prototipo y sus dimensiones son de 14 x 30

cms.
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3.1.2. Varillas roscadas

La union entre las bases del prototipo se ha hecho con varilla roscada de zinc de métrico 5. La
longitud de cada varilla es de 50 cms y se sitlan en los cuatro extremos de las bases por donde pasan

mediante unos orificios practicados a las bases y van fijados mediante tuercas y arandelas.
3.1.3. Ruedas

Las ruedas utilizadas tienen unas dimensiones de 12 cms de diametro y 6 cms de ancho. Son ruedas
tipicas de vehiculos de radio control que se han adaptado para instalarlas en el prototipo. Por la parte

exterior estdn compuestas por un material gomoso que ayuda al agarre y evita que resbalen.

3.2. Sistema eléctrico

3.2.1. Arduino UNO

Para este proyecto se ha utilizado una placa Arduino UNO. Pese a la gran variedad de placas Arduino
existentes se ha optado por esta placa porque reune las especificaciones referentes a nimero de

entradas y salidas deseadas y procesador que podemos necesitar.

Arduino es una plataforma libre creada alrededor de placas con un microcontrolador en las cuales el
usuario mediante un cddigo de programacién abierto tiene acceso a librerias, proyectos vy

documentacion que el resto de usuarios comparte en la red.

La placa Arduino UNO estd basada en un microprocesador ATMega328 y cuenta con 14
entradas/salidas digitales (de entre ellas 6 son capaces de dar una salida PWM), 6 entradas
analdgicas, un reloj interno de 16 MHz, una conexién USB, una conexién de alimentacién, una
conexién ICSP y un pulsador de reset. La alimentacion de la placa se puede efectuar tanto mediante

un conector externo de 12 V (que sera el utilizado en nuestro caso) como por conector USB.

La placa de Arduino UNO puede conectarse a un ordenador mediante puerto USB, a otras placas de
Arduino e incluso a otros microcontroladores, ya que dispone de un puerto de comunicacion serie.

Dispone ademas de conexién compatible con 12C a través de médulos adaptadores y con SPI.

En el caso de la conexion a un ordenador, se establece una conexidn bidireccional en la cual se
pueden mandar érdenes desde el ordenador a Arduino (érdenes por el teclado del ordenador, carga
del programa) y Arduino es capaz de enviar datos al ordenador para poder visualizarlos a través del

puerto serie.
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3.2.2. IMU (MPU 6050)

Una IMU es una Unidad de Medicién Inercial, es decir, un dispositivo que se encarga de medir y
registrar informacion obtenida sobre velocidad, orientacion y aceleracion (efectos producidos por

fuerzas gravitatorias).

La IMU elegida contiene un acelerémetro y un giroscopio capaz de obtener sistemas de hasta 6
grados de libertad. Aun asi podrian ser ampliados hasta 9 utilizando los magnetémetros internos que

tiene.

En este caso como las variables de inclinacién que deseamos medir solo son en dos ejes, se utilizaran
los acelerémetros y los giroscopios de los ejes X,Y,Z, asi que con los 6 grados de libertad iniciales que

trae tenemos mas que suficiente.

La tensidn de operacién de la MPU elegida es de 3,3V por lo tanto, la alimentacién se hard mediante

la salida de tension de 3,3V que Arduino dispone para estos casos.

3.2.2.1. Acelerémetro:

Los acelerdmetros de tamafio reducido suelen ser llamados acelerometros MEMS
(Microelectromechanical System) y son de tamafio muy reducido y generalmente estan incluidos en
las IMU.

Igual que un circuito integrado, son creados en un chip de silicio junto con su electrénica de

acondicionamiento, adquisicién de datos y comunicacion.

El principio de funcionamiento se basa en unas pequefias placas internas fijas y moviles que
mediante las fuerzas de aceleracion que actian sobre el sensor varian su posicion creando un cambio
en la capacidad presente entre ellas. Estos cambios de capacidad entre placas seran adaptados

posteriormente y serdn las sefiales que podremos utilizar.

Paralelo al suelo Girado 9@®°

Figura 3.1. Ejes del acelerdmetro en el caso de estar en horizontal y girado 902

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
BARCELONATECH
Escola d'Enginyeria de Barcelona Est

17



Memoria

3.2.2.2. Giroscopio

Al igual que los acelerémetros, los giroscopios incluidos en una IMU son también MEMS. El
funcionamiento interno se basa en una pequena masa que varia su posicién al ser sometido el sensor
a un cambio de velocidad angular. Al igual que anteriormente, los cambios producidos internamente

se traduciran en seales que mas tarde se podran procesar.

Yaw

Roll <
—

Figura 3.2. Ejes de rotacion del giréscopo
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4, Sistema de sensado

4.1. El acelerometro

El acelerdmetro es un dispositivo que es capaz de medir la aceleracion en 3 ejes (X,Y,Z) sabiendo el
valor de la gravedad de la Tierra (9,8m/s%). El dispositivo es capaz de detectar esa aceleracién y es

capaz de calcular el dngulo de inclinacidn respecto a cualquier eje.

Figura 4.1. MPU 6050 con los ejes representados

Sabiendo el valor de la gravedad terrestre, trigonométricamente es posible calcular el angulo de
inclinacidn del sensor. En el caso que nos corresponde obviaremos el valor del angulo en el eje Z ya

gue no nos sera util.

x2+z?

_ — aeetan (X et y
Angulo Y = d“td“(\g]m) Angulo X = arctan(==)

4.2. Giroscopio

El giroscopio es el encargado de medir la velocidad angular, dicho de otra manera, el angulo girado

por unidad de tiempo.

A partir de un angulo inicial, se podra sumar el angulo medido por el giroscopio para poder saber el

angulo del sistema en cada momento.

. . X
Angulo Y = Angulo Y anterior + i
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4.3. Filtrado de la senal

Las medidas aportadas por las IMU’s no siempre son fiables, ya que en la mayoria de veces el ruido y

los errores presentes dan valores de lecturas que no se acercan a los valores reales.

Generalmente al estar envueltos entre diferentes dispositivos eléctricos se presenta mucho ruido en
el ambiente en forma de interferencias no deseadas que se acoplan a las sefales de manera que

causan una alteracion a veces de manera mds o menos importante.

El acelerdmetro presenta una buena capacidad para efectuar medidas pero por lo general presenta

mucho ruido y genera lectura de sefiales a menudo errdéneas.

Por otra parte el giroscopio es capaz de efectuar medidas muy rdpidas y precisas pero genera errores

gue se van acumulando y genera una deriva que acaba teniendo importancia.

A raiz de estos inconvenientes con la toma de medidas se pueden llevar a cabo varios procedimientos
para obtener medidas mas fiables y precisas eliminando los errores, los ruidos y las derivas que se

puedan presentar en el sistema.

&0 . - - v -
—— MEDICION ACELEROMETRO |
—— MEDICION GIROSCOPIO ‘l"' p—"
L
~—  FILTRO COMPLEMENTARIO A '\f‘""f’"\ |
40 | v \ ' 1

(A"
' ' DERIVA

Roll (2)

0 5 10 15 20 25 30

Tiempo (s)

Figura 4.2. Representacion grafica de los errores mas tipicos del acelerémetro y del giroscopio.
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El filtro utilizado en el proyecto ha sido un filtro complementario, que es la combinacién de un filtro

pasa-alto para el giroscopio y un filtro pasa-bajos para el acelerémetro.

En el filtro pasa-altos (HPF) se atentan las componentes de baja frecuencia dejando pasar los valores
por encima de un cierto limite, al contrario que con el filtro pasa bajos (LPF), que solo permitira el
paso de valores bajo el rango definido.

La férmula resultante de los dos filtros es:
0=A- (eprevio + ggyro) + B - Ogcer

En donde los valores de Ay B deben sumar 1.

% Complementary Filter

0,
o
| Low-Pass : o
Filter ' ey ANQlE
0,
9
High-Pass
Numeric /' Filter
Integration * | 6,
Gyroscope @, Oy
o, > ¥ Angular Velocity

Figura 4.3. Representacion de la estructura del filtro complementario

Otro filtro muy utilizado actualmente y muy potente consiste en el Filtro de Kalman. Este filtro es
capaz de calcular el error de cada medida a partir de una estimacion de las medidas anteriores y de
las posibles medidas futuras, tratar el error y obtener un valor muy cercano al real con un margen de
error muy bajo. El gran inconveniente de este filtro es su elevado coste de procesamiento y la
complejidad para tratar los datos mediante calculos matemadticos complejos que necesitan un

procesador potente.
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5. Modelo teorico del sistema

Lseng

Leosg

Figura 5.1. Representacion esquematica del sistema.

El modelo tedrico del sistema se explica en diferentes partes. Primero se representan los modelos de
las partes que lo conforman por separado (rueda, péndulo y motor) y después de presentar las

ecuaciones de cada parte, se desarrolla el cédlculo matematico para hallar el modelo del sistema.

Lista de variables:

m: masa de la rueda

r: radio de la rueda

J,: Inercia de la rueda

9: Angulo de giro de la rueda

v, tension de entrada del servomotor

R: resistencia eléctrica

K,.: Constante del motor

Ky: constante de la fuerza contraelectromotriz
Tm: Par motor

W: dngulo del péndulo

L: longitud del péndulo

M: masa del péndulo

Je: Momento de inercia del péndulo

J,: Momento de inercia del péndulo respecto al punto P
Xs, Ya: Velocidad del péndulo

Xg, Va: Aceleracion del péndulo
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5.1. Modelo del sistema

5.1.1. Ecuaciones del movimiento de la rueda

)
[
/ Y
Tm | /
/
Iy
| 7 m
Fy 1/
<€ ] J;
[
| Fo
{ o
|
|
>
! X

Figura 5.2. Representacion de la rueda y sus fuerzas.

La rueda al iniciar el movimiento debido al giro del motor presenta dos fuerzas, una de rozamiento
(Fs) contra el suelo y otra que aparece de propio movimiento de la rueda y que vendria a representar

gue hay una fuerza horizontal que estira de ella (Fy).
- Suma de fuerzas en la rueda:

YF=m-a (Eq.5.1)

- La fuerzas presentes en la rueda solo horizontales, por tanto:

- Suma de momentos respecto al centro de la rueda:

M, =] «a (Eq.5.3)

Jr-0=Ty—F;-7+F,-0 (Eq. 5.4)
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5.1.2. Ecuaciones del servomotor

Figura 5.3. Representacion del circuito eléctrico para los motores de corriente continua.

El servomotor actua debido a una corriente que circula por su devanado interno creando un campo
magnético que hace que gire. La representacion del servomotor incluye su resistencia asi como su

inductancia internas.
- Ecuacion de la tension en el servomotor:

vo=R-i+K,-0 (Eq. 5.5)
- Expresion del par motor:
Tp=Kp-i (Eg. 5.6)

- Sustituimos el valor de i de la ecuacion 5.5 en la ecuacion 5.6:

v,— K, 0 K, Ky K, . (Eq.5.7)
Tm:](m.%:?m.va_m—b.g
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5.1.3. Ecuaciones del péndulo

ve= L - cos

Figura 5.4. Representacion del péndulo y sus fuerzas.

Sobre el cuerpo del péndulo (que seria la representaciéon del armazén del sistema) se presentan
varias fuerzas, una de ellas la fuerza que ejerce el propio péndulo con su masa y las otras dos
resultantes de estar unido al eje del motor que crean una fuerza de sustentacion vertical (Fy) y otra

fuerza producto del movimiento de la rueda en sentido horizontal (Fy).

- Cdlculo de la posicidn, velocidad y aceleracién en los ejes “x” e “y”:

X =x—L-seny (Eq. 5.8)

Posicion { e =L - cos

-Derivamos la posicidn para obtener la velocidad:

Xg=%x—L-cosy-y (Eq. 5.9)

Velocidad { .
Yo =—L-seny -y

-Finalmente derivamos la velocidad para hallar la aceleracion:

Xg=¥—L-{-cosp+L-yp? senyp (Eq. 5.10)

Aceleracion { .. .
Ye=—L-¢Y-senyp—L-?-cosy
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- Suma de fuerzas en el péndulo:
- La suma de fuerzas horizontales sera:

YFy=m-a, (Eg. 5.11)

Fy=M-%, (Eq. 5.12)

- La suma de fuerzas verticales sera:

ZFy=m-a, (Eg. 5.13)
Fp—M-g=m-yg (Eq. 5.14)
Fp=M-(9+Ye) (Eq. 5.15)

- Suma de momentos respecto al centro de gravedad del péndulo:
IMg;=] a=F-x (Eg. 5.16)

Fy-L-seny+Fy-L-cosy =]z -y (Eq. 5.17)

- Sustituyendo las ecuaciones 3.12y 3.15 en la ecuacion 3.17:

M-(g+ys)-L-senp+M-xg-L-cosyp=]g Y (Eq. 5.18)
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5.1.4. Calculo matematico del sistema

- A partir de la expresidon de suma de momentos en la rueda, substituimos el valor del par del motor

T, por la expresion de la ecuacion 5.7:

. Ky Kn K, . (Eq. 5.19)
]r'9=7‘va—T'9—Ff'T
- Despejamos la fuerza de rozamiento que se presenta en la rueda Fj:
K K., K, . .. Eqg. 5.20
ppo=tm, Ko Iy (Eq. 5.20)
R R r
- Sustituimos la fuerza de rozamiento Fr de la ecuacion 5.20 por la ecuacion 5.2:
K Kn Ky, . Jr . (Eq. 5.21)
mex (R r @ R-r r H

- Para pasar del sistema rotacional al sistema de coordenadas x-y se utilizan las siguientes

expresiones:

x=0-r (Eq. 5.22)

x=0-r > 0=

i=0-r - 6=

R R R

-Se sustituye las expresiones de las ecuaciones 5.22 en la ecuacion 5.21:

Ko _Km Kb o I . o (Eq. 5.23)
R-r R - 12 72 H

FH:_'Ua

Km _Km'Kb.x_(m_l_]_r).jc. (Eq. 5.24)
R-r R.T-Z 2

-Tomando la ecuacion 5.12, se sustituye la aceleracion X por la expresion de la ecuacién 5.10 :

Fy=M-(E—L--cos+L-p?-senp) (Eq. 5.25)
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-Suponiendo que el angulo  tiene un valor muy bajo (practicamente cero), se hacen las siguientes

suposiciones:
SiyY = 0, entonces: (Eq. 5.26)

seny =

-Tras aplicar las aproximaciones anteriores la ecuacion 5.25 queda de la siguiente manera:
Fy=M-¥—M-L- (Eq. 5.27)

-Se igualan las ecuaciones 5.24 y 5.27:

K, K, - K, (Eq. 5.28)

_.Ua_

. VAN " .
R-r R 2 -x—(m+r—2)-x—M-x—M~L~1/)

- Para pasar del sistema de coordenadas x-y al sistema rotacional se utilizan las siguientes

expresiones:

x=0-r (Eq. 5.29)

- Agrupamos todos los términos y aplicamos los cambios de las ecuaciones 5.29. Sustituimos K, por

Kn, yaque K, = Kp:

Jr N . Ky K2 ) (Eq. 5.30)
(M+r—2+m>-r-9—M-L-1/):R'r'va—R.rz-r-9

- Simplificando toda la ecuacidn dividiendo por r obtenemos la expresion:

Ir . M-L . K, K2, . (Eq. 5.31)
(M+ﬁ+m>.0_ r 'd}:R-rz.va_R-rz.e

- A partir de la ecuacidn de los momentos del péndulo (ecuacién 5.18), sustituimos Xs e yis por las

expresiones de la ecuacion 5.10:

[M-g+M-(=L-y-senp—L-2-cosp)|-L-senip+ (Eq. 5.32)

+M-[X—L-l])-cos¢+L-1/)2-senl/J]-L-cos¢=]G-1/J
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M-g-L-sentp—M-I*--sen> ) —M-L2 -2 -senp - cosp + (Eq. 5.33)
+M-L-cosyp-¥—M-L?-1-cos?>p+ M- L?-)?-sen - cos

=Jc- Y

- Reordenando la expresién y aplicando la simplificacién sen®y + cos? ¥ = 1 la expresién queda:
M-g-L-sen}p+M-L-cosp-%=(z;+M-L*) - (Eq. 5.34)

- Segun el teorema de Steiner, el momento de inercia en un eje paralelo respecto al centro de
gravedad que pasa por un punto “P"es J, =J; + M - L?. Sustituyendo la expresién del teorema de

Steiner a la ecuacion anterior (ecuacion 5.34), se obtiene:

M-g-L-senyp+M-L-cosy-X=]Jp- 1 (Eq. 5.35)

- Aplicando los cambios de las ecuaciones 5.26 y 5.29 , y reordenando los términos la expresidn

gueda:

M-L-r-@—Jp-p=—M-g-L-1 (Eq. 5.36)

- Con las ecuaciones 5.31y 5.36, se obtiene un sistema lineal de dos ecuaciones en funcién de 8 y 1:

( Jr . M-L . Ky K2 . (Eq. 5.37)
4(M+r—2+m)-0— r 'II}_R-rZ.UUL_R-rZ'(9
k M-Lr-@—Jp-p=—M-g-L-
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5.1.5. Modelo linealizado del sistema:

- Para poder expresar el modelo de estados se requiere que el vector de estado X contenga los
valores de las aceleraciones 8 y 1. Para ello hay que obtener las ecuaciones en funcién del resto de

parametros de dichas aceleraciones. Expresando las ecuaciones de forma matricialmente

obtenemos:
Jr ) M-L1 g1 [ Km Ky (Eq. 5.38)
M+ _ ] . :
( +r2+m T :|R~r2 @ R.r2 9|
M-L-r A 72 B R VR I

- Para resolver el sistema de ecuaciones y hallar los valores de 6 y ) se utilizard el método de
Kramer. La expresion de 8 en funcién del resto de pardmetros segun el método de Kramer queda de

la siguiente manera:

[ Km K2 g M- L] (Eq. 5.39)
gLl TR B
4| |
MegLy e |
| K, 1 K2 . 1 M?-I%.g
. (= L —— - — =

- La expresion de 1P en funcién del resto de parametros segin el método de Kramer queda de la

siguiente manera:

[< Jr ) Km K2 N (Eq. 5.40)
{I):l.IM-l_Tz-l_m R.2 Uy R.2 9|
A |
l M-L-r -M-g-L-y¢ J
. 1 Ir 1 K
]p:—z.(M+r—2+m).M.g.L.w_Z.M.L.r.ﬁ.va_l_
1 &
. M-L-r- .
7 "'Rr2
- El determinante (A) de Kramer sera:
(Eq. 5.41)

Jr
A=—(m+ﬁ+M)-]p+M2-L2
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- Una vez obtenidas las expresiones de 6 y 1, hay que obtener el modelo de estado del sistema. Ya

que el vector X interesa que contenga @ y 1}3,e| vector de estado (X) sera:

] /(9\ (Eq. 5.42)
] , ]
¥ 1/
- El modelo de estado del sistema sera:
X=A-X+B-u (Eq. 5.43)
/9\ ai1 Q12 Q413 QAq14 9 by
. | 8] _[G21 G2 Qz3 Q24 0 b,
x= \IP/ | @31 asz; azz as ll’ + b3 Va
Y Qg1 Q42 Q43 Qa4 P b,
- Las ecuaciones 5.39y 5.40 son de la forma:
{é:bz'va+a22'9+a23‘¢ (Eq'5°44)
Y=a43 - P+by vg+a,,- 0

Los coeficientes corresponden a las expresiones que multiplican cada variable de las

ecuaciones 5.39 y 5.40. Los coeficientes se corresponden a:

( 1 K2 (Eq. 5.45)
a22=+2'#‘fp
1 M?-1%.g
azaz_Z.T
K3
Ge =g Mol
1 Ir
a43=—Z- M+r—2+m MgL
1 K,
b, =7 (—]p)'R .";2
1 K,
by=——-M- L —=
\ tT o R-r

- De igual manera el resto de parametros son cero a excepcion de:

0=a;, 0 - app=1 (Eq. 5.46)
Y=a3;-0 - azg=1
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- El modelo de estado del sistema sera:

{X:A-X+B-u (Eq. 5.47)
Y=C-X+D-u

0 9 0
0 a22 a23 0 0 bZ
X = 1/, 1 llf tlo | v
11; 0 a42 a43 0 Y by
1.0 0 0 6
(0 1 0 O 0
Y = 00 1 0 lll +0 Vq
0 0 0 1 P
-Y las matrices A, B, Cy D del modelo de estado seran:
/0 1 0 0\ (Eqg. 5.48)
. 1 K2 1 M2 1%.g .
A_I 2 R2 A 7 I
_io 0 0 1i
\ 1 M2-I2-g 1 J, /
0 o R i— —Z-<M+r—2+m>-M-g-L 0
A
1 K,
PRSOE>=2
B =] |
I 0 I
\-op
A R-r
1 0 0O
c= 01 00
0 01 O0
0 0 0 1
D=0
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5.1.6. Calculo de la funcion de transferencia del sistema

- A partir de las ecuaciones 5.37 aplicamos las transformadas de Laplace:

m-g-L-W(ES)+M-L-r-s*-0(s) =], s* - ¥(s) (Eq. 5.49)
_]p~s2—M~g'L
0 =" Iz YO

- Por otra parte:

I, K2 M-L K., (Eq. 5.50)
M+—+m)~sz+ -s|-0(s) — .52 P(s) = V(s
[( - |00 () = 325 Vals)
- Sustituyendo el término O (s) por el de la ecuacién 5.49 :
]7- K‘r%l ]p.SZ_M.g.L (Eq. 5.51)
M+=+ ) >+ -s|- “P(s) —
[( T2 mjes R - 12 S M-L-r-s? (s)
L K
2 _ m
- s W(s) =——= V(s
- () = 55 Vals)
- Multiplicando todo por M - L - R - s? y organizando la expresién se obtiene :
Jr K Jr (Eq. 5.52)
[(<M+r—2+m)-]p-—M2-L2 -S4+R‘r2-]p-53—<M+r—2+m>-m-g L
2 M-L-K
2™ g L-s|- - Tm 2,
R,z ™39 L s] Y(s) Ry s -V, (s)
s w(s) .
- Dividiendo , se obtiene :
Va(s)
¥ _ T (Eq. 5.53)
Va(s) ((M-I—%-{-m)-],,-—MZ-LZ)-53+RK_$’7"2-],,-sz—(M+{'—'2+m)-m»g»L»s—RK.’2;"2»m»g»L
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- Si lo expresamos de la siguiente manera :

Y(s) B n-s (Eg. 5.54)
Va(S)_d3 'S3+d2'52+d1'5+d0

- Los coeficientes de la funcién de transferencia seran:

M-L-Kny (Eq. 5.55)
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6. ANALISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA

6.1. Estudio a lazo abierto

Para ver el comportamiento del sistema a lazo abierto se pueden seguir diferentes criterios.
Principalmente, es relevante conocer el valor y la situacién de los polos del sistema para
poder determinar su estabilidad y a través del modelo de estados o de su funcién de

transferencia poder representar el comportamiento del sistema en lazo abierto.

Mediante Matlab, se calculan los polos de la matriz (A) del modelo de estados que definiran

los polos a lazo abierto del sistema:

0
—0,0615 (Eq. 6.1)
—7,6561
7,5722

Polos de lazo abierto

Pole-Zero Map Open Loop
1 I 1

0.8— —

0.6— —

0.4 —

02— —

02— —

0.4 — —

Imaginary Axis (secondsil)
[
®
o
®
|

-0.6— —

-0.81— —

1 [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
-8 7 -6 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Real Axis (seconds'l)

Figura 6.1. Representacion de los polos y ceros del sistema a lazo abierto.

Observando los valores de los polos del sistema a lazo abierto se puede observar que hay un

polo situado en el semiplano derecho (positivo), por tanto el sistema sera inestable.

Mediante Simulink se puede observar también el comportamiento a lazo abierto cuando la
entrada es nula y con una condicién inicial de una inclinacién del angulo del péndulo () de

0.1 radianes, que corresponde aproximadamente a 5°
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Angulo Sistema (rad)

35

I
0

N

[
v

05

0 > X' fAX+BU > [
y = Cx+Du
Entrada Espacio de estados Angulo barra

Figura 6.2. Esquema de Simulink del espacio de estados a lazo abierto.

x10% Estabilidad a Lazo Abierto
__’/
5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
Tiempo (s)

Figura 6.3. Respuesta del sistema a lazo abierto.

Para una pequefa inclinacién como condicién inicial, el sistema se vuelve inestable (se
desequilibra). En este caso como se estd estudiando el modelo lineal no se representa
fidedignamente el comportamiento del sistema ya que cuando se vuelve inestable el valor

del dngulo crece en vez de oscilar en torno a cero (por las limitaciones fisicas del sistema).
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6.2. Estudio a lazo cerrado

Igual que en el caso del estudio a lazo abierto, para determinar la estabilidad del sistema se
tienen que hallar los polos del sistema a lazo cerrado (con realimentacion unitaria). Para ello
se calculara la funcion de transferencia del modelo de estados y se calculara la funcidn de

transferencia equivalente al sistema a lazo cerrado con realimentacién unitaria.

R(s) E(s) C(s)
—-—@—» G(s) >

C(s)

G(5)

=17 coHe ™

Figura 6.4. Esquema de un sistema a lazo cerrado y la funcién de transferencia equivalente.

Para el modelo de estados del sistema se ha obtenido mediante Matlab la siguiente funcion

de transferencia:

1.818s (Eq. 6.2)
G= s3 + 0.1455s2 — 57.97s — 3.567

Como el modelo a estudiar es a lazo cerrado la funcidn de transferencia del sistema pasara a

ser la siguiente:

1.818s
G G §340,1455s2 — 57,97s — 3,567
feedback — 146G -1 - 1 +( 1,8185‘ ) =
s3 + 0,1455s2 — 57,97s — 3,567

(Eq. 6.3)

B 1.818s
" s3+0.1455s2 — 56.155s — 3.567
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Los polos del denominador de la funcion de transferencia del sistema serdn:

—0,0635 (Ea. 6.4)
Polos de lazo abierto {—7,5348
7,4528

Pole-Zero Map

Imaginary Axis (seconds™)

[

[ [ [ [ [ [ [

-6 -4 -2 0 2 4 6 8
Real Axis (seconds'l)

Figura 6.5. Representacion grafica de los polos y ceros del sistema a lazo cerrado.

Se puede observar que en el caso del sistema a lazo cerrado existe un polo en el semiplano

derecho (positivo), por tanto el sistema también serd inestable.

Al igual que en el caso anterior, mediante Simulink se puede comprobar la reaccion del
sistema a lazo cerrado con una condicidon inicial de inclinaciéon del péndulo (W) de 0.1
radianes:

Estabilidad a lazo cerrado

=
S)

Angulo sistema (rad)

o

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (s)

Figura 6.6. Respuesta del sistema a lazo cerrado.
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O

Exactamente como en el caso de lazo abierto, para una pequefia inclinacion como condicién
inicial, el sistema se vuelve inestable (se desequilibra). En este caso como se esta estudiando
el modelo lineal no se representa fidedignamente el comportamiento del sistema ya que
cuando se vuelve inestable el valor del angulo crece en vez de oscilar en torno a cero (debido

a las limitaciones fisicas del sistema).
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7. Analisis y diseno del sistema de control

7.1. Realimentacion por vector de estado.

Generalmente cuando se disefia un sistema no se pueden especificar todos los polos del sistema a
lazo cerrado, ya que en la realimentacion de la salida no se dispone de los suficientes parametros

para poder ubicar todos los polos a lazo cerrado.

La Unica solucidn al problema consiste en realimentar todos los estados suponiendo que todos estos

se pueden medir.

Figura 7.1. Esquema de un espacio de estados realimentado con un vector K que realimenta todos los

parametros del sistema.

Para ello, se disefia un vector de ganancias K que realimenta todos los estados para que los polos del

sistema a lazo cerrado sean negativos.

Figura 7.2. Esquema de un espacio de estados con un lazo de realimentacién que cumple que el sistema es

estable.

La condicién basica e indispensable para que un sistema estable sera que todos los valores de

A — B - K tengan parte real negativa para que sean estables.
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| R
Ang.rueda | Vel rueda
] sl >
Tensidn motor Sefiales Salida .
Ganancia K1
-E{Z)/ »
® =AwBu |4 - .
*| y=Cx+Du > Ganancia K2
. Jm)
Espacio de Estados VV >
Ganancia K3

Ganancia K4

(.

Ang. pendulo Vel pendulo

Figura 7.3. Representacion en Simulink del espacio de estados y su realimentacion por vector de estados.

Las especificaciones que se desean son las siguientes:

Ts(2%)
£=0,7

=2s

Para calcular los polos dominantes (complejos conjugados) se tienen que hallar el valor de oy de wy:

Jje
.
— | €l

twyy 1= ¢% | 3
t /B
—F ] o
—=| {wy, |=—

Figura 7.4. Representacion grafica de un polo del sistema y sus parametros.

- El valor del tiempo de estabilizacidn Ts se halla de la siguiente manera:

4 4
GTS(Z%)=E=f'a)n
4
O'=§=2

o=¢ w, =2
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- El valor de la frecuencia natural w,, se calcula de la siguiente manera:

= 2,877 (Eq. 7.2)

- Una vez obtenidos los valores de oy wq, se determina el valor de los polos dominantes del sistema

segun la formula:

s=(-otwgj) (Eq. 7.3)

Los polos deseados segun las especificaciones iniciales seran:
51,2 =-2 i 2 'j

Como el modelo de estado estd conformado por cuatro variables a medir, el sistema serd de cuarto
orden (la matriz A es de dimension 4x4). Se deben fijar cuatro polos para poder estabilizar el sistema
mediante la realimentacidn de estado. Se eligen dos polos mas ademas de los anteriores tomados a 5

y a 10 veces la distancia de los polos dominantes s; y s5:

S3 = _10
Sy = _20

Los polos que hemos querido fijar para que nuestro sistema se controle y se estabilice mediante la

realimentacion de estado son:

-2+ 2i
—2—2i
-10
-20

polos del sistema

Mediante Matlab se puede operar con la instruccion “place(4, B, P)” definiendo la matriz de
estados (A), la matriz de entradas (B) y un vector que contenga los polos deseados del sistema (P). El

resultado de la instruccion sera un vector (K) con las ganancias de realimentacion de cada lazo.

K = (Ki, K>, K3, K,) = (—4,4852; —2,9254; 248,1643; 42,0231) (Eq. 7.4)
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Sefales Salida (Realimentacion de estado)

Velocidad Péndulo
Velocida Rueda
2 —— === Angulo Péndulo
/ \\ === Angulo Rueda
§ 0 —_—
g /
= -2
o
©
]
o
o 4
<
3 /
=}
2 -6
) \ /
-8 v
-10
0 05 1 15 2 25 3 35
Tiempo [s]

Figura 7.5. Representacion grafica de las sefiales de salida del sistema por el método de realimentacién de

estado.

Como se puede observar en la figura anterior, el sistema se vuelve estable con las ganancias de
realimentacion calculadas (vector K) en la ecuacion 7.4 . Todas las sefiales de control se estabilizan en

aproximadamente 2 segundos, tal y como se ha especificado en los pardmetros iniciales.

Tensién motor (va)

T~

-10

Tension (V)

-15

-20

-25
0 05 1 15 2 25 3 35 4
Tiempo (s)

Figura 7.6. Representacion grafica de la sefial de tension en el motor utilizando el método de realimentacion de

estados.

Dado que no todas las variables de estado van a poder ser medidas ya que solamente se dispondra
de una MPU que consta de un acelerémetro y un giréscopo, se va a proceder a probar como se
comportaria el sistema en caso que no se pudiera sensar una variable de estado (en este caso se
selecciona la velocidad en la rueda). Se ha escogido esta variable ya que no se va a disponer de un

sensor que calcule la velocidad de la rueda y ademas la ganancia de realimentacion que presenta es

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
BARCELONATECH
Escola d'Enginyeria de Barcelona Est

43



Memoria

la mas pequefia, asi pues se va a comprobar la dindmica del sistema obviando las variables con

constantes mas pequefias. En este caso, la ganancia de realimentacién se ha forzado a 0.

[ | N .

Ang. rueda | Vel rueda

!

. »K(1) > -
Tensién motor Sefiales Salida /

Ganancia K1

» 0 - F—

b 4

x' =Ax+Bu |4
y = Cx+Du

anancia K2

Espacio de Estados '% 1l

Ganancia K3

>

X 4
[}

»K(4) > -
/

Ganancia K4

L] (I

Ang. pendulo  Vel. pendulo

Figura 7.7. Representacion en Simulink del espacio de estados y su realimentacion por vector de estados

cuando no se observa una variable (K2=0).

Sefales Salida (Realimentacion de estado)
10

r
Angulo rueda
S Velocidad rueda

s - N

Velocidad péndulo

=== Angulo péndulo

el
3
: 0 / X
o
8 5
k=]
Q
o
[
2410 \ —
3
[=2]
2
g " /

15 N —

-20

0 05 1 15 2 25 3 35 4
Tiempo [s]

Figura 7.8. Representacion grafica de las sefiales de salida del sistema por el método de realimentacion de

estado cuando no se observa una variable.
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Como se puede observar, la ausencia de una realimentacion de una variable de estado comportaria
gue el sistema se volviese inestable. La realimentacion del resto de variables no implica que el
sistema se pueda controlar y estabilizar, para ello se tendria que aplicar otro método llamado

“Observador de estado” que no se va a tratar en este proyecto.

Sin duda, el mayor problema que se encuentra en este método de control es la necesidad de
monitorizar todas las variables de estado que puede presentar ademds de un mayor coste
dependiendo de los sistemas, una mayor dificultad y complicacién a la hora del disefio que iria en

contra de la sencillez y la optimizacion de recursos a la hora de poder controlar un sistema.
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7.2. Controladores Proporcional (P), Integral (I), Derivativo(D), PD, Pl y
PID.

7.2.1. Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es un criterio que sirve para determinar la estabilidad de
un sistema dindmico indicando en cual semiplano del plano complejo se encuentran las raices del

denominador de la funciéon de transferencia de un sistema.

La idea principal es que si los polos del sistema se encuentran en el semiplano izquierdo, el sistema
serd estable. En cambio, si hay al menos un polo que se encuentra en el semiplano derecho el

sistema serd inestable.

Para determinar la estabilidad se aplica una tabla (tabla de Routh) en la cual se calculan unos

parametros para definir la estabilidad del sistema.

3 ﬂ.' -1 au-i ﬂ"_.-‘
s b, b
5 n—i c | {.: c .

. a =l a
_ n—1""n-2 n m—3 — n—1""n—d n -5 — n-=1
by =atw2 e p = i b =

a

n—1

-a_ b
e

Figura 7.9. Tabla de Ruth-Hurwitz.
El criterio de Routh-Hurwitz dice que:

1- Todas las raices de la ecuacion caracteristica del sistema tienen partes reales negativas si
todos los elementos de la primera columna de la tabla de Routh tienen el mismo signo.

2- Elnumero de raices con partes reales positivas serd igual al nimero de cambios de signos

3- Siexiste un cero que no es terminal el sistema tiene un par de raices imaginarias puras.

4- Sitiene un cero terminal tiene una raiz cero.
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Del criterio de Routh-Hurwitz siguen unas observaciones que serdn en las que se basard este

proyecto:

1- Si alguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es cero se concluye que el sistema
es inestable y no es necesario construir la tabla de Routh.

2- Si alguno de los coeficientes de la ecuacion caracteristica es negativo se concluye que el
sistema es inestable y no es necesario construir la tabla de Routh.

3- Todos los elementos de una fila cualquiera pueden multiplicarse o dividirse por una constante
no negativa sin que se perturben las propiedades de la tabla.

4- Siel primer valor de una fila es cero, mientras que los otros valores no lo son el procedimiento
consiste en sustituir el cero por un € pequefio y positivo, y se continua el arreglo.

5-  Si un polinomio es de la forma: as-s3+ a, - s®> + a; - s + ay = 0, se tienen que cumplir

quea, -aq > as - agp.

7.2.2. Controlador Proporcional

¥ = Ax+Bu o]
B B -—. Y= Oy ]

Constante Regulador P Espacio de estados Angulc péndulo

Figura 7.10. Representacion en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional.

La accién de control proporcional actua proporcionalmente a la sefial de error e(t) y multiplica el
valor de la constante proporcional K, por la sefial de error para minimizar el error del sistema (si el

error es grande, la accion proporcional sera grande y minimizara el error).
El aumento del valor de la constante K, hace que:

- Aumente la velocidad de respuesta del sistema.

-Disminuya el error del sistema en régimen permanente.

-Aumenta la inestabilidad del sistema.
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7.2.2.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Proporcional:

- La funcién de transferencia del sistema es:

1,818 - s

G =
s34+ 0,1455-s2—-5797 -s — 3,567
- Calculamos la ecuacion caracteristica 1 + G - H = 0:

1,818 - s

1+G-H=1+G-K,=1+

=53 +0,1455 - s? + (1,818 - K, — 57,97) - s — 3,567
- Si la forma del polinomio caracteristico es:
as-s3+a;-s>+a;-s+ay,=0
- Sus coeficientes son:

( a; =1

4' a, = 0,1455

|a, = 1818 K, — 57,97
\  ap=-3567

=0

s3 +0,1455-52 —57.97 -5 — 3567

Segun el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuacidn caracteristica

tienen que ser mayores de 0.

En este caso el coeficiente del polinomio a, es negativo, por lo tanto el sistema serd inestable.

7.2.3. Controlador Integral

.
>

x =Ax+Bu
i -—. = b

Constante Reguladar P Espacic de estados

(I

Angulo péndulo

Figura 7.11. Representacion en Simulink de espacio de estados con un controlador integral.
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Disefio e implementacion de un vehiculo uniaxial con control de balanceo

La accion de control integral basa su funcionamiento en el calculo de la integral de la seial de error
e(t). A efectos practicos, la integral es la suma o acumulacién de la sefial de error, conforme va

pasando el tiempo, los pequeiios errores se van sumando y hacen que la accién integral sea mayor.
La accidn integral hace que:

- El error en régimen permanente se reduzca.

- Aumente la inestabilidad del sistema

- Aumente poco la velocidad de respuesta (es lenta)

7.2.3.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Integral:

- Calculamos la ecuacion caracteristica 1+ G - H = 0:

146 H=1+2 =141 018 =
- s s s3+0,1455-s2—-57,97 -s — 3,567

=s3+40,1455 s> - 57,97 -s + (1,818 - K; — 3,567) = 0
- Si la forma del polinomio caracteristico es:
as-sd+a,-s>+a;-s+ay=0
- Sus coeficientes son:

( a; =1

4' a, = 0,1455

| a, =—-57,97

tao = (1,818 - K; — 3,567)

Segun el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuacidn caracteristica

tienen que ser mayores de 0.

En este caso el coeficiente del polinomio a; es negativo, por lo tanto el sistema serd inestable.
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7.2.4. Controlador Derivativo

< = crB =
i F ¥ = Cxu !

Constante Regulador P Espacio de estados Angulo péndulo

Figura 7.12. Representacion en Simulink de espacio de estados con un controlador derivativo.
La accién derivativa es proporcional a la derivada (velocidad) de la sefial de error e(t).
El aumento de la ganancia derivativa K, conlleva a :

- Aumentar la estabilidad del sistema si este ya estd controlado previamente

- Reduce levemente la velocidad de respuesta del sistema.

-Conserva el error del sistema en régimen permanente.

7.2.4.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Derivativo:

- Calculamos la ecuacion caracteristica 1+ G - H = 0:

1,818 -s B
s3 +0,1455 - s2 — 57,97 -s — 3,567
= s34 (0,1455 + 1,818 - K,) - s2 — 57,97 -5s — 3,567 = 0

1+GH=1+KdSG=1+KdS

- Si la forma del polinomio caracteristico es:
3 2 —
as-s>+a,-s“+ag-s+ay=0
- Sus coeficientes son:

( az; =1
4' a, = 0,1455 + 1,818 - K,
| a, =—-57,97
k ay =—3,567

Segun el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuacidn caracteristica

tienen que ser mayores de 0.
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En este caso los coeficientes del polinomio a; y a; son negativos, por lo tanto el sistema serd

inestable.

7.2.5. Controlador PD

® =Ax+Bu u |:|
il R F ¥ = Gx+Du v

Constante Reguledor P Espacio de estados Angulo péndulo

Figura 7.13. Representacidn en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional-derivativo.

- Calculamos la ecuacion caracteristica 1+ G - H = 0:

1,818 -s _
s3 +0,1455 - s2 — 57,97 - s — 3,567
=53 +(0,1455 + 1,818 - K;) - s? + (1,818 - K, — 57,97) - s — 3,567 = 0

1+G-H=1+ (K, +Kq-5) G=1+ (K, +Kg-5)-

- Si la forma del polinomio caracteristico es:
.53 .52 . =0
az-s-+a,-s“+ay-s+ag=
- Sus coeficientes son:

( az; =1
iaz = 0,1455 + 1,818 - K,
| &1 = 1,818 - K, — 57,97
k ay =—3,567

Segun el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuacion caracteristica

tienen que ser mayores de 0.

En este caso el coeficiente del polinomio a, es negativo, por lo tanto el sistema serd inestable.

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
BARCELONATECH
Escola d'Enginyeria de Barcelona Est

51



Memoria

7.2.6. Controlador PI

x = Axemu =
i — -—. 3"=CK+D'” !

Constante Reguladar P Especic de estadas Angulo pénduls

Figura 7.14. Representacidn en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional-integral.

- Calculamos la ecuacion caracteristica 1 + G - H = 0:

Ky-s+ Ki) 1,818 -s _
s s34+ 0,1455 - s2 — 57,97 - 5 — 3,567
=s3+0,1455 -s2 + (1,818 - K, — 57,97) - s + (1,818 - K; — 3,567) = 0

K:
1+G'H=1+(Kp+?‘>-a=1+(

- Si la forma del polinomio caracteristico es:
3 2 _
az-s°+a,-s“+a;-s+ayg=0
- Sus coeficientes son:

( a; =1

4' a, = 0,1455

|a1 = 1818 K — 57,97
tao = 1,818 K; — 3,567

- Segun el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuacidn

caracteristica tienen que ser mayores de 0:

1,818-K, — 5797 >0 » K >57’97—> K. > 31.89 (Eq. 7.5)
' P ' P~ 1,818 P ’
3,567
1,818 -K; —3,567 >0 - K; > - K;>1,96 (Eq. 7.6)

1,818
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- Ademas, se tienen que cumplirque a, - a; > az - ay:

0,1455 - (1,818 - K, — 57,97) > 1,818 - K; — 3,567
Kp >6,87 -K;+ 18,40 (Eq.7.7)

Representacion Ganancias Controlador PI

90

80—

70—

50—

30~

20—

10—

Figura 7.15. Representacion gréfica del espacio de estabilidad del sistema con un controlador PI.

Se puede observar que la zona rallada del grafico anterior serd la zona de estabilidad del sistema con

un controlador PI.

Para ver el comportamiento del sistema, fijaremos la ganancia K; y variaremos la ganancia K, para

observar el comportamiento.

Mediante el método del lugar de raices observaremos para diferentes valores de K, como se

comporta el sistema y dénde estan localizados sus polos.
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7.2.6.1. Método del lugar de raices

El método del lugar de raices permite representar graficamente los polos de un sistema a lazo

cerrado cuando se varia un pardmetro de ganancia.

Para hallar los polos del sistema se tiene que obtener la ecuacidén caracteristica del sistema y

resolverla.

Mediante la instruccidon de Matlab “rlocus” se puede obtener una representacién del lugar de raices

del sistema, pero para ello la ecuacion caracteristica del sistema debe expresarse de la forma:

1+K, - G-H=0

K, -s+K; 1,818 s

=0
s s34+ 0,1455-s2 —5797 -s — 3,567

1+

s3 40,1455 -5+ 1,818 - K, - s — 57,97 - s + 1,818 - K; — 3,567 = 0

Si dividimos todo excepto 1,818 - K, - s entre s3 + 0,1455 - s* — 57,97 - s 4+ 1,818 - K; — 3,567

se obtiene:

1,818 -5

. =0
s3+0,1455 5?2 — 57,97 - s + 1,818 - K; — 3,567

1+K,

Introduciendo esta funcidn en Matlab y fijando el valor de K; obtendremos el lugar de raices del

sistema.

Se ha hecho una tabla con tres casos para estudiar, en los cuales se ha hallado el lugar de raices del
sistema para cada valor de K; y mediante las condiciones halladas anteriormente (ecuaciones 7.5,
7.6, 7.7) se ha hallado el valor un K,,. Mediante la representacion grafica del lugar de raices de cada

caso se han hallado los polos del sistema y los tiempos de estabilizacién del sistema.
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Figura 7.16. Tabla de valores de las ganancias proporcional e integral y sus polos en cada caso.

—0,1457

K; K, o (polos) T,(2%) =4/0
—0,066 + 2,37i
Caso 1 2 32,15=35 60,7 s
—0,0134
—0,036 + 10,28i
Caso2 | 10 87,1=90 28,9 s
—0,1384
—0,0023 + 15,26i
Caso3 | 20 | 155,8=160 28,41 s
—0,1408
—0,0006 + 24,6i
50 | 361,9~ 365 27,74 s
—0,1442
40,0001 + 34,98i
100 | 705,4~=705 -

Se puede observar que en cualquiera de los tres casos, los tiempos de estabilizacién del sistema son

demasiado altos para el caso que se quiere estudiar y para los requerimientos que se piden, ya que se

desea que el sistema se pueda estabilizar en un tiempo relativamente corto.

En el dltimo caso de la tabla, se puede observar que para una ganancia integral K; de 100 el sistema

se vuelve inestable (tiene un polo en el semiplano derecho del plano complejo), por lo tanto para

valores muy altos de la ganancia integral, el sistema no se vuelve estable.

A continuacion se pasan a detallar los diferentes casos estudiados:
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7.26.1.1 Caso1(K; =2yK, = 35):
Pole-Zero Map (Ki=2, Kp=35)
2.5 T T
ol |
15— —
g 10— —|
8
c
8 05 —
&
£ o o 3 @
<
>
g os ]
g
E 1 -
15— —
Py *
e I I I I I I
-0.07 -0.06 -0.05 -0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0
Real Axis (seconds'l)
Figura 7.17. Representacion gréfica de los polos y ceros del sistema para el caso 1.
—0,066 + 2,37i
Polos del sistema: {—0,066 — 2,37i
—0,0134
Lugar de raices del sistema (Ki=2, Kp=35)
4 T I I T
- _
-
21— System: G_PI_rlocus | —
Gain: 35
74’;'\ Pole: -0.0651 + 2.37i
S Damping: 0.0274.
S 1 Overshnnlﬁ%)d /9)1; . \\ —
8 Frequency (rad/s):
<
% System: G_PI_rlocus ,/
£ -1 Gain: 35 [ —
g Pole: -0.0651 - 2.37i
5 Damping: 0.0275
= Overshoot (%): 91.7
20— Frequency (rad/s): 237 | —
"
3 _
4 I I I I I I I I
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

56

Real Axis (seconds'l)

Figura 7.18. Representacion grafica del lugar de raices del sistema para el caso 1.

O
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un vehiculo uniaxial con control de balanceo

0.1

Angulo Péndulo con regulador PI (Ki=2, Kp=35)

006 \ \
004 / \
/ N\
: \ N\
% -0.02 \ \
< A\ / AN
N\ / AN
-0.08 \ / \-’
N

Figura 7.

Tiempo [s]

19. Representacién gréfica de la respuesta del sistema para el caso 1.

Para este caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema es

sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de estabilizacidn, en este

caso muy lento. Los polos complejos conjugados del sistema son los que se encuentran mas alejados

de cero, por tanto el po

7.2.6.1.2

15

lo dominante en este caso es un polo real negativo.

-Caso 2 (K; =10y K, =90):

Pole-Zero Map (Ki=10, Kp=90)
T [

@
I

Imaginary Axis (seconds)
& °
‘ *

10—

[ [ [ [

-15
-0.14 -0.12

Figura 7.20

0.1 -0.08 -0.06 -0.04
Real Axis (seconds'l)

. Representacién grafica de los polos y ceros del sistema para el caso 2.

—0,0036 + 10,28i
—0,0036 — 10,28i
—-0,1384

Polos del sistema:
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Lugar de raices del sistema (Ki=10, Kp=90)
1

200 \ [ \
15— ‘ -1
10— f -
— System: G_P|_rlocus \
i Gain: 89.8 \
° Pole: -0.00316 +10.3i  \
S 5 Dammping: 0.000308 ]
b Overshoot (%): 99.9 ~__
@ Frequency (rad/s): 10.3 -
2 o |
x
< System: G_PI_rlocus -
5 Gain: 89.8 -
c 51— Pole: -0.00316 - 10.3i / —
D Damping: 0.000308 /
g Overshoot (%):999
= Frequency (rad’s): 10.3
10 — . -
15— ‘ -
20 [ [ I [ [ [
-10 -4 -2 0 2 4 6 8
Real Axis (seconds'l)
Figura 7.21. Representacion gréfica del lugar de raices del sistema para el caso 2.
Angulo Péndulo con regulador Pl (Ki=10, Kp=90)
0.1
[ [ [ [ [
0.08— _
0.06— —
0.04— —
k=)
<
‘5 002~ —
=}
=]
& o0 —
o
°
3 -0.02\— —
2
<
0.04 — —
-0.06 —
0.08— —
o1 [ [ [ [
0 15 2 25 3 35 4
Tiempo [s]

Figura 7.22. Representacion gréfica de los polos y ceros del sistema para el caso 2.

Para este caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema continda

siendo sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de estabilizacidn, en

este caso el doble de rapido que en el caso anterior pero muy lento para nuestro sistema (obsérvese

gue la frecuencia de oscilacién es mayor que en el caso anterior) . Los polos complejos conjugados

del sistema son los que se encuentran mas cerca de cero, por tanto estos son los polos dominantes

en este caso.
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7.2.6.1.3 Caso 3 (Ki = 20 yKp = 160):
Pole-Zero Map (Ki=20, Kp=160)
20 I [ [
15— x
10— —
&)
s 51 .
o
8
£ o ® o ®
<
g
£ 5~ -
g
£
10— -
15— %
20 I I I I [ [ I
-0.16 -0.14 -0.12 -0.1 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0
Real Axis (seconds'l)
Figura 7.23. Representacion gréfica de los polos y ceros del sistema para el caso 3.
—0,0023 + 15,2614i
Polos del sistema {—0,0023 — 15,2614i
—0,1408
Lugar de raices del sistema (Ki=20, Kp=160)
0 [ [ [ [
\
15— L —
System: G_P_rlocus \
Gain: 160 \‘
Pole: -0.0023 + 15.3i \
101~ Damping: 0.000151 \ -
a Overshoot (%): 100
_g L Frequency (rad/s): 15.3 \ N |
w oL ™~ _
2 -
< -
£ i - -
g System: G_P_rlocus
£ Gain: 160
- 10— Pole: -0.0023 - 15.3i |
Damping: 0.000151
Overshoot (%): 100 |
Frequency (rad/s): 15.3 ,‘
15 [ ] 7
\
2 I I I I I I I I
-10 8 6 -4 2 0 2 4 6 8

Real Axis (seconds'l)

Figura 7.24. Representacion gréfica del lugar de raices del sistema para el caso 3.
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Angulo Péndulo con regulador PI (Ki=20, Kp=160)

A N A A N A A Y A Y A N A

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

/
\ 1
ANV AN VA V/AN VA VA VAR V

05 1 15 2 25 3 35 4
Tiempo [s]

Angulo Péndulo [rad]
o
,__...-—-—"‘-
—'-‘——-
qu—

1\ AEA
\ AR
\ L]
| | Ly
| [ ]
\ | [V
\ U
\ / V.

Figura 7.25. Representacién grafica de los polos y ceros del sistema para el caso 3.

Para este ultimo caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema
continda siendo sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de
estabilizacidn, en este caso incluso mas rapido que en el caso anterior pero todavia muy lento para
nuestro sistema . Los polos complejos conjugados del sistema son los que se encuentran mas cerca
de cero, por tanto estos son los polos dominantes en este caso, ya que el otro polo del sistema se
encuentra mas a la izquierda del semiplano complejo. Observando la representacién del lugar de
raices, se puede observar que cada vez que se aumentan las ganancias el lugar de raices queda
desplazado hacia la derecha (parte inestable) y la zona de ganancia de K, para la cual el sistema es

estable se ve cada vez mas reducida.

Como conclusidn se puede decir que pese a que el sistema se podria estabilizar con un controlador
PI, las caracteristicas que ofrece este tipo de control no son las mas adecuadas para nuestro sistema,
ya que el tiempo de estabilizacion es muy grande y sufre de un periodo de oscilacién
sobreamortiguada muy grande, que en el caso real podria provocar una inestabilidad del sistema
debida a perturbaciones y factores externos que afecten al sistema, ya que se ha podido comprobar

gue el margen de estabilidad es muy pequefio.

Mediante la herramienta de Matlab “SISO tools” en la cual se pueden encontrar los pardmetros de un
controlador deseado, se ha intentado encontrar los valores de las ganancias proporcional e integral
para un controlador PI, sin embargo el propio software no es capaz de encontrar dichos valores y

considera que con un regulador Pl el sistema no se puede estabilizar.

Debido a la poca fiabilidad del control con un controlador Pl se debe buscar otra alternativa para

poder estabilizar el sistema de forma mds rapida y precisa.
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7.2.7. Controlador PID:

—p-@—y Ky(1+ ﬁ+ Ta8) | Planta

Figura 7.26. Representacién esquematica de un controlador PID y la planta de un sistema.

Un controlador PID consta de la accién proporcional, integral y derivativa y relne todas las
caracteristicas de los controladores anteriores. Es el controlador mds usado a dia de hoy a nivel
industrial y su funcionamiento se basa en poder reducir practicamente a cero el error estacionario

entre la sefial de referencia de un sistema y su salida.

7.2.7.1. -Estudio de estabilidad del sistema con un controlador PID:

Para analizar el comportamiento del sistema con un controlador PID se calculard la ecuacién

caracteristica del sistema:

1+G-H=0
K;
L+ |Ky +Ka-s+—|- G =

s-K,+ K +s* Kq 1,818 - s

. =0
s s34+ 0,1455 - s2 — 57,97 - s — 3,567

1+

s3+ (1,818 - K, + 0,1455) - s + (1,818 K, — 57,97) -s+ (1,818 - Ki —3,567) =0
- Segln la expresion:
as-s3+a,-s>+a;-s+ay,=0

- Los coeficientes a,,, seran:
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az; =1
a, =1,818-K; — 57,97
a, = 1,818 - K, — 57,97
ap, =1,818-K; — 3,567

- Para que el sistema sea estable segun los criterios de estabilidad de Routh, se deben cumplir las

siguientes condiciones:

1,818 - K; — 57,97 > 0
1,818 - K, — 57,97 > 0
1,818 - K; — 3,567 > 0

- Es decir, que los valores de Kp, K; y K4 tienen que cumplir que:

K, > —0,08
K, > 31,87
K; > 1,96

- Si se sigue el criterio de estabilidad de Routh que define que para que un sistema sea estable los

coeficientes del polinomio de la ecuacién caracteristica cumplan:
az * a1 > a3 * ao
- Obtenemos una funcién que dependera de los valores de las constantes K, Ki y Kg:

(1,818 - K; + 0,1455) - (1,818 - K, — 57,97) > 1,81 - K; — 3,567
1,8182 - K, - K, — 105,39 - K; + 0,265 - K, — 1,818 - K; — 4,868 > 0

A esta funcion se le podria asignar valores fijos de las constante K, y K4 (cumpliendo las condiciones
anteriormente halladas) para poder expresarla en funcidn de K; y poder ver la zona de valores donde
el sistema seria estable asi como representar su lugar de raices, pero se necesita buscar un sistema
para sintonizar el controlador que reuna los requisitos propuestos para que el sistema se vuelva
estable. Debido a que el sistema a lazo abierto no es estable no se puede proceder a sintonizar el
controlador mediante técnicas mas empiricas y conocidas como el método de Ziegler-Nichols. En

nuestro caso se necesita un método mas robusto como el método de asignacion de polos.
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7.3. Método de asignacion de polos para sintonizar el controlador PID

Para hallar los valores de las constantes (K,, Ki y K4) para poder sintonizar el controlador PID se

utilizara el método de asignacion de polos. Con este método se establecen unos polos deseados d

sistema a lazo cerrado siguiendo las especificaciones de disefio requeridas. Mediante el cdlculo de

el

la

ecuacioén caracteristica del sistema con los polos deseados se pueden encontrar los valores de los

coeficientes del polinomio caracteristico. Igualando los valores de los coeficientes del polinom

caracteristico segun el método de asignacion de polos y los coeficientes del polinomio caracteristic

io

0O,

hallado segun los criterios de estabilidad de Routh anteriormente, se obtienen los valores de las

constantes del controlador PID bajo las especificaciones de estabilidad iniciales.
7.3.1. Proceso de calculo del método de asignacion de polos:

Las especificaciones que se desea que tenga el sistema son las siguientes:

T,(2%) = 2 s
£=0,7

Para calcular los polos dominantes (complejos conjugados) se tienen que hallar el valor de oy de wy:

22
& 07
w

n'\/l_fzzz

= 2,877

&
I

Wgq =

Una vez obtenidos los valores de oy wgy , se determina el valor de los polos dominantes del sistema

segun la formula:
s=(-otwg-j)
Los polos deseados segun las especificaciones iniciales seran:

51,2=_2i2'j

Al ser un sistema de tercer orden, los polos del sistema deben ser tres. Para que el tercer polo que

falta determinar no tenga influencia en el sistema y no interfiera con los polos dominantes calculados
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anteriormente, se considerard que esté a una distancia cinco veces mayor que la parte real de los

polos dominantes.
s3=5-(=2) =-10
La ecuacion caracteristica del sistema (1 + G4p - H = 0), sera:
(s5+2+2-)DG+2-2-HD(+10)=0
Desarrollando la ecuacidn se obtiene el siguiente polinomio:
s3+14-52+48-5+80=0

Siguiendo la estructura del polinomio as - s® + a, - s%2 + a; - s + ag , sus coeficientes son:

a; =1
a, =14
as; =48
ay, =80

Mediante MATLAB, se puede ver el comportamiento del bloque disefiado por asignacién de polos y

ver su respuesta transitoria para evaluar si se ajusta a los pardmetros que hemos especificado.

La funcion de transferencia del bloque disefiado por el método de asignacién de polos tendrd como

denominador el polinomio de la ecuacidn caracteristica:

80

G -
ar(8) = 307 a8 5 1 80

Al aplicar una sefial de entrada de escalén unitario el controlador responde de la siguiente manera:

Respuesta escalén del controlador PID
T

1.4 T T

System: g_2
Time (seconds): 2
Anpitude: 1.03

Amplitud

0 [ [ [ [ [ [
0 0.5 1 15 2 25 3 3.5

Tiempo (seconds)

Figura 7.27. Representacion gréfica de la respuesta de un controlador PID para una entrada escaldn.
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Se puede observar que la respuesta se estabiliza en torno al tiempo de estabilizacion (Ts) especificado
y que la desviacién de la senal respecto al valor de consigna es de aproximadamente un 2%. Asi
mismo se puede ver que la respuesta es amortiguada, es decir, tiene un sobreimpulso maximo (M,)

entorno al 4%.

Comprobando mediante MATLAB , los polos del bloque disenado para sintonizar el controlador PID

son los valores de los polos que hemos fijado:

Igualando los coeficientes del polinomio calculado mediante el método de asignacién de polos y los
coeficientes del polinomio calculado segun los criterios de estabilidad de Routh calculados

anteriormente para el caso de un controlador PID, se obtiene que:
1,818 - K; + 0,1455 = 14
1,818 - K, — 57,97 = 48
1,818 - K; — 3,567 = 80

Aislando, se obtienen los valores de las constantes del controlador:

K, = 58,29
K; = 45,97
K; = 7,62

De esta manera la funcidn de transferencia del controlador PID sera:

7,62 s 4+ 58,29 - s + 45,97
s

c

Mediante Matlab se puede obtener el diagrama de Bose de la respuesta en frecuencia del

controlador PID.

La funcion de transferencia utilizada en Matlab consta de un filtro en la accidn derivativa que es
necesario implementar debido a que el programa necesita que numerador y denominador sean del

mismo orden. La funcion de transferencia con filtro en la accion derivativa sera de la forma:

p Ky -s*+K, -s+K;
7 s-(14a-s)

El valor de la constante a del filtro debe ser muy pequefio para que no modifique sustancialmente el

comportamiento y la respuesta del sistema. En este caso se ha tomado como a = 0,01.
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De esta manera, la funcidon de transferencia del controlador quedard definida como:

.o 162 s? 458,29 - s + 45,97
- s-(140,01-5)

Diagrama Bode PID

80 T T T T T TTT T T Frrrr T T T T T1r°T T T T T TTTT T T T Frrr T T T T T TTT

Magnitud (dB)
&
I
1

40— ¥/ T
35— B
20 N S S S S S S N S S 2 2 3 Pttt | S N S S 2 2
90— T T I T 7T S S S S T T —T— T
45— A il
a \
@
s —
@
7]
©
w
45— / .l
90 = -+t 1S I 3t 12 12 IS S S S 12 12 (S 12 12 (SSSSS SN S S 12 12 S
2 1 o 1 2 3 4
10 10 10 Frequencia (rad/s) 10 10 10

Figura 7.28. Diagrama de Bode de la respuesta de un controlador PID.

Se puede observar que la accidn integral hace que a frecuencias bajas la ganancia del controlador sea
alta ayudando a rechazar perturbaciones que se puedan producir. Por otra parte la accién derivativa
hace que el médulo y la fase se vean aumentados a altas frecuencias. Aun asi al haber implementado
el filtro el valor del médulo a altas frecuencias se ve algo atenuado en comparacion con el valor a

bajas frecuencias.

- Calculando los polos del sistema a lazo cerrado se obtiene:

—2,1534 + 2,0136i
—2.1534 — 2.0136i
—10.8291
—85.0095

Polos del sistema

Comparando los valores obtenidos de los polos del sistema a lazo cerrado se puede observar que son
practicamente iguales a los polos de la funcidon de transferencia disefiada por el método de

asignacion de polos, es decir, se han cumplido todas las especificaciones que se requerian para el
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Utilizando Simulink se puede representar el sistema incluyendo el controlador PID y comprobar que

se cumplen las especificaciones del sistema.

oy 1)
. R[E=
(Ifonstaﬁjt Sefial de control
+ 7.6252+585+45 97 =
L [, | x s N[
g 0.0552+s Tenson | ¥ = WX+LU
Add Va Espacio de Estado Ang Barra
Regulador PID

Figura 7.29. Representacidén esquemadtica en Simulink del espacio de estados y un controlador PID.

Con una condicidn inicial de inclinacién del sistema de -0,1 rad (aprox. -5°), se puede observar como
el sistema se estabiliza en el tiempo de estabilizacién al 2% (T5(2%) = 2 s) requerido y que el sobre

impulso maximo (M,) de la respuesta es de aproximadamente un 4%.

Angulo Péndulo con compensador PID

0.06

7N\,

0.04 / \
0.02

N

Angulo (rad)

-0.06

v |

|
/
/

-0.08

-0.1
0 05 1 15 2 25

Tiempo (s)

Figura 7.30. Representacion gréfica de la sefial del angulo del péndulo controlada por un controlador PID

De la misma manera se puede observar cdmo actua la sefial de control (la tensién de alimentacién de

los motores) para la respuesta del sistema:
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Sefial de control (Tensién motor) con controlador PID
20

15

=
o
S

Tension (V)

o

Tiempo (s)

Figura 7.31. Representacion gréfica de la sefial de control (tensién en el motor) con un controlador PID.

Para una desviacién del robot de 0,1 rad (aprox. 5°) se puede observar que la tensidn necesaria a

aplicar al motor es de aproximadamente 15 V.
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8. APROXIMACION AL SISTEMA DE CONTROL REAL:
SISTEMA MUESTREADO

Con el uso de microcontroladores en un sistema de control se hace necesario recurrir a la
digitalizacion de las sefiales. Esto quiere decir que la sefial a controlar debera ser troceada en partes
segun una frecuencia de muestreo (T), es decir, se tomara una medida de la sefial de control cada
cierto tiempo definido. Basicamente el proceso se centra en discretizar una sefial continua o pasarla

del ambito analégico al digital.

En nuestro caso el proceso se centrard en discretizar nuestro controlador PID, ya que estard
implementado en un microcontrolador Arduino. Mediante Matlab y su herramienta Simulink
procederemos a estudiar si el controlador PID que hemos disefiado anteriormente sera estable en un

sistema muestreado.

Sefial de control
0 (tensidn motor)
Constant]
+ num(z) _I_Ll_ X' =Ax+Bu [ |
» - Ll Ll Ll — C +D Ll
den(z) Tenson v e
Add Discrete Zero-Order Va Espacio de estados Ang Péndulo
Hold
Transfer Fcn

Figura 8.1. Representacion esquemadtica en Simulink del espacio de estados y del controlador PID discretizado.

- La funcién de transferencia del controlador PID obtenida es:

_ 7,62-5% 458,29 -5 +45,97
B s-(1+0,01-5)

c

- Mediante Matlab, se discretiza el controlador mediante el método de Tustin y con una frecuencia

“yn
z

de muestreo Ts de 50 ms. La funcion de transferencia en del controlador sera:

260,17 - z% — 433,78 - 2+ 176,89
b = 72 — 0,57 - z — 0,42
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La funcidn de transferencia del controlador tomard muestras de la sefial cada 50 ms y las aproximara

de forma trapezoidal (aproximacion de Tustin) para recrear la sefial original.

Angulo Péndulo con PID discretizado
0.06

RN
[\

g _—

Angulo Péndulo (rad)
s S
9
N}

05 1 15 2 25 3
Tiempo (s)

Figura 8.2. Representacion grafica de la sefial del dngulo del péndulo con el controlador PID discretizado.

Como se puede observar, para una inclinacion inicial de aproximadamente 0,1 radianes (5° aprox.), el sistema
serd capaz de corregir esa desviacion y volver a su posicién inicial con un sobreimpulso no excesivo. El sistema
se puede ver entonces que es estable para el periodo de muestreo que nos interesa y la sefial del angulo del

péndulo se estabilizard con las especificaciones del disefio del PID inicial.

Figura 8.3. Representacion grafica de la sefial de la tension del motor con el controlador PID discretizado.

La sefial de tensién del motor (sefial de control) se presentarda como una sefal escalonada con

diferentes valores de tension ya que el controlador estd discretizado y cumple con las
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especificaciones iniciales del disefio del sistema. En este caso se puede observar que la respuesta es
muy rdpida (aproximadamente 0,6 — 0,7 segundos), por lo que la actuacidn de la sefial de control

para que el error sea cero es muy aceptable.

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
BARCELONATECH
Escola d'Enginyeria de Barcelona Est

71



Memoria

9. Analisis del impacto ambiental.

El proyecto constructivo del prototipo de vehiculo se ha construido a partir del reaprovechamiento
de material disponible en el laboratorio de Regulacién y Control de la facultad, asi como con
materiales y componentes nuevos. Basicamente el prototipo estd compuesto de pldstico, metal y

componentes electrdnicos (circuitos integrados y componentes comunes).

Los materiales utilizados no se componen de ningln componente que entrafie riesgo para la salud en
su manipulacién y en caso de averia o sustitucion se pueden desechar como residuo en cualquier

punto de gestion de residuos.

El prototipo energéticamente no genera mucho impacto en el ambiente ya que el consumo puede
estar en torno a los 250 ~ 400 W de potencia en momentos puntuales y la contaminacién que puede
producir solo puede ser la debida a perturbaciones electromagnéticas de sus motores o

transformador.

En el ambito de posibles averias o incidentes, el prototipo consta de protecciones de seguridad frente
a cortocircuitos o sobrecorrientes, asi como todas las instalaciones a las cuales se puede conectar a

través de su toma de alimentacion de 220 V.

En la manipulacion del prototipo se debe evitar hacerlo funcionar en ambientes himedos o
susceptibles a estar mojados, asi como a manipularlo con las manos himedas o mojadas para evitar

posibles riesgos de descargas eléctricas.
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Conclusiones

La realizacion de este proyecto ha resultado muy enriquecedor ya que a pesar de ser un proyecto
enfocado en el control y la regulacién automdtica se ha profundizado y utilizado muchas mas
especialidades como la fisica para calcular el modelo del sistema, la informatica para programar en

Arduino o la electricidad para disefar el circuito eléctrico y electrénico del prototipo.

El uso del Software de Matlab para hacer los cdlculos y las simulaciones de las diferentes estrategias
de control del sistema han sido de gran ayuda pese a su complejidad de uso en determinadas
ocasiones y a las dificultades aparecidas sobre todo a la hora de diseiar el modelo matematico del

sistema.

El principal propdsito del trabajo consistente en obtener un modelo tedrico del sistema y estudiar
diferentes posibilidades para estabilizar y controlar el sistema ha sido satisfactorio, ya que se han
utilizado muchos conocimientos de las asignaturas de sefiales y técnicas de control estudiadas
durante la carrera para llevar a cabo dicho trabajo y se han propuesto y demostrado muchas

estrategias para poder sentar una base tedrica sdlida.

Respecto a la parte constructiva de disefio y ejecucidn del prototipo, ha sido muy instructiva ya que
se ha podido construir desde cero un prototipo de vehiculo con el cual mediante un
microcontrolador Arduino programado a tal efecto se pudiese controlar. Ademas de la parte fisica de
la construcciéon del prototipo también se ha tenido que disefiar la parte eléctrica y electrénica para
poder hacerlo funcionar. Pese a las dificultades encontradas durante la construccion y las

modificaciones hechas por los inconvenientes encontrados, el prototipo ha sido un éxito.

Desgraciadamente no se puede decir lo mismo de la parte practica. En el momento del redactado de
esta memoria y pese a la realizacién de calculos y simulaciones tedricas de los diferentes tipos de
control y pese a haber aproximado el modelo tedrico a un modelo real discretizado, los resultados

obtenidos no han sido satisfactorios para poder estabilizar y controlar el prototipo.

Entre las diferentes posibilidades del porque no se han podido lograr los resultados esperados en la
parte practica estan los inherentes al sistema real, es decir, las pérdidas que se pueden producir en
los motores y sus resistencias e inductancias internas que no se han contemplado en el modelo
tedrico, la falta de precisién de la MPU al tomar las medidas de angulos y los ruidos y perturbaciones
recibidos que hacen falsear medidas, la lentitud en el procesamiento de datos entre la MPU vy
Arduino asi como los cdlculos de control en el microcontrolador y probablemente algun

inconveniente mas debido a la no exactitud del modelo tedrico con la realidad.
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En vista a una mejora del proyecto, sobretodo en la parte practica se podria resaltar:
- La incorporacién de un grupo de baterias para autonomizar el prototipo.

- Posibilidad de manejo del prototipo para que pueda hacer un recorrido.

- Posibilidad de manejo del prototipo de forma inaldmbrica (Bluetooth).

- Intentar depurar el sensado de la inclinacion mediante un filtro de Kalman.
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Presupuesto

A continuacidn se presenta un presupuesto del proyecto:

CONCEPTO CANTIDAD PRECIO
Materiales Ruedas Robot 2 8,00 €
Adhesivo bicomponente 1 3,00 €
Adhesivo silicona 1 3,00 €
Tornillos Rosca-chapa 3x10 1 3,50€
Bridas Nylon 098x2,5 1 1,00 €
Tubo PVC rigido 1 1,00 €
Tornillo M3x8 1 3,80€
Arandela M3 1 3,20€
Tuerca M3 1 3,40€
Cinta doble cara 1 3,70€
Poliestireno plancha 5mm 2 9,00 €
Varilla Roscada 2 1,50 €
Tuercas M5 1 4,00 €
Arandelas M5 1 3,50€
Materiales Eléctrico-electronicos Arduino UNO 1 18,50 €
Driver L298 1 10,50 €
MPU-6050 1 6,00 €
Fuente Alim. 24V-40W 1 30,00 €
Trafo 12V 1 12,00 €
Motores AMAX GS38 2 200,00 €
Fusible 1 0,60 €
Portafusible 1 0,50 €
Condensadores varios 4 1,20 €
Integrado 7812 1 0,60 €
Led Amarillo 1 0,80 €
Resistencias varias 1 0,20€
Cables Arduino Varios 15 2,00 €
Cable 0,5 mm 1 2,50 €
Cable 1 mm 1 2,50 €
Regletas conexion 4mm 1 1,40 €
Regletas conexion 10 mm 1 2,00 €
TOTAL 342,90 €
IVA (21%) 72,01 €
TOTAL (con IVA) 414,91 €
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MANO DE OBRA

CONCEPTO HORAS | PRECIO/H PRECIO
Montaje Prototipo 40 10 400,00 €
Redaccién memoria 200 5 1.000,00 €
Costes ingenieria 350 15 5.250,00 €
TOTAL 6.650,00 €
IVA (21%) 1.396,50 €
TOTAL (con IVA) 8.046,50 €
TOTAL PROYECTO | 8.461,41 €
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6 Electrical Characteristics
6.1 Gyroscope Specifications

VDD = 2.375V-3.46V, VLOGIC (MPU-6050 only) = 1.8W+5% or VDD, T, = 25°C

Al. Caracteristicas técnicas MPU6050

PARAMETER CONDITIONS MIN TYP MAX UNITS NOTES
GYROSCOPE SENSITMITY
Full-Scale Range FS_SEL=0 +250 5
F5_SEL=1 +500 s
F5_SEL=2 +1000 s
F5_SEL=3 +2000 s
Gyroscope ADC Word Length 16 bits
Sensitivity Scale Factor FS_SEL=0 131 LSBI(*s)
F5_SEL=1 G5.5 LSB/{"s)
F5_SEL=2 jz2a LEB/("s)
F5_SEL=3 16.4 LSB/{"s)
Sensilivity Scale Factor Tolerance 25°C -3 +3 %
Sensitivity Scale Factor Variation Over 2 %
Temperalura
Manlinearity Best fit straight line; 25°C 0.2 %
Cross-Axis Sensitivity +2 %
GYROSCOPE ZERO-RATE OUTPUT (ZRO)
Initial ZRO Tolerance 25°C +20 5
ZRO Variation Owver Temperature -40°C to +85°C 20 s
Power-Supply Sensitivity {1-10Hz) Sine wave, 100mVpp, VDD=2.5¥ 0.z °ls
Power-Supply Sensitivity (10 - 250Hz) Sine wave, 100mVpp; VDD=2.5V 0.z &g
Power-Supply Sensitivity (250Hz - 100kHz) Sine wave, 100mVpp, VDD=2.5V 4 ols
Linear Accaleration Sensitivity Static 0.1 “lalg
SELF-TEST RESPONSE
Ralative Change from factory trim -14 14 % 1
GYROSCOPE NOISE PERFORMANCE FS_SEL=0
Tatal RMS Moise DLPFCFG=2 (100Hz) 0.05 “ls-rms
Low-frequency RMS noise Bandwidth 1Hz to10Hz 0.033 Afs-rms
Rate Naisa Spectral Density At 10Hz 0.005 ogl J Hz
GYROSCOPE MECHANICAL
FREQUENCIES
X-Axis 3o a3 38 kHz
Y-Axis 27 30 33 kHz
Z-Axis 24 27 30 kHz
LOW PASS FILTER RESPOMNSE
Programmable Range 5 256 Hz
OUTPUT DATA RATE
Programmakble 4 8,000 Hz
GYROSCOPE START-UP TIME DLPFCFG=0
ZRO Settling (from power-on) to £1°%/'s aof Final 30 ms

1. Please refer to the following document for further information on Self-Test: MPU-6000/MPU-6050 Register Map

and Descripfions
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MPU-6000/MPU-6050 Product Specification

Revigion: 3.4
Release Date: 08192013

Document Number: PS-MPU-G000A-00

6.2 Accelerometer Specifications
VDD = 2.375V-3.48V, VLOGIC (MPU-6050 only) = 1.8V15% or VDD, T, = 25°C

PARAMETER CONDITIONS MIN TYP | MAX | UNITS NOTES
ACCELEROMETER SENSITIVITY
Full-Seale Range AFS_SEL=0 £2 g
AFS_SEL=1 4 g
AFS_SEL=2 8 g
AFS_SEL=3 +16 g
ADC Ward Length Output in two's complement famat 16 bits
Sensitivity Seale Faclor AFS_SEL=D 16,384 LSBig
AFS_SEL=1 8192 LSBig
AFS_SEL=2 4,098 LSBig
AFS_SEL=3 2.048 LSBig
Initial Calibration Tolerance £3 %
Sensitivity Change vs. Temperature AFS_SEL=0, -40°C to +85°C +0.02 %0
Nonlinearity Best Fit Straight Line 0.5 %
Cross-Axis Sensitivity £2 %
ZERO-G OUTPUT
Initial Calibration Tolerance ¥ and Y axes £50 mg 1
Z axis £80 mg
Zero-G Level Change vs. Temperature | X and ¥ axes, 0°C o +70°C +35
Z axis, 0°C 1o +70°C +60 mg
SELF TEST RESPONSE
Relative Change from factory trim -14 14 | % 2
NOISE PERFORMANCE
Power Spectral Density @10Hz, AFS_SEL=0 & ODR=1kHz 400 gl 4 Hz
LOW PASS FILTER RESPONSE
Programmable Range 5 2680 | Hz
OUTPUT DATA RATE
Programmable Range 4 1,000 | Hz
INTELLIGENCE FUNCTION
INGREMENT 3z mg/LSB

1. Typical zero-qg initial calibration tolerance value after MSL3 preconditioning
2. Please refer to the following document for further information on Self-Test: MPU-6000/MPU-6050 Register Map

and Descriptions
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A2. Caracteristicas técnicas Driver L298N

L2538

ABSOLUTE MAXIMUM RATINGS

Symbol Faramater Value Unit
W Power Supply 50 W
Wes Logic Supply Voltage T W

WY an Input and Enable 'oltage 03T W
o Peak Output Current {eadh Channel)
Mon Repetitee it = 100ps] 3 ,
Repetitive (B0 on =20% off. o = 10ms) 24 &
DC Operation 2 ]
LT — Sensing Viollags 1023 W
Py Talal Power Dissipation {Tms = T5C) 25 W
TE Junction Operating Temperahars 28 o 130 C
Tuig T Siorage and Junction Tempesaiure Al i 180 0
PIN CONNECTIONS (top view)
/’ | = s/—— omEwsoencs
T — Ty T ]
'$‘ S — OUTPUT 3
-} — T
L)) — ERABLE B
1) — 1) ]
_E} | F— ; — I;_:;I_ SUPPLY WOLTAGE Vo,
il — RPUT 2
) — T Y
L) — KPUT !
4 [ SUPPLY VOLTAGE ¥,
1 | — OUTPUT 2
‘$l Y — T T
\ |'| P — CLUFRERT SENSING &
Z TR CEE CTRD TO #5 § [T
#
anDp 1 1 3 [ GO
SenswA ] & 19 ] Sercw
Wwe 1% 18 1 HE
T I — LE — T
ouz s PowerS020 s [ ouws
LI m— 15 ] ingund
i1 [} 7 e ] Enalsia B
Enabdga [ & 13 T impaut®
(B - — L —
anp —] i@ 1 [ oo
e o
THERMAL DATA

Symbaol Paramatar PowerS020 Mllultiwatt1E Uit

Faeomm | Thermal Resistance Junchion-case Max 3 o

R jart | Thermal Resistance Junchion-ambient b 130 1% LA

(™ it o @luimindinm Subciraie

213
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A3. Programa espacio de estados MATLAB.

QO J oy O W

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48

$Parametros de simulacidén del sistema:
%$radio rueda

r=0

%masa rueda

m=0

%masa barra

M=0

$longitud mitad barra

L=0

.05;

L1

.5;

.3;

%$Inercia rueda (Jr)

Jr=0.5*m*r"2;

%$Inercia barra (J)

Jp=(1/3) *M* (2*L) *2;
$gravedad:

g=9

.81;

SMOTOR:

%Resistencia motor

R=1

’

%constantes

Km=

0.01;

Kb=Km;

%definimos determinante de Krammer
det=(M*L) *"2-Jp* (m+Jr/r"2+M) ;

%definimos valores parametros de la matriz A
a22=1/det*Km"2/R/r"2*Jp;
a23=-1/det* (M*L) "2*g/r;
b2=-1/det*Jp*Km/R/r"2;
a42=1/det*M*L*Km"2/R/r;

ad3=-1/det* (m+Jr/r"2+M) *M*g*L;
b4=-1/det*M*L*Km/R/r;

$definimos matrices

A=[

82

01
0 az22
00

0 0;...
a23 0;...
0O 1;...

O
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49 0 a42 a43 0];
50

51 B=[0 b2 0 b4]"
52

53 %Buscamos los polos:

54 polos=eig(A)

55

56

57 %Modelo siendo la salida el angulo de la barra (Psi)
58 ¢c=[0 01 0];

59 D=0;

60

61 %Definimos la funcion de transferencia:

62 [n,d]l=ss2tf(A,B,C,D);

63

64 %Minimizamos la funcién de transferencia:

65 g=minreal (tf(n,d))

66

67 %Representamos los polos y los ceros de la funcién de transferencia:
68 figure (1)

69 pzmap (g)

70

71 %Buscamos los polos del sistema:

72 polos g=eig(9g)

73

74 %Calculamos la funcion de transf. a lazo cerrado:
75 g feed=feedback(g, 1)

76

77 %Calculamos los polos de la funcién de transf. a lazo cerrado:
78 polos gfeed=eig(g feed)

79

80 %Representamos los polos y los ceros de la funcién de transf. a lazo
cerrado:

81 figure(2)
82 pzmap (g feed)
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A4. Programa realimentacion de estados MATLAB.

83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95

[

% Estabilizacion por relimentacion de estado

Cld=eye (4)
D4=[0 0 0 0]

% fijamos los plos de lazo cerrado
P=[-20 -10 -242*j -2-2*7]

% calculamos las ganancias K(1),K(2) y K(3)

K=place (A,B,P)
% el resultado es:

84

O

UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA
BARCELONATECH

Escola d’Enginyeria de Barcelona Est



Disefio e implementacion de un vehiculo uniaxial con control de balanceo

A5. Programa calculo PID por asignacion de polos MATLAB.

96 %Calculo PID por asignacion de polos:

97 g=minreal (qg);

98 % entramos el PID calculado por

99 % asign. de polos

100 g pid=tf([7.62 58.29 45.97],[0.01 1 O0]);
101 figure(1)

102 bode(g pid)

103 % funcién de transf de lazo abierto:

104 g comp=g pid*g

105 % calculo de la fde trans de lazo cerrado
106 t=feedback(g comp,1)

107 % compprobamos polos de lazo cerrado

108 disp('polos de lazo cerrado')

109 eig(t)

110 figure(2)

111 title('resp. impuls')

112 impulse(t)

113 figure(3)

114 step(t)

115
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A6. Programa calculo PID por discretizacion MATLAB.

116 % discretizacion PID
117 g pid=tf([7.62 58.29 45.97],[0.01 1 O01]);
118 1Ts=0.05;

119 [numd, dend]=c2dm([7.62 58.29 45.97],[0.01 1 O],Ts,'tustin')
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A7. Esquemas eléctricos.
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