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Resum 

Aquest projecte es basa en el disseny i control d’un vehicle uniaxial inspirat en el cas d’un pèndol 

invertit. 

En aquest cas, el vehicle es manté sobre dos rodes que es mouen per dos motors situats sobre el 

mateix eix. L’objectiu principal se centra en l’estudi, la valoració i el disseny de diferents estratègies 

de control que poden estabilitzar el sistema i mantenir-lo en equilibri. 

El control del sistema es realitza a través d’un microcontrolador Arduino que rep el senyal de mesura 

de la inclinació del sistema per part d’un circuit que integra un acceleròmetre i un giroscopi. Aquesta 

informació es processada pel microcontrolador, que genera un senyal de control als motors, 

amplificat mitjançant un amplificador (o driver) de potencia. 

Inicialment s’ha desenvolupat el model matemàtic del sistema per poder estudiar el seu 

comportament. A partir d’aquest model del sistema s’han estudiat les diferents alternatives per 

poder aplicar una estratègia de control amb capacitat per estabilitzar el sistema.  

Per realitzar els càlculs i les simulacions s’ha emprat el software Matlab, que amb l’eina “Simulink” 

permet reproduir teòricament el comportament del sistema davant de les diferents estratègies de 

control. 
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Resumen 

Este proyecto se basa en el diseño y control de un vehículo uniaxial inspirado en el caso de un 

péndulo invertido. 

En este caso, el vehículo se mantiene sobre dos ruedas movidas por motores situados sobre el mismo 

eje. El objetivo principal se centra en el estudio, la valoración  y el diseño de diferentes estrategias de 

control capaces de estabilizar el sistema y mantenerlo en equilibrio. 

El control del sistema se realiza a través de un microcontrolador Arduino, que recibe la señal de 

medida de la inclinación del sistema por parte de un circuito que integra un acelerómetro y un 

giroscopio. Esta información es procesada por el microcontrolador, que genera una señal de control a 

los motores, amplificada mediante un amplificador (o driver) de potencia. 

Inicialmente se ha tenido que desarrollar el modelo matemático del sistema para poder estudiar su 

comportamiento. A partir del modelo del sistema se han estudiado las diferentes alternativas para 

poder aplicar una estrategia de control capaz de estabilizar el sistema.  

Para realizar los cálculos y las simulaciones se ha utilizado el software de Matlab, que junto con la 

herramienta “Simulink” permiten reproducir teóricamente el comportamiento del sistema ante las 

diferentes estrategias de control. 
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Abstract 
 

This Project is based on the design and control of a uniaxial vehicle inspired on the inverted 

pendulum. 

In this case, the vehicle stands on two wheels moved by two DC motors on the same axis. The main 

objective is the study, the assessment and the design of different control strategies that can stabilize 

the system and can keep it in balance. 

The control system is performed by an Arduino microcontroller, which takes the signal of the system 

inclination by a circuit composed of an accelerometer and a gyroscope. This information is processed 

by the microcontroller that generates a control signal to the motors, amplified by a power driver. 

First of all a mathematical model of the system was made to study its behaviour. Different 

alternatives to apply a control strategy that can stabilize the system has been made from the system 

model. 

To do the operations and simulations, Matlab and Simulink has been used to see the theorical 

behaviour of the system with the different control strategies. 
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1. Prefacio 

El presente proyecto trata de profundizar y asentar las bases de la teoría de control de sistemas 

aplicado a la electrónica en este caso.  

1.2. Origen del trabajo 

Actualmente se ha puesto a la orden del día el uso de métodos de desplazamiento basados en el 

principio del péndulo invertido, tales como los Seegway, los monociclos o los “hoverboard”, todos 

ellos movidos por energía eléctrica. El interés por conocer un poco más el funcionamiento de estos 

sistemas y más especialmente la parte de control que hace que se estabilicen y permitan que se 

muevan han sido claves para decidir realizar un proyecto basado principalmente en el estudio del 

control de un vehículo uniaxial. 

1.3. Motivación 

La motivación principal ha sido la posibilidad de ver como la teoría de control y regulación de 

sistemas estudiada durante estos años en la carrera se podía aplicar de una forma práctica a un caso 

concreto. Pese a que la base se asienta en hallar el modelo matemático del sistema y las dificultades 

que acarrea plasmar un sistema real en un sistema teórico, las ganas por poder ver el proceso en 

como un sistema que de por sí no es estable puede llegar a estabilizarse siguiendo una metodología y 

unas justificaciones es muy enriquecedor. Así mismo comprender el porqué de los sistemas de 

regulación y control y ver la puesta en práctica permite ver que en el mundo actual prácticamente en 

todos lados necesitamos que los procesos estén supervisados y controlados para que todo pueda 

funcionar de forma adecuada. 

1.4. Requerimientos previos 

Los requerimientos previos para poder hacer el proyecto, personalmente han sido la motivación y las 

ganas trabajar, experimentar y sobretodo aprender.  

Ciertamente antes de ello hay que tener las nociones básicas de control y regulación de sistemas 

estudiadas durante la carrera y tener ganas de profundizar en ellas, de trabajar con toda la 

metodología aprendida y descubrir otras teorías y otros procedimientos que no se han tocado 
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durante la formación académica pero que demuestran que con lo que se ha aprendido se es capaz de 

entender y de poner en práctica conocimientos hasta ahora no conocidos. 

Antes de decidir a hacer el proyecto también es recomendable orientarse en qué se quiere realizar, 

acopiar información, interesarse sobre el tema y hacer una búsqueda de opciones a tratar y 

desarrollar en el proyecto.  

Realizar un esquema básico de qué es lo que se pretende y poder ampliarlo si el tiempo y las 

posibilidades lo permiten también forman parte del planteamiento inicial para emprender este 

proyecto, además de saber que se cuenta con un apoyo docente con muchas ganas y predisposición 

que es capaz de ayudar cuando se necesita. 
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2. Introducción 

El proyecto está basado en un vehículo uniaxial con control de balanceo basado en el principio del 

péndulo invertido. En este caso el péndulo no se estabiliza mediante un “carro” que se mueve por la 

parte inferior, sino que en su parte inferior hay un eje con un par de ruedas que con su movimiento 

debe ser capaz de estabilizar el artilugio. 

Este vehículo está basado en los Segways, un medio de locomoción que en los últimos años ha 

ganado mucha popularidad y que ya ha pasado a ser un elemento común. El sistema de un Segway es 

el mismo que se plantea. Un vehículo con una plataforma sobre dos ruedas que tiene control de 

balanceo. En este caso es el propio pasajero el que actúa como péndulo y puede manejar la dirección 

de movimiento mediante su inclinación hacia delante o hacia atrás. 

El prototipo que se quiere presentar está basado en ese mismo principio, aunque a un nivel más 

reducido, con unos costes mucho más bajos y con un sistema de control no tan sofisticado como el 

de un Segway. 

2.1. Objetivos del trabajo 

Los objetivos del trabajo se basan en determinar un modelo matemático del sistema propuesto para 

posteriormente estudiarlo y comprobar que métodos de control y estabilización pueden resultar más 

efectivos a la hora de hacer una estrategia de control. Una vez determinada la estrategia de control a 

seguir, se diseñaría y se construiría el prototipo del vehículo y se procedería a efectuar la 

programación del lazo de control mediante un microcontrolador Arduino. Por último quedaría hacer 

las pruebas y comprobaciones necesarias para verificar que todos los procesos anteriores han sido 

satisfactorios. 
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Figura 2.1. Fotografía del prototipo diseñado en el proyecto. 
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3. Descripción del sistema 

3.1.  Sistema mecánico 

El prototipo está basado en un cuerpo de tres alturas con forma rectangular de 14 cms de ancho por 

20 cms de largo y una altura total de 50 cms. La unión entre las tres alturas está hecha mediante 

varillas roscadas de métrico 5, existiendo una separación entre ambas de 25 cms. 

En su base se apoya sobre dos ruedas paralelas separadas 21 entre ellas y unidas a un motor cada 

una  Los motores están situados en el mismo eje. 

Sobre la base inferior se sitúa el driver de potencia encargado de suministrar la potencia necesaria a 

los motores y una fuente de alimentación que se encarga de alimentar los motores. 

En la parte central se encuentra la entrada de la tensión de red, el transformador de 220V a 12V(AC), 

un circuito regulador de tensión de 12V en corriente continua para alimentar el Arduino, la placa de 

Arduino UNO y la MPU6050 que consta del acelerómetro y giroscopio. 

La parte superior se ha dispuesto libre y no se ha instalado ningún elemento. 

Las medidas de la parte central no son fijas ya que se pueden mover mediante las varillas roscadas 

con sus correspondientes tuercas, pero aun así se han querido poner en un nivel ligeramente elevado 

para que el momento de inercia del conjunto no esté tan próximo al eje y la reacción de caída del 

conjunto sea más lenta.  En este caso la inercia del cuerpo no solo depende de su masa sino que 

también de como esté repartida respecto al eje donde gira. En teoría cuanto más alejada esté la 

masa del eje de giro más inercia presentará, por ello que los elementos pesados como el 

transformador se hayan situado en la parte superior. 

Los componentes que conforman el prototipo son:  

3.1.1. Base de poliestireno 

Se ha elegido el poliestireno como elemento fácil de trabajar mecánicamente y por su poco peso. Es 

el material utilizado para la estructura de las bases del prototipo y sus dimensiones son de 14 x 30 

cms. 
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3.1.2. Varillas roscadas 

La unión entre las bases del prototipo se ha hecho con varilla roscada de zinc de métrico 5. La 

longitud de cada varilla es de 50 cms y se sitúan en los cuatro extremos de las bases por donde pasan 

mediante unos orificios practicados a las bases y van fijados mediante tuercas y arandelas. 

3.1.3. Ruedas 

Las ruedas utilizadas tienen unas dimensiones de 12 cms de diámetro y 6 cms de ancho. Son ruedas 

típicas de vehículos de radio control que se han adaptado para instalarlas en el prototipo. Por la parte 

exterior están compuestas por un material gomoso que ayuda al agarre y evita que resbalen. 

3.2. Sistema eléctrico 

3.2.1. Arduino UNO 

Para este proyecto se ha utilizado una placa Arduino UNO. Pese a la gran variedad de placas Arduino 

existentes se ha optado por esta placa porque reúne las especificaciones referentes a número de 

entradas y salidas deseadas y procesador que podemos necesitar. 

Arduino es una plataforma libre creada alrededor de placas con un microcontrolador en las cuales el 

usuario mediante un código de programación abierto tiene acceso a librerías, proyectos y 

documentación que el resto de usuarios comparte en la red. 

La placa Arduino UNO está basada en un microprocesador ATMega328 y cuenta con 14 

entradas/salidas digitales (de entre ellas 6 son capaces de dar una salida PWM), 6 entradas 

analógicas, un reloj interno de 16 MHz, una conexión USB, una conexión de alimentación, una 

conexión ICSP y un pulsador de reset. La alimentación de la placa se puede efectuar tanto mediante 

un conector externo de 12 V (que será el utilizado en nuestro caso) como por conector USB. 

La placa de Arduino UNO puede conectarse a un ordenador mediante puerto USB, a otras placas de 

Arduino e incluso a otros microcontroladores, ya que dispone de un puerto de comunicación serie. 

Dispone además de conexión compatible con I2C a través de módulos adaptadores y con SPI. 

En el caso de la conexión a un ordenador, se establece una conexión bidireccional en la cual se 

pueden mandar órdenes desde el ordenador a Arduino (órdenes por el teclado del ordenador, carga 

del programa) y Arduino es capaz de enviar datos al ordenador para poder visualizarlos a través del 

puerto serie. 
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3.2.2. IMU (MPU 6050) 

Una IMU es una Unidad de Medición Inercial, es decir, un dispositivo que se encarga de medir y 

registrar información obtenida sobre velocidad, orientación y aceleración (efectos producidos por 

fuerzas gravitatorias). 

La IMU elegida contiene un acelerómetro y un giroscopio capaz de obtener sistemas de hasta 6 

grados de libertad. Aun así podrían ser ampliados hasta 9 utilizando los magnetómetros internos que 

tiene. 

En este caso como las variables de inclinación que deseamos medir solo son en dos ejes, se utilizarán 

los acelerómetros y los giroscopios de los ejes X,Y,Z, así que con los 6 grados de libertad iniciales que 

trae tenemos más que suficiente. 

La tensión de operación de la MPU elegida es de 3,3V por lo tanto, la alimentación se hará mediante 

la salida de tensión de 3,3V que Arduino dispone para estos casos. 

3.2.2.1. Acelerómetro: 

Los acelerómetros de tamaño reducido suelen ser llamados acelerómetros MEMS 

(Microelectromechanical System) y son de tamaño muy reducido y generalmente están incluidos en 

las IMU.  

Igual que un circuito integrado, son creados en un chip de silicio junto con su electrónica de 

acondicionamiento, adquisición de datos y comunicación. 

El principio de funcionamiento se basa en unas pequeñas placas internas fijas y móviles que 

mediante las fuerzas de aceleración que actúan sobre el sensor varían su posición creando un cambio 

en la capacidad presente entre ellas. Estos cambios de capacidad entre placas serán adaptados 

posteriormente y serán las señales que podremos utilizar. 

 

Figura 3.1. Ejes del acelerómetro en el caso de estar en horizontal y girado 90º 
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3.2.2.2. Giroscopio 

Al igual que los acelerómetros, los giroscopios incluidos en una IMU son también MEMS. El 

funcionamiento interno se basa en una pequeña masa que varía su posición al ser sometido el sensor 

a un cambio de velocidad angular. Al igual que anteriormente, los cambios producidos internamente 

se traducirán en señales que más tarde se podrán procesar. 

 

Figura 3.2. Ejes de rotación del giróscopo 
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4. Sistema de sensado 

4.1. El acelerómetro 

El acelerómetro es un dispositivo que es capaz de medir la aceleración en 3 ejes (X,Y,Z) sabiendo el 

valor de la gravedad de la Tierra (9,8m/s2). El dispositivo es capaz de detectar esa aceleración y es 

capaz de calcular el ángulo de inclinación respecto a cualquier eje. 

 

Figura 4.1. MPU 6050 con los ejes representados 

Sabiendo el valor de la gravedad terrestre, trigonométricamente es posible calcular el ángulo de 

inclinación del sensor. En el caso que nos corresponde obviaremos el valor del ángulo en el eje Z ya 

que no nos será útil. 

 

4.2. Giroscopio 

El giroscopio es el encargado de medir la velocidad angular, dicho de otra manera, el ángulo girado 

por unidad de tiempo. 

A partir de un ángulo inicial, se podrá sumar el ángulo medido por el giroscopio para poder saber el 

ángulo del sistema en cada momento. 

Á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑌 = Á𝑛𝑔𝑢𝑙𝑜 𝑌 𝑎𝑛𝑡𝑒𝑟𝑖𝑜𝑟 +
𝑥

𝛥𝑡
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4.3. Filtrado de la señal 

Las medidas aportadas por las IMU’s no siempre son fiables, ya que en la mayoría de veces el ruido y 

los errores presentes dan valores de lecturas que no se acercan a los valores reales. 

Generalmente al estar envueltos entre diferentes dispositivos eléctricos se presenta mucho ruido en 

el ambiente en forma de interferencias no deseadas que se acoplan a las señales de manera que 

causan una alteración a veces de manera más o menos importante. 

El acelerómetro presenta una buena capacidad para efectuar medidas pero por lo general presenta 

mucho ruido y genera lectura de señales a menudo erróneas. 

Por otra parte el giroscopio es capaz de efectuar medidas muy rápidas y precisas pero genera errores 

que se van acumulando y genera una deriva que acaba teniendo importancia. 

A raíz de estos inconvenientes con la toma de medidas se pueden llevar a cabo varios procedimientos 

para obtener medidas más fiables y precisas eliminando los errores, los ruidos y las derivas que se 

puedan presentar en el sistema. 

 

Figura 4.2. Representación gráfica de los errores más típicos del acelerómetro y del giroscopio. 
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El filtro utilizado en el proyecto ha sido un filtro complementario, que es la combinación de un filtro 

pasa-alto para el giroscopio y un filtro pasa-bajos para el acelerómetro. 

En el filtro pasa-altos (HPF) se atenúan las componentes de baja frecuencia dejando pasar los valores 

por encima de un cierto límite, al contrario que con el filtro pasa bajos (LPF), que solo permitirá el 

paso de valores bajo el rango definido. 

La fórmula resultante de los dos filtros es: 

𝜃 = 𝐴 · (𝜃𝑝𝑟𝑒𝑣𝑖𝑜 + 𝜃𝑔𝑦𝑟𝑜) + 𝐵 · 𝜃𝑎𝑐𝑒𝑙  

En donde los valores de A y B deben sumar 1. 

 

Figura 4.3. Representación de la estructura del filtro complementario 

Otro filtro muy utilizado actualmente y muy potente consiste en el Filtro de Kalman. Este filtro es 

capaz de calcular el error de cada medida a partir de una estimación de las medidas anteriores y de 

las posibles medidas futuras, tratar el error y obtener un valor muy cercano al real con un margen de 

error muy bajo. El gran inconveniente de este filtro es su elevado coste de procesamiento y la 

complejidad para tratar los datos mediante cálculos matemáticos complejos que necesitan un 

procesador potente. 
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5. Modelo teórico del sistema 

 

Figura 5.1. Representación esquemática del sistema. 

El modelo teórico del sistema se explica en diferentes partes. Primero se representan los modelos de 

las partes que lo conforman por separado (rueda, péndulo y motor) y después de presentar las 

ecuaciones de cada parte, se desarrolla el cálculo matemático para hallar el modelo del sistema. 

Lista de variables: 

m: masa de la rueda 

r: radio de la rueda 

Jr: Inercia de la rueda 

θ: Ángulo de giro de la rueda 

va: tensión de entrada del servomotor 

R: resistencia eléctrica 

Km: Constante del motor 

Kb: constante de la fuerza contraelectromotriz 

Tm: Par motor 

Ψ: ángulo del péndulo 

L: longitud del péndulo 

M: masa del péndulo 

JG: Momento de inercia del péndulo 

Jp: Momento de inercia del péndulo respecto al punto P 

ẋG, ẏG: Velocidad del péndulo 

ẍG, ÿG: Aceleración del péndulo 
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5.1. Modelo del sistema 

5.1.1. Ecuaciones del movimiento de la rueda 

 

Figura 5.2. Representación de la rueda y sus fuerzas. 

La rueda al iniciar el movimiento debido al giro del motor presenta dos fuerzas, una de rozamiento 

(Ff) contra el suelo y otra que aparece de propio movimiento de la rueda y que vendría a representar 

que hay una fuerza horizontal que estira de ella (FH). 

- Suma de fuerzas en la rueda: 

𝜮𝑭 = 𝒎 · 𝒂 

- La fuerzas presentes en la rueda solo horizontales, por tanto: 

(Eq. 5.1) 

𝒎 · 𝒙̈ = 𝑭𝒇 − 𝑭𝑯 

- Suma de momentos respecto al centro de la rueda: 

(Eq. 5.2) 

𝜮𝑴𝒐 = 𝑱 · 𝜶 (Eq. 5.3) 

𝑱𝒓 · 𝜽̈ = 𝑻𝒎 − 𝑭𝒇 · 𝒓 + 𝑭𝒙 · 𝟎 (Eq. 5.4) 

 

θ 

FH 

Ff 

Tm 

m 
Jr 

 

x 
ẋ 
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5.1.2. Ecuaciones del servomotor 

 

Figura 5.3. Representación del circuito eléctrico para los motores de corriente continua. 

El servomotor actúa debido a una corriente que circula por su devanado interno creando un campo 

magnético que hace que gire. La representación del servomotor incluye su resistencia así como su 

inductancia internas. 

- Ecuación de la tensión en el servomotor: 

𝒗𝒂 = 𝑹 · 𝒊 + 𝑲𝒃 · 𝜽̈ (Eq. 5.5) 

- Expresión del par motor:  

𝑻𝒎 = 𝑲𝒎 · 𝒊 

 - Sustituimos el valor de i  de la ecuación 5.5 en la ecuación 5.6: 

(Eq. 5.6) 

𝑇𝑚 = 𝐾𝑚 ·
𝑣𝑎 − 𝐾𝑏 · 𝜃̇

𝑅
=
𝐾𝑚
𝑅
· 𝑣𝑎 −

𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅

· 𝜃̇ 
(Eq. 5.7) 
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5.1.3. Ecuaciones del péndulo 

 

Figura 5.4. Representación del péndulo y sus fuerzas. 

Sobre el cuerpo del péndulo (que sería la representación del armazón del sistema) se presentan 

varias fuerzas, una de ellas la fuerza que ejerce el propio péndulo con su masa y las otras dos 

resultantes de estar unido al eje del motor que crean una fuerza de sustentación vertical (FV) y otra 

fuerza producto del movimiento de la rueda en sentido horizontal (FH). 

- Cálculo de la posición, velocidad y aceleración en los ejes “x” e “y”: 

𝑃𝑜𝑠𝑖𝑐𝑖ó𝑛 {
𝑥𝐺 = 𝑥 − 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓
𝑦𝐺 = 𝐿 · 𝑐𝑜𝑠 𝜓

 
(Eq. 5.8) 

  -Derivamos la posición para obtener la velocidad: 

𝑉𝑒𝑙𝑜𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑 {
𝑥𝐺̇ = 𝑥̇ − 𝐿 · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 · 𝜓̇

𝑦𝐺̇ = −𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 · 𝜓̇
 

(Eq. 5.9) 

 -Finalmente derivamos la velocidad para hallar la aceleración: 

𝐴𝑐𝑒𝑙𝑒𝑟𝑎𝑐𝑖ó𝑛 {
𝑥𝐺̈ = 𝑥̈ − 𝐿 · 𝜓̈ · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝐿 · 𝜓2̇ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓

𝑦𝐺̈ = −𝐿 · 𝜓̈ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 − 𝐿 · 𝜓2̇ · 𝑐𝑜𝑠 𝜓
 

(Eq. 5.10) 

x 

xG L · sen ψ 

y G
 =

 L
 ·

 c
os

 

L 
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ÿG 
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- Suma de fuerzas en el péndulo: 

- La suma de fuerzas horizontales será: 

𝜮𝑭𝑯 = 𝒎 · 𝒂𝒙 (Eq. 5.11) 

𝐹𝐻 = 𝑀 · 𝑥𝐺̈  (Eq. 5.12) 

- La suma de fuerzas verticales será: 

𝜮𝑭𝑽 = 𝒎 · 𝒂𝒚 (Eq. 5.13) 

𝐹𝑉 −𝑀 · 𝑔 = 𝑚 · 𝑦𝐺̈  (Eq. 5.14) 

𝐹𝑉 = 𝑀 · (𝑔 + 𝑦𝐺̈) (Eq. 5.15) 

- Suma de momentos respecto al centro de gravedad del péndulo: 

𝜮𝑴𝑮 = 𝑱 · 𝜶 = 𝑭 · 𝒙 (Eq. 5.16) 

𝐹𝑉 · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 + 𝐹𝐻 · 𝐿 · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 = 𝐽𝐺 · 𝜓̈ (Eq. 5.17) 

- Sustituyendo las ecuaciones 3.12 y 3.15  en la ecuación 3.17: 

𝑀 · (𝑔 + 𝑦𝐺̈) · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 + 𝑀 · 𝑥𝐺̈ · 𝐿 · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 = 𝐽𝐺 · 𝜓̈ (Eq. 5.18) 
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5.1.4. Cálculo matemático del sistema 

- A partir de la expresión de suma de momentos en la rueda, substituimos el valor del par del motor 

𝑇𝑚  por la expresión de la ecuación 5.7: 

𝐽𝑟 · 𝜃̈ =
𝐾𝑚
𝑅
· 𝑣𝑎 −

𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅

· 𝜃̇ − 𝐹𝑓 · 𝑟 
(Eq. 5.19) 

- Despejamos la fuerza de rozamiento que se presenta en la rueda 𝐹𝑓: 

𝐹𝑓 =
𝐾𝑚
𝑅
· 𝑣𝑎 −

𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅

· 𝜃̇ −
𝐽𝑟
𝑟
· 𝜃̈ 

(Eq. 5.20) 

 

- Sustituimos la fuerza de rozamiento 𝐹𝑓  de la ecuación 5.20 por la ecuación 5.2: 

 

- Para pasar del sistema rotacional al sistema de coordenadas x-y se utilizan las siguientes 

expresiones: 

𝑥 = 𝜃 · 𝑟   

𝑥̇ = 𝜃̇ · 𝑟   →    𝜃̇ =
𝑥̇

𝑟
   

𝑥̈ = 𝜃̈ · 𝑟   →    𝜃̈ =
𝑥̈

𝑟
   

(Eq. 5.22) 

-Se sustituye las expresiones de las ecuaciones 5.22 en la ecuación 5.21: 

𝑚 · 𝑥̈ =
𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅 · 𝑟2

· 𝑥̇ −
𝐽𝑟
𝑟2
· 𝑥̈ − 𝐹𝐻  

(Eq. 5.23) 

- Reordenando todos los términos: 

𝐹𝐻 =
𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅 · 𝑟2

· 𝑥̇ − (𝑚 +
𝐽𝑟
𝑟2
) · 𝑥̈ 

(Eq. 5.24) 

-Tomando la ecuación 5.12, se sustituye la aceleración ẍG por la expresión de la ecuación 5.10 : 

𝐹𝐻 = 𝑀 · (𝑥̈ − 𝐿 · 𝜓̈ · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝐿 · 𝜓2̇ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓) (Eq. 5.25) 

𝑚 · 𝑥̈ = (
𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅 · 𝑟

· 𝜃̇ −
𝐽𝑟
𝑟
· 𝜃̈) − 𝐹𝐻  

(Eq. 5.21) 
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-Suponiendo que el ángulo ψ tiene un valor muy bajo (prácticamente cero), se hacen las siguientes 

suposiciones: 

𝑆𝑖 𝜓 ≈ 0, 𝑒𝑛𝑡𝑜𝑛𝑐𝑒𝑠: 

{

𝑠𝑒𝑛 𝜓 ≈ 𝜓
𝑐𝑜𝑠 𝜓 ≈ 1

𝜓2 ≈ 0 
 

(Eq. 5.26) 

-Tras aplicar las aproximaciones anteriores la ecuación 5.25 queda de la siguiente manera: 

𝐹𝐻 = 𝑀 · 𝑥̈ −𝑀 · 𝐿 · 𝜓̈ (Eq. 5.27) 

-Se igualan las ecuaciones 5.24 y 5.27: 

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚 · 𝐾𝑏
𝑅 · 𝑟2

· 𝑥̇ − (𝑚 +
𝐽𝑟
𝑟2
) · 𝑥̈ =  𝑀 · 𝑥̈ −𝑀 · 𝐿 · 𝜓̈ 

(Eq. 5.28) 

- Para pasar del sistema de coordenadas x-y al sistema rotacional se utilizan las siguientes 

expresiones: 

𝑥 = 𝜃 · 𝑟   

𝑥̇ = 𝜃̇ · 𝑟    

𝑥̈ = 𝜃̈ · 𝑟     

(Eq. 5.29) 

- Agrupamos todos los términos y aplicamos los cambios de las ecuaciones 5.29. Sustituimos Kb por 

Km, ya que 𝐾𝑚 ≈ 𝐾𝑏: 

(𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑟 · 𝜃̈ − 𝑀 · 𝐿 · 𝜓̈ =

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝑟 · 𝜃̇ 

(Eq. 5.30) 

- Simplificando toda la ecuación dividiendo por r obtenemos la expresión: 

(𝑴+
𝑱𝒓
𝒓𝟐
+𝒎) · 𝜽̈ −

𝑴 · 𝑳

𝒓
· 𝝍̈ =

𝑲𝒎
𝑹 · 𝒓𝟐

· 𝒗𝒂 −
𝑲𝒎
𝟐

𝑹 · 𝒓𝟐
· 𝜽̇ 

(Eq. 5.31) 

- A partir de la ecuación de los momentos del péndulo (ecuación 5.18), sustituimos ẍG e ÿG  por las 

expresiones de la ecuación 5.10 : 

[𝑀 · 𝑔 +𝑀 · (−𝐿 · 𝜓̈ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 − 𝐿 · 𝜓2̇ · 𝑐𝑜𝑠 𝜓)] · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 + 

+𝑀 · [𝑥̈ − 𝐿 · 𝜓̈ · 𝑐𝑜𝑠 𝜓 + 𝐿 · 𝜓2̇ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓] · 𝐿 · cos𝜓 = 𝐽𝐺 · 𝜓̈ 

(Eq. 5.32) 

- Desarrollando la expresión : 
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𝑀 · 𝑔 · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 −𝑀 · 𝐿2 · 𝜓̈ · 𝑠𝑒𝑛2 𝜓 −𝑀 · 𝐿2 · 𝜓2̇ · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 · cos𝜓 +

+ 𝑀 · 𝐿 · cos 𝜓 · 𝑥̈ − 𝑀 · 𝐿2 · 𝜓̈ · cos2 𝜓 +𝑀 · 𝐿2 · 𝜓̇2 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 · cos 𝜓

= 𝐽𝐺 · 𝜓̈ 

(Eq. 5.33) 

- Reordenando la expresión y aplicando la simplificación 𝑠𝑒𝑛2𝜓 + cos2 𝜓 = 1 la expresión queda: 

𝑀 · 𝑔 · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 + 𝑀 · 𝐿 · cos 𝜓 · 𝑥̈ = (𝐽𝐺 +𝑀 · 𝐿2) · 𝜓̈ (Eq. 5.34) 

- Según el teorema de Steiner, el momento de inercia en un eje paralelo respecto al centro de 

gravedad que pasa por un punto “P” es   𝐽𝑝 = 𝐽𝐺 +𝑀 · 𝐿2 . Sustituyendo la expresión del teorema de 

Steiner a la ecuación anterior (ecuación 5.34), se obtiene: 

𝑀 · 𝑔 · 𝐿 · 𝑠𝑒𝑛 𝜓 + 𝑀 · 𝐿 · cos 𝜓 · 𝑥̈ = 𝐽𝑃 · 𝜓̈ (Eq. 5.35) 

- Aplicando los cambios de las ecuaciones 5.26 y 5.29 , y reordenando los términos la expresión 

queda: 

𝑀 · 𝐿 · 𝑟 · 𝜃̈ −𝐽𝑃 · 𝜓̈ = − 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝜓 (Eq. 5.36) 

- Con las ecuaciones 5.31 y 5.36 , se obtiene un sistema lineal de dos ecuaciones en función de 𝜃̈ 𝑦 𝜓̈: 

{
 

 (𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝜽̈ −

𝑀 · 𝐿

𝑟
· 𝝍̈ =

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝜃̇

𝑀 · 𝐿 · 𝑟 · 𝜽̈ −𝐽𝑃 · 𝝍̈ = − 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝜓

 

(Eq. 5.37) 
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5.1.5. Modelo linealizado del sistema: 

- Para poder expresar el modelo de estados se requiere que el vector de estado X contenga los 

valores de las aceleraciones 𝜃̈ 𝑦 𝜓̈. Para ello hay que obtener las ecuaciones en función del resto de 

parámetros de dichas aceleraciones. Expresando las ecuaciones de forma matricialmente 

obtenemos: 

[
(𝑀 +

𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) −

𝑀 · 𝐿

𝑟

𝑀 · 𝐿 · 𝑟 −𝐽𝑃

] · [

𝜽̈

𝝍̈

] =

[
 
 
 
𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝜃̇

− 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝜓 ]
 
 
 
 

(Eq. 5.38) 

- Para resolver el sistema de ecuaciones y hallar los valores de 𝜃̈ 𝑦 𝜓̈ se utilizará el método de 

Kramer. La expresión de 𝜃̈  en función del resto de parámetros según el método de Kramer queda de 

la siguiente manera: 

𝜽̈ =
1

𝛥
·

[
 
 
 
𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝜃̇ −

𝑀 · 𝐿

𝑟

− 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝜓 −𝐽𝑃 ]
 
 
 
 

 

𝜽̈ =
1

𝛥
· (−𝐽𝑃) ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝒗𝒂 +
1

𝛥
·
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝐽𝑃 · 𝜽̇ −

1

𝛥
·
𝑀2 · 𝐿2 · 𝑔

𝑟
· 𝝍 

(Eq. 5.39) 

- La expresión de 𝜓̈  en función del resto de parámetros según el método de Kramer queda de la 

siguiente manera: 

𝝍̈ =
1

𝛥
·

[
 
 
 (𝑀 +

𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚)

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑣𝑎 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝜃̇

𝑀 · 𝐿 · 𝑟 − 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝜓 ]
 
 
 
 

 

𝝍̈ = −
1

𝛥
· (𝑀 +

𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 ·  𝝍 −

1

𝛥
· 𝑀 · 𝐿 · 𝑟 ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝒗𝒂 + 

+
1

𝛥
· 𝑀 · 𝐿 · 𝑟 ·

𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝜽̇ 

(Eq. 5.40) 

- El determinante (Δ) de Kramer será: 

𝜟 = −(𝑚 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑀) · 𝐽𝑝 +𝑀

2 · 𝐿2 
(Eq. 5.41) 
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- Una vez obtenidas las expresiones de 𝜃̈ 𝑦 𝜓̈, hay que obtener el modelo de estado del sistema. Ya 

que el vector Ẋ interesa que contenga 𝜃̈ 𝑦 𝜓̈,el vector de estado (X) será:  

𝑿 = (

𝜃
𝜃̇
𝜓

𝜓̇

) →  𝑋̇ =

(

 

𝜃
𝜃̈

̇

𝜓̇

𝜓̈)

  

(Eq. 5.42) 

- El modelo de estado del sistema será:  

𝑿̇ = 𝑨 · 𝑿 + 𝑩 · 𝒖 

𝑋̇ =

(

 

𝜃
𝜃̈

̇

𝜓̇

𝜓̈)

 = (

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
𝑎21 𝑎22 𝑎23 𝑎24
𝑎31 𝑎32 𝑎33 𝑎34
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44

) · (

𝜃
𝜃̇
𝜓

𝜓̇

) + (

𝑏1
𝑏2
𝑏3
𝑏4

) · 𝑣𝑎  

(Eq. 5.43) 

- Las ecuaciones 5.39 y 5.40 son de la forma:  

{
𝜽̈ = 𝑏2 · 𝒗𝒂 + 𝑎22 · 𝜽̇ + 𝑎23 · 𝝍

𝝍̈ = 𝑎43 · 𝝍 + 𝑏4 · 𝒗𝒂 + 𝑎42 · 𝜽̇
 

(Eq. 5.44) 

 Los coeficientes corresponden a las expresiones que multiplican cada variable de las 

 ecuaciones 5.39 y 5.40. Los coeficientes se corresponden a: 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝒂𝟐𝟐 = +

1

𝛥
·
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝐽𝑃

𝒂𝟐𝟑 = −
1

𝛥
·
𝑀2 · 𝐿2 · 𝑔

𝑟

𝒂𝟒𝟐 =
1

𝛥
· 𝑀 · 𝐿 ·

𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟

𝒂𝟒𝟑 = −
1

𝛥
· (𝑀 +

𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑀 · 𝑔 · 𝐿

𝒃𝟐 =
1

𝛥
· (−𝐽𝑃) ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

𝒃𝟒 = −
1

𝛥
· 𝑀 · 𝐿 ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

 

(Eq. 5.45) 

- De igual manera el resto de parámetros son cero a excepción de: 

{
𝜃̇ = 𝑎12 · 𝜃  →   𝒂𝟏𝟐 = 1

𝜓̇ = 𝑎34 · 𝜃  →    𝒂𝟑𝟒 = 1 
 

(Eq. 5.46) 
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- El modelo de estado del sistema será:  

{𝑿̇ = 𝑨 · 𝑿 + 𝑩 · 𝒖
𝒀 = 𝑪 · 𝑿 + 𝑫 · 𝒖

 

 

𝑋̇ =

(

 

𝜃
𝜃̈

̇

𝜓̇

𝜓̈)

 = (

0 1 0 0
0 𝑎22 𝑎23 0
0 0 0 1
0 𝑎42 𝑎43 0

) · (

𝜃
𝜃̇
𝜓

𝜓̇

) + (

0
𝑏2
0
𝑏4

) · 𝑣𝑎  

𝑌 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) · (

𝜃
𝜃̇
𝜓

𝜓̇

) + 0 · 𝑣𝑎 

(Eq. 5.47) 

- Y las matrices A, B, C y D del modelo de estado serán: 

𝐴 =

(

 
 
 
 
 

0 1 0 0

0
1

𝛥
·
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝐽𝑃 −

1

𝛥
·
𝑀2 · 𝐿2 · 𝑔

𝑟
0

0 0 0 1

0 −
1

𝛥
·
𝑀2 · 𝐿2 · 𝑔

𝑟
−
1

𝛥
· (𝑀 +

𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑀 · 𝑔 · 𝐿 0)

 
 
 
 
 

 

 

𝐵 =

(

 
 
 
 
 

0

1

𝛥
· (−𝐽𝑃) ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

0

−
1

𝛥
· 𝑀 · 𝐿 ·

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟)

 
 
 
 
 

 

 

𝐶 = (

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

) 

 

𝐷 = 0 

(Eq. 5.48) 

 

  



Diseño e implementación de un vehículo uniaxial con control de balanceo   

  33 

5.1.6. Cálculo de la función de transferencia del sistema 

- A partir de las ecuaciones 5.37 aplicamos las transformadas de Laplace: 

𝑚 · 𝑔 · 𝐿 · 𝛹(𝑠) +𝑀 · 𝐿 · 𝑟 · 𝑠2 · 𝛩(𝑠) = 𝐽𝑝 · 𝑠
2 · 𝛹(𝑠) 

𝜣(𝒔) =
𝑱𝒑 · 𝒔

𝟐 −𝑴 · 𝒈 · 𝑳

𝑴 · 𝑳 · 𝒓 · 𝒔𝟐
· 𝜳(𝒔) 

(Eq. 5.49) 

- Por otra parte: 

[(𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑠2 +

𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝑠] · 𝛩(𝑠) −

𝑀 · 𝐿

𝑟
· 𝑠2 · 𝛹(𝑠) =

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑉𝑎(𝑠) 

 

(Eq. 5.50) 

- Sustituyendo el término 𝛩(𝑠) por el de la ecuación 5.49 : 

[(𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑠2 +

𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝑠] ·

𝐽𝑝 · 𝑠
2 −𝑀 · 𝑔 · 𝐿

𝑀 · 𝐿 · 𝑟 · 𝑠2
· 𝛹(𝑠) − 

−
𝑀 · 𝐿

𝑟
· 𝑠2 · 𝛹(𝑠) =

𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟2

· 𝑉𝑎(𝑠) 

 

(Eq. 5.51) 

- Multiplicando todo por 𝑀 · 𝐿 · 𝑅 · 𝑠2 y organizando la expresión se obtiene : 

[((𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝐽𝑝 · −𝑀

2 · 𝐿2) · 𝑠4 +
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝐽𝑝 · 𝑠

3 − (𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑚 · 𝑔 · 𝐿

· 𝑠2 −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝑚 · 𝑔 · 𝐿 · 𝑠] · 𝛹(𝑠)  =

𝑀 · 𝐿 · 𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑠2 · 𝑉𝑎(𝑠) 

(Eq. 5.52) 

 

- Dividiendo 
𝛹(𝑠)

𝑉𝑎(𝑠)
  ,  se obtiene : 

𝜳(𝒔)

𝑽𝒂(𝒔)
=

𝑴 · 𝑳 · 𝑲𝒎
𝑹 · 𝒓

· 𝒔

((𝑴 +
𝑱𝒓
𝒓𝟐
+𝒎) · 𝑱𝒑 · −𝑴

𝟐 · 𝑳𝟐) · 𝒔𝟑 +
𝑲𝒎
𝟐

𝑹 · 𝒓𝟐
· 𝑱𝒑 · 𝒔

𝟐 − (𝑴+
𝑱𝒓
𝒓𝟐
+ 𝒎) · 𝒎 · 𝒈 · 𝑳 · 𝒔 −

𝑲𝒎
𝟐

𝑹 · 𝒓𝟐
· 𝒎 · 𝒈 · 𝑳

 

 

(Eq. 5.53) 
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- Si lo expresamos de la siguiente manera : 

𝛹(𝑠)

𝑉𝑎(𝑠)
=

𝑛 · 𝑠

𝑑3  · 𝑠
3 + 𝑑2 · 𝑠

2 + 𝑑1 · 𝑠 + 𝑑0
 

 

(Eq. 5.54) 

- Los coeficientes de la función de transferencia serán: 

𝑛 =
𝑀 · 𝐿 · 𝐾𝑚
𝑅 · 𝑟

· 𝑠 

 

𝑑3 = ((𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝐽𝑝 · −𝑀

2 · 𝐿2) 

 

𝑑2 =
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝐽𝑝 

 

𝑑1 = −(𝑀 +
𝐽𝑟
𝑟2
+𝑚) · 𝑚 · 𝑔 · 𝐿 

 

𝑑0 = −
𝐾𝑚
2

𝑅 · 𝑟2
· 𝑚 · 𝑔 · 𝐿 

 

(Eq. 5.55) 
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6. ANÁLISIS DE ESTABILIDAD DEL SISTEMA 

6.1. Estudio a lazo abierto 

Para ver el comportamiento del sistema a lazo abierto se pueden seguir diferentes criterios. 

Principalmente, es relevante conocer el valor y la situación de los polos del sistema para 

poder determinar su estabilidad y a través del modelo de estados o de su función de 

transferencia poder representar el comportamiento del sistema en lazo abierto. 

 

Mediante Matlab, se calculan los polos de la matriz (A) del modelo de estados que definirán 

los polos a lazo abierto del sistema: 

 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑧𝑜 𝑎𝑏𝑖𝑒𝑟𝑡𝑜 {

0
−0,0615
−7,6561
𝟕,𝟓𝟕𝟐𝟐

 

̇

 
(Eq. 6.1) 

 

Figura 6.1. Representación de los polos y ceros del sistema a lazo abierto. 

Observando los valores de los polos del sistema a lazo abierto se puede observar que hay un 

polo situado en el semiplano derecho (positivo), por tanto el sistema será inestable. 

 

Mediante Simulink se puede observar también el comportamiento a lazo abierto cuando la 

entrada es nula y con una condición inicial de una inclinación del ángulo del péndulo (ψ) de 

0.1 radianes, que corresponde aproximadamente a 5º 
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Figura 6.2. Esquema de Simulink del espacio de estados a lazo abierto. 

 

 

 

Figura 6.3. Respuesta del sistema a lazo abierto. 

Para una pequeña inclinación como condición inicial, el sistema se vuelve inestable (se 

desequilibra). En este caso como se está estudiando el modelo lineal no se representa 

fidedignamente el comportamiento del sistema ya que cuando se vuelve inestable el valor 

del ángulo crece en vez de oscilar en torno a cero (por las limitaciones físicas del sistema). 
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6.2. Estudio a lazo cerrado 

Igual que en el caso del estudio a lazo abierto, para determinar la estabilidad del sistema se 

tienen que hallar los polos del sistema a lazo cerrado (con realimentación unitaria). Para ello 

se calculará la función de transferencia del modelo de estados y se calculará la función de 

transferencia equivalente al sistema a lazo cerrado con realimentación unitaria. 

 

 

Figura 6.4. Esquema de un sistema a lazo cerrado y la función de transferencia equivalente. 

Para el modelo de estados del sistema se ha obtenido mediante Matlab la siguiente función 

de transferencia: 

 

𝐺 =
1.818𝑠

𝑠3 + 0.1455𝑠2 − 57.97𝑠 − 3.567
 

 

(Eq. 6.2) 

Como el modelo a estudiar es a lazo cerrado la función de transferencia del sistema pasará a 

ser la siguiente: 

 

𝐺𝑓𝑒𝑒𝑑𝑏𝑎𝑐𝑘 =
𝐺

1 + 𝐺 · 1
=

1.818𝑠
𝑠3 + 0,1455𝑠2 − 57,97𝑠 − 3,567

1 + (
1,818𝑠

𝑠3 + 0,1455𝑠2 − 57,97𝑠 − 3,567
)
= 

 

=
𝟏. 𝟖𝟏𝟖𝒔

𝒔𝟑 + 𝟎.𝟏𝟒𝟓𝟓𝒔𝟐 − 𝟓𝟔.𝟏𝟓𝒔 − 𝟑.𝟓𝟔𝟕
 

 

(Eq. 6.3) 

 

  



  Memoria 

38   

Los polos del denominador de la función de transferencia del sistema serán: 

  

 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒 𝑙𝑎𝑧𝑜 𝑎𝑏𝑖𝑒𝑟𝑡𝑜 {
−0,0635
−7,5348
7,4528

  

(Eq. 6.4) 

 

 

Figura 6.5. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema a lazo cerrado. 

Se puede observar que en el caso del sistema a lazo cerrado existe un polo en el semiplano 

derecho (positivo), por tanto el sistema también será inestable. 

 

Al igual que en el caso anterior, mediante Simulink se puede comprobar la reacción del 

sistema a lazo cerrado con una condición inicial de inclinación del péndulo (Ψ) de 0.1 

radianes: 

 

Figura 6.6. Respuesta del sistema a lazo cerrado. 
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Exactamente como en el caso de lazo abierto, para una pequeña inclinación como condición 

inicial, el sistema se vuelve inestable (se desequilibra). En este caso como se está estudiando 

el modelo lineal no se representa fidedignamente el comportamiento del sistema ya que 

cuando se vuelve inestable el valor del ángulo crece en vez de oscilar en torno a cero (debido 

a las limitaciones físicas del sistema). 
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7.  Análisis y diseño del sistema de control 

7.1. Realimentación por vector de estado. 

Generalmente cuando se diseña un sistema no se pueden especificar todos los polos del sistema a 

lazo cerrado, ya que en la realimentación de la salida no se dispone de los suficientes parámetros 

para poder ubicar todos los polos a lazo cerrado. 

La única solución al problema consiste en realimentar todos los estados suponiendo que todos estos 

se pueden medir. 

 

Figura 7.1. Esquema de un espacio de estados realimentado con un vector K que realimenta todos los 

parámetros del sistema. 

Para ello, se diseña un vector de ganancias K que realimenta todos los estados para que los polos del 

sistema a lazo cerrado sean negativos. 

 

Figura 7.2. Esquema de un espacio de estados con un lazo de realimentación que cumple que el sistema es 

estable. 

La condición básica e indispensable para que un sistema estable será que todos los valores de 

𝐴 − 𝐵 · 𝐾 tengan parte real negativa para que sean estables. 
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Figura 7.3. Representación en Simulink del espacio de estados y su realimentación por vector de estados. 

Las especificaciones que se desean son las siguientes: 

𝑇𝑠(2%) = 2 𝑠 

𝜉 = 0,7 

Para calcular los polos dominantes (complejos conjugados) se tienen que hallar el valor de σ y de ωd: 

 

Figura 7.4. Representación gráfica de un polo del sistema y sus parámetros. 

- El valor del tiempo de estabilización Ts se halla de la siguiente manera: 

 

𝐺𝑇𝑠(2%) =
4

𝜎
=

4

𝜉 · 𝜔𝑛
= 2 𝑠 

𝜎 =
4

2
= 2 

𝜎 = 𝜉 · 𝜔𝑛 = 2 

(Eq. 7.1) 
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- El valor de la frecuencia natural 𝜔𝑛  se calcula de la siguiente manera: 

 

𝜔𝑛 =
2

𝜉
=

2

0,7
= 2,877 

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛 · √1 − 𝜉
2 ≈ 2 

(Eq. 7.2) 

- Una vez obtenidos los valores de σ y ωd , se determina el valor de los polos dominantes del sistema 

según la fórmula: 

𝑠 = (−𝜎 ±𝜔𝑑 · 𝑗) (Eq. 7.3) 

Los polos deseados según las especificaciones iniciales serán: 

𝑠1,2 = −2± 2 · 𝑗 

Como el modelo de estado está conformado por cuatro variables a medir, el sistema será de cuarto 

orden (la matriz A es de dimensión 4x4). Se deben fijar cuatro polos para poder estabilizar el sistema 

mediante la realimentación de estado. Se eligen dos polos más además de los anteriores tomados a 5 

y a 10 veces la distancia de los polos dominantes 𝑠1 𝑦 𝑠2: 

𝑠3 = −10 

𝑠4 = −20 

Los polos que hemos querido fijar para que nuestro sistema se controle y se estabilice mediante la 

realimentación de estado son: 

𝑝𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎{

−2 + 2𝑖
−2 − 2𝑖
−10
−20

 

Mediante Matlab se puede operar con la instrucción “𝑝𝑙𝑎𝑐𝑒(𝐴, 𝐵, 𝑃)” definiendo la matriz de 

estados (A), la matriz de entradas (B) y un vector que contenga los polos deseados del sistema (P). El 

resultado de la instrucción será un vector (K) con las ganancias de realimentación de cada lazo. 

 

𝐾 = (𝐾1, 𝐾2 , 𝐾3, 𝐾4) = (−4,4852; −2,9254;  248,1643;  42,0231) 

 

(Eq. 7.4) 
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Figura 7.5. Representación gráfica de las señales de salida del sistema por el método de realimentación de 

estado. 

Como se puede observar en la figura anterior, el sistema se vuelve estable con las ganancias de 

realimentación calculadas (vector K) en la ecuación 7.4 . Todas las señales de control se estabilizan en 

aproximadamente 2 segundos, tal y como se ha especificado en los parámetros iniciales. 

 

Figura 7.6. Representación gráfica de la señal de tensión en el motor utilizando el método de realimentación de 

estados. 

Dado que no todas las variables de estado van a poder ser medidas ya que solamente se dispondrá 

de una MPU que consta de un acelerómetro y un giróscopo, se va a proceder a probar como se 

comportaría el sistema en caso que no se pudiera sensar una variable de estado (en este caso se 

selecciona la velocidad en la rueda). Se ha escogido esta variable ya que no se va a disponer de un 

sensor que calcule la velocidad de la rueda y además la ganancia de realimentación que presenta es 
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la más pequeña, así pues se va a comprobar la dinámica del sistema obviando las variables con 

constantes más pequeñas. En este caso, la ganancia de realimentación se ha forzado a 0. 

 

Figura 7.7. Representación en Simulink del espacio de estados y su realimentación por vector de estados 

cuando no se observa una variable (K2=0). 

 

 

Figura 7.8. Representación gráfica de las señales de salida del sistema por el método de realimentación de 

estado cuando no se observa una variable. 
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Como se puede observar, la ausencia de una realimentación de una variable de estado comportaría 

que el sistema se volviese inestable. La realimentación del resto de variables no implica que el 

sistema se pueda controlar y estabilizar, para ello se tendría que aplicar otro método llamado 

“Observador de estado” que no se va a tratar en este proyecto.  

Sin duda, el mayor problema que se encuentra en este método de control es la necesidad de 

monitorizar todas las variables de estado que puede presentar además de un mayor coste 

dependiendo de los sistemas, una mayor dificultad y complicación a la hora del diseño que iría en 

contra de la sencillez y la optimización de recursos a la hora de poder controlar un sistema. 
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7.2. Controladores Proporcional (P), Integral (I), Derivativo(D), PD, PI y 

PID. 

7.2.1. Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz 

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es un criterio que sirve para determinar la estabilidad de 

un sistema dinámico indicando en cual semiplano del plano complejo se encuentran las raíces del 

denominador de la función de transferencia de un sistema. 

La idea principal es que si los polos del sistema se encuentran en el semiplano izquierdo, el sistema 

será estable. En cambio, si hay al menos un polo que se encuentra en el semiplano derecho el 

sistema será inestable. 

Para determinar la estabilidad se aplica una tabla (tabla de Routh) en la cual se calculan unos 

parámetros para definir la estabilidad del sistema. 

 

Figura 7.9. Tabla de Ruth-Hurwitz. 

El criterio de Routh-Hurwitz dice que: 

1- Todas las raíces de la ecuación característica del sistema tienen partes reales negativas si 

todos los elementos de la primera columna de la tabla de Routh tienen el mismo signo. 

2- El número de raíces con partes reales positivas será igual al número de cambios de signos 

3- Si existe un cero que no es terminal el sistema tiene un par de raíces imaginarias puras. 

4- Si tiene un cero terminal tiene una raíz cero. 
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Del criterio de Routh-Hurwitz siguen unas observaciones que serán en las que se basará este 

proyecto: 

1- Si alguno de los coeficientes de la ecuación característica es cero se concluye que el sistema 

es inestable y no es necesario construir la tabla de Routh.  

2- Si alguno de los coeficientes de la ecuación característica es negativo se concluye que el 

sistema es inestable y no es necesario construir la tabla de Routh. 

3- Todos los elementos de una fila cualquiera pueden multiplicarse o dividirse por una constante 

no negativa sin que se perturben las propiedades de la tabla. 

4- Si el primer valor de una fila es cero, mientras que los otros valores no lo son el procedimiento 

consiste en sustituir el cero por un ε pequeño y positivo, y se continua el arreglo. 

5- Si un polinomio es de la forma:  𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0, se tienen que cumplir 

que 𝑎2 · 𝑎1 > 𝑎3 · 𝑎0. 

 

 

7.2.2. Controlador Proporcional 

 

Figura 7.10. Representación en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional. 

La acción de control proporcional actúa proporcionalmente a la señal de error e(t) y multiplica el 

valor de la constante proporcional 𝐾𝑝  por  la señal de error para minimizar el error del sistema (si el 

error es grande, la acción proporcional será grande y minimizará el error).  

El aumento del valor de la constante 𝐾𝑝   hace que: 

- Aumente la velocidad de respuesta del sistema. 

-Disminuya el error del sistema en régimen permanente. 

-Aumenta la inestabilidad del sistema. 
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7.2.2.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Proporcional: 

- La función de transferencia del sistema es: 

𝐺 =
1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
 

- Calculamos la ecuación característica  1 + 𝐺 · 𝐻 = 0: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 1 + 𝐺 · 𝐾𝑝 = 1 +
1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 

= 𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 + (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) · 𝑠 − 𝟑,𝟓𝟔𝟕 = 0 

- Si la forma del polinomio característico es: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Sus coeficientes son: 

{
 
 

 
 

𝑎3 = 1

𝑎2 = 0,1455

𝑎1 = 1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97

𝒂𝟎 = −𝟑,𝟓𝟔𝟕

 

Según el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuación característica 

tienen que ser mayores de 0. 

En este caso el coeficiente del polinomio 𝑎0 es negativo, por lo tanto el sistema será inestable. 

7.2.3. Controlador Integral 

 

Figura 7.11. Representación en Simulink de espacio de estados con un controlador integral. 
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La acción de control integral basa su funcionamiento en el cálculo de la integral de la señal de error 

e(t). A efectos prácticos, la integral es la suma o acumulación de la señal de error, conforme va 

pasando el tiempo, los pequeños errores se van sumando y hacen que la acción integral sea mayor. 

La acción integral hace que: 

- El error en régimen permanente se reduzca. 

- Aumente la inestabilidad del sistema 

- Aumente poco la velocidad de respuesta (es lenta) 

7.2.3.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Integral: 

- Calculamos la ecuación característica  1 + 𝐺 · 𝐻 = 0: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 1 +
𝐾𝑖
𝑠
· 𝐺 = 1 +

𝐾𝑖
𝑠
·

1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 

= 𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 𝟓𝟕,𝟗𝟕 · 𝑠 + (1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567) = 0 

- Si la forma del polinomio característico es: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Sus coeficientes son: 

{
 
 

 
 

𝑎3 = 1

𝑎2 = 0,1455

𝒂𝟏 = −𝟓𝟕,𝟗𝟕

𝑎0 = (1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567)

 

Según el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuación característica 

tienen que ser mayores de 0. 

En este caso el coeficiente del polinomio 𝑎1 es negativo, por lo tanto el sistema será inestable. 
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7.2.4. Controlador Derivativo 

 

Figura 7.12. Representación en Simulink de espacio de estados con un controlador derivativo. 

La acción derivativa es proporcional a la derivada (velocidad) de la señal de error e(t). 

El aumento de la ganancia derivativa 𝐾𝑑 , conlleva a : 

- Aumentar la estabilidad del sistema si este ya está controlado previamente 

- Reduce levemente la velocidad de respuesta del sistema. 

-Conserva el error del sistema en régimen permanente. 

7.2.4.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador Derivativo: 

- Calculamos la ecuación característica  1 + 𝐺 · 𝐻 = 0: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 1 + 𝐾𝑑 · 𝑠 · 𝐺 = 1 + 𝐾𝑑 · 𝑠 ·
1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 

= 𝑠3 + (0,1455 + 1,818 · 𝐾𝑑) · 𝑠
2 − 𝟓𝟕,𝟗𝟕 · 𝒔 − 𝟑, 𝟓𝟔𝟕 = 0 

- Si la forma del polinomio característico es: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Sus coeficientes son: 

{
 
 

 
 

𝑎3 = 1

𝑎2 = 0,1455 + 1,818 · 𝐾𝑑

𝒂𝟏 = −𝟓𝟕,𝟗𝟕

𝒂𝟎 = −𝟑,𝟓𝟔𝟕

 

Según el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuación característica 

tienen que ser mayores de 0. 
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En este caso los coeficientes del polinomio 𝑎1 𝑦 𝑎0 son negativos, por lo tanto el sistema será 

inestable. 

7.2.5. Controlador PD 

 

Figura 7.13. Representación en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional-derivativo. 

 

- Calculamos la ecuación característica  1 + 𝐺 · 𝐻 = 0: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 1 + (𝐾𝑝 + 𝐾𝑑 · 𝑠) · 𝐺 = 1 + (𝐾𝑝 +𝐾𝑑 · 𝑠) ·
1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 

= 𝑠3 + (0,1455 + 1,818 · 𝐾𝑑) · 𝑠
2 + (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) · 𝑠 − 𝟑,𝟓𝟔𝟕 = 0 

- Si la forma del polinomio característico es: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Sus coeficientes son: 

{
 
 

 
 

𝑎3 = 1

𝑎2 = 0,1455 + 1,818 · 𝐾𝑑

𝑎1 = 1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97

𝒂𝟎 = −𝟑,𝟓𝟔𝟕

 

Según el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuación característica 

tienen que ser mayores de 0. 

En este caso el coeficiente del polinomio  𝑎0 es negativo, por lo tanto el sistema será inestable. 
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7.2.6. Controlador PI 

 
Figura 7.14. Representación en Simulink de espacio de estados con un controlador proporcional-integral. 

- Calculamos la ecuación característica  1 + 𝐺 · 𝐻 = 0: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 1 + (𝐾𝑝 +
𝐾𝑖
𝑠
) · 𝐺 = 1 + (

𝐾𝑝 · 𝑠 + 𝐾𝑖

𝑠
) ·

1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 

= 𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 + (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) · 𝑠 + (1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567) = 0 

- Si la forma del polinomio característico es: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Sus coeficientes son: 

{
 
 

 
 

𝑎3 = 1

𝑎2 = 0,1455

𝑎1 = 1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97

𝑎0 = 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567

 

- Según el criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz, todos los coeficientes de la ecuación 

característica tienen que ser mayores de 0: 

 

1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97 > 0 →    𝐾𝑝 >
57,97

1,818
 →    𝑲𝒑 > 𝟑𝟏,𝟖𝟗 

 

(Eq. 7.5) 

 

1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 > 0 →    𝐾𝑖 >
3,567

1,818
 →    𝑲𝒊 > 𝟏,𝟗𝟔 (Eq. 7.6) 
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- Además, se tienen que cumplir que 𝑎2 · 𝑎1 > 𝑎3 · 𝑎0 : 

0,1455 · (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) > 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 

𝑲𝒑 > 𝟔, 𝟖𝟕 · 𝑲𝒊 + 𝟏𝟖,𝟒𝟎 

 

(Eq. 7.7) 

 

Figura 7.15. Representación gráfica del espacio de estabilidad del sistema con un controlador PI. 

Se puede observar que la zona rallada del gráfico anterior será la zona de estabilidad del sistema con 

un controlador PI. 

Para ver el comportamiento del sistema, fijaremos la ganancia 𝐾𝑖  y variaremos la ganancia 𝐾𝑝  para 

observar el comportamiento. 

Mediante el método del lugar de raíces observaremos para diferentes valores de 𝐾𝑝  como se 

comporta el sistema y dónde están localizados sus polos. 
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7.2.6.1. Método del lugar de raíces 

El método del lugar de raíces permite representar gráficamente los polos de un sistema a lazo 

cerrado cuando se varía un parámetro de ganancia. 

Para hallar los polos del sistema se tiene que obtener la ecuación característica del sistema y 

resolverla. 

Mediante la instrucción de Matlab “rlocus” se puede obtener una representación del lugar de raíces 

del sistema, pero para ello la ecuación característica del sistema debe expresarse de la forma: 

1 + 𝐾𝑝 · 𝐺 · 𝐻 = 0 

 

1 +
𝐾𝑝 · 𝑠 + 𝐾𝑖

𝑠
·

1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 0 

 

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 + 1,818 · 𝐾𝑝 · 𝑠 − 57,97 · 𝑠 + 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 = 0 

Si dividimos todo excepto 1,818 · 𝐾𝑝 · 𝑠 entre 𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 + 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 

se obtiene: 

1 + 𝐾𝑝 ·
1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 + 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567
= 0 

Introduciendo esta función en Matlab y fijando el valor de 𝐾𝑖  obtendremos el lugar de raíces del 

sistema. 

Se ha hecho una tabla con tres casos para estudiar, en los cuales se ha hallado el lugar de raíces del 

sistema para cada valor de 𝐾𝑖  y mediante las condiciones halladas anteriormente (ecuaciones 7.5, 

7.6, 7.7) se ha hallado el valor un 𝐾𝑝. Mediante la representación gráfica del lugar de raíces de cada 

caso se han hallado los polos del sistema y los tiempos de estabilización del sistema. 
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Figura 7.16. Tabla de valores de las ganancias proporcional e integral y sus polos en cada caso. 

Se puede observar que en cualquiera de los tres casos, los tiempos de estabilización del sistema son 

demasiado altos para el caso que se quiere estudiar y para los requerimientos que se piden, ya que se 

desea que el sistema se pueda estabilizar en un tiempo relativamente corto. 

En el último caso de la tabla, se puede observar que para una ganancia integral 𝐾𝑖  de 100 el sistema 

se vuelve inestable (tiene un polo en el semiplano derecho del plano complejo), por lo tanto para 

valores muy altos de la ganancia integral, el sistema no se vuelve estable. 

A continuación se pasan a detallar los diferentes casos estudiados: 

  

 𝑲𝒊 𝑲𝒑 σ (polos) 𝑻𝒔(𝟐%) = 𝟒/𝝈 

Caso 1 2 32,15 ≈ 35 
−0,066 ± 2,37𝑖 

−0,0134 
60,7 s 

Caso 2 10 87,1 ≈ 90 
−0,036 ± 10,28𝑖 

−0,1384 
28,9 s 

Caso 3 20 155,8 ≈ 160 
−0,0023 ± 15,26𝑖 

−0,1408 
28,41 s 

 50 361,9 ≈ 365 
−0,0006 ± 24,6𝑖 

−0,1442 
27,74 s 

 100 705,4 ≈ 705 
+0,0001 ± 34,98𝑖 

−0,1457 
- 
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7.2.6.1.1 Caso 1 ( 𝐊𝐢 = 𝟐 𝐲 𝐊𝐩 = 𝟑𝟓): 

 

Figura 7.17. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema para el caso 1. 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎: {
−0,066 + 2,37i
−0,066 − 2,37i
−0,0134

 

 

 

Figura 7.18. Representación gráfica del lugar de raíces del sistema para el caso 1. 
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Figura 7.19. Representación gráfica de la respuesta del sistema para el caso 1. 

Para este caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema es 

sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de estabilización, en este 

caso muy lento. Los polos complejos conjugados del sistema son los que se encuentran más alejados 

de cero, por tanto el polo dominante en este caso  es un polo real negativo. 

7.2.6.1.2 - Caso 2 (𝐊𝐢 = 𝟏𝟎 𝐲 𝐊𝐩 = 𝟗𝟎 ): 

 

Figura 7.20. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema para el caso 2. 

 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎: {
−0,0036 + 10,28𝑖
−0,0036 − 10,28𝑖

−0,1384
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Figura 7.21. Representación gráfica del lugar de raíces del sistema para el caso 2. 

 

 

Figura 7.22. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema para el caso 2. 

Para este caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema continúa 

siendo sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de estabilización, en 

este caso el doble de rápido que en el caso anterior pero muy lento para nuestro sistema (obsérvese 

que la frecuencia de oscilación es mayor que en el caso anterior) . Los polos complejos conjugados 

del sistema son los que se encuentran más cerca de cero, por tanto estos son los polos dominantes 

en este caso.  
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7.2.6.1.3 Caso 3 (𝐊𝐢 = 𝟐𝟎 𝐲 𝐊𝐩 = 𝟏𝟔𝟎): 

 

Figura 7.23. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema para el caso 3. 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 {
−0,0023 + 15,2614i
−0,0023 − 15,2614i

−0,1408
 

 

 

Figura 7.24. Representación gráfica del lugar de raíces del sistema para el caso 3. 
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Figura 7.25. Representación gráfica de los polos y ceros del sistema para el caso 3. 

Para este último caso, con los valores de ganancia seleccionados se puede ver que el sistema 

continúa siendo sobreamortiguado y oscila de forma decreciente hasta pasado el tiempo de 

estabilización, en este caso incluso más rápido que en el caso anterior pero todavía muy lento para 

nuestro sistema . Los polos complejos conjugados del sistema son los que se encuentran más cerca 

de cero, por tanto estos son los polos dominantes en este caso, ya que el otro polo del sistema se 

encuentra más a la izquierda del semiplano complejo. Observando la representación del lugar de 

raíces, se puede observar que cada vez que se aumentan las ganancias el lugar de raíces queda 

desplazado hacia la derecha (parte inestable) y la zona de ganancia de 𝐾𝑝  para la cual el sistema es 

estable se ve cada vez más reducida. 

Como conclusión se puede decir que pese a que el sistema se podría estabilizar con un controlador 

PI, las características que ofrece este tipo de control no son las más adecuadas para nuestro sistema, 

ya que el tiempo de estabilización es muy grande y sufre de un periodo de oscilación 

sobreamortiguada muy grande, que en el caso real podría provocar una inestabilidad del sistema 

debida a perturbaciones y factores externos que afecten al sistema, ya que se ha podido comprobar 

que el margen de estabilidad es muy pequeño.  

Mediante la herramienta de Matlab “SISO tools” en la cual se pueden encontrar los parámetros de un 

controlador deseado, se ha intentado encontrar los valores de las ganancias proporcional e integral 

para un controlador PI, sin embargo el propio software no es capaz de encontrar dichos valores y 

considera que con un regulador PI el sistema no se puede estabilizar. 

Debido a la poca fiabilidad del control con un controlador PI se debe buscar otra alternativa para 

poder estabilizar el sistema de forma más rápida y precisa. 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
-0.1

-0.08

-0.06

-0.04

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Tiempo [s]

Á
n

g
u

lo
 P

é
n

d
u

lo
 [
ra

d
]

Ángulo Péndulo con regulador PI (Ki=20, Kp=160)



Diseño e implementación de un vehículo uniaxial con control de balanceo   

  61 

7.2.7. Controlador PID: 

 

Figura 7.26. Representación esquemática de un controlador PID y la planta de un sistema. 

 

Un controlador PID consta de la acción proporcional, integral y derivativa y reúne todas las 

características de los controladores anteriores. Es el controlador más usado a día de hoy a nivel 

industrial y su funcionamiento se basa en poder reducir prácticamente a cero el error estacionario 

entre la señal de referencia de un sistema y su salida. 

 

7.2.7.1. - Estudio de estabilidad del sistema con un controlador PID: 

Para analizar el comportamiento del sistema con un controlador PID se calculará la ecuación 

característica del sistema: 

1 + 𝐺 · 𝐻 = 0 

 

1 + [𝐾𝑝 +𝐾𝑑 · 𝑠 +
𝐾𝑖
𝑠
] · 𝐺 = 0 

 

1 +
𝑠 · 𝐾𝑝 +𝐾𝑖 + 𝑠

2 · 𝐾𝑑

𝑠
·

1,818 · 𝑠

𝑠3 + 0,1455 · 𝑠2 − 57,97 · 𝑠 − 3,567
= 0 

 

𝑠3 + (1,818 · 𝐾𝑑 + 0,1455) · 𝑠
2 + (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) · 𝑠 + (1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567) = 0 

- Según la expresión: 

𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 = 0 

- Los coeficientes 𝑎𝑛, serán: 
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{

𝑎3 = 1
𝑎2 = 1,818 · 𝐾𝑑 − 57,97
𝑎1 = 1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97

𝑎0 = 1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567

 

 

- Para que el sistema sea estable según los criterios de estabilidad de Routh, se deben cumplir las 

siguientes condiciones: 

{

1,818 · 𝐾𝑑 − 57,97 > 0
1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97 > 0

1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 > 0
 

- Es decir, que los valores de Kp, Ki y Kd tienen que cumplir que: 

{

𝐾𝑑 > −0,08
𝐾𝑝 > 31,87

𝐾𝑖 > 1,96
 

- Si se sigue el criterio de estabilidad de Routh que define que para que un sistema sea estable los 

coeficientes del polinomio de la ecuación característica cumplan: 

𝑎2 · 𝑎1 > 𝑎3 · 𝑎0 

- Obtenemos una función que dependerá de los valores de las constantes Kp, Ki y Kd: 

(1,818 · 𝐾𝑑 + 0,1455) · (1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97) > 1,81 · 𝐾𝑖 − 3,567 

1,8182 · 𝐾𝑑 · 𝐾𝑝 − 105,39 · 𝐾𝑑 + 0,265 · 𝐾𝑝 − 1,818 · 𝐾𝑖 − 4,868 > 0 

A esta función se le podría asignar valores fijos de las constante Kp y Kd (cumpliendo las condiciones 

anteriormente halladas) para poder expresarla en función de Ki y poder ver la zona de valores donde 

el sistema sería estable así como representar su lugar de raíces, pero se necesita buscar un sistema 

para sintonizar el controlador que reúna los requisitos propuestos para que el sistema se vuelva 

estable. Debido a que el sistema a lazo abierto  no es estable no se puede proceder a sintonizar el 

controlador mediante técnicas más empíricas y conocidas como el método de Ziegler-Nichols. En 

nuestro caso se necesita un método más robusto como el método de asignación de polos. 
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7.3. Método de asignación de polos para sintonizar el controlador PID. 

Para hallar los valores de las constantes (Kp, Ki y Kd) para poder sintonizar el controlador PID se 

utilizará el método de asignación de polos. Con este método se establecen unos polos deseados del 

sistema a lazo cerrado siguiendo las especificaciones de diseño requeridas. Mediante el cálculo de la 

ecuación característica del sistema con los polos deseados se pueden encontrar los valores de los 

coeficientes del polinomio característico. Igualando los valores de los coeficientes del polinomio 

característico según el método de asignación de polos y los coeficientes del polinomio característico, 

hallado según los criterios de estabilidad de Routh anteriormente, se obtienen los valores de las 

constantes del controlador PID bajo las especificaciones de estabilidad iniciales. 

7.3.1. Proceso de cálculo del método de asignación de polos: 

Las especificaciones que se desea que tenga el sistema son las siguientes: 

𝑇𝑠(2%) = 2 𝑠 

𝜉 = 0,7 

Para calcular los polos dominantes (complejos conjugados) se tienen que hallar el valor de σ y de ωd: 

𝑇𝑠(2%) =
4

𝜎
=

4

𝜉 · 𝜔𝑛
= 2 𝑠 

𝜎 =
4

2
= 2 

𝜎 = 𝜉 · 𝜔𝑛 = 2 

𝜔𝑛 =
2

𝜉
=

2

0,7
= 2,877 

𝜔𝑑 = 𝜔𝑛 · √1 − 𝜉2 ≈ 2 

Una vez obtenidos los valores de σ y ωd , se determina el valor de los polos dominantes del sistema 

según la fórmula: 

𝑠 = (−𝜎 ± 𝜔𝑑 · 𝑗) 

Los polos deseados según las especificaciones iniciales serán: 

𝑠1,2 = −2± 2 · 𝑗 

Al ser un sistema de tercer orden, los polos del sistema deben ser tres. Para que el tercer polo que 

falta determinar no tenga influencia en el sistema y no interfiera con los polos dominantes calculados 
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anteriormente, se considerará que esté a una distancia cinco veces mayor que la parte real de los 

polos dominantes. 

𝑠3 = 5 · (−2) = −10 

La ecuación característica del sistema ( 1 + 𝐺𝐴𝑃 · 𝐻 = 0), será: 

(𝑠 + 2 + 2 · 𝑗)(𝑠 + 2 − 2 · 𝑗)(𝑠 + 10) = 0 

Desarrollando la ecuación se obtiene el siguiente polinomio: 

𝑠3 + 14 · 𝑠2 + 48 · 𝑠 + 80 = 0 

Siguiendo la estructura del polinomio 𝑎3 · 𝑠
3 + 𝑎2 · 𝑠

2 + 𝑎1 · 𝑠 + 𝑎0 , sus coeficientes son: 

{

𝑎3 = 1
𝑎2 = 14
𝑎3 = 48
𝑎0 = 80

 

Mediante MATLAB, se puede ver el comportamiento del bloque diseñado por asignación de polos y 

ver su respuesta transitoria para evaluar si se ajusta a los parámetros que hemos especificado. 

La función de transferencia del bloque diseñado por el método de asignación de polos tendrá como 

denominador el polinomio de la ecuación característica: 

𝐺𝐴𝑃(𝑠) =
80

𝑠3 · 14 · 𝑠2 · 48 · 𝑠 + 80
 

Al aplicar una señal de entrada de escalón unitario el controlador responde de la siguiente manera: 

 

Figura 7.27. Representación gráfica de la respuesta de un controlador PID para una entrada escalón. 
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Se puede observar que la respuesta se estabiliza en torno al tiempo de estabilización (TS) especificado 

y que la desviación de la señal respecto al valor de consigna es de aproximadamente un 2%. Así 

mismo se puede ver que la respuesta es amortiguada, es decir, tiene un sobreimpulso máximo (Mp) 

entorno al 4%. 

Comprobando mediante MATLAB , los polos del bloque diseñado para sintonizar el controlador PID 

son los valores de los polos que hemos fijado: 

𝑒𝑖𝑔(𝐺𝐴𝑃) = [ −2 + 2 · 𝑖, −2 − 2 · 𝑖, −10] 

Igualando los coeficientes del polinomio calculado mediante el método de asignación de polos y los 

coeficientes del polinomio calculado según los criterios de estabilidad de Routh calculados 

anteriormente para el caso de un controlador PID, se obtiene que: 

{

1,818 · 𝐾𝑑 + 0,1455 = 14
1,818 · 𝐾𝑝 − 57,97 = 48

1,818 · 𝐾𝑖 − 3,567 = 80
 

Aislando, se obtienen los valores de las constantes del controlador: 

{

𝐾𝑝 = 58,29

𝐾𝑖 = 45,97
𝐾𝑑 = 7,62

 

De esta manera la función de transferencia del controlador PID será: 

𝐺𝐶 =
7,62 · 𝑠2 + 58,29 · 𝑠 + 45,97

𝑠
 

Mediante Matlab se puede obtener el diagrama de Bose de la respuesta en frecuencia del 

controlador PID.  

La función de transferencia utilizada en Matlab consta de un filtro en la acción derivativa que es 

necesario implementar debido a que el programa necesita que numerador y denominador sean del 

mismo orden. La función de transferencia con filtro en la acción derivativa será de la forma: 

𝐺𝐶 =
𝐾𝑑 · 𝑠

2 +𝐾𝑝 · 𝑠 + 𝐾𝑖

𝑠 · (1 + 𝛼 · 𝑠)
 

El valor de la constante α del filtro debe ser muy pequeño para que no modifique sustancialmente el 

comportamiento y la respuesta del sistema. En este caso se ha tomado como 𝛼 = 0,01. 
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 De esta manera, la función de transferencia del controlador quedará definida como: 

𝐺𝐶 =
7,62 · 𝑠2 + 58,29 · 𝑠 + 45,97

𝑠 · (1 + 0,01 · 𝑠)
 

 

 

Figura 7.28. Diagrama de Bode de la respuesta de un controlador PID. 

Se puede observar que la acción integral hace que a frecuencias bajas la ganancia del controlador sea 

alta ayudando a rechazar perturbaciones que se puedan producir. Por otra parte la acción derivativa 

hace que el módulo y la fase se vean aumentados a altas frecuencias. Aun así al haber implementado 

el filtro el valor del módulo a altas frecuencias se ve algo atenuado en comparación con el valor a 

bajas frecuencias. 

- Calculando los polos del sistema a lazo cerrado se obtiene: 

𝑃𝑜𝑙𝑜𝑠 𝑑𝑒𝑙 𝑠𝑖𝑠𝑡𝑒𝑚𝑎 {

−2,1534 +  2,0136𝑖
−2.1534 −  2.0136𝑖

−10.8291
−85.0095

 

Comparando los valores obtenidos de los polos del sistema a lazo cerrado se puede observar que son 

prácticamente iguales a los polos de la función de transferencia diseñada por el método de 

asignación de polos, es decir, se han cumplido todas las especificaciones que se requerían para el 

diseño del controlador PID. 
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Utilizando Simulink se puede representar el sistema incluyendo el controlador PID y comprobar que 

se cumplen las especificaciones del sistema. 

 

Figura 7.29. Representación esquemática en Simulink del espacio de estados y un controlador PID. 

Con una condición inicial de inclinación del sistema de -0,1 rad (aprox. -5º), se puede observar como 

el sistema se estabiliza en el tiempo de estabilización al 2% (𝑇𝑠(2%) = 2 𝑠) requerido y que el sobre 

impulso máximo (Mp) de la respuesta es de aproximadamente un 4%. 

 

Figura 7.30. Representación gráfica de la señal del ángulo del péndulo controlada por un controlador PID 

De la misma manera se puede observar cómo actúa la señal de control (la tensión de alimentación de 

los motores) para la respuesta del sistema: 
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Figura 7.31. Representación gráfica de la señal de control (tensión en el motor) con un controlador PID. 

Para una desviación del robot de 0,1 rad (aprox. 5º) se puede observar que la tensión necesaria a 

aplicar al motor es de aproximadamente 15 V. 
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8. APROXIMACIÓN AL SISTEMA DE CONTROL REAL: 

SISTEMA MUESTREADO 

Con el uso de microcontroladores en un sistema de control se hace necesario recurrir a la 

digitalización de las señales. Esto quiere decir que la señal a controlar deberá ser troceada en partes 

según una frecuencia de muestreo (T), es decir, se tomará una medida de la señal de control cada 

cierto tiempo definido. Básicamente el proceso se centra en discretizar una señal continua o pasarla 

del ámbito analógico al digital.  

En nuestro caso el proceso se centrará en discretizar nuestro controlador PID, ya que estará 

implementado en un microcontrolador Arduino. Mediante Matlab y su herramienta Simulink 

procederemos a estudiar si el controlador PID que hemos diseñado anteriormente será estable en un 

sistema muestreado.  

 

Figura 8.1. Representación esquemática en Simulink del espacio de estados y del controlador PID discretizado. 

- La función de transferencia del controlador PID obtenida es: 

𝐺𝐶 =
7,62 · 𝑠2 + 58,29 · 𝑠 + 45,97

𝑠 · (1 + 0,01 · 𝑠)
 

- Mediante Matlab, se discretiza el controlador mediante el método de Tustin y con una frecuencia 

de muestreo Ts de 50 ms. La función de transferencia en “z” del controlador será: 

𝐺𝐶𝐷 =
260,17 · 𝑧2 − 433,78 · 𝑧 + 176,89

𝑧2 − 0,57 · 𝑧 − 0,42
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La función de transferencia del controlador tomará muestras de la señal cada 50 ms y las aproximará 

de forma trapezoidal (aproximación de Tustin) para recrear la señal original. 

 

Figura 8.2. Representación gráfica de la señal del ángulo del péndulo con el controlador PID discretizado. 

Como se puede observar, para una inclinación inicial de aproximadamente 0,1 radianes (5º aprox.), el sistema 

será capaz de corregir esa desviación y volver a su posición inicial con un sobreimpulso no excesivo. El sistema 

se puede ver entonces que es estable para el periodo de muestreo que nos interesa y la señal del ángulo del 

péndulo se estabilizará con las especificaciones del diseño del PID inicial. 

 

 

Figura 8.3. Representación gráfica de la señal de la tensión del motor con el controlador PID discretizado. 

La señal de tensión del motor (señal de control) se presentará como una señal escalonada con 

diferentes valores de tensión ya que el controlador está discretizado y cumple con las 
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especificaciones iniciales del diseño del sistema. En este caso se puede observar que la respuesta es 

muy rápida (aproximadamente 0,6 – 0,7 segundos), por lo que la actuación de la señal de control 

para que el error sea cero es muy aceptable. 
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9. Análisis del impacto ambiental. 

El proyecto constructivo del prototipo de vehículo se ha construido a partir del reaprovechamiento 

de material disponible en el laboratorio de Regulación y Control de la facultad, así como con 

materiales y componentes nuevos. Básicamente el prototipo está compuesto de plástico, metal y 

componentes electrónicos (circuitos integrados y componentes comunes). 

Los materiales utilizados no se componen de ningún componente que entrañe riesgo para la salud en 

su manipulación y en caso de avería o sustitución se pueden desechar como residuo en cualquier 

punto de gestión de residuos. 

El prototipo energéticamente no genera mucho impacto en el ambiente ya que el consumo puede 

estar en torno a los 250 ~ 400 W de potencia en momentos puntuales y la contaminación que puede 

producir solo puede ser la debida a perturbaciones electromagnéticas de sus motores o 

transformador. 

En el ámbito de posibles averías o incidentes, el prototipo consta de protecciones de seguridad frente 

a cortocircuitos o sobrecorrientes, así como todas las instalaciones a las cuales se puede conectar a 

través de su toma de alimentación de 220 V. 

En la manipulación del prototipo se debe evitar hacerlo funcionar en ambientes húmedos o 

susceptibles a estar mojados, así como a manipularlo con las manos húmedas o mojadas para evitar 

posibles riesgos de descargas eléctricas. 
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Conclusiones 

La realización de este proyecto ha resultado muy enriquecedor ya que a pesar de ser un proyecto 

enfocado en el control y la regulación automática se ha profundizado y utilizado muchas más 

especialidades como la física para calcular el modelo del sistema, la informática para programar en 

Arduino o la electricidad para diseñar el circuito eléctrico y electrónico del prototipo. 

El uso del Software de Matlab para hacer los cálculos y las simulaciones de las diferentes estrategias 

de control del sistema han sido de gran ayuda pese a su complejidad de uso en determinadas 

ocasiones  y a las dificultades aparecidas sobre todo a la hora de diseñar el modelo matemático del 

sistema. 

El principal propósito del trabajo consistente en obtener un modelo teórico del sistema y estudiar 

diferentes posibilidades para estabilizar y controlar el sistema ha sido satisfactorio, ya que se han 

utilizado muchos conocimientos de las asignaturas de señales y técnicas de control estudiadas 

durante la carrera para llevar a cabo dicho trabajo y se han propuesto y demostrado muchas 

estrategias para poder sentar una base teórica sólida. 

Respecto a la parte constructiva de diseño y ejecución del prototipo, ha sido muy instructiva ya que 

se ha podido construir desde cero un prototipo de vehículo con el cual mediante un 

microcontrolador Arduino programado a tal efecto se pudiese controlar. Además de la parte física de 

la construcción del prototipo también se ha tenido que diseñar la parte eléctrica y electrónica para 

poder hacerlo funcionar. Pese a las dificultades encontradas durante la construcción y las 

modificaciones hechas por los inconvenientes encontrados, el prototipo ha sido un éxito. 

Desgraciadamente no se puede decir lo mismo de la parte práctica. En el momento del redactado de 

esta memoria y pese a la realización de cálculos y simulaciones teóricas de los diferentes tipos de 

control y pese a haber aproximado el modelo teórico a un modelo real discretizado, los resultados 

obtenidos no han sido satisfactorios para poder estabilizar y controlar el prototipo.  

Entre las diferentes posibilidades del porque no se han podido lograr los resultados esperados en la 

parte práctica están los inherentes al sistema real, es decir, las pérdidas que se pueden producir en 

los motores y sus resistencias e inductancias internas que no se han contemplado en el modelo 

teórico, la falta de precisión de la MPU al tomar las medidas de ángulos y los ruidos y perturbaciones 

recibidos que hacen falsear medidas, la lentitud en el procesamiento de datos entre la MPU y 

Arduino así como los cálculos de control en el microcontrolador y probablemente algún 

inconveniente más debido a la no exactitud del modelo teórico con la realidad. 
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En vista a una mejora del proyecto, sobretodo en la parte práctica se podría resaltar: 

- La incorporación de un grupo de baterías para autonomizar el prototipo. 

- Posibilidad de manejo del prototipo para que pueda hacer un recorrido. 

- Posibilidad de manejo del prototipo de forma inalámbrica (Bluetooth).  

- Intentar depurar el sensado de la inclinación mediante un filtro de Kalman. 
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Presupuesto 

A continuación se presenta un presupuesto del proyecto: 

 
CONCEPTO CANTIDAD PRECIO 

Materiales Ruedas Robot 2                                        8,00 €  

  Adhesivo bicomponente 1                                        3,00 €  

 
Adhesivo silicona 1                                        3,00 €  

 
Tornillos Rosca-chapa 3x10 1                                        3,50 €  

 
Bridas Nylon 098x2,5 1                                        1,00 €  

 
Tubo PVC rígido 1                                        1,00 €  

 
Tornillo M3x8 1                                        3,80 €  

 
Arandela M3 1                                        3,20 €  

 
Tuerca M3 1                                        3,40 €  

 
Cinta doble cara 1                                        3,70 €  

 
Poliestireno plancha 5mm 2                                        9,00 €  

 
Varilla Roscada 2                                        1,50 €  

 
Tuercas M5 1                                        4,00 €  

 
Arandelas M5 1                                        3,50 €  

Materiales Eléctrico-electrónicos Arduino UNO 1                                     18,50 €  

 
Driver L298 1                                     10,50 €  

 
MPU-6050 1                                        6,00 €  

 
Fuente Alim. 24V-40W 1                                     30,00 €  

 
Trafo 12 V 1                                     12,00 €  

 
Motores AMAX GS38 2                                   200,00 €  

 
Fusible 1                                        0,60 €  

 
Portafusible 1                                        0,50 €  

 
Condensadores varios 4                                        1,20 €  

 
Integrado 7812 1                                        0,60 €  

 
Led Amarillo 1                                        0,80 €  

 
Resistencias varias 1                                        0,20 €  

 
Cables Arduino Varios 15                                        2,00 €  

 
Cable 0,5 mm 1                                        2,50 €  

 
Cable 1 mm 1                                        2,50 €  

 
Regletas conexión 4mm 1                                        1,40 €  

 
Regletas conexión 10 mm 1                                        2,00 €  

 
      

 
TOTAL                                   342,90 €  

 
IVA (21%)                                     72,01 €  

 
 

TOTAL (con IVA)                                   414,91 €  
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MANO DE OBRA 

CONCEPTO HORAS PRECIO/H PRECIO 

Montaje Prototipo 40 10        400,00 €  

Redacción memoria 200 5     1.000,00 €  

Costes ingeniería 350 15     5.250,00 €  

        

TOTAL         6.650,00 €  

IVA (21%)         1.396,50 €  

TOTAL (con IVA)         8.046,50 €  

        

TOTAL PROYECTO         8.461,41 €  
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Annexos 
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A1. Características técnicas MPU6050 
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A2. Características técnicas Driver L298N 
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A3. Programa espacio de estados MATLAB. 

2 %Parámetros de simulación del sistema: 

3 %radio rueda 

4 r=0.05; 

5 %masa rueda 

6 m=0.1; 

7 %masa barra 

8 M=0.5; 

9 %longitud mitad barra 

10 L=0.3;  
11 %Inercia rueda (Jr) 
12 Jr=0.5*m*r^2; 
13 %Inercia barra (J) 
14 Jp=(1/3)*M*(2*L)^2; 
15 %gravedad: 
16 g=9.81; 
17   
18 %MOTOR: 
19   
20 %Resistencia motor 
21 R=1; 
22 %constantes 
23 Km=0.01; 
24 Kb=Km; 
25   
26 %definimos determinante de Krammer 
27   
28 det=(M*L)^2-Jp*(m+Jr/r^2+M); 
29   
30 %definimos valores parametros de la matriz A 
31   
32 a22=1/det*Km^2/R/r^2*Jp; 
33   
34 a23=-1/det*(M*L)^2*g/r; 
35   
36 b2=-1/det*Jp*Km/R/r^2; 
37   
38 a42=1/det*M*L*Km^2/R/r; 
39   
40 a43=-1/det*(m+Jr/r^2+M)*M*g*L; 
41   
42 b4=-1/det*M*L*Km/R/r; 
43   
44 %definimos matrices 
45   
46 A=[0 1    0   0;... 
47    0 a22  a23 0;... 
48    0 0    0  1;... 
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49    0 a42  a43 0]; 
50   
51 B=[0 b2 0 b4]' 
52   
53 %Buscamos los polos: 
54 polos=eig(A) 
55   
56   
57 %Modelo siendo la salida el angulo de la barra (Psi) 
58 C=[0 0 1 0]; 
59 D=0; 
60   
61 %Definimos la funcion de transferencia: 
62 [n,d]=ss2tf(A,B,C,D); 
63   
64 %Minimizamos la función de transferencia: 
65 g=minreal(tf(n,d)) 
66   
67 %Representamos los polos y los ceros de la función de transferencia: 
68 figure(1) 
69 pzmap(g) 
70   
71 %Buscamos los polos del sistema: 
72 polos_g=eig(g) 
73   
74 %Calculamos la funcion de transf. a lazo cerrado: 
75 g_feed=feedback(g,1) 
76   
77 %Calculamos los polos de la función de transf. a lazo cerrado: 
78 polos_gfeed=eig(g_feed) 
79   
80 %Representamos los polos y los ceros de la función de transf. a lazo 

cerrado: 

81 figure(2) 
82 pzmap(g_feed) 
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A4. Programa realimentación de estados MATLAB. 

83 % Estabilizacion por relimentacion de estado 
84   
85 C4=eye(4) 
86 D4=[0 0 0 0]' 
87   
88 % fijamos los plos de lazo cerrado  
89 P=[-20 -10 -2+2*j -2-2*j] 
90   
91 % calculamos las ganancias K(1),K(2) y K(3) 
92   
93 K=place(A,B,P) 
94 % el resultado es: 
95  
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A5. Programa cálculo PID por asignación de polos MATLAB. 

96 %Calculo PID por asignacion de polos: 
97 g=minreal(g); 
98 % entramos el PID calculado por 
99 % asign. de polos 
100 g_pid=tf([7.62 58.29 45.97],[0.01  1  0]); 

101 figure(1) 

102 bode(g_pid) 

103 % función de transf de lazo abierto: 

104 g_comp=g_pid*g 

105 % calculo de la fde trans de lazo cerrado 

106 t=feedback(g_comp,1) 

107 % compprobamos polos de lazo cerrado 

108 disp('polos de lazo cerrado') 

109 eig(t) 

110 figure(2) 

111 title('resp. impuls') 

112 impulse(t) 

113 figure(3) 

114 step(t) 

115  
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A6. Programa cálculo PID por discretización MATLAB. 

116 % discretizacion PID 

117 g_pid=tf([7.62 58.29 45.97],[0.01  1  0]); 

118 Ts=0.05; 

119 [numd,dend]=c2dm([7.62 58.29 45.97],[0.01  1  0],Ts,'tustin') 
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A7. Esquemas eléctricos. 

 


