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Si el libro de N. Wirth “*Algorithms + Data
= Programs” (ref. | 1]) fuese facilmente
localizable en casi todos los Centros de Cdlculo de
nuestro pais, no tendria ningan sentido escribir
este articulo. puesto que en el capitulo 3 trata ex-
tensamente, y en forma magistral, el tema que nos
ocupa. Pero no es éste el caso. Y, ademds, estd en
inglés, lo cual es un “*handicap™ innegable para
muchos profesionales

De todas formas, sigue sin tener sentido el
“reinventar’’ el tema cuando tengo delante una des-
cripcion que, con mis conocimientos. me es imposible
mejorar. Queda claro, pues, que este articulo ni
inventa ni aporta nada,. sino que se limita a traducir
v adaptar los parrafos 3.1. 3.2 y 3.5. Hecha esta
aclaracion. obligada por un minimo de ética profe-
sional, me excuso de referenciar continuamente los
parrafos citados.

El lenguaje que utilizo como vehiculo descriptor
de los algoritmos que ilustran el texto es el lenguaje
PASCAL. Soy consciente de su muy restringida difu-
sion. Aun asi, considero que es de los pocos len-
guajes (sino el anico) que pueden ser “leidos™ por
cualquier profesional, sin demasiadas dificultades,
aparte de adaptarse perfectamente a nuestros propositos.

Una ultima consideracion, antes de entrar en
materia. Es conveniente que el lector esté familiari-
zado con las construcciones de la programacion es-
tructurada (BEGIN-END, [F-THEN-ELSE, WHILE-DO.
REPEAT-UNTIL, etc.) y con el diseno TOPDOWN
(aproximacion al problema por sucesivos refinamien-
tos). En caso contrario. quizis encuentre alguna
dificultad en la comprension, pero esperemos que,
como efecto lateral. se consiga motivar su atencion
hacia esta forma de trabajo

CONCEPTOS BASICOS

Se dice que un objeto (cualquiera) es recursivo
si consiste parcialmente o esta definido en términos
de si mismo.

Supongamos que situamos dos espejos frente a frente,
no totalmente paralelos. y asomamos nuestra cabeza en-
tre los dos. Miremos a cualquiera de los dos espejos.
Veremos nuestra imagen y la del espejo que tenemos
detras. el cual contiene nuestra imagen (de espaldas)
¥ el primer espejo cuya imagen contiene nuestra imagen
(de frente) y el otro espejo....

Podemos formular la siguiente definicion recursiva:
Imagen-que-veo = Mi-imagen junto a un espejo
que contiene la Imagen-que-veo.

Veamos un ejemplo mas clasico. Se define el fac-
torial de un numero entero n como el producto de
todos los numeros enteros desde | hasta n. Es
decir, tel simbolo !indica factorial):

'

n! 2

= x2x3x..x(n-1)xn

~

Porciemplo, 4! = I x2x3x4y3!'=1x2x3

Pero también, 4! = 3! x4
(y esta definicion ya es recursiva). Sabiendo que.
por convencion, ¢l factorial de cero es |, podemos
dar la definicion siguiente de n!

a) 0! |
b) n! = nx(n-1)! (para n>0)

Precisamente la potencia dela recursividad con-
siste en definir en forma finita un concepto infinito
(notese la ausencia de puntos suspensivos en las dos
definiciones recursivas precedentes)

iPodemos hacer un programa para calcular el fac-
torial de un numero? Centrandonos en la primera de-
finicion, nuestro programa podria ser, para calcular
el factorial de N:

I:=0: F:=1;

WHILE <N DO
BEGIN
I 1+ 1:
e [
END

Pero éste programa no es recursivo. (Como traducir a

lenguaje de programacion el concepto de “‘consistir o estar

definido en términos de si mismo’"? Obviamente, utili-
sando subprogramas (funciones o subrrutinas) que se
llaman a si mismos. Bajo esta optica, podemos traducir
literalmente la definicion recursiva de n! a programa:

FUNCTION F (N:INTEGER): INTEGER:
BEGIN
IF N>0 THEN F:=F(N-1)*N
ELSE F:=1
END
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En un programa que aparezca una llamada a la fun-
cion F tal como F(4). la funcion se llamara a si
misma 4 veces (F(3). F(2), F(1), F(0)), devolviendo el
valor 24, de la forma siguiente:

[

|
R

o R R
23]

F(4)

o
XLy

Otro ejemplo de como una formulacion recursiva
es directamente programable consiste en la serie de
nameros enteros de Fibonacci. en que cada elemento,
de la serie, que se 1nicia con un Cero y un uno, es
la suma de los dos precedentes. Asi

£—=0, 15 1,253, 5:8;: 13, 21534,
Su formulacion recursiva:

fo 0

f1 = 1
fn = fpar t 2> 1)

Y su programacion

FUNCTION FIB (N INTEGER ) INTEGER
BEGIN
IFN=0 THENFIB: =0
ELSE I+ N | THEN FIB: =1
ELSE FIB. = FIB(N-1)+ FIB (N-2)
END

Llegados a este punto. nos aparecen dos tipos de
problemas: X
a) ;Qué tipo de lenguaies admiten recursividad? (s

efectiva. en cuanto a tiempo y memoria”

b) ;Qué tipo de problemas admiten solucion recursiva?
:En qué casos hay que usarla”

Vamos a intentar centrarlos brevemente

De entrada, los dos lenguajes de uso mas exten-
dido en nuestro pais (FORTRAN ¢n ambientes uni-
versitarios y técnicos, y COBOL e¢n las empresas)
no admiten, normalmente, la recursividad (excepto
alguna version reciente). Una subrutina FORTRAN
que se llama a si misma provoca un error en tiempo
de compilacion. E1 COBOL no dispone de funcio-
nes. y tampoco es demasiado comodo el uso de sub-
programas.

Solo admiten recursividad versiones recientes de
FORTRAN (un gjemplo puede encontrarse en [6])
y BASIC. y todos los lenguajes de la familia
ALGOL (ALGOL 60. ALGOL W. ALGOL D.
ALGOL 68), incluido el PASCAL.
Aunque numéricamente, sean muchos los lenguajes que
admiten esta posibilidad. su difusion y utilizacion
es muy restringida.

Por otra parte hay que tener en cuenta que bajo
un esquema recursivo subyace un esquema iterativo. ks
decir, que, en principio, lodo programa recursivo
tiene su equivalente iterativo. Y de esta afirmacion
podemos sacar dos consecuencias:

1. Aligual que en una iteracion, hay que preveer
un final para evitar entrar en “loop™. ks decir,
que un programa recursivo R. deberd contener un
esquema del tipo IF condicion THEN R, y de
un mecanismo que varie la condicion. Lo mas fre-
cuente es decrementar un contador n que se utiliza
como parametro, tal que R(n) contiene el esquema
IF n > 0 THEN Ri(n-1). En cualguier caso lo normal
¢s que sea mas rapido el control de una itera-
cioén gue el paso de parametros a un subprograma
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2. No solo es necesario que la “profundidad™

(no de veces que la rutina recursiva se llama a si
misma) sea finita. cémo indica el parrafo ante-

rior, sino pequena. Cada activacion recursiva de

la rutina consume una cierta cantidad de memoria

va que los parametros de la rutina y sus variables
lucales van apilandose en un ““stack™ a cada lla-

mada, conservando su estado en un nivel determinado
para reasumirlo cuando se vuelve a ese nivel.

Simplificando, digamos que si el drea de datos de
una rutina recursiva ocupa | Kbyte y la profundidad de la
llamada es 10, la ocupacion real de memoria sera de
10 Kbytes

Nos queda pendiente resolver las preguntas conteni-
das en h), pero con lo dicho en los parrafos anteriores
poco queda que anadir

.Qu¢ tipo de problemas admiten solucion recursiva?
Es obvio: todo problema que admita una formulacion re-
cursiva. Lo dificil es. en ciertos casos. dar con esta
formulacion.

.En qué casos hay que usarla? Contestemos negati-
vamente: no hay que usarla cuando exista una solucion
iterativa obvia. Siempre sera mds economica en tiempo
y en memoria. Y aun cuando la solucion iterativa no sea
obvia. a veces serd necesario encontrarla si la profun-
didad de la recursion hace inviable el utilizarla.

Hemos Hegado, por eliminacion al tipo de problemas
en los que es Gtil la recursividad: aquellos en que la
Gnica formulacion gue aparece intuitivamente es la
recursiva: aquellos que. aungue admitan solucion itera-
liva. ésta es extremadamente compleja al lado de la
recursiva

Lo que es innegable es que. en cualquier caso. la
solucion recursiva se muestra como una salida mucho
mas elegante

f ‘lﬂ' I ;’ !I

f




EL PROBLEMA DE LAS 8 REINAS: UNA SOLUCION

El problema de las 8 reinas consiste en situar ocho
piezas de éste tipo en un tablero de ajedrez (que tiene
8 x 8 = 64 cuadros) de forma que no se maten entre si.

Los movimientos posibles de una reina se muestran
en la figura 1, en que R es la posicion de la reina, y
en donde se han marcado con asteriscos las posiciones
afectadas.

* * *
¥ | ¥ | *
| x| % | R LA ERE ]
* | % | ¥
* * *

* * *
#* *
¥*

Figura 1

Este problema. como veremos. ¢s un buen ejemplo de
los citados en el altimo parrafo del apartado anterior:
aquellos en que la aproximacion recursiva aparece mas
clara e intuitiva que ninguna otra.

Originalmente este problema fue investigado por
C. F. Gauss. en 1850, pero no llegd a resolverlo com-
pletamente. Lo cual es logico, pues pertenece a un tipo
de problemas que desafian cualquier solucién de tipo
analitico, y que requieren gran paciencia y exactitud
si quieren resolverse manualmente.

Se popularizé al aparecer en el libro “*Structured
Programming™ (ref. | 2|), al final del articulo de

Dijkstra, como ejemplo de resolucion de un problema por

refinamientos sucesivos.

De hecho, el trabajo original de Dijkstra (ref,
[3]) no incluia este apartado que aparecio ori-
ginalmente en el texto que el citado profesor utilizaba
como soporte de sus clases (ref. [4]). Posterior-
mente este problema ha aparecido en gran cantidad de
textos aunque a veces presentado en forma iterativa (ref.
[S]). Junto con el problema de las Torres de Ha-
noi (ref. [4] y [6]). me atrevo a calificarios de “clasicos™
de la recursividad.

Wirth lo resuelve en | | | mediante una aproxima-
cion por el método ““trial-and-error’, que consiste en
avanzar en ir generando una solucion mientras sea buena;
si no lo es. se retrocede (““backtracking™) hasta tener
un camino alternativo y volver a avanzar. Este avance y
retroceso se implementan recursivamente.

La primera aproximacion consistira en pensar un
subprograma TRY que sitte la I-ésima reina en el ta-
blero.

Su esquema seria:

PROCEDURE TRY (1: INTEGER);
BEGIN
inicializar seleccion de posiciones:
REPEAT

seleccionar nueva posicion;
IF posicion segura
THEN BEGIN situar-reina;
IFI<S8
THEN BEGIN
TRY (1+1);
IF no ha ido bien
THEN retirar-reina
END
ELSE ha ido bien

END
UNTIL ha ido bien OR no hay mas posiciones
END

Intentemos clasificar este esquema con un ejemplo.
Partimos de la situacion presentada en la figura 2, en
la que ya hemos situado 3 reinas, e intentamos situar la
cuarta. Se supone que, en cada paso, situamos una reina
en cada columna.
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Figura 2

En nuestra hipotesis, partimos de las 3 primeras
reinas, situadas respectivamente en las posiciones 1, 6
y 8.y tratamos de situar la cuarta es decir. TRY (4).
Empezamos situando la cuarta reina en la primera fila
(primera posicion punteada). La posicion no es segura,
por lo que, siguiendo nuestro esquema. volvemos rapida-
mente a “seleccionar nueva posicion™. que serd, de

momento. en la segunda fila (segunda posicion punteada).

Ahora se trata de una posicién ““segura’. Siguiendo el
algoritmo. “‘situamos-reina”. y como | es menor que 8,
se intentara terminar de rellenar el tablero, lo cual

se implementa con la llamada recursiva TRY (1 + 1), en
nuestro caso TRY (5) (la cual. si encuentra posicion se-
gura llamara a TRY (6), éstaa TRY (7) y éstaa TRY
(8)). Ocurre que con la cuarta reina en la segunda fila
no hay forma de terminar. luego cémo “‘no ha ido bien”,
efectuamos “retirar-reina’’. con lo que se vuelve a “se-
leccionar™ la tercera fila (posicion en negro), la po-
sicion es “segura’’, “situamos reina”, y como | < 8

se repite TRY (35). Esta vez, en cambio, las cosas mar-
chan bien y se consigue situar las restantes reinas
(circulos en blanco en la figura 2), con lo que el al-
goritmo finaliza.

Podemos observar que, con el esquema recursivo se

puede construir el algoritmo TRY (1), suponiendo que sa-

bemos la solucion para TRY (I + 1) (en el ejemplo
anterior del factorial, construimos F (N), dando por su-
puesto que sabiamos calcular IF (N-1)).

Para escribir el programa definitivo a partir de
nuestro esquema debemos decidir la representacion de
tablero y reinas. Aunque lo primero que se nos ocurre
es representar la posicion de las reinas en un vector
X, que contendrd en su elemento X3 la fila en que
s¢ ha situado la tercera reina. En la solucion presen-
tada en la figura 2, X = (1,6, 8, 3. 7.4, 2, 5).
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La seguridad por columna no hace falta comprobarla
va que cada vez situamos una sola reina por columna. Pa-
ra las filas nos bastara un vector A, de tipo boo-
leano. otro By para las diagonales 7, y otro (‘J( para
las diagonales X (notar que en las diagonales /
el valor [ + ] e¢s constante, y oscila entre 2 = 1 + 1
vy 16 = 8 + 8.y en las diagonales N el valor I-J es cons-
tante y oscilaentre -7=1 -8y 7=8 — 1).

Nuestra representacion de datos queda:

ARRAY [1..8] OF INTEGER

ARRAY |1.8]| OF BOOLEAN

ARRAY [2..16] OF BOOLEAN

: ARRAY |- 7.7| OF BOOLEAN

en donde

X (1) indica la posicion de la reina en la 1-€sima co-
Jumna.

A (J) indica si hay reina en la fila J.

B (I + J) indica si hay reina en la diagonal 7 (1 + J) ésima
C (1-J) indica si hay reina en la diagonal X {I — J) ésima.

Lo wes

De esta forma “‘situar-reina’ sera:

X (I):=1J;A(J): = FALSE; B (I+J): = FALSE;
C(I-J): = FALSE y “‘retirar reina™":
A (J): =TRUE; B (I+J): = TRUE; C (1-J): = TRUE

Una posicion serd segura si:

A (J) AND B (1+]) AND C (I-J) tiene el valor TRUE

La seleccion de posiciones consistird en partir de
J: = 0 e ir incrementando este indice hasta J = 8.

El indicador de que “*ha ido bien™ se resuelve con
una simple variable booleana Q.

Estamos ya en condiciones, partiendo de nuestro es-

quema de escribir el programa completo (ver programa 1).

En efecto, el subprograma de impresion es muy simple, v
el programa principal se limitara a inicializar a TRUE

los vectores A, B, C y a poner en marcha el proceso me-
diante una llamada TRY (1). (Recomiendo al lector la
comparacion del esquema y el programa viendo cémo el
primero ha sido respetado y como se ha refinado cada
una de las instrucciones redactadas en lenguaje natural).
La solucion hallada por el programa puede verse en la
figura 3.

Figura 3. Solucién obtenida mediante el programa 1
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PROGRAM EIGHTQUEEN1 (OUTPUT),

VAR 1:INTECER ; G BOOLEAN:
A ARRAY( 1 8 ) OF BOOLEAN.
B: ARRAY( 2 16 ) OF BOOLEAN:
C ARRAY(. -7 7 ) OF BOOLEAN,
X_.ARRAY(. 1. . B ) OF INTEGER.

PROCEDURE PRINT;

VAR I.J - INTECER:

BEGIN
FOR 1:=1 TO 8 DO WRITE(X(I) 4),
WRITELN:
FOR 1.=1 TO 8 DO
BEGIN
FOR J.=1 TO 8 DO
BEGIN
IF X(J)=I THEN WRITE (‘%)
ELSE WRITE ('-")
WRITE (* )
END
WRITELN
END;
WRITELN

ENDi (#% PRINT #)
PROCEDURE TRY(I. INTEGER ., VAR G. BOOLEAN);
VAR J: INTEGER.
BECIN J:= 0 ;
REPEAT J:=J+1 | Q.=FALSE,
IF A(J) AND B(I+J) AND C(I-J) THEN
BECIN X(1):=y;
A(J) =FALSE ,; B(I+J) =FALSE ; C(I-J):=FALSE;
IF 148 THEN
BEGIN TRY(I+1,Q).
IF NOT @ THEN
BEGIN A(J): =TRUE: B(I+J):=TRUE; C(I-J):=TRUE END
END
ELSE @:=TRUE
END
UNTIL @ OR (J=8)
END (® TRY #)
BEGIN (# MAINPGM #)
FOR I:=1 TO B8 DO A(I):=TRUE:
FOR I:=2 TO 16 DO B(I):=TRUE:
FOR I.=-7 TO 7.D0 C(1):=TRUE;
TRY (1.,Q);
PAGE;
IF G THEN PRINT

PROGRAMA |

8 REINAS: TODAS LAS SOLUCIONES

Tratemos ahora de generalizar y hallar, no una, sino
todas las soluciones. Se trata de una muy simple genera-
lizacion del programa anterior. Volvamos al esquema. El
bucle que controla el algoritmo es del tipo REPEAT-
UNTIL, es decir, que termina al hallar una solucion. La
primera generalizacion consistird en eliminar el con-
trol de si **ha ido bien”, y no terminar hasta explorar
todas las soluciones. Sustituiremos el REPEAT-UNTIL
porun FOR J: = 1 TO 8 DO...

Sigamos. Antes retirdbamos la reina solo si no habia
ido bien. Ahora la deberemos retirar siempre para posi-
bilitar seguir explorando soluciones. Y lo que habra
que hacer cada vez que se halla una soluciéon (cuando se
coloca la octava reina) sera imprimir la configuracion.

El esquema para hallar todas las soluciones serd:

PROCEDURE TRY (I: INTEGER):
BEGIN
FOR todas las posiciones de la columna DO
IF posicion segura
THEN BEGIN situar-reina
IFI<8 THEN TRY (1+ 1)
ELSE imprimir configuracion
retirar reina
END

END

Sorprendentemente hemos dado con un esquema mas
simple, aunque algo mas dificil de comprender. El progra-
ma que deriva de este esquema (programa-2) es en conse-
cuencia también mas simple que el anterior. Dado que
se avanza de una forma sistematica, no hay peligro de
hallar dos veces la misma solucion (ver figura 4), aun-
que de las 92 soluciones halladas solo 12 son signifi-
cativamente distintas ya que el programa es incapaz de
reconocer simetrias.

Por razones de espacio, he sustituido en el progra-
ma-2. el subprograma de impresion (PRINT) por un simple
volcado del contenido de X (fig. 4).
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Figura 4. Algunas soluciones obtenidas
mediante el programa 2

PROGRAM EISTHQUEENS(OUTPUT).
VAR 1: INTEGER:
A: ARRAY ( 1. .8 . ) OF BOOLEAN)
B. ARRAY ( 1. .16 ) OF BOOLEAN,
C.ARRAY (. -7 .7 ) OF BOOLEAN,
X:ARRAY (. 1 . B ) DF INTEGER:
PROCEDURE PRINT/
VAR K: INTEGER;
BEGIN
FOR K:=1 TO 8 DO WRITE(X(K) 4);
WRITELN
END (= PRINT #) ;
PROCEDURE TRY (I:. INTEGER).
VAR J: INTEGER:
BEGIN
FOR J:=1 TO 8 DO
IF A(J) AND B(I+J) AND C(I-J)
THEN BEGIN X(I1) =u;
AlJ) =FALSE; B(I+J) =FALSE:C(I-J): =FALSE.
IF I<B THEN TRY(I+1) ELSE PRINT,
AlJ) =TRUE: B(I+J):  =TRUE:; C(I-J): =TRUE
END
END (» TRY #)
BEGIN (» MAINPGM =)
FOR I:=1 TO B DO A(I):=TRUE:
FOR 1:= 2 7O 16 DO B(1): =TRUE,
FOR I.=-7 TO 7 DO C(1) =TRUE,
TRY(1)

END

PROGRAMA 2 Pere Botella
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