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Abstract

En aquest projecte comparem ’actuacié de diferents metodes a ’hora de calcular la matriu de
derivades respecte condicions inicials d’una solucié d’'un sistema diferencial. Primer, es fa un
analisi numerica teorica del problema, presentant els diferents metodes i la seva complexitat.
Finalment, es fan comparacions dels metodes en casos particulars: calculant una matriu de
solucié analitica coneguda i calculant una matriu després utilitzada en un exemple d’aplicacié

del metode de Newton.

Paraules clau: Metodes numerics, Equacions variacionals, Derivada numeérica, Problema res-

tringit de tres cossos.
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Introduccio

Coneixer les derivades respecte condicions inicials (o respecte parametres) d’una solucié d’una
equacié diferencial ordinaria té moltes aplicacions. Les més conegudes son segurament la teoria
de pertorbacions i el calcul d’estabilitat. Suposem que tenim un sistema d’EDOs que depén d’un
parametre i que la soluci6 per un valor del parametre concret (normalment zero) té una expressié
senzilla. Si volem conéixer solucions per a parametres diferents, pero propers a ’anterior, podem

fer aproximacions de primer ordre on apareixeran matrius de derivades respecte parametres.

Aquesta matriu de derivades veurem que és solucié d’un altre sistema diferencial, i per tant,
si volguéssim calcular-la experimentalment podriem solucionar amb metodes numerics aquest
nou problema. De totes maneres, hom es podria preguntar si no seria més senzill calcular els
coeficients d’aquesta matriu fent derivades numeriques. L’objectiu d’aquest treball és, doncs,
respondre a la pregunta de quin dels dos camins és més eficient a I’hora de calcular la matriu

de derivades parcials respecte condicions inicials.

En el primer capitol, definirem amb més precisié que és aquesta matriu de derivades parcials i

el sistema del qual és solucid: les equacions variacionals.

En el segon, explicarem amb detall els metodes de derivacié numerica, que estan intimament
relacionats amb ’aproximacié de funcions per polinomis. A més, aprofondirem en el fet que la
derivacié numerica esta mal condicionada, ja que si fem servir valors aproximats podem expandir

I’error a gran escala.

Al tercer capitol presentarem la complexitat que trobarem en la comparacié d’aquests dos
metodes: el volum de treball que suposa aplicar cada metode a un sistema i les dificultats
que presenta fer derivacié numerica amb valors obtinguts mitjancant metodes numerics per a

Iintegracié d’EDOs.

Al quart capitol presentarem els resultats obtinguts fent servir els diferents métodes per calcular



una matriu de derivades parcials respecte condicions incials amb expressié analitica coneguda.
D’aquesta manera, podrem obtenir taules de temps i error fiables per a cada meétode, que

permettran decidir quin és el més precis.

Al cinque i ultim capitol farem una altra comparacié dels metodes, pero la matriu de derivades
calculada s’utilitzara per trobar zeros de funcions amb el metode de Newton. L’objectiu d’aquest
apartat no és doncs comparar la precisié amb que es calcula la matriu, siné la velocitat en que

el metode de Newton convergeix amb matrius que poden ser més o menys precises.

A priori, tot sembla apuntar a que la derivacié numerica, tot i que senzilla d’implementar, no
donara resultats molt precisos. De totes maneres, la resolucié de les equacions variacionals, que
és un sistema de n? equacions quan el sistema original té n equacions, potser representa un cost

computacional molt gran i no és un metode viable.



Capitol 1

Equacions variacionals

1.1 Definicions i notacio

Considerem un sistema d’equacions diferencials ordinaries (EDOs) n-dimensional:
x(t) = f(t,x)

onf:QCRxR"— R" Q obert. Suposem f continua i localment Lipschitz. Donat que amb

aquestes hipotesis el problema de valor inicial (PVT)
x(t) = f(t,x), x(to) = %o
només té un solucié x(t) (veure [1]) i depen de (tp,Xg), notem aquesta dependéncia escrivint:
x(t) := ¢(t;to, X0)

A més, si 'EDO és autonoma (x = f(x)), llavors ¢(¢;to,x0) = ¢(t — t0;0,%0) 1 podem definir
p(t,x0) := ¢(t;0,%0) el flur de ’EDO, que cumpleix:

(i) ¢(0,x0) = xo
(ii) o(t+s,%0) = @(t, ¢(s,%0))

(it}) @(t,x0) = x & p(—t,%) = X0

Considerant f = (f1, fo,..., fn) 1 x = (21,22, ..., 2,), denotem:
of
Dif = —
Y



Dxlfl D-T2f1 e Dl’nfl
| Doyt Dayfr oo Da 1]

i podem estendre les notacions a ¢ per definir D¢, Dy, ¢ i Dy, .

Suposem doncs que Dx,¢ existeix i que podem permutar % i Dy, en ¢ (aixo és aixi si f és
suficientment diferenciable, veure [1]). Derivem respecte xg la identitat %qf) = f(t, ¢) i obtenim:

& Do = Dug(5:68) = Do (1, 9) = Duk(,9) - Dy

dt
Si ara derivem ¢(to;to, Xo) = Xo també respecte x¢ tenim:
Dx0¢(t0§ to, XO) =1Id,

on Id,, és la matriu identitat de dimensié n.

Per tant, fixades unes condicions inicials (tp,X¢) i considerant x(t) = ¢(t;to,%o) la solucié al

PVI corresponent, podem definir:
Y (t) := Dxo9(t;t0,%o)
A(t) = Dt(t,x(1))
ambdues matrius n x n. Lavors, Y (¢) és solucié del PVTI:
Y =A(t)-Y, Y(t)=1d, (1.1)

A (1.1) anomenem equacions variacionals associades a 'EDO x = f(¢,x) i a les condicions
inicials (tg,xo). Per tant, veiem que la matriu de derivades parcials la podem calcular com a

solucié d’una EDO lineal homogenia amb condicions inicials no homogenies.

De fet, d’'una manera molt similar a I’anterior, i a causa de la diferenciabilitat de ¢ respecte xg,

¢ també és diferenciable respecte tg (veure [2]) i la derivada cumpleix:
Diy¢(t:t0,x0) = —Dxo @(1; to, o) - £(t0, %0)
Tot aix0 es pot resumir al teorema segiient:
Teorema: Si f € C"(Q) llavors ¢ € C"(D) on:
D :={(t;to,x0) € R x R x R™: (to,x0) € Q,t € I(to,x0)}

i I(to,x0) €s linterval maximal de definicié de ¢(t;to,Xo).



1.2 Generalitzacié a parametres

Considerem ara que f = f(¢,x,A) depén també d’un vector de parametres A € R™. Donat el

lema segiient (veure [2]):

Lema: Un sistema d’EDOs n-dimensional depenent de m parametres el podem reescriure com

un sistema d’EDOs (n 4+ m)-dimensional sense parametres equivalent.

La diferenciabilitat de ¢(t; to, X0, Ag) respecte Ag queda provada com a conseqiiencia del teorema

anterior.

De tota manera, sembla més interessant trobar i definir les anomenades equacions variacionals

respecte parametres (1.2). Per tant, anem a derivar respecte Ag la identitat

d
% = f(t,x, AO)

i suposant que podem permutar % i Dy, obtenim:

d

@Dxcﬂl) = Dxf(t, ¢, Xo) - Do + Drf(t, ¢, Xo)

on Dy,¢ és una matriu n x m. Si ara derivem ¢(to; to, X0, Ao) = Xo també respecte Ag tenim:

Do ®(to; to, X0, Ao) = Onm
on 0y, és la matriu n x m amb tots els coeficients 0.

Per tant, fixades unes condicions inicials (o, Xg, Ag) i considerant x(t) = ¢(t; to, X0, Ao) la solucié
al PVI corresponent, definim:

A(t) := Dx,¢(t; to, X0, Ao)
A(t) := Dxf(t,x(t), Ao)
b(t) := Dxf(t,x(t), Xo)
matrius n X m, n X n i n x m respectivament. Aleshores, A(t) és solucié del PVI:

AN =At)-A+0b(t), Alto) = Opm (1.2)

Es a dir, la matriu de derivades parcials respecte parametrs sobre la solucié x(t) la podem

obtenir resolent un sistema d’EDOs lineal no homogeni amb condicions inicials homogenies.






Capitol 2

Derivacio numerica

Donada una funcié definida en un interval tancat, existeix un polinomi arbitrariament tant a
prop com vulguem a cada punt (veure [4]). Donat que la integraci6 i derivaci6é de polinomis és
una feina bastant senzilla, no és d’estranyar que per a derivar una funcié en un punt fem ts de

polinomis interpoladors.

2.1 Interpolacié per polinomis

Considerem que tenim una funcié f(x) i que coneixem el seu valor en n + 1 punts arbitraris
diferents (f(z;) = fi per i = 0,1,...,n). Volem trobar un polinomi que aproximi f a tot z i que

sigui exacte en els z;.
Denotem per II,, el conjunt de polinomis de grau igual o menor que n:
P(x)=ag+ar1x+ -+ apz"”

Aleshores, donats xg, z1, ..., x, punts arbitraris diferents, definim els polinomis de Lagrange dels
punts {x;}!' , com:

Li(z) = (x—mo) - (r —xim1)(x — mijg1) - (T — ) _ w(z)

(i — o) -+ (2 — wim1) (@i — Tig1) -+ (T —2n) (7 — 23)w' (2)

on w(z) = [[Ig(x — z;).

Observem que L; € II,, per tot i i que cumpleixen la propietat
1, ifi=j

0, ifi#j

Li(x;) = bij =



Amb aquesta definicié, podem enunciar el teorema segiient.

Teorema: Donats n+ 1 punts {(x;, fi) }i— tals que x; # xj sii # j, existeix un unic polinomi
P e 11, tal que:
P(:Ci)Zfi, i:O,l,...,n

De fet, aquest polinomi s’obté amb la formula d’interpolacié de Lagrange (veure [3]):

n

i=0 '

i=0 k=0
kit

Pero P no deixa de ser una aproximacié i l'error comes P(x) — f(x) pot arribar a ser molt gran
per certes funcions f, i especialment si estem lluny del punt central de I'interval on interpolem.

De tota manera, si f és prou suau, podem arribar a acotar I'error. Per exemple:

Teorema: Si la funcio f és n+1 cops derivable, aleshores per a tot valor T existeix un nimero

¢ €llxg,...,xn, T tal que:
1) - Pl = 2L
on Ixg,...,xn,T] és el menor interval que conté T i tots els x;, i w(x) és el polinomi definit
anteriorment.
Amb tot aixo, podem expressar la funcié f com:
f(z) = P(z) + w(x){;nill))(f(x)) (2.1)

on {(x) denota la dependéncia de & respecte .

2.2 Formules per a derivades numeriques

Per obtenir formules de derivacié generals, considerem que tenim ¢ + 1 punts diferents {:c,-}gzo

d’un interval I i que la nostra funcié es g + 1 cops derivable f € C4T1(I). Com teniem a (2.1):

RS W(@)  o(ge)
flz) = l;)f(ﬁfkﬂk(l‘) + =+ 1)!f (& ()
amb £(z) € I. Si derivem aquesta expressié obtenim:
f'(@) = ; Flan)Lie) + - +($1)>1f<q*”<s<x>> o J(rwl))!Dw[f(q+1)(§(9C))]

10



Pero és dificil acotar Perror a causa del terme D,[f¢tD(¢(z))]. De tota manera, com que
w(x;) =0peri=0,1,...,q, en els punts z; l'expressié queda molt més senzilla:

q 1) ) q

FlrD(E(as))
=3 flan) L) + [T (i — )
|
k=0 (g+1)! k=0
T

que ens déna la formula amb (q + 1)-punts per aproximar f/(z;):

q
Fl(ws) =Y k) Ly () (2.2)
k=0
i té un error controlat ja que f9t1) esta acotada a l'interval I[zg, ..., z4]. Quan, a més, tenim
que els punts sén equiespaiats (z; = xg + jh, per j = 1,...,q) les formules d’aproximacié sén
de la forma (veure [7]):
xz h Z akf xk

amb ag € Ri ZZ:O ar = 0. Els ay, es calculen a partir de les expansions de Taylor dels f(xo+jh)

(veure [7]). Tenint en compte un altre cop que f4+1) estd acotada a I, error és:

q
Y A (1C0)
pad B (g+1)! ch

Per tant, utilitzant ¢ + 1 punts equiespaiats en la derivacié, podem obtenir formules d’ordre gq.

Presentem a continuacio les formules de derivacié més comunes, que sén també les formules

utilitzades en la part experimental d’aquest treball.

Comencem per la formula més intuitiva. Si considerem la definicié de derivada de f respecte xzq:

f/(x(]) _ }llg% f(l‘() + hf)L — f('CCO)

obtenim per 0 < h < 1 la formula de derivacié endavant '

f(wo) ~

fzo +h) = f(zo)
h

d’ordre 1. Agafant la formula general (2.2) amb ¢ = 2 (zg = Z, 1 = T —h i 9 = T+ h) obtenim
la formula de diferéncis centrades:

Lo+ 1) — Flao — 1)

F'(xo) = o5

'De fet, també podriem considerar h < 0 i obtindriem la formula de derivacié endarrere, perd no la utilitzarem

en aquest treball.

11



d’ordre 2. Observem que aquesta formula, tot i que hauria d’utilizar g4 1 punts, només n’utilitza
q. Aix0 es pot fer generalment per a ¢ parells i fent la derivada al punt del mig. En particular,

considerant ¢ = 4 a (2.2) obtenim la formula de 5-punts per a punts de l'interior:

) % o (£ — 20) = 8 (20 — B) + 8f (0 + 1) — f (o +20))

d’ordre 4.

2.3 Error d’arrodoniment

Es important remarcar que fent A petita no sempre obtenim millors resultats. Per il-lustrar-ho,
considerem la formula de diferencies centrades:

f(zo+h)— flzo—h)

f'(w0) ~ 2

En evaluar la funcié f, en realitat cometem un error e i utilizem valors aproximats f;: f(xo—h) =

fi+eri f(zo+h) = fo+ e Per tant, error global de I'aproximacié de la derivada:

_ _ 2
Flao) - oIt =22 0 e(ay))

depeén tant de lerror d’arrodoniment (primer terme) com del de truncament (segon terme).

Si suposem que els errors e; estan acotats per algun valor € > 0 i que la tercera derivada esta

acotada per M > 0, aleshores:

fo—1fi, e h?
_ S Vi
h+ 6

| f' (o) 5%

| <

. . 2 . s
Tenim doncs, que per reduir l'error de truncament %M hem de reduir la h, pero aixo fa
incrementar ’error d’arrodoniment % La h optima que redueix aquest error és h* = {/ %,

pero a la practica no sabem les cotes € i M, i no és possible calcular-la.

Exemple:

Considerem que volem aproximar la derivada de f(z) =log(1+ x) a = 1. La solucié analitica

és f'(z) = 14% i f/(1) = 0.5. Fent servir la formula de diferéncies centrades

_log(1+z+h)—log(l+x—h)

7' .y

amb diferents h obtenim els resultats de la taula 2.1.

12



Taula 2.1: Aproximacions de la derivada de f(x) = log(1 + ) a x = 1 mitjangant diferéencies

centrades.

h (1) = Error
le-01 | 0.500417 | -4.17e-04
le-02 | 0.500004 | -4.17e-06
1le-03 | 0.500000 | -4.17e-08
le-04 | 0.500000 | -4.17e-10
le-05 | 0.500000 | -8.83e-12
1e-06 | 0.500000 | -1.44e-11
1e-07 | 0.500000 | 2.63e-10
1e-08 | 0.500000 | 3.04e-09
1e-09 | 0.500000 | -4.14e-08
le-10 | 0.500000 | -4.14e-08

Observem que 'error minim Iobtenim amb h = 107°. Per h més grans l'error en la derivaci6
és més gran, i per h més petites és I'error d’arrodoniment el que domina i ens déna una mala

aproximacio.

13
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Capitol 3

Estimacio6 teorica de la complexitat

El problema que se’ns presenta és simple, donada la solucié general ¢(t;tg,x9) d'una EDO
% = f(t,x), volem calcular la derivada de ¢ respecte les condicions inicials xg a temps t = t*.
Experimentalment, podem trobar aquesta matriu de dues maneres. La primera és utilitzar

metodes numerics per a resoldre el PVI de les equacions variacionals (1.1):
Y'=A®#) Y, Y(t)=1Id,

I la segona és fer servir derivades numeriques. Es a dir, cada coeficient de la matriu es calcularia

mitjangant una derivada numerica d’ordre ¢ amb formula general:

g’ 1 < ,
3 = (t":t0,%0) = ﬁzaml(t*;to,XOﬁLkﬂuj) (3.1)
Lo k=0
on uj = (u;, u?, . ,u;l) € R" és un vector tal que ué“ = 01, essent J;;, la delta de Kronecker.

Cal observar que per calcular les diferents ¢ uilitzades en la derivacid, cal resoldre diverses
vegades el sistema d’EDOs per a diferents valors inicials. Aix0 implica haver de controlar dos
errors (i escollir dos passos) a la vegada: els errors en ¢, controlats pel pas h utilitzat a la

integracié de ’EDO, i I’error propi de la derivacié, que controlem amb el pas H.

15



3.1 Numero d’equacions

Integracioé de les equacions variacionals

Hem de resoldre el sistemas:

n? equacions
Y(tg) = Id,

Pero A(t) depeén de la posicié i del temps. Per tant, hem de resoldre 'EDO original a la vegada:

x(t) = f(t,x)

n equacions
X(to) = Xp

I en total tenim n? + n equacions a resoldre.

Derivacié numerica

Suposem que utilitzem un metode d’ordre g per fer la derivada numerica. Cada columna de la

matriu que volem calcular és %(t*; to, X0). Recordant (3.1), tenim:
0
¢ (t*;to,x0) = ! ia o(t*;to, x0 + kHuy)
ax% 7070_Hk_0k y LO» 20 j

Per tant, per cada columna j de la matriu necessitem trobar primer ¢(t*;t9,xo + kHu;) per
k =0,...,q. Observem que la solucié ¢(t*;top,xp), corresponent a k = 0, apareix per tota j i

calculant-la només un cop és suficient. Per tant, tenim que hem de resoldre:

x(t) = f(t,x)
n equacions
X(to) = X0
i per cada columna 5 =1,...,n:
x(t) = f(t,x)
n equacions per cada k=1,...,q

X(to) =Xp + k’HUj
En total tenim gn? + n equacions a resoldre.

De tota manera, com ja hem introduit abans, per g parells podem centrar els punts de tal manera

que el cas k = 0 no sigui necessari en la formula, deixant les equacions a resoldre en gn?.

16



3.2 Pasierror

Suposem que utilitzem un metode Runge-Kutta (RK) per a la integracié de les EDOs. Sigui h

el pas fet servir en el RK i H el pas en la derivacié numerica.

Volem calcular %(t*; to, Xo) mitjancant la derivacié numerica:
X

0

o0 (t*;t0,x0) = lim ' (t"; to, xo + Huy) — ¢'(t*; 10, o)
a$6 Y H—0 H
L & (3.2)
== Z ard' (t*; o, xo + kHu;) + CHY
k=—q1
amb ZZZO ar =0, q1+q =qionu; = (ujl,ui,,u?) € R"™ és un vector tal que uf = Ojk,

essent 0;;, la delta de Kronecker.

Perd, com ja hem dit anteriorment, els ¢’ utilitzats no sén exactes, siné que obtenim valors
aproximats 7’ mitjancant la integracié numerica de diferents sistemes d’EDOs. Donat que el
conjunt de metodes RK s6n consistents i de pas constant, si suposem que fem servir un RK

d’ordre p tenim la segiient expressié assimptotica per a 'error global de truncament (veure [6]):

n'(t) — ¢'(t) = e, (t)hP + E*(t, h)hP (3.3)

on €} (t) és diferenciable i cumpleix €},(tg) = 0 i E*(t, h) acotada sobre compactes.

Si substituim (3.3) a (3.2):

aqbi . 1 q2 o
P) j(t;to,XO):E Z armn (t;to,X0+kHUj)
xo k=—q
1 q2 ) )
— 5 [ Z aphPe,(t*; to, xo + kHuy) + RPTLEY (% to, x0 + kHuy)
k=—aq
+CH?

on el primer terme és el valor que realment calculem, el segon és I’error en la integracié numerica

i el tercer l'error degut a la derivada numerica.

17



Si fem l'expansié dels termes amb e;) respecte H:

a2 . a2 ' a2 9el
> arhPel(t*ito, X0 + kHuy) = > apel(t'to,xo) + Y akkHE)T”(t*;to,Xo)JrO(HQ)
k=—q k=—q k=—q 0
q2 q2 8€i
_ i P 2
_ep Z (Ik+ Z akkHTm+O(H)
k=—q k=—q
q2 3
oe!
= > apkH_ L +0O(H?)
k p 6x0
=—q1

Si suposem que treballem en un espai compacte aquest 1ltim terme el podem acotar i, a més,

E' també estd acotat (com hem dit a (3.3)). Aixi, 'error global ens quedaria:

1
7 (CLHR + CohPt) + C3hd (3.4)
amb Cj € R.

Agafant H = h, veiem que l'error queda ChP + C3h9. Per tant, hem d’agafar p = ¢ si volem

mantenir 'ordre ¢ del metode de derivacid.

18



Capitol 4

Comparacié dels dos metodes:

soluci6é analitica coneguda

4.1 Plantejament del problema

Considerem el sistema:

b= —y+kr(z®+9%-1)
(4.1)

v =x+ky(z®+y>—1)
amb k € R\ {0}. Fent el canvi a polars z = rcosf, y = rsinf i suposant r # 0(per r = 0,

x=y=0= 2=y =01iés punt d’equilibri) ens queda:
= kr(r2 -1)
0=1
Es un sistema desacoblat i de variables separables, i la seva solucié analitica és:

1, sirg=1

r(t) = . 0() =0+t
Q L sirg # 1 () ’

[ (L _1)e2kt’
14+( 2 1)e
Veiem doncs que 7 = 017 = 1 sén les iniques solucions amb radi constant. Per veure 'estabilitat

considerem: L on

0
1+ (%2 — 1)e2kt)3/2
0

' (t) =

Tenim que per k > 0, /(t) < 0si 0 <rg<1ir(t)>0sirg>1,ésa dir, I'origen és estable i

r = 1 inestable. Mentres que per k£ < 0 tenim el contrari, com es mostra a la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Esquema qualitatiu del sistema. A I'esquerra per k > 01 a la dreta per k < 0.

Obserem que per g > 11k > 0 les solucions tendeixen a infinit. De fet, r(¢) deixa d’estar definida

2
quan 1+ (r% — 1)e?* = 0, i per tant, hi ha un temps limit que és to(ro, k) = ilog(r;—ﬂl). Si
0 0

considerem k£ < 0 pero, les solucions estan definides V¢t > 0 (tenim un temps limit oo < 0

negatiu, és a dir, la solucié prové de l'infinit en temps finit).

Si ara desfem el canvi a polars (pero fent s de la solucié coneguda), tenim que la solucié analitica

del sistema (4.1) és:
Sizg=yo=0: z(t) =y(t) =0
Siad+y2=1

x(t) = g cost — yosint

y(t) = yocost + xpsint

Si a3 +y2 #0,1:

.T(t) _ xg cost—yp sint
V22 \/1+($%iy3 71)621“
y(t Yo cos t+xp sint

) =
N \/1+(z%iy% 1) 2kt

La matriu de derivades parcials respecte condicions incials es pot calcular directament d’aquestes

formules. No les explicitem aqui pero les donem per conegudes a la resta del capitol.
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4.2 Resultats

L’objectiu d’aquesta secci6 és trobar la matriu de derivades parcials respecte condicions incials
del sistema més general:

i =—y+kr(z®+y?—1)

§=ax+ky(@?+y?-1)

(4.2)
= —v+mu(u?® +v? —1)

O =u+mo(u? 402 -1)

amb certes condicions inicials (xg, yo, uo, vo) 1 per un cert temps ¢t = t*, variant els parametres
k i m comparant ’actuacié del metodes: Integracié de les equacions variacionals amb Runge-
Kutta d’ordre 4 (d’ara en endavant Metode 1), derivacié amb diferéncies endavant (Metode 2),

derivacié amb diferencies centrades (Metode 3) i derivacié amb 5 punts (Metode 4).

Cask>0im>0

Recordem que amb aquests parametres tenim que als dos sistemes la solucié de radi 1 és ines-
table, i per tant, hi haura un temps limit. Fixem pero, les condicions inicials (xg, yo, uo, vog) =

(1,1,—0.5,—0.5) i obtenim les taules de errors segiients:

h=01 | h=0.05| h=0.025 | h=0.0125 | h = 0.0063
Metode 1 | 1.43e-02 | 1.69e-03 | 1.47e-04 5.60e-06 4.43e-07
Metode 2 | 8.54e-01 | 3.72e-01 | 1.75e-01 5.02e-02 2.58e-02
Metode 3 | 1.52e-01 | 3.46e-02 | 8.27e-03 9.45e-04 2.49e-04
Metode 4 | 1.22e-02 | 2.56e-04 | 5.86e-05 4.06e-06 3.37e-07

Taula 4.1: Error per a k =2, m =21 t* = 0.0866.

h=0.1 | h=0.05| h=0.025 | h =0.0125 | h = 0.0063
Metode 1 | 1.18e-04 | 3.54e-06 | 2.44e-07 1.58e-08 1.10e-09
Metode 2 | 8.29e-01 | 2.13e-01 | 1.02e-01 5.02e-02 2.58e-02
Metode 3 | 1.36e-01 | 1.51e-02 | 3.76e-03 9.39e-04 2.49e-04
Metode 4 | 2.88e-02 | 4.05e-04 | 2.46e-05 1.53e-06 1.05e-07

Taula 4.2: Error per a k = 0.5, m = 0.5 1 t* = 0.3466.

La taula de temps per al primer cas és:
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h=0.1]h=0.06| h=0.025 | h =0.0125 | h = 0.0063
Metode 1 | 0.0039 | 0.0008 0.0012 0.0016 0.0049
Metode 2 | 0.0024 | 0.0008 0.0015 0.0020 0.0069
Metode 3 | 0.0031 0.0011 0.0021 0.0030 0.0124
Metode 4 | 0.0045 | 0.0019 0.0036 0.0091 0.0214

Taula 4.3: Temps per a k=2, m =21 t* = 0.0866.

Cask>0im<Q0

Amb aquests parametres tenim un sistema estable i un d’inestable. Les combinacions ara sén
molt més nombroses, donat que podem agafar el radi inicial del primer sistema dins o fora de
la circumferéncia de radi 1, i el mateix per al segon. A la realitat pero, és el sistema inestable
el que domina i fa variar I'error depenent de si comenca fora de la circumferencia (i tendeix a
infinit) o si comenga dins (i tendeix a un punt). Fixem ara els parametres k = 0.5 i m = —0.5,

i mostrem les taules d’error per a diferents condicions inicials:

h=0.1 | h=0.05| h=0.025 | h =0.0125 | h = 0.0063

Metode 1 | 1.18e-04 | 3.54e-06 | 2.44e-07 1.58e-08 1.10e-09

Metode 2 | 8.29e-01 | 2.13e-01 | 1.02e-01 5.02e-02 2.58e-02

Metode 3 | 1.36e-01 | 1.51e-02 | 3.76e-03 9.39e-04 2.49e-04

Metode 4 | 2.88e-02 | 4.05e-04 | 2.46e-05 1.53e-06 1.05e-07

Taula 4.4: Error per (xo,yo,u0,v0) = (1,1,—0.8,0) i t* = 0.3466.

h=0.1 | h=0.05| h=0.025 | h =0.0125 | h = 0.0063

Metode 1 | 8.67e-07 | 5.42e-08 | 3.35e-09 2.09e-10 1.35e-11

Metode 2 | 4.15e-01 | 1.70e-01 | 7.84e-02 3.76e-02 1.86e-02

Metode 3 | 9.57e-02 | 2.20e-02 | 5.46e-03 1.35e-03 3.41e-04

Metode 4 | 7.32e-02 | 2.54e-03 | 1.46e-04 8.75e-06 5.55e-07

Taula 4.5: Error per (xg, Yo, ug,vo) = (0.8,0,—0.8,0) i t* = 2.

Cask<0im<Q0

Ara tenim que totes les solucions tendeixen a la circumferéncia de radi 1. Fixem les condicions

inicials (zo, yo, wo,vo) = (1,1,—0.5,—0.5) i obtenim les taules de errors segiients:
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h=0.1 | h=0.05 | h=0.025 | h =0.0125 | h = 0.0063
Metode 1 | 7.39e-04 | 3.82e-06 | 6.46e-08 6.56e-09 4.49e-10
Metode 2 | 1.47e-01 | 7.23e-02 | 3.58e-02 1.78e-02 8.93e-03
Metode 3 | 1.42e-02 | 3.54e-03 | 8.84e-04 2.21e-04 5.61e-05
Metode 4 | 9.48e-04 | 5.80e-05 | 3.60e-06 2.25e-07 1.45e-08
Taula 4.6: Error per k = -2, m = —-2it* = 2.
h=01 | h=0.05| h=0.025 | h=0.0125 | h = 0.0063
Metode 1 | 1.90e-07 | 1.19e-08 | 7.50e-10 4.66e-11 3.00e-12
Metode 2 | 7.11e-03 | 3.52e-03 | 1.77e-03 8.80e-04 4.41e-04
Metode 3 | 1.96e-04 | 4.90e-05 | 1.24e-05 3.08e-06 7.79e-07
Metode 4 | 2.59e-07 | 1.66e-08 | 1.07e-09 6.69e-11 4.33e-12

Taula 4.7: Error per k = —0.01, m = —0.011i t* = 2.

La taula de temps per al segon cas és:

h=01]h=0.05|h=0.025| h=0.0125 | h =0.0063
Metode 1 | 0.0071 0.0086 0.0170 0.0335 0.0654
Metode 2 | 0.0077 | 0.0116 0.0214 0.0415 0.0881
Metode 3 | 0.0109 | 0.0175 0.0340 0.0661 0.1324
Metode 4 | 0.0254 | 0.0437 0.0699 0.1371 0.2703

Taula 4.8: Temps per k = —0.01, m = —0.01 i t* = 2.
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Capitol 5

Comparacio dels dos metodes:

aplicacié al metode de Newton

El metode de Newton és un metode iteratiu per trobar zeros de funcions. Considerem que tenim
la funci6 f : R™ — R"™ i volem trobar x* tal que f(x*) = 0. Donat un punt x¢ prou a prop de la

solucid, el metode ens diu que iterant:
Xpy1 = X — DE(xp) 7" - £(xp)

la successié {xy}r convergeix a x*. Un gran avantatge d’aquest metode és que convergeix a la
solucié encara que la matriu Df(x;)~! tingui bastant d’error. De fet, fins i tot es pot utilitzar

una matriu constant, pero la convergencia és més lenta.

L’objectiu d’aquest capitol és plantejar un problema on trobar un zero d’una funcié al qual
poguem aplicar el metode de Newton, i que a la matriu Df(xy) apareguin derivades parcials
respecte condicions inicials d’algun altre problema. Aixi, podem comparar 'eficacia dels dos
metodes en un context on, aparentment, I’error final en la matriu de derivades sembla menys

important que la rapidesa en calcular-les.

5.1 Problema restringit de 3 cossos

Definim el Problema restringit de tres cossos (PR3C) de la manera segiient (veure [9]): Dos
cossos giren al voltant del seu centre de masses en orbites circulars sota la influencia de la forca

gravitacional mitua. Un tercer cos (atret pels dos cossos anteriors, pero sense influir en el seu
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moviment) es mou dins el pla definit pels dos cossos en rotacié. El PR3C tracta de descriure el

moviment d’aquest tercer cos.

Aquest problema es pot plantejar de moltes maneres: amb variables fisiques (dimensionals) o
variables sense dimensions, i amb un sistema de referencia sideral o un sistema sinodic . Per
practicitat, només tractarem el cas sense dimensions, pero si que plantejarem el problema amb

els dos tipus de sistemes de referencia.
Equacions del moviment: sistema sideral

En un sistema de coordenades (£, 7) inercial on l'origen és el centre de masses dels dos cossos

en rotacid, les equacions del moviment del tercer cos sén:

é’: — [ (E—pacost) | 1o (E+m cost)]

" ’: (5.1)
f=— [Ml (Tifungsm t) + 1o (77+up13s1n t)H
1 2

on t és la variable temps, 1, po sén les masses del primer i segon cos respectiament (a més,

cumpleixen que py + pg = 1), i p1,p2 estan definides per:

pi = (€~ p2cost)’ + (n — ppsint)?
p3 = (E+picost)?+ (n+ ppsint)?

Equacions del moviment: sistema sinodic

En un sistema de coordenades (x,y) amb el mateix origen que (£,7), que rota a la mateixa

velocitat angular que els dos cossos en rotaciod, les equacions del moviment del tercer cos son:

.. c o [m(z—pe) | pa(ztpm)
o= 52)
j+20=—[U + U] 4y

on fi1,p2 sén les mateixes que a (5.1) i r1,ry estan definits per:

T% = (x—u2)2—l—y2
3= (z+m)’+y?

Fixem-nos que en els dos cassos la condicié p1 + po = 1 ens permet definir ps = pi pg =1 — p.
D’aquesta manera, sota les condicions que s’ha plantejat el problema, en el sistema sideral el
primer cos esta en la circumferencia de radi p i el segon en la de radi 1 — pu, i en el sistema

sinodic fixem el primer cos en la posicié P;(u,0) i el segon a Py(pn — 1,0) com a la Figura 5.1.

'E] sistema de referéncia sideral o inercial és aquell que ni rota ni accelera respecte d’un punt de referéncia.

En canvi, al sistema de referéncia sinodic els eixos de coordenades roten respecte un punt de referéncia.
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Figura 5.1: Plantejament del PR3C en el sistema de coordenades sinodic.
5.2 Orbites periodiques
5.2.1 Cas p =0 i periode de Kepler

Considerem primer de tot que p = 0. Es a dir, 41 = 11 s = 0. Només tenim un cos a l'origen

de massa 1 i el cos lliure sense massa amb equacions del moviment:

. € . n
€ = — = ’]7 = —— (5.3
p? p? )
on p? = €2 + n?, en el sistema sideral. I:
.. . 1 . . 1
:U—2y::v(1—r—3), y+2x:y(1—r—3) (5.4)

on r? =224 y2, en el sistema sinodic.

Les equacions (5.3) i (5.4) de fet representen les equacions del moviment per un cos dins el
problema de Kepler de dos cossos. Les solucions de (5.3) sén conegudes i sén coniques (circum-
ferencies, el-lipses, paraboles i hiperboles). Ens centrarem en les solucions circulars ja que, a
part de ser periodiques, quan considerem el sistema de referencia sinodic segueixen sent solucions
circulars pero de diferent periode (mentre que les el-lipses, en canviar el sistema de referencia

poden deixar de ser periodiques).

Considerem doncs, el Hamiltonia del problema per a u = 0 en el sistema sideral (veure [9]), fent

el canvi a polars £ = pcos ¢, n = psin ¢:

1o, Phy 1
H_2(pp+p2) P
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que ens dona les equacions:

2
- OH __ . _ _OH _ Py 1
P=op, = Pr Po="20 =% " 7
_ OH _ Ps - _ _0H _
¢_<9p¢_p2 Po = —95 =0
Tenim py = 0 = py = d)pQ = moment angular és constant. Si volem trobar solucions circulars

necessitem p=p, =0=p,=0= pi = p. Per tant, donat un radi inicial p(0) = po, la solucié

circular ha de cumplir: py = p(l)/ 2 qS =2 32 Constants.

Finalment, si volem trobar el periode, apliquem la formula ||@| - T = 27 i obtenim el periode de

Kepler:
27

—3/2
Po/

Ty = (5.5)

Com més endevant veurem, ens interessa plantejar el problema amb unes condicions inicials
concretes: la particula es troba inicialment en 1’eix d’abscisses i té una velocitat inicial perpen-
dicular a aquest eix i positiva. Traduint aixo a les coordenades (&, 7), tenim que les condicions

inicials per solucions circulars sén:

‘EO = :l:p()v o = 07 50 = 07 77‘0 = P(;l/Q (56)

Considerem ara el Hamiltonia del mateix problema pero en el sistema sinodic, fent el canvi

x=rcost, y=rsinb:

1 P2 1
H=-(p?+%)—py— -
5 (i +3) —po— -
que ens dona les equacions:
2
. _ OH . OH _ P 1
’I”:aprzp,« pr:_ar:r%_ﬁ
)y _ OH __ pg . OH __
9_8p9_7'2 1 Po =35 =0

Com volem solucions circulars, fixem 7 = p, =0 = p, =0 = pg = r. Per tant, donat un radi

inicial r(0) = 7 necessitem pg = r /24 Gy = +ry 32 _q per tal de tenir solucions circulars.

El periode d’aquesta solucid sera:

2 2

—3/2 |’ Ty = —3/2

T = —
g g/t 41

(5.7)

on T}E és per solucions 0>0iT 7 €s per solucions 6 < 0.

Com en el cas anterior, ens interessen unes condicions inicials particulars: posicié inicial a 'eix
d’abscisses i velocitat inicial perpendicular a aquest eix i positiva. En les coordenades (x,y) ens
queda:

-1/2

g = :|:7"0, Yo = O, (L:() = 0, Zj() = T‘O ro (58)
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5.2.2 Cas pu#0

Quan p # 0 la discussio anterior no es pot dur a terme a causa de que les equacions del moviment

de la particula sén molt més complicades i no trobem solucions analitiques.

De tota manera, es pot demostrar mitjancant el metode de la continuacié analitica que també
existeixen solucions periodiques per a parametres p suficientment propers a 0, pero la demos-

tracié queda fora de l'objectiu d’aquest treball (es pot trobar a [9]).

5.3 Resultats

En aquest apartat trobar experimentalment orbites periodiques per a p # 0.

Considerem que el tercer cos es troba al punt inicial (z9,0). Sabem que per g = 0, imposant
(Zo,0) = (0, m — |lzo]|), tenim que a temps ¢t = % la particula ha fet mig cicle. Per tant,
(.%‘, Y, T, y)(%) = (—l’o, 0,0, _yO)‘

Considerant la mateixa particula (xg,0) amb p # 0, han d’existir un temps ¢t = 7™ i una velocitat

inicial y§ tals que (z,y,4,9)(5) = (2(5),0,0,9(%)).
Definint la funcié:
. y(l‘oayoal"an'O)T)
(o) = | V70
(20, Yo, Zo, Yo, T)

per els valors T% i ya“ es cumplira que f (TT, yf;) =0.

Per trobar-los experimentalment, considerem el metode de Newton segiient:

T\ £
%0 0 H?lgH_HxOH
T (TN [ & (v
Yo n+1 o n z % (T\yo)n t (T'yo)n

Els coeficients de la matriu contenen derivades respecte condicions inicials, que calcularem mit-
jancants els metodes 11 2 del capitol anterior (integracié de les equacions variacionals amb un

RK d’ordre 4 i la derivacié amb diferéncies endavant) ja que sén els més rapids.

Considerem doncs que el cos es troba a la posicié inicial (zg,y9) = (0.4,0). La solucié circum-

......

periode de Kepler T = 2.1278.
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Si intentem trobar solucions periodiques per a u = 0.001,0.002,...,0.01 amb la mateixa posicié

inicial i fent serir un pas 0.00315, obtenim els resultats segilients:

Taula 5.1: Resultats obtinguts mitjancant el metode de Newton per trobar orbites periodiques
al PR3C amb pu # 01 (z9,y0,70) = (0.4,0,0). A Vesquerra, els coeficients necessaris de la
matriu del metode calculats solucionant numericament les equacions variacionals, i a la dreta

mitjangant la derivacié endavant.

Metode 1 Metode 2
W N %* y(’j Temps W N TT* y(’)‘ Temps
0.001 | 2 | 1.058454 | 1.183609 | 0.127177 0.001 | 2 | 1.057830 | 1.183612 | 0.132277
0.002 | 3 | 1.053787 | 1.186083 | 0.187522 0.002 | 2 | 1.054816 | 1.186116 | 0.131601
0.003 | 3 | 1.049383 | 1.188557 | 0.189408 0.003 | 3 | 1.050495 | 1.188563 | 0.200522
0.004 | 3 | 1.047520 | 1.191031 | 0.186340 0.004 | 3 | 1.047572 | 1.191049 | 0.204977
0.005 | 3 | 1.042097 | 1.193507 | 0.181891 0.005 | 3 | 1.044287 | 1.193544 | 0.196837
0.006 | 3 | 1.037729 | 1.195984 | 0.187565 0.006 | 3 | 1.037886 | 1.196047 | 0.198636
0.007 | 3 | 1.036171 | 1.198498 | 0.180353 0.007 | 4 | 1.034584 | 1.198473 | 0.260774
0.008 | 4 | 1.032234 | 1.200946 | 0.238877 0.008 | 4 | 1.031969 | 1.200968 | 0.266817
0.009 | 5 | 1.027300 | 1.203426 | 0.297687 0.009 | 5 | 1.027440 | 1.203430 | 0.323227
0.010 | 5 | 1.023652 | 1.205910 | 0.308393 0.010 | 5 | 1.023659 | 1.205924 | 0.327187

on N és el nimero d’iteracions al metode de Newton i Temps el temps transcorregut desde la

primera iteraci6 fins a 'dltima.
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Conclusio

Al llarg del treball hem anat veient com la comparacié dels metodes, que podia semblar senzilla,

tenia més aspectes a considerar dels esperats.

La derivacié numerica sembla un recurs simple, pero obtenir resultats precisos mitjancant aquest
metode no és trivial. La cancelacié produida en restar valors molt propers i I’error d’arrodoni-
ment que incrementem en agafar un pas petit, fan que la derivacié numerica sigui un metode a

utilitzar amb precaucio.

Fent I'estimacio teorica de la complexitat hem vist que la integracié numerica de les equacions
variacionals, que a priori semblava tenir un cost computacional molt major a la derivacié, és en
realitat un dels metodes amb menor niimero d’equacions a resoldre (juntament amb la derivacié
endavant). Aix0, juntament amb la dificultat afegida que comporta la derivacié numerica, fan
que aquest metode sembli ser la millor opcié. Cal dir que en aquesta analisi no es té en compte
la complexitat computacional intrinseca de les equacions variacionals (les parcials de la funcié

f poden ser molt més complexes).

Efectivament, els resultats obtinguts en el capitol 4 ho proven. En el cas £k > 01 m > 0, les
taules 4.1 i 4.2 mostren com la integracié de les equacions variacionals (Metode 1) i la derivacié
amb 5 punts (Metode 4) sén els metodes més precisos. De fet, en general el Meétode 1 és més
precis, pero en els casos en que el Métode 4 té un error del mateix ordre (com a la taula 4.2), el
temps invertit en obtenir aquests resultats és 4 vegades major que els temps invertit pel Metode
1 (com es pot observar a la taula 4.3). En el cas k > 01 m < 0 no hi ha cap dubte que el
Metode 1 déna el resultat més precis. Cal destacar pero, el fet que quan el sistema inestable
té unes condicions inicials que acaben tendint a infinit I’error pot arribar a ser 100 major que
quan les condicions inicials tendeixen a l'origen (com es pot comprovar a les taules 4.4 i 4.5).
Finalment, en el cas k£ < 0 1 m < 0 obtenim resultats que recolzen les conclusions anteriors. A

les taules 4.6,4.7 1 4.8 podem observar com els Metodes 1 i 4 sén els més precisos, pero el Metode
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1 és quatre vegades més rapid que el 4. A més, com els dos sistemes sén estables, la precisié

obtinguda és major que quan no ho és.

D’altra banda, els resultats obtinguts en I'dltim capitol, a la taula 5.1, ens dénen un altre punt
de vista. La integracié de les equacions variacionals (Metode 1) i la derivacié endavant (Metode
2) convergeixen als mateixos punts, i la diferéncia de nimero d’iteracions i de temps invertit és
quasi nul-la. Es a dir, el metode de Newton éstan robust (convergeix a la solucié dessitjada fins
i tot amb molt d’error a la matriu derivada) que la diferéncia d’ordre entre el Metodes 11 2 és

imperceptible.

Tenint en compte tot aixo, podem concloure que si el nostre objectiu és simplement calcular la
matriu de derivades respecte condicions inicials d’un sistema, la solucié més rapida i eficag és
sense dubte la ressolucié de les equacions variacionals. De totes maneres, si el nostre objectiu
és calcular aquesta matriu per després utilitzar-la en un metode prou robust (com és el cas del
metode de Newton) la derivacié numerica endavant és una bona alternativa, ja que tot i ésser

molt menys precisa, es triga el mateix i aixo és prioritari en aquest cas.
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