Algebra lineal y geometria
para la ingenieria

Maria Isabel Garcia Planas



Primera edicion: Enero 2011
Editor: la autora

ISBN: 978-84-614-8386-0
Deposito legal: B-13522-2011
© M? Isabel Garcia Planas,

Esta rigurosamente prohibido, sin autorizacién escrita del titular del copyright, bajo sanciones establecidas
por la ley, la reproduccién total o parcial de esta obra por cualquier procedimiento, incluido la reprografia

y el tratamiento informaético.



La Geometria es el arte de pensar bien, y
dibujar mal.

Henri Poincaré (Francia, 1854-1912)






*A mis hijos







Presentacion

Este libro recoge el material preparado para estudiantes de la asignatura de
geometria de los cursos de grado de ingenieria en tecnologias industriales,
ingenieria quimica y grado de ingenieria de materiales de la ETSEIB-UPC.
Se trata de un libro con contenidos basicos de esta materia.

El nicleo bésico estéd constituido por los temas clasicos en un libro de algebra
lineal que estudia espacios vectoriales dotados de un producto escalar y sus
aplicaciones a la geometria.

Este texto incluye también dos capitulos dedicados al estudio a nivel de intro-

ducion de variedades implicitas y al estudio elemental de curvas y superficies
diferenciables de R3.

Por ser un libro de estudio recomendado a los estudiantes, cada capitulo cons-
ta de una amplia coleccion de ejercicios, con las soluciones correspondientes.

La intencién de la autora es ofrecer a los estudiantes un texto completo de
algebra lineal basica aplicada a la geometria que les permita alcanzar un
cierto grado de soltura en la resolucién de los ejercicios y, al mismo tiempo,
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introducirse en la abstraccién de les demostraciones.

La autora

Barcelona, 31 de Enero de 2011.
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Capitulo 1

Espacio vectorial euclideo

1.1. Producto escalar. Bases ortonormales

Conceptos geométricos que en el caso de los espacios R? y R? son se identifican
facilmente, pueden introducirse en un espacio vectorial real cualquiera.
Sea F un espacio vectorial sobre R.

Definicién 1.1.1. Un producto escalar (euclidio) en E es una aplicacién

ExE — R

(u,v) — (u,v)
que verifica las propiedades siguientes:
uy + ug, v) = (ug,v) + (ug,v) Vuy,us,v € E.
Au,v) = Mu,v) Yu,v € E, VA €R.
u,v) = (v,u) Yu,v € E.

u,u) > 0Vu € E'y (u,u) = 0si, y sélo si u=0.

Ejemplo 1.1.1. Consideremos en R?, para toda pareja de vectores u = (21, z),
v = (y1,¥2), la aplicaciéon que viene definida por:

(u,v) = T1y1 + T2y2

Claramente se verifican las propiedades del producto escalar.
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14 CAPITULO 1. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

En general, en R™ la aplicacién

(1, s 20), Y1y Un)) = T1Y1 + -« - + ZpYn

es un producto escalar. Dicho producto escalar se denomina producto escalar
ordinario de R™.
En todo espacio vectorial sobre R de dimension finita se puede definir un
producto escalar. Si escogemos una base (uq, ..., u,) dados dos vectors cua-
lesquiera v = xiuy + ... + TyUp, v = YUy + ... + Yuu, podemos definir la
aplicacion

ExE —R

1.1

(w,v) — (u,v) =21y1 + ...+ TnYyn (11)
No es dificil probar que se verifican todas las propiedades del producto es-
calar.

Otro producto escalar en F es el que viene definido de la forma siguiente:

(u,v) = 2T191 + T1Y2 + Toyr + ...+ T1Yn + ToY1 + 2T2Y2 + ToYs+
+x3y2 + ...+ oY + TpYo + 225,

Dada una base {ej,...,e,} del espacio, conociendo el producto escalar de
los elementos de la base y debido a la propiedades del producto escalar,
podemos conocer el producto escalar de cualquier pareja de vectores: sean
r=Mer+ ...+ \pe, ey = 1€ + ...+ ppe,, entonces

n
<xT,y>= Z)\Z’u] < e, e >

t,j=1
por lo que podemos escribir en forma matricial

<ep,er > ... <ep,ep> Jo5
<x,y>:(>\1 )\n) : : :
<ep, 1> ... <ep, e, > L,

llamando G a la matriz tenemos < z,y >= x!Gy y la matrix G recibe el
nombre de matriz del producto escalar.
Es facil probar que G es invertible.

Una vez definido un producto escalar en un espacio vectorial, podemos in-
troducir las nociones geométricas de norma de un vector y angulo entre dos
vectores.
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Definicién 1.1.2. Dado un vector u, definimos la norma o longitud del

vector u como:
Jul] = ++/(u, w) (1.2)
Las propiedades de la norma de un vector son:
i) ||lul| > 0Vu € Ei|ul| =0 si,y sélo si, u=0.
i) [[Aul| = |A| [Jul]] Yu € E,VA € R.
i) [(u, w)| < ||u|| ||v]| Vu,v € E (desigualdad de Cauchy-Schwartz).
iv) |lu+v| < |Jul] + ||v]] Yu,v € E (desigualdad triangular).

Observacio’n 1.1.1. Observar que, dado un vector v € E, no nulo, el vector

es un vector unitario (de norma 1).

[Jull
Ejemplo 1.1.2. A R3, con el producto escalar que viene definido per

(21, T2, 23), (Y1, Y2, Y3)) = T1Y1 + T2ya + T3Y3

es té:

12,3, 4) = V35, [I(1,-1,2)| H(ff )H—1

Definicién 1.1.3. Dados u,v € E no nulos, definimos dngulo entre estos dos
vectores como el dngulo « € [0, 7] tal que:

B (u,v)
e E (13)

Las propiedades de angulo entre dos vectores son:

i) angulo(u,v) = dngulo(v,u) Yu,v € E.

i) Si A > 01 p > 0 angulo(Au, uv) = dngulo(u, v) Yu,v € E.
iii) dngulo(u,v) = dngulo(—u, —v) Yu,v € E.
)

iv) angulo(u, v) + dngulo(—u,v) = 7 Yu,v € E.
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Ejemplo 1.1.3. En R2, con el producto escalar definido por

(1, 22), (Y1,y2)) = 2191 + T2y

se tiene:

3
angulo((1,0), (1,1)) = % angulo((1,1), (—1,0)) = Zﬁ
Sea E un espacio vectorial real con un producto escalar. Un tal espacio recibe

el nombre de espacio vectorial euclideo.

1.2. Bases ortonormales. El método de Gram-
Schmidt

El concepto de vectores perpendiculares para vectores de R? y de R?, se
puede generalizar al caso de un espacio vectorial sobre el que se ha definido
un producto escalar.

Definicién 1.2.1. Dados dos vectores u, v € E, diremos que son ortogonales
si

(u,v) =0

Claramente se verifican las propiedades intuitivas sobre perpendicularidad.

i) Siu,v € F son ortogonales, angulo(u,v) = g
ii) Si u,v € E son ortogonales |u + v[|* = |lul* + ||v]|* (teorema de

Pitdgoras).

Observacion 1.2.1. Si sobre un espacio vectorial £ consideramos el producto
escalar definido en (1.1) entonces los vectores de la base uy, .. ., u, son todos
de norma 1 y dos a dos ortogonales.

Definicién 1.2.2. Sea F un espacio vectorial real en el que se ha definido un
producto escalar. Se dice que una base (uq, ..., u,) es ortonormal si verifica:

|lwi]| =1, 1 <i<n,

(u;,uj) = 0, para todo i,j con i # j. (1.4)
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FEjemplo 1.2.1. La base canénica de R™ con el producto escalar ordinario es
ortonormal.

En un espacio vectorial euclideo de dimension finita se puede obtener una
base ortonormal a partir de una base cualquiera dada, de la siguiente manera.

Método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt

Sea uy, us, ..., u, una base de E. Entonces
_ Uy
Uy =
[[n |
_ Ug— < Uy, Uy > Uy
Uy = — —
||UQ— < U1, Uz > u1||
o Up— < Uy, Uy > Uy — oo — < Up—1,Up > Up_1
U, = — — — —
" = < Tp, Uy > U — e — < Uy, Uy > U |

es una base ortonormal para £.

Observacion 1.2.2. se verifica la siguiente relacién de subespacios

[u1] = [u1]
(w1, us] = [U1, Ty
[ul,...,un] = [ﬂl,...,ﬂn]

por lo que este método también sirve para determinar bases ortonormales de
subespacios a partir de una base de este.

Observacion 1.2.3. La matriz G del producto escalar en bases ortonormales
es la identidad. Por lo que si {ey, ..., e,} es una base ortonormal y si las coor-
denadas de x e y en esta base son (z1,...,x,) e (Y1, .., Yn) respectivamente,
entonces < x,y >=x1Y1 + ...+ TplYn.

Dado un vector u # 0 cualquiera del espacio vectorial euclideo E podemos
considerar el conjunto de vectores perpendiculares a este vector:

ut={veE| (uv)=0>}
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Es facil probar que este conjunto es un subespacio vectorial, que recibe el
nombre de subespacio ortogonal a u.

De hecho, podemos calcular el conjunto de vectores perpendiculares a todos
los vectores de un subespacio vectorial F':

Fr={veE|(uv)=0YucF}

Observacion 1.2.4. También es facil probar que F* es un subespacio vectorial.
F* recibe el nombre de complemento ortogonal de F'.

Ejemplo 1.2.2. En R3, y con el producto escalar definido por
((z1, 22, 23), (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + Tayo + T3Y3
si FF=1(2,1,-1),(0,2,3)], entonces:
Ft ={(z1,19,73) €R®| 221 4+ 29 — 13 = 209 + 323 = 0} = [(—5,6,—4)]

Proposicion 1.2.1. Si ' es un subespacio vectorial cualquiera de E, en-
tonces:

E=FaF+

Escribimos:

E=F 1 F*

Del hecho de que la suma sea directa se deduce que la descomposicion de un
vector u € F cualquiera como suma de un vector de F' y de un vector de F*-
es tinica: u = u; + uy con uy € F 'y uy € F* tinicos.

Definicién 1.2.3. Se denomina projeccion ortogonal de un vector u € E
sobre F' la componente sobre F' de la descomposicién en suma ortogonal de
FyF+

Ejemplo 1.2.3. Sea u = (1,3) € R% La proyeccién ortogonal de u sobre
F={(r,y) € R |2 = y}es v = (2,2), ya que (1,3) = 2(1,1) — 1(1, ~1)
donde ((1,1)) es una base de F'y ((1,—1)) de F*.
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1.3. El Teorema de la proyeccién ortogonal

Vamos a ver a continuacién como podemos obtener el vector proyecciéon or-
togonal de una vector dado sobre un subespacio vectorial.

Empezamos con el caso particular en que el subespacio vectorial F' es de
dimensién 1, tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.3.1. Sea E un espacio vectorial euclideo, v un vector no nulo
del espacio E. La proyeccion ortogonal de un vector u € E sobre F' = [v] es

el vector
_ <u,v>

=—wveF
<v,v>

w

Demostracion.
u=av+wv;, siendo v, € [v]*
w = Qv

([v]* es el subespacio ortogonal a F, v, existe y es tinico).
Multiplicando escalarmente los vectores u y v tenemos

<Uu,v >=< av+v,v>=a<v,0 >

<u,v >
o= -
<v,v >
Por lo que
<u,v >
w=—"20
< v,V >

Observacion 1.3.1. La norma de w es:

|u- vl

u-v u-v
o] = (4 = 9 s -
VU v-v

[l

Teorema 1.3.1. Sea E un espacio vectorial euclideo de dimension finita n y
sea v un vector cualquiera de E. Entonces la proyeccion ortogonal de v sobre
un subespacio vectorial F' C E que denotamos por wrv, viene dado por

TRV = a1V + ...+ 0,
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siendo {vy,...,v.} una base de F' y o; =
Qaq < V1,01 > ... <V,0p > - <v,v1 >
[a7% < Up,U1 > ... <Up,Up > < V,V, >

Demostracion. Tomemos una base de E formada por la base dada en F'y
una base de F'*. Sea {vy,..., 0y, Vpy1,...,0,} dicha base.
Por lo tanto el vector v tiene expresion tinica respecto a esta base:

V=QiU1 t ...+ QU + Qpp1Upg1 + .0+ QU

Claramente mpv = aqv; + ... + a,v,.. Calculemos «;, 1 =1,...,7.

<v,v1 > =a; <U,01 >+ o <UL, U >

<V, > = < UV >+ oo+ 0 < Upy Uy >

escrito en forma matricial tenemos

< V1,01 > ... <V1,0p > (e} <v,v1 >
<V, U1 > . < Up, Uy > Q. < v, >
La matriz
<v,v1 > ... <V,U >
< VU1 > ... < Uy, U >
es claramente invertible, de donde el resultado. O

1.4. Producto vectorial en R3

Consideremos dos vectores u y v del espacio vectorial euclideo R?.
Definicién 1.4.1. El producto vectorial entre u y v es el vector uAv € [u, v]*
cuyo médulo d es ||uAv| = ||u||-||v]|-sen a siendo « el d&ngulo entre los vectores
u'y vy el sentido positivo, esto es det(u,v,u A v) > 0, lo que en fisica se
conoce como la regla de la mano derecha.
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Podemos escribir esta definicion de manera mas compacta de la siguiente
manera;

uANv=|ul-]|v] senan

siendo n el vector unitario ortogonal al subespacio [u, v] en el sentido positivo.
Fijada una base ortonormal en el espacio es facil calcular el producto vectorial
usando las coordenadas de los vectores. Sea u = (uy, us, ug) y v = (v1, v, v3),
entonces

U2 U3 Uy Uug U1 U2
€1 — €2
Vg Vs V1 Vs V1T U1
(UQ’U3 — U3U2)€1 — (U1U3 — U3’U1)€2 + <U1U2 — UQ’U1)€3

uNv =

El producto vectorial se suele a veces escribir de la forma

€1 €2 €3
UNV = |u; Uy U3
V1 VU2 U3

si bien esta es una expresion puramente formal ya que la primera fila de la
matriz no esta formada por escalares sino por vectores.

Con esta expresion es facil probar que u A v es perpendicular a u y v respec-
tivamente ya que

Uy Uz U
<U,uNv>=|u; us ug| =0
U V2 U3
U V2 Uz
<V, UNV>=|u; Uz Us =0
U1 Uy U3

Proposicién 1.4.1. Dados dos vectores u,v € R3, el producto vectorial uA\v
verifica las siquientes propiedades.

1. u ANv=—v Au (antisimetria)
2. SiuNv=0 conu,v#0 entonces u y v son linealmente dependientes.

3. (ug+u)) Nv=ug Av+us Ao
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4. uN(VAw) =< u,w > v— < u,v > w conocida como regla de la
expulsion.

5. uN(wAw)+wA (uAv)+vA(wAv) =0 conocida como identidad de
Jacobi.

1.5. Sistemas sobredeterminados
Consideremos el sistema de ecuaciones lineal
Axr =0

incompatible. Esto indica que b ¢ Im A.

Suponemos que la incompatibilidad del sistema viene dada por errores de
medicion y pretendemos buscar la soluciéon mas aproximada al sistema.
Para ello cambiamos el término independiente del sistema b por b = T 4(0)-

Notamos que b € Im A por lo que el sistema
Ar=b

es compatible.
Para el caso particular en que A € M,,,.,,(R), n > m y rango A = m se tiene
que el nuevo sistema tiene solucién tnica y vale

r=(A'A)"TA'D.
De hecho par a ver que es solucién basta probar que
Az = A(A'A) 1A' = 0.

Observacion 1.5.1. A(A'A)~'A? es la matriz de la proyeccién de R™ sobre
Im A, es decir las columnas de la matriz son las proyecciones ortogonales de
la base canoénica sobre Im A.

1.6. Endomorfismos ortogonales y simétricos

En este apartado estudiaremos dos casos especiales de endomorfismos sobre
el espacio euclideo ordinario R"™, los ortogonales y los simétricos.
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1.6.1. Aplicacion lineal adjunta

Sea
ai;p ... QAip

A=
Am1  --- Qmn
la matriz de una aplicacion lineal f : R” — R™ en las bases candnicas.
Consideremos la matriz traspuesta A, que representa la matriz de una apli-
cacién lineal f': R™ — R"™. Observamos que dados = (z1,...,x,) € R" e
Y= (y1,...,Ym) € R™ cualesquiera se tiene (f(x),y) = (z, f'(v)), ya que:

(f(x),y) = (anz1+ ...+ azn)ys + - -+ (@11 + - oo+ G o) Ym =
(, f'(y)) = (anys + - - - + @1 ¥Ym) 1 + - ..+ (@1n¥1 + - - -+ GnYm ) Tn,

Definicién 1.6.1. Dada una aplicacion lineal f : R” — R™, se define la
aplicacién f' : R™ — R" se denomina aplicacion adjunta de f, como la
Unica aplicacion que verifica

(f(@),y) = {x, ['(y))-

Si escribimos la matriz de f en bases ortonormales, la matriz de f’ en las
mismas bases, tanto en R” como en R™, es la matriz traspuesta de la matriz
de f.

Ejemplo 1.6.1. Sea f : R?* — R3 tal que f(xy,12) = (321 + X, 11 — To, 5To).
Las matrices de f v f’ en las bases canénicas de R? y R? son

3 1
) B T

1 -1 5
respectivamente

Propiedades
Sean f, g endomorfismos cualesquiera de R™. Entonces:

i) (f+g)=f+d

i) (Af) = Af
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i) (f") =f
iv) (fog) =g of

v) Si f es invertible (f/)~' = (f71).

1.6.2. Endomorfismos ortogonales

Observamos que

f:R¥ — RS g:R® —R3

(I1,$2,$3) —>($1,$27$3) ($1,$2,$3) —>($3,$1,$2)

son aplicaciones que conservan las longitudes de los vectors y los angulos. Es
decir,

1f(@)]| = [|=]], lg()|| = ll=],
(f(x), fw) =(x,y)  {(9(2),9(y)) = (z,y)

para un par de vectores x,y € R?® cualesquiera.

Obviamente esto no pasa siempre. Por ejemplo, si consideramos la aplicacion
h:R3 — R3, definida de la forma h(z) = 4z para todo x € R3, vemos que
[7(2)]| = 4]|z]], V= € R®.

Estamos interesados en ver que endomorfismos de R™ conservan el producto
escalar y, por lo tanto, la norma y los angulos. Observar que es equivalente
decir que un endomorfismo de R™ conserva el producto escalar que decir que
conserva la norma.

Definicién 1.6.2. Los endomorfismos del espacio euclideo R" tales que
(f(u), f(v)) = (u,v) para un par de vectores u,v € R™ cualesquiera se de-
nominan ortogonales.

El resultado siguiente justifica el nombre que reciben estos endomorfismos.

Teorema 1.6.1. Sea A la matriz de un endomorfismo f de R™ en una base
ortonormal. Entonces, f es ortogonal si, y solo si, esta matriz es ortogonal:

(1.5)
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Demostracion. En efecto. Si u es la base ortonormal considerada en E, en-

A
tonces dados dos vectores x,y € E cualesquiera, ponemos X = ,
Tn
Y1
Y = | | a las matrices columna formadas con las componentes de los
Yn
vectores x,y en la base u, respectivamente. Entonces:
(f(2), f(y)) = (AX)'AY = X' (A"A)Y
y (z,y) = X'Y de donde se deduce que necesariamente A'A = I. O

Equivalentemente, f es ortogonal si, y sélo si, la aplicacién adjunta es igual
a I'aplicacion inversa.

Ejemplo 1.6.2. Sea f un endomorfismo de R? la matriz del cual, en la base
canoénica, es:

01 0
A=10 0 -1
10 0
Observamos que
0 0 1 01 0 100
A'A=1[1 0 0 00 -1]=1010
0 -1 0 10 0 00 1

Por lo tanto, A=! = A’ y f es ortogonal.

De la definicién de endomorfismo ortogonal se desprende que todo endomor-
fismo ortogonal transforma bases ortonormales en bases ortonormales. El
reciproco también es cierto.

Teorema 1.6.2. Un endomorfismo es ortogonal si, y solo si, transforma
bases ortonormales en bases ortonormales.

Observacion 1.6.1. Como consecuencia de esta propiedad, tenemos que los
endomorfismos ortogonales son biyectivos.

Presentamos a continuacién los endomorfismos ortogonales de R? y R3. Antes,
pero, necesitamos hacer la observacion siguiente.
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Observacion 1.6.2. Sea f un endomorfismo ortogonal de R"

a) Si el endomorfismo f diagonaliza, los tinicos valores propios posibles
son 1y —1, ya que

If @) = [Az]l = ATl[zll = fl=f] - vz e R"
y eso sélo es posible si |A| = 1.

b) Si f es un endomorfismo ortogonal de R", entonces |det f| = 1; es
decir, los tinicos valores propios posibles para det f son 1 y -1, ya que
si A es la matriz de f en una base ortonormal,

A'A =T = det(A)det(A) =1 = (det(A))* =1

c) Si vy y vy son vectores propios de f correspondientes a los valores
propios 1 y -1 respectivamente.

(v1,v2) = (f(v1, f(v2)) = (v1, —v2) = —(v1, v2),

de donde deducimos que (v, v5) = 0; por lo tanto, v; y vy son ortogo-
nales.

Pasemos ya a obtener los endomorfismos ortogonales de R2. Los tinicos endo-
morfismos ortogonales de R? que diagonalizan son los que tienen por matrices,
en una base ortonormal,

b G564

Si el endomorfismo no diagonaliza, su matriz en una base ortonormal cualquiera

es de la forma:
cosa  Fsina
+sina cos«

Observar que ((1) (1)), <_01 _01) son casos particulares que corresponden

a o = 0,7, respectivamente. Asf pues, los endomorfismos ortogonales de R?
son los que tienen por matriz, en una cierta base ortonormal,

b 2)
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que geométricamente corresponde a hacer una simetria respecto de una recta,
y los que tienen por matriz, en cualquier base ortonormal de R?

cosa  Fsena
Isena cosa
que geométricamente corresponde a hacer un giro de centre el origen y angulo
.
El signo depende de la orientacidn de la base (es decir, si S es la matriz de

CoOsx —sen Oé)

cambio de base respecto de la base canénica, y det S =1 es <
Sen « COS v

y, sidet S = —1, es ( cos a sena>.

—seno  CoS

FEjemplo 1.6.3. Sea f el endomorfismo ortogonal la matriz del cual en la base
canonica es

cosa  —sen

senq  Cos

. 1
Consideremos la base u; = ey, us = e;. Entonces S = ( ), por lo tanto

1 0
det S = —1. La matriz del endomorfismo en esta nueva base es

01 coso —sen « 0 1\ [ cosa senc
1 0 senqa  COoS« 1 0/ \—sena cosa

Pasemos ahora a estudiar cuales son los endomorfismos ortogonales de R3.

Sea f un endomorfismo ortogonal de R®. Sea A; un valor propio, \; =
1 o bien \; = —1 (puesto que el polinomio caracteristico de f tiene gra-
do 3, por lo menos tiene una raiz real). Supongamos que v; es un vector
propio de médulo 1 de valor propio A; y denotemos por F' = [v1] el subespa-
cio que genera. El subespacio vectorial F' es invariante por f, y, por tanto,
también lo es F'*. Sean vy,v3 € F1 tales que v = (v, v, v3) es una base
ortogonal d’'R?. En la base (vz,v3) la matriz de fir+ ha de ser de la forma

cosf) Fsend
+senf cosf
y, por lo tanto, en la base v, la matriz de f es de la forma:

+1
cosf Fsend
+senf cosf
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Hemos encontrado asi, pues, todos los endomorfismos ortogonales de R3.
Geométricamente, los que en una cierta base ortonormal tienen por matriz

1
cos)  Fsenb
+send cos6

corresponden a hacer un giro de dngulo ¢ alrededor de la recta [v].
Los que en una cierta base ortonormal tienen por matriz

—1
cosf) Fsend
+senf cosd

corresponden a hacer un giro de dngulo # alrededor de la recta [v], seguida
de una simetria especular respecto del plano [v, vs].

Para valores concretos de los angulos (f = 0,7, ...) tenemos que correspon-
den a simetrias especulares respecto un plano, simetrias axiales respecto una
recta, simetrias centrales.

De forma mas general, se demuestra que los endomorfismos ortogonales de
R™ son los que tienen por matriz asociada, en una cierta base ortonormal,
una matriz de la forma:

1

-1
cosf; Fsenb,
+senf; cosb,

cosb,, Fsenb,,
+senb,, cosb,,

1.6.3. Endomorfismos simétricos

Ejemplo 1.6.4. Sea f : R?> — R? el endomorfismo que tiene por matriz, en

la base canonica,
2 0
0 3
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Se observa que el vector e; se transforma en el vector de la misma direccién

y sentido pero de norma 2, y que el vector e, se transforma en el vector con

la misma direccién y sentido pero de norma 3.

Todos los vectors del plano de norma 1 (son los que verifican 2% + 2% = 1) se

transformen en ) )
Ty | Ty
I _l_ )
4 9

(es decir, la circunferencia de radio 1 se ha deformado en la elipse de semiejes

2y 3).

Esta intrepretacion no se habria podido hacer tan facilmente, si la base de

los vectores propios considerada no hubiera sido ortonormal.

Los endomorfismos simétricos, que se definen a continuacién, representan

un conjunto de endomorfismos que diagonalizan y para los cuales podemos

hallar una base ortonormal de vectores propios.

=1

Definicién 1.6.3. Dado un endomorfismo f de R", se dice que es simétrico
si coincide con su adjunto

f=r
Algunos autores denominan a este tipo de endomorfismos deformaciones.
De la propia definicién se desprende la siguiente proposicién.

Proposicion 1.6.1. Un endomorfismo simétrico es aquel para el cual si
matriz en una base ortonormal es simétrica.

A continuacién se presentan algunos ejemplos de endomorfismos simétricos.

Proposicion 1.6.2. Sea f : R" — R" un endomorfismo cualquiera. En-
tonces f'o f es simétrico.

Demostracion.

(ffof) =folf) =fof

Un ejemplo importante es el siguiente.
Ejemplo 1.6.5. Sea F' un subespacio vectorial de R" de dimension r y sea G

su complementario ortogonal. Consideremos el endomorfismo

T RP=F1G —R"
u+v —u
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Es facil ver que este endomorfismo es simétrico (recibe el nombre de projec-
cion ortogonal de R™ sobre el subespacio F').

Es facil obtener la matriz de la proyeccién ortogonal 7r de E sobre F'y que
notaremos por Ilz, en una base cualquiera de E:
Tomemos una base para F

F = [v,... 04,
y sea
<ep,v > ... <e,Ug > < v,V > ... <VU1,Uq>
X = : : M = : :
< €n, U1 > ... < €n,Ug > < Vq,V1 > ... <Ug,Vq>
V:(’Ul ’Ud).
Entonces

Hp = XMWV = (VM X))

En particular tenemos la proyeccion de un vector sobre un subespacio

< T, v >
Mp(z) = XM 'Viz)=VM!
< T,vg >
Otro ejemplo no menos importante es el siguiente.
FEjemplo 1.6.6. Sea F' un subespacio vectorial de R™ de dimension r y sea G

su complementario ortogonal. Consideremos el endomorfismo

T RP=F1G —R"

u+v —mu—v

Es facil ver que este endomorfismo es simétrico (recibe el nombre de simetria
d’R™ respecto el subespacio F'). Se observa que este endomorfismo, ademas,
es ortogonal.

El resultado mas importante de este tipo de endomorfismos es el siguiente.

Teorema 1.6.3 (Teorema espectral real). Todo endomorfismo simétrico dia-
gonaliza en una base ortonormal, formada por vectores propios.
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Para la demostracién de este teorema necesitamos los siguientes lemas.

Lema 1.6.1. Sean u y v dos vectores propios de valores propios A\ y pu dife-
rentes. Entonces u y v son ortogonales.

Demostracion.

(f(u),v) = (du, v) = Au, v)
(f(w),v) = (u, f(v)) = {u, pv) = p{u, v)

por tanto (A — p)(u,v) = 0 y como que A\ # pu se tiene que u y v son
ortogonales. O

Lema 1.6.2. El polinomio caracteristico de todo endomorfismo simétrico
descompone completamente en R.

Pasemos ahora a demostrar el teorema espectral real.

Demostracion. Haciendo induccion sobre n =dim £.
Sin = 1, el enunciado del teorema es evident. Supongamos, pues, que es cierto
hasta la dimensién n— 1. Sea A\; un valor propio (real) del endomorfismo f, y
sea v; un vector propio de f de valor propio A\; unitario. Podemos identificar
el subespacio [v;]+ con R"~1. Por la hipétesis de induccién, la restriccion del
endomorfismo f al subespacio [v;]+ admite una base ortonormal (vy, . .., v,)
de vectores propios, debido a que este endomorfismo restriccion también es
simétrico. Es facil comprobar ahora que (vy,...,v,) es una base ortonormal
de R™ formada por vectores propios de f.

O

Ejemplo 1.6.7. Sea f el endomorfismo de R? cuya matriz en la base canénica

es
31
=03

Claramente f es simétrico, ya que su matriz es simétrica. Se observa que en

V2 V2 V2 V2
la base ortonormal u; = SR Uy = TR el endomorfismo

“(02)

diagonaliza:

Q
%) (5)
2

S
SR

el
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Es decir, la circunferencia unidad se transforma en una elipse de semiejes 4
y 2, en las direcciones de los vectores propios.

Asi pues, si f es un endomorfismo simétrico con polinomio caracteristico
Qr(t) = (=1)"(t = A)™ ... (t = A\,)™, se tiene que

R"™ = Ker (f — A\id)L... LKer (f — \id)
Como consecuencia de este teorema se tiene el siguiente resultado.

Corolario 1.6.1. Si \{, ..., A, son los valores propios del endomorfismo
fym, ..., m son los endomorfismos proyecciéon ortogonal de R™ sobre los
subespacios vectoriales Ker (f — Ajid), ..., Ker (f — \.id), entonces:

f:)\17T1+"'+>\r7T7"

Esta expresion se denomina descomposicion espectral del endomorfismo f.
Teniendo en cuenta que m; om; = m; per a i,...,ry que m;om; = 0si ¢ # j,
se deduce de este corolario que

ff=AN'm+--+ X', Vm
Ademas, de esta ultima igualdad se deduce que

p(f) =pM)m+ -+ p(\)7,

para todo polinomio p(t) € RJt]. De hecho, si ¢ es una funcién analitica
cualquiera,

o(f) = e(A)m + -+ (A7,

La lectura en lenguaje matricial del teorema espectral es la siguiente.

Si A € M,(R) es una matriz simétrica, existe una matriz ortogonal S tal
que S'AS es una matriz diagonal. El corolario anterior tiene la siguiente
interpretacion a nivel matricial.

Si A1, ..., A, son los valores propios de la matriz A con multiplicidades
respectivas nq, ..., n,, entonces:
1 0
) (ny
0 1

Esta expresién es la denominada descomposicion espectral de la matriz A.



1.6. ENDOMORFISMOS ORTOGONALES Y SIMETRICOS 33

Ejemplo 1.6.8. Consideremos la matriz

230 3
320 3
A= 0010
3 3 0 2

Sus valores propios son: —1(2), 1 y 8.
Llamemos S a la matriz cuyos vectores columna forman una base ortonormal
de vectores propios de la matriz A,

11 g L
AR AR
B S W

s_| 2 %0 %
0 0 1 0

—2 1
0 %0 &

La descomposicion espectral de la matriz A es:

oo () o () o fe ()

De hecho para un endomorfismo cualquiera tenemos la proposicién siguiente.

Proposicion 1.6.3. Sea f un endomorfismo cualquiera de R™. Entonces se
puede descomponer en composicion de un endomorfismo simétrico (deforma-
cion) por un endomorfismo ortogonal (que conserva la forma).

Ejemplo 1.6.9. Sea f el endomorfismo de R? la matriz del cual en base
canonica es

que no es ni simétrico ni ortogonal.
Se observa que

V2

2 2

b

Il
T
- L
SN—

Il
ol

O es la matriz ortogonal y S es simétrica cuyos valores propios son las raices
cuadradas positivas de los valores propios de A'A.
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Ejemplo 1.6.10. Sea f el endomorfismo de R? cuya matriz en base candnica

es
2 4
=)

que no es ni simétrico ni ortogonal.
Se observa que

3 1 2V2 42
2 4 VIO VIO || v5E V5
A pu— pu— pu— .
(2 4) 3 1w sy | =90
Vo vIo/ \\5 5
O es una matriz ortogonal y S es simétrica cuyos valores propios son la raiz
cuadrada positiva del valor propio no nulo de A*A y 0.

1.7. Espacios vectoriales euclideos de dimen-
sion infinita
Consideramos el espacio vectorial de dimension infinita C([0, 1], R) de las fun-

ciones continuas definidas en el intervalo cerrado [a, b]. Definimos la siguiente
operaciéon

b
< f,h>= / f(x)h(z)dx (1.6)
Proposicién 1.7.1. Con esta operacion el espacio C([0, 1], R) queda estruc-

turado como espacio vectorial euclideo.

Proposicién 1.7.2. En C([—m, x|, R) con el producto escalar definido (1.6)
el sistema trigonométrico

{1, cosnz, sennx | n € N}

es ortogonal.

Corolario 1.7.1. En dicho espacio euclideo, el sistema

{ 1 cosnz sennx | EN}
9 bl n
Vor T NLS

es ortonormal.
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Definimos ahora sobre C([a, b], C), el producto escalar:

b
<fg>= [ 1)@
Proposicién 1.7.3. En C([—n, 7], C), con este producto escalar, el sistema
{e™™* | n € Z} es ortogonal.
1.8. [Ejercicios resueltos
1. Sea E = R? el espacio vectorial euclideo natural. Probar que

lz+ylI* + llz — yl* = 2[l=]” + 2lly]*

Solucidn:

lz+yl* + [le —yl* =<z +y,z+y >+ <z -yz—y>"=
<z, >H2<xy>+<yy>+<z,r>-2<x,y>+<yy>=
=2 <z,x> 42 <y,y>=2[z)*+2||y|?

2. En R*, espacio euclideo natural, determinar el subespacio ortogonal y
complementario de F' = [wy; = (1,1,1,1),wy = (3,3, —1,—1)].

Solucion:

Fr={veR'|<v,w>=0Vwe F}=
={veR |<v,w >=0, <v,wy >=0} =
={(z,y,2,t) ER* | o +y+2+t=0,32+3y —z—t =0}

3. Sea E un espacio vectorial euclideo y F', GG subespacios vectoriales.
Probar
(F+G)r=F-nGH.
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Solucion:

Hay que probar una igualdad entre conjuntos, probaremos, pues la
doble contencion.

re(F+G)f = <z,v>=0,YveF+G.
En particular:
<z,0>=0,Vu+0€ F+G = 2z € F*+

— gz FtnGt
<z,0>=0,V0+1v, € F+G = 2z Gt

Estoes [(F+G)-Cc F-nG*.

Ve e FENGtL es
reEFt — <z >=0Yy, € F

<mutv >=0 = z € (F+G)*
reEGt = <z,09>=0%Y05 € G

Esto es| F- NG+ C (F+G)*.

. Sea E = C°([—1,1]) con el producto escalar

<ﬂ9>:/ifﬂ

Sea F' el subespacio vectorial de E de las funciones impares. Encontrar
Ft.

Solucion:

FE es de dimensién no finita.

E = F ® G con G subespacio vectorial de las funciones pares.
VgeFt, g=fH+fheFaG
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/—llf'g:/jlf'(flJrfz):/_llf'f1+/_llf'f2;/_llf-f1:,4

(a) f - f es una funcién impar.
Sig € F+es A= 0 para toda funcién f € F, en particular para f = f;
pues fi es impar.

Luego f_ll f2 >0y escerosiysélosi f =0. Luego F'+ C G.

La contencién contraria es inmediata.

5. En R3, construir una base ortonormal por el método de Gram-Schmidt
a partir de la dada por

a)r=(1,1,1), y=(1,1,0), z = (1,0,0).
b) z = (1,0,0), y = (1,1,0), z = (1,1,1).

Solucion:
T 1
) r=—=—(1,1,1),
|zl V3

o Ym<Ty>m \/7< 2)
1= = By
ly— < @1,y > 4| 3
2= <Tnhz>rn— <YnzZ>Yyr 1

o= <zi,2>2— <y,z>u| V2

(1,—1,0).

b) @ = =(1,0,0),

Yy— < T,y > 11
ly— < 21,y > 1|
z— < T1,2>101— < Y,Z > Y1
|lz— < 1,2 > 21— < y1,2 > 1|

= (07 170)

21 =

= (0,0,1).

Observacion 1.8.1. El orden en que estan dispuestos los vectores en una
base influye notablemente en el resultado.
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6. En R? y con el producto escalar ordinario, consideramos el subespacio

vectorial
F={(z,y,2) eER* |z 4+2y+2=0}.

Determinar una base ortonormal para F'.

Solucion:
Determinemos una base de F'.

V(z,y,2) € F es z = —x — 2y, por lo que
(x,y,2) = (z,y,—x — 2y) = (1,0, —1) + y(0, 1, —2)

luego
Uy = (1707_1)7 Ug = (0717_2)7
determinan una base de F'.

Apliquemos ahora el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a
estos vectores

(751 1
M= = —(1707 _1)7
Jusll V2
— < > 1
Vo U2 U2, V1 >~ V1 _(_1’1’ _1).

- ||UQ— < U2, V1 > ’U1|| - \/5

obteniendo asi, una base ortonormal para F'.

. Determinar la matriz de la proyeccién ortogonal de R* sobre el subes-

pacio F' engendrado por los vectores (1,1,0,1),(1,1,1,0).

Solucion:

La matriz es IIp = XM~V

I
— O = =
O = ==
|
N\
N W
wW N
N~
<
|
— O = =
O = ==
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292 1 1
12 2 1 1
=211 1 3 -9

11 -2 3

8. Determinar la matriz en la base canénica de R?, del producto escalar
euclideo g, tal que los vectores u = (1,1), v = (1,2) son ortogonales y
sus normas son 1, 2, respectivamente.

Solucion:

Los vectores u y v son linealmente independientes, por lo que son base
de R?. La matriz de g en dicha base es

10
a0 )

ya que

lul| = vV<u,u>=1

vl = V/<v,o>=2

<u,v>=0
11 . . .
Sea S = 1 9 la matriz de cambio de base. Entonces si llamamos GG
a la matriz del producto escalar en la base natural tenemos
G, = S'GS

luego

mras=(4 1)) )-
- <—86 _56) '

9. Obtener una descomposicion Q)R para la matriz

1 1 0
0 1 -1
A= -1 0 -1
1 0 1
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Solucion:
vy = (1,0,—1,1)
Vg = (17 17070)

V3 = (0, —1, —1,0)

1
o 1,0,-1,1) =  w =30

E:—:
el VB
. - <w,U1>T V32 1 1 1. 5
= =Y Z 1.2 _Z i vy
. [vo— < v, 01 > Ty \/3(3’ "3 3) — W 3U1+\/§U2
2 V5
U3 = (07 Oa 07 0) — VU3 = —=U1 — —="Us
V3
I
V3 3\/\/—5 g L2
0o Lo i V3
B " Vs
V3 3V5 0 0 0
13
V3 35

Sea E = M, (R). Probar que < A, B >= tr B" A es un producto escalar
euclideo definido en E. Dar la expresién de || A[|. (tr indica la traza de
la matriz).

Solucion:

Probemos que <, > es bilineal y simétrico:
Sean A, B,C € M,(R),y A e R

<A+ B,C>=trC(A+B)=tr (C'"A+C'B) =tr C"A+ tr O'B =
=< A,C>+<B,C>,
<M, B> = tr B"(\A) = tr (B'A) = tr B'A =
=< A,B >,
<A B>=trB'A=tr(B'A)! =tr A"(B") =tr A'B =
=< B,A>.
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11.

12.

Veamos ahora que <, > es definido positivo: Sea A = (a;;); entonces
A = (aj;) y A'A = (37} _, airajy). Por tanto < A, A >= tr(A'A) =
22:1 a?j'

Por lo que < A, A>>0 ysi <A, A>=0,setiene )" a, =0y
a?jzoparai,jzl,--- ,n, es decir a;; = 0 parat,j =1,---,n, y por
tanto A = 0.

Calculemos ahora la norma de A:
[Al = V<A AS = Vir A'A = /370 a).

., . . 2
Observacion 1.8.2. si vemos la matriz A como un vector en R™ . Esto es,
si A = (a;;) consideramos A = (ay1,...01n,...,0n1,- .., 0ny) la norma

. . . 2
considerada coincide con la norma usual de un vector en R™".

Comprobar que {e{ }ij=1..3 es una base ortonormal de E donde
el es la matriz cuyos elementos son todos nulos salvo el que ocupa la
fila j ylacolumna i, quees 1.

Solucion:

Los vectores e! son de norma 1: Sea A = (al),

JA| = V<A A> =

luego |lel| = V1 = 1.

o ef yel con j # héi # kson ortogonales:

<el el >=tr(ef)tel = tr(ef)el = tr(0) = 0
(si A=(a}); B=(b]), = AB=(d), conc =3 alt)).

Luego ‘{eg } es un conjunto de vectores ortonormales, y puesto que
card {e!} = dim F, podemos afirmar que este conjunto es una base.

3 4 0 0
1 0) sobre F'y F*.

Sea F' = [<_1 0) , <2 _1)} . Encontrar la proyeccién ortogonal de

01
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Solucién:
F = [<_17 07 374)7 (27 _17 07 0)] - [U17U2]
v=(1,0,0,1)

‘ﬂ'FU = )\11)1 + )\2’1}2‘

< V1,01 > < VUp1,U9 > - <v,v1 >\
< Uy, 01 > < Vg, Uy > <v,vy>)
(26 -2\ (3\ 1 (19
- \=2 5 2] 126 \ 58

(v =7pv 4+ Tpiv]

()

13. Sea F' = {(_Oa g) ,a € R}. Hallar G complemento ortogonal de F'.

Solucion:

F ={(0,a,—a,0),a € R} =[(0,1,—1,0)] =
={(z,y,2,t) | X =0,y +2=0,t =0}

G

[(1,0,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)] =

“60)6 o) 6 )]

14. Hallar la solucion mas aproximada por el método de los minimos cuadra-

dos, del sistema
r—y=15
20 —2y=0 [~

Solucion:
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15.

Con lenguaje matricial el sistema se expresa AT = b con

1 -1 15 _ T
=k2) -0) -0
El sistema es incompatible y la matriz A es de rango 1.
Busquemos la proyeccién ortogonal del vector (15, 0) sobre el subespa-
cio Im A =[(1,2)]
I}, 4(15,0) = XM~V

siendo X = (< (15,0), (1,2) >) = (15)
M = (< (1,2), (1,2) >) = (5)
V= (1 2).

Luego

HIIIlA(b) = (376) = Et’

Resolvamos ahora el sistema (compatible) AT = b

1 =1\ (z\ (3 o

2o 2)\y) " \e) T TTUZ
De todas las soluciones buscamos la de norma minima, esto es la proyec-
cién ortogonal de (0, 0) sobre la recta de soluciones. La podemos hallar

intersecando la recta de soluciones con la perpendicular que pasa por
el origen.

rT—y=23
r+y=0

)

Determinar la solucién aproximada de la relacién espacio-tiempo (z,t)
de una particula que se desplaza a velocidad constante con movimiento
uniforme del cual se han hecho las mediciones siguientes:

cuya solucién es
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z 1 19 41 59 7

Solucion:

El movimiento es uniforme = relacién espacio tiempo es lineal:

at+b=z < (t,1) (Z) =2

que, con los datos del problema nos queda:

0 1 1
2 1 1,9
31 (‘b‘) = |41
5 1 5,9
6 1 7

Sistema incompatible; daremos pues una solucién aprozimada del pro-
blema:

rango A =2 = A'A es inversible, por lo que la solucién es:

1
1 9 119,6
) 114
<Z) = (AtA)A 41| = ,
5%9 1oL

1 _
con A'A = (I;l 156) y (ATA)T = 111 (—516 7116) )
16. Hallar la solucién mas aproximada por el método de los minimos cuadra-
dos, del sistema
r+y=1
20+ 2y =1
3r+ 3y =—1
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17.

Solucion:

Matricialmente el sistema se expresa AT = b con

11 1
A=12 2|, bv=1[1], f:<ﬂ.
3 3 ~1 y

El sistema es incompatible y la matriz A es de rango 1.

Busquemos la proyeccion ortogonal del vector (1,1, —1) sobre el subes-
pacio Im A = [(1, 2, 3)]

Observamos que
<(1,2,3),(1,1,-1) >=0

luego
s =0=0.

Resolvamos pues, el sistema (compatible)

r+y=0
20 +2y =0
3r+3y=0
cuya solucién es
r+y=0.

De todas las soluciones queremos la de norma minima, y esta es (0,0).

Sea ' = Ry[z], el espacio vectorial euclideo cuyo producto escalar viene
determinado por < P,Q >= fol PQ.

Se define D € L(E) como D(P) = P’ polinomio derivado. Determinar
la aplicacién D’ adjunta de D.

Matriz de D’: fijamos la base {1, x, 2*} de E y determinamos las ma-
trices A de D y G de <, > en esta base.
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3
=
!
=
S
8
S~—
!
QH
S
8
[\
S~—
!
[\
=
I
I
o O O
OO =
O o O

0 00
conlocual Af =1 0 0
0 2 0

matriz de <, >:

<L1>=['1=1, <lz>=[lo=1/2
<122 >= f01x2:1/3, <z >= [j2* =1/3,
<z, x? >= fol 3 =1/4, <2 2®>= f01x4 =1/5.

L 9 —36 30
Conlo cual G = | 1 % ],y G'= (-3 192 -180
1 1
I 30 —180 180
— la matriz de D’ es:
-6 2 3
A =G1A'G=112 —24 —26
0 30 30

18. Hallar la aplicacién adjunta de
a) f:R —R* f(z,y,2) = (v +2y,y + 32).
b) f: R — R? tal que

u=1{(1,0,0),(0,1,-1),(=1,0,1)}
"v={(-1,0,-1),(0,—1,1),(0,1,0)}

W o=
— — o

1
Muw(f) =12
0

Solucion:

a) Las bases canénicas de R? y R? son ortonormales por lo que Ggs = I3,
GRQ - [2.
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19.

La matriz de f en dichas bases es

120
A‘<013)

La matriz A’ de f’ en estas bases es

1
A= |2
0

w = O

b) La matriz del producto escalar de R? en la base u es
1 0 -1
Gu,=10 2 -1
-1 -1 2

La matriz del producto escalar de R? en la base v es

2 -1 0
G,=1-1 2 -1
0 -1 1
Luego
A =GTAG,

Sea f el endomorfismo de R* tal que f(z;) = y;, 1 <i < 4 siendo

r1=(0,1,1,1) y1 = (3,-1,—-1,-1)
xe = (—1,0,1,1) yo = (1,-3,—-1,-1)
3= (-1,-1,-1,0) ' ys = (—1,-3,—-1,1)
xy=(—1,-1,-1,0) ys = (=3,—1,—-1,1)

JEs f simétrico?

La matriz A de f en bases ortonormales ha de ser simétrica

47
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0 -1 -1 -1
By = {71, 72, v3, 04}, S, = 1 (13 —01 :}
1 1 1 0
3 1 —1 =3
Bk S| T T T
-1 -1 1 1

En las bases By y B, la matriz de f es la identidad. Luego

A= SIS,

Hay que ver si A = A’

En R3, determinar la matriz (en la base canénica) de la simetria res-
pecto el subespacio ' = {(x,y,2) | © — 2z = 0,2 — y = 0}. Deducir de
esta, la matriz de la proyeccién ortogonal de R? sobre F.

Solucion:
Determinemos una base ortonormal de F

F= [%(1,1,1» = [u]

Completamos esta base a una base ortonormal de R3, dando una base
ortonormal de F+ = {(z,9,2) e R* |z +y + 2 =0}

! (1,1, -2)] = [uz, us).

V6

Ft= [%(1,—1,0),

En la base {u1, us, uz} de R3 la matriz de la simetria es

1
A= -1
—1
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En la base candnica la matriz de la simetria es

I
Sl =55
= Hl-sl-
eSS

V6

Observacion 1.8.3. S es ortogonal, pues es la expresion en una base
ortonormal de una base también ortonormal, luego S~! = S*.

La matriz de la proyeccién es:

) L1 11
Hp=g(I+A)=5|1 11
111

21. Sea A una matriz real simétrica. Demostrar que los valores propios
de A, son estrictamente positivos si y solamente si, existe una matriz
inversible N tal que A = N*'- N.

Solucion:
La matriz A es simétrica, por lo que existe una matriz D diagonal y
una matriz S ortogonal, tal que: A = S~'DS.

Supongamos ahora que los valores propios son todos estrictamente pos-
itivos:
At
D = . con A\ >0

An

Por lo que, existe la matriz

+vV A1
VD =
+VAn
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Observacion 1.8.4. (v/D)? = D. Luego a v/D le llamaremos raiz cuadra-
da de D

Consideremos | B = S™*vVDS

Es tal que

B = (87'VDS)(57'VDS) = (S7'VD)(SS™)(VDS) =
— (S"'WD)(VDS) = STH(VDVD)S = ST'DS = A,

0 sea que:

A= (ST'VD)(VDS).
Llamando N = v/DS tenemos que N* = (v/DS)! = St\/bt = S~1/D,

ya que S es ortogonal y /D diagonal. N es inversible por ser producto
de matrices inversibles. Luego existe N inversible con A = N*- N.

Reciprocamente, si A = N'- N, tenemos que A es simétrica ya que:

A= (N'-N)!=N'-N" = N'. N = 4

por lo que existe S ortogonal y D diagonal, tal que A = S~'DS.
Veamos que los valores propios de A son estrictamente positivos:

Si existe algun valor propio A € R con A < 0 , por definiciéon de valor
propio, existe v # 0,v € R" con Av = \v, entonces,

< Av,v >=< v, v >= A <0v,0>< 0. (a)
Por ser A = N'. N tenemos ademés que

< Av,v >=< N'- Nv,v >=< Nv,Nv >>0. (b)

De (a) y (b) se deduce que < Nv, Nv >= 0, por lo que Nv =0, y por
ser N inversible es v = 0 jcontradiccion!. Luego no puede existir A < 0.
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2 -1 0
22. Sea A=|—-1 2 —1].Probar que existe W triangular superior tal
0o -1 2
que A = W'W.

Solucion:

ti1 ti2 i3
Siexiste,es W = [ 0 oo to3 |y
0 0 ts3

tn 0 0 tin tiz 13
A= |tia T2 O 0t fo3
t13 T2g 133 0 0 ts

esto es
=2 = t; =2

]S

titip=—-1 = tip=—

ti1ti3 = 0 — 13 = 0

| S

tiglig + loglog = —1 == {93 = —

t%3+t§3+t§3:2 — g3 =

Vi
W=1 o @ _@
2 2\%

00 =

Observacion 1.8.5. Si la matriz dada es real simétrica y definida positi

va, podemos asegurar que existe la descomposicion de Cholesky de dicha
matriz.
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23. a) Sea (F,<,>) un espacio vectorial euclideo de dimensién n y sea

f un automorfismo de E. Probar que f puede descomponerse de la
forma f = hog con g automorfismo simétrico y h ortogonal.

b) Expresar la matriz A como producto de una matriz simétrica por
una de ortogonal, siendo

Solucion:

a) Consideremos ® = f’ o f. Es un automorfismo simétrico pues:

' =(flof)=fof =fof=2.
y de valores propios positivos pues, sea x un vector propio de ® de valor
propio A. Entonces:

< O(x),z > =<(f"0o f)x),x >=<f'(f(2)), 2 >=< f(2), f(z) >

<O(x),r>=<Ar,z>= A<z, >.

Puesto que z # 0 es < x,z >> 0. Al ser f automorfismo si x # 0 es
f(x) #0. Luego < f(x), f(x) >> 0.

Por lo que
< f(z), f(x) >=A<z,2>>0

De donde se deduce que A > 0.

Sea {uy,- - ,u,} una base ortonormal de vectores propios de ® (existe
por ser ¢ simétrica) y sea g € Aut(E) definido de la forma

g(u;) = +\/>\7ul

Los valores v/); reciben el nombre de valores singulares de la aplicacién
f.
g? = ® ya que:
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92(Ui) = g(9(u;)) = g(\/quz) = \/ng(uz) = \/Xz\/xzuz = \Nu; = D(u;).

La aplicacién g es simétrica ya que su matriz en una base ortonormal
es simétrica, por lo que g—! también es simétrica.

Definimos

h=fog™

La aplicacion h es ortogonal, en efecto:

Woh=(fog)o(fog)=(g7)of)o(fog) =
=g lodogltl=glog’ogt=glo(goglogt=I0l=1d

Luego h' = h™%.

De hecho el resultado es general ya que si Ker f es invariante por f

también lo es (Ker f)*, lo que permite construir h tal que hKer ;= 1
_ —1

Y hKer pyr = f(Kel“f)l © (gKerf)J :

b) A es la matriz de un automorfismo f de R? en la base natural,
descompondremos pues f como en el apartado a) y escribiremos las
matrices de g y h en la base natural que nos proporcionaran la descom-
posicion de la matriz A.

Puesto que la base natural es ortonormal la matriz de f’ en dicha base
es Al

La Matriz de & = f'o f es

2 2\ (2 -1\ _ (80

-1 1 2 1) \0 2)’
La aplicacion ® diagonaliza en la base natural por lo que, las matrices
de g v ¢! en dicha base son respectivamente:

(7w (5 %)
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Luego la matriz de h es

2 =1 (¥ 0 _ (% -
2 1 0 L v2oov2
2 2 2

Finalmente, la matriz A nos queda descompuesta de la forma:

2 2

Determinar la descomposicion espectral del endomorfismo f cuya ma-
triz en la base natural de R? es

b b

A= b con b#0.
a

o

a
b

Solucion:
f es diagonalizable (su matriz en una base ortonormal es simétrica).

El polinomio caracteristico de A es:
det(A —tI) = —(t — (a —b))*(t — (a + 2b)).
Por lo que tenemos:

R® = Ker(A — (a —b)I) L Ker(A — (a+2b)I). (a)

Sean 7 y 3 las proyecciones ortogonales de R? sobre Ker(A— (a—b)1)
y Ker(A — (a + 2b)I) respectivamente.

Entonces:

f=(a—="b)m + (a+ 2b)ms.

En efecto, Vo € R3, tenemos (por (a)) que x = x; + 5 con
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x1 € Ker(A— (a—0)I), 29 € Ker(A — (a+ 2b)1),

y se tiene que m;(z) = x;, entonces:

f(x) = f(z1+22) = f(z1) + f(22) = (@ = )71 + (@ + 2b)7y =
= (a —b)m(x) + (a + 2b)me(z) = ((a — b)m + (a + 2b)ms)x.

25. Sean f,g € L(FE), siendo E un espacio vectorial euclideo, tales que
Vo € E, se tiene || f(z)] = llg(z)]-

a) Demostrar que f'o f =g og.
b) Demostrar que Ker f = Kerg,
c) Sea f biyectiva. Probar que existe h € O(E) tal que g=ho f.

Solucion:

a) Sabemos que < f(z), f(z) >=< g(z),g(z) >, Vo € £, entonces
<(ffof)(a),x>=<(4'og)(x), x> Ve ek

(6 equivalentemente < ((f o f) — (¢’ 0 g))z,x >=0, Vx € F).

Puesto que el producto escalar es definido positivo:

((fof)—(dog)(x)=0,VreE

de donde: (f'o f)(x) = (¢ 0 g)(z), YVx € E, < fof=4gog.

b) reKerf<— f(x) =0 < |f(v)|]| =0+~
lg(2)]| = 0 <= g(x) =,0 <= = € Kerg.

c) Si f es biyectiva y existe h, esta ha de ser |h = go f'|

Veamos si h asi definida es ortogonal:
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“(2),go [ (2) >=
) /ogo F (@) >=< fN@), fro fo M a) >=
2), fila) >=< frro f~ (z),a >=

(
=<fof*(%x>—<%x>,
luego g o =1 conserva la norma, es decir es ortogonal.

Sea FEj3 el espacio vectorial euclideo ordinario referido a la base na-
tural. Se considera la rotacién f de eje el subespacio generado por
v =(1,-1,1) y tal que f(1,0,0) = (0,0, 1). Hallar las ecuaciones de
rotacion.

Solucion:

El eje es el subespacio de vectores propios de valor propio 1, y sabemos
que el subespacio ortogonal es también invariante por f. Consideramos
la base de Ej3 siguiente

que es ortonormal.

En esta base la matriz de la rotacién es

cosf@ senf 0
—senf cosf 0
0 0 1

Sabemos que f(1,0,0) = (0,0, 1), veamos como se expresan los vectores
(1,0,0), (0,0,1) en la nueva base. La matriz cambio de base es
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Vo6 Vv
N 1 Yo VB o
S=1% % -5 ¥y S =|-% % 2%
0 9¥6 V3 V3 V3 V3

6 3 3 3 3

por lo tanto

&

V2 6

(1,0,0) = 72}1 - ?Uz + ?Us
6 3
(0,0,1) = z%vg + gvg

haciendo f(?vl — @vg + ?Ug) = (0vy + 2%02 + ?Ug), tenemos que

V2

——cosf — ?senﬁzo

2
2
—gsenﬁ — ? cosf = 2?

resolviendo el sistema tenemos que la solucién es

V3

1
0= —— f=_—2L"
cos 5 Sen 5

Luego la matriz de la rotacién en la base {vy, va,v3} es

_1 _¥3
2 2
M=|¥ _1 g
2 2
0 0 1
En la base natural se expresara:
0 -1 0
SMS™t=([0 0 -1
10 0

por lo que las ecuaciones de la rotacion son:
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/

0 -1 0 x ' r=-y
0 0 -1 vyl =|v] & vV=—=2
1 0 0 2 4 Y =

27. Estudiar la transformacion definida por las ecuaciones

1
= §(2x+y—2z)

1
y = g(z—l—Qy—l—Qz)

1
2= g(—2x + 2y — z).
Dar sus elementos caracteristicos.

La matriz M en la base natural de R3, de dicha transformacién es

1 2 1 =2
M = 3 1 2 2
-2 2 -1

Matriz simétrica en una base ortonormal, luego es la matriz de un
endomorfismo simétrico y det(M — I) = —(t — 1)?(t + 1), por lo que es
también, un endomorfismo ortogonal;

Dicha aplicacién es pues, una simetria ortogonal respecto al plano de
vectores propios de valor propio 1.

Busquemos el plano de simetria vy, vy € Ker(M — 1)

= Ker (M — 1) = {(z,9,2) € R® |z —y + 22 = 0}.

Escojamos una base ortonormal de Ker (M — I):
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V2

U1 = 7(1’1’0)
vy = ?(1,—1,—1)

La direccién de la simetria es Ker (M + I) = Ker (M — I)*, luego

Ker (M +1)={(z,y,2) €ER* |z +y=0,2 —y — 2z =0}.

Sea v3 = @(1, —1,2) una base de Ker (M + I).

59

Notamos que en la base {vy,vs,v3} de R? la transformacién tiene por

matriz

0
0
—1

OO =
O = O

28. Sea FE un espacio vectorial euclideo de dimensién tres tal que en la base

{e1, €2, €3}, la matriz del producto escalar es

1 11
G=1|1 2 2
1 2 3

Sea F' = {wye; + z9es + x3€3 | 11 = —x3 = 22}; y consideremos [ €
End(FE), tal que Yv € FE, f(v) = u — w, siendo v = v+ w con u € F

w € F+. jEs f ortogonal?

Solucion:

Tenemos que comprobar si || f(v)|| = ||v| Vv € E.

Para ello expresaremos la matriz del producto escalar en una cierta

base

{uy, us, u3}, escogida de forma que u; € F y ug,u3 € F+.

F = {1’161 + oo + T3€3 | Tl — —X3 = SL’Q} =
= [61 + €9 — 63] = [(1, 1, —1)],
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por lo tanto '+ = {z € F |< 2,y >=0,Vy € F},

1 11 1
(21, @2, a3) |1 2 2 1| =0,
1 2 3 —1
Ft ={x1e; +a9e5 + a363 | 71 + 29 = 0} =
—
= [61 - 62,63] - [(17 _170)a (0707 1)]a
luego
B 2 0 0
G=S'GS=1(0 1 -1},
0o -1 3
siendo
1 1 0
S = 1 -1 0},
-1 0 1

Sea v c E, v = )\1U1 +)\2u2 +>\3U3 y luego f(U) = )\1U1 — )\2u2 — )\3U3
y

<v,v>=v'Gv = 20T + A3 + 3A3 — 23
< f(v), flv) > = FL)Gf(v) = 202 + X2+ 3X2 — 2o\
Por lo que f es ortogonal.

Observacion 1.8.6. f2(v) = flu—w)=u+w=v. = f?=1,
f = f' vy puesto que f ortogonal se tiene f~!= f.

Por lo que tenemos que f = [’y f es también simétrico.

Sean wu,v dos vectores linealmente independientes de R® y f el endo-
morfismo definido por

fl@)=uAn(wAhz)+vA(uAz)
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a) Calcular det f.

b) Determinar los vectores y valores propios de f.

Solucién:
a) Escojamos como base de R? la {u,v,u A v}

Recordemos que

(xAYNz=<z,2>y—<y,z>=x
<xAy,z>=det(z,y,2)
< u,v > Fllu Av]? = flulf[|v

I”

flu)=—<v,u>ut <u,u>v
fv) =<v,0v>u—<u,v>0v
flunv) =—-2<u,v>

Luego
—<u,v> <wvv> 0
det f=| <w,u> —<uv> 0 = —[Jurv|*(=2 < u,v >)
0 0 -2 <u,v>
b)
det(f — M) =

=N +2<u,v> M <u,v>? —|lulPv]?) (-2 <u,v > -\ =
= (= <u,v > +Hulllv[[N(= < u,v > —[ufl[lv][A) (=2 < u,v > =A)

(o ll lfull, 0) = flvflu + [ullv
uz = ([[vll, =[ull,0) = [Jloflu = [Julv
us = (0,0,1) =uAwv

Uy

30. Sean g1 y g dos rotaciones de angulos v y 3 respectivamente y de ejes
perpendiculares. Determinar g; o gs.

Solucion:



62

CAPITULO 1. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

Puesto que g; v g2 son rotaciones g; o go también lo es, para ello basta
observar que

1(91 0 g2)(@)[| = [lg1(g2(2)[| = [lg2(2)[| = [l=]I,

luego es ortogonal y ademaés

det(g10g2) =detg; -detgo=1-1=1.

Determinemos su eje de rotacion y su angulo. Para ello describamos
matricialmente las aplicaciones g;.

Consideremos la base de R? siguiente
e1 vector director normalizado del eje de giro de gy,
es vector director normalizado del eje de giro de ¢
es3 = e N es.
Por hipétesis e y es son ortogonales luego esta base es ortonormal.
En esta base la matriz de g; es
10 0

0 cosa —sen«
0 seno cos«

Para calcular la matriz de g9 en esta base primero la calculamos en la
base

Uy = €2,

Uz = €1,

U3 = Uy N Uy = —€3.

En dicha base es
1 0 0
0 cosf —senf3
0 senf cosf

Por lo que la matriz de g5 en la base {ey, e, e3},

01 0 1 0 0 01 0 cosf 0 senf
1 0 0 0 cosf —senf 10 0 ]= 0 1 0
00 —1 0 senf3 cosf 00 -1 —senf3 0 cospf
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La matriz de la composicién en la base {ej, €2, e3} es pues

cos 3 0 sen 3
senasen 3 cosa  —senacos 3
—cosasen 3 sena  cosacos 3

El eje de giro es el subespacio de vectores propios de valor propio 1:

cosf—1 0 sen (3 x 0
senasen 3 cosa—1 —senacos y|l =10
—cosasen  sena  cosacos(3— 1 z 0

y el angulo de giro lo obtenemos a través de la traza de la matriz

14+ 2cosp = cos 3 + cos o + cos a cos 3.
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CAPITULO 1. ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO



Capitulo 2

Formas bilineales y cuadraticas

2.1. Formas bilineales

Definicién 2.1.1. Sea E un R-espacio vectorial de dimensién n. Una forma
bilineal es una aplicacién

f:ExE —R
(u,v) — flu,v)

que verifica las siguientes propiedades:
1. f(ug 4+ ug,v) = f(ug,v) + fug,v), Yuy,us,v € E
2. flau,v) =af(u,v),Yue EyaeR
3. flu,vy +v2) = fu,v1) + f(u,ve) Yu,vy,v9 € E
4. f(u,aw) = af(u,v), Yu,v € By Va € R

es decir, una aplicacion f : F x E — R es una forma bilineal si es lineal en
cada una de sus componentes.

FEjemplo 2.1.1. 1. Un producto escalar euclideo sobre un espacio vectorial
es una forma bilineal

2. En R?, la aplicacién f : R? x R? — R definida por
f((@1,22), (Y1, 42)) = z1y2

es una forma bilineal.
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Proposicion 2.1.1. Sea f : E x E — R una forma bilineal sobre E.
Entonces

fuw,0)= f(0,u) =0, Yu e E

Definicién 2.1.2. i) Una forma bilineal f : E x E — R es simétrica si

flx,y) = f(y,z), Ve,y € E

ii) Una forma bilineal f: E' x E — R es antisimétrica o alternada si

f(l’,y) = _f(y>$)7vzvy €k

Ejemplo 2.1.2. i) La aplicacién f : R*xR? — R con f(x,y) = Toy1 1+ 210+
es una forma bilineal simétrica.

ii) La aplicacién f : R? x R?> — R definida por f(z,y) = 3z1y> — 3x2y; es
alternada o antisimétrica.

Proposicion 2.1.2. Toda forma bilineal antisimétrica verifica que

flz,x) =0, Vx € E

2.1.1. Expresion matricial de una forma bilineal

Supongamos ahora que el espacio vectorial E sobre el que tenemos definida
una forma bilineal, es de dimensién finita. Veamos a continuacién, como
si seleccionamos una base en F podemos expresar matricialmente la forma
bilineal.

Sea {ey,...,e,} unabase de E. Para toda pareja de vectores z, y € E tenemos
r=Mer+ ...+ e VY= €1+ ...+ finey

Entonces utilizando las propiedades de la forma bilineal tenemos

Flay)=> MO miflene)) = Xiif(eie;)
i=1  j=1 b,j=1

Es decir

fler,er) flenea) oo fleen)\ [

(M A2 ) f(e?’el f(eé’ez f(ez',en) e

f(en.,el) f(en.,e2) f(en.,en) ,un
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Definicién 2.1.3. dada una forma bilineal f definida sobre un espacio E
de dimension finita n Llamaremos matriz de la forma bilineal f en la base
{e1,...,e,} ala matriz

fler,er) fler,e2) ... fler,en)

A — f(é’.g, e f(e?, ey ... f(eQ., en)

Flemer) flemes) -rn flemen)

y si expresamos los vectores x e y en forma matricial respecto la base X =
()\1 . >\n), Y = (,u1 . ,un) escribiremos la forma bilineal en la forma
matricial:

flx,y) = X'AY

Observacion 2.1.1. Si la forma bilineal es simétrica (antisimétrica) la matriz
asociada es simétrica (antisimétrica).

Ejemplo 2.1.3. Sea f : R?xR? — R la forma bilineal definida por f((z1,22), (y1,y2)) =
T1Y1 + T1Y2 — XToY7. Tenemos que

por lo que

Claramente

e (50) ()

2.1.2. Equivalencia de formas bilineales

Sea ahora {uy,...,u,} una nueva base de E, y sea S la matriz de cambio
de base por lo que la relacion entre los vectores x e y expresados en la base

de partida X e Y y su expresion X’ e Y’ en la nueva base viene dada por
X=5SX'yY=8Y
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Por lo que
flx,y) = (SX)VASY') = (X"SHA(SY") = X" (S'AS)Y’
Por lo tanto la matriz de la forma bilineal en la nueva base es
B =S'AS
Esta relacion nos permite definir la siguiente relacion de equivalencia

Definicién 2.1.4. A, B € M, (R) se dice que son congruentes si existe S €
M, (R) invertible tal que

A=S"'AS

Proposicién 2.1.3. Dos matrices A, B € M,(R) son congruentes si y sélo
st representan una misma forma bilineal.

2.2. Formas cuadraticas

Definicién 2.2.1. Sea f : Ex F — R una forma bilineal simétrica definida
sobre el espacio vectorial E. Llamaremos forma cuadrdtica asociada a f a la
aplicacion
Qf:E —R
r — Qs(z) = f(z,z).

Ejemplo 2.2.1. En R? consideremos la forma bilineal f(x,y) = 21y + 22y3 +
oY1 + w3yo. La forma cuadratica asociada es

Qf(x) = 2139 + 22073

2.2.1. Expresion matricial de una forma cuadratica.
Cambios de base

Sea () : E — R la forma cuadratica asociada a una forma bilineal simétrica
f:ExE—R. Sea{ey,...v,} base de E, como que la forma bilineal f es
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simétrica tenemos que f(e;,e;) = f(e;,e;). Por lo tanto, tenemos que

Qz) = f(z,2) =
fler,er) fler,ea) ... fler,en) T

(x . . ) f(€2,€1 f(€2,€2 f(62>6n) >
1 2 .. n . . . . =
f(e,;,el) f(67;,62) . flen,en) Ty
fler,er) fler,ea) ... fler,en) T
(x . . ) f(€1,€2 f(€2,€2 f(€m€2) T2
1 2 .. n . .
f(e,;,el) f(67;,62) f(en., €n) {En

Definicién 2.2.2. Sea E un espacio vectorial f una forma bilineal simétrica y
sea {ey, ey, ...,e,} una base de E. Llamaremos matriz de la forma cuadratica
en la base dada, a la matriz simétrica

fler,e1) fler,ea) ... fler,en)

A f(€.17€2 f(€.27€2 f(effv€2)

flen,e1) flen,ea) ... flen, en)
asociada a la forma bilineal f.

Observacion 2.2.1. A partir de la forma cuadratica se puede conocer la forma
bilineal simétrica de la cual procede. En efecto.
Supongamos conocida la forma cuadratica

n

Qz) = flw,2) =Y asz} + > ayum;

i=1 1<i<j<n
Entonces
1 1
any 5Q12 ... 301 T
1 1
512 a9 co- 50n2 T2

1 1
§a1n §a2n Apn Tn
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Por lo que claramente, la forma bilineal

1 1
air 3012 ... 301p Y1
1 1
5012 A2 ... 30p2 Y2
f(xvy):(xl Ty ... In) . . .
1 1
5Q1n 30Q2n ... Onn Yn

tiene por forma cuadratica asociada la dada.

Ejemplo 2.2.2. Hallar la matriz asociada a @ : R® — R definida de la forma
Q(z1, T, T3) = 2 + 21109 + 75 + 27973
en la base candnica.

11
A=1|(11
01

S = O

Aligual que para las formas bilineales, nos preguntamos como cabia la matriz
de una forma cuadratica al cambiar de base.

Sea ahora {uy,...,u,} una nueva base de F, y sea S la matriz de cambio de
base por lo que la relacién entre el vector x expresado en la base de partida
X y su expresion X’ en la nueva base viene dada por X = SX’

Por lo que

Qz) = f(z,x) = (SX’)tA(SX’) = (X’tSt)A(SX’) = X’t(StAS)X’
Por lo tanto la matriz de la forma bilineal en la nueva base es
B = S'AS

Esta relacién nos induce a buscar bases para las cuales, la matriz de la forma
cuadratica es suficientemente sencilla de manera que por simple observacion
se puedan deducir sus propiedades

Ejemplo 2.2.3. Sea la forma cuadratica cuya matriz en la base canénica es

()

Sea {(1,—2),(0,1)} una nueva base.
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En dicha base la matriz de la forma cuadratica es

(G DEDE D6

Por lo que la forma bilineal asociada a dicha forma cuadratica es un producto
escalar euclideo.

Por lo tanto, proponemos buscar maneras de reducir a una forma sencilla la
matriz de una forma cuadratica dada.

2.2.2. Reduccion de formas cuadraticas

i) Método de Gauss

Sea q(z) = ajjzr; = 2' Az en una base B = {u;, ... ,u,}

1) Si a;; # 0 hacemos el cambio de base x = x'uy +. ..+ 2"u, = ylu; +...+
y™u, siguiente :

1 1 =2 —ai3 —Qin 1
s ail ail ail Yy
0 1 0 0

I
=]
=]
—
=]

0 0 0 1 Y
con este cambio queda
(CL11)2 0 e 0
dogag= LU Pt
a1 : " :
0 bop ... bun

Si a;; = 0 pero existe a;; # 0, hacemos el cambio

1’1 1 0 0 ,yl
. 0 1 0 .
: —an —ai —ain :

z" 0 0 1 y"

2) Si a; =0 Vi, pero por ejemplo ajp # 0 hacemos
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1 =Y + Yo
T2 =11 — Y2
T3 = Y3
Tp = Yn

y pasamos al caso anterior.
Sies a;; # 0 hacemos

Ti =Yt Y

T =Yi —Yj

} Y Tp=Yr Vk#1,j

3) Consideramos la matriz By seguimos el mismo procedimiento y asi suce-
sivamente hasta conseguir que toda la matriz sea diagonal.

Observacion 2.2.2. En la practica el procedimiento consiste en “completar
cuadrados”del modo siguiente:

Se forma un cuadrado de modo que, al desarrollarlo, aparezcan (entre otros)
todos los términos donde aparece la “z”. Los términos introducidos los com-
pensaremos restando.

Se hace lo mismo para la “y”, etc.

ii) Método de la congruencia pivote

Dada una matriz A, simétrica (matriz asociada a la forma cuadrética) pre-
tendemos hallar S tal que S*AS = D, con D matriz diagonal y S inversible.
Si S es inversible, sera el producto de matrices elementales (recordar que una
matriz elemental es la matriz resultante de hacer una sola transformacién ele-
mental de columna a la matriz identidad). S = E,, ... EsE; y por lo tanto
St=(E,...E\)'=E{...E.

Si E; es una matriz elemental asociada a una transformacion elemental de
columna, E! es una matriz elemental asociada a una transformacién ele-
mental de fila (homdloga a FE7) se tiene que:

D=EE,. . B AE,... BB,

puesto que A es simétrica, para diagonalizarla habra que efectuar sobre ella
las mismas transformaciones elementales de fila que de columna. Si conside-
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ramos la matriz (A 1 ) y hacemos

st (4 1)(5 I)::(z> 5)

tenemos que si efectuamos sobre I las mismas transformaciones elementales
efectuadas sobre A obtenemos S°.

iii) Método endomorfismo asociado
Toda matriz A € M, (R) simétrica, es equivalente a una matriz diagonal. Bas-
ta asociar a la matriz A el endomorfismo simétrico ¢ = A, de R", definido
por p(x) =< p(x),x >= 2" Ax. Por el teorema espectral de los endomorfis-
mos simétricos existe en R™ una base ortonormal de vectores propios de ¢,
es decir D = S7tAS con D diagonal.
La matriz S es ortogonal ya que es la matriz de cambio de base de una base
ortonormal a otra base ortonormal, por lo que St = S~
Por lo tanto

D=S"1A8 = S'AS

por lo que A y D son equivalentes como formas cuadraticas.

2.3. Ley de inercia

Sea () : E — R una forma cuadratica sobre un espacio vectorial de dimen-
sién finita. Sea {eq, ..., e,} una base de F tal que la matriz de ) sea diagonal
(sabemos que existe por el apartado anterior). Es decir

Q(en)

Supongamos la base ordenada de manera que

Q(61)>01§Z§7’
Qej) <0r+1<j5<s
Qe,) =0s+1<p<n
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Observacion 2.3.1. Siempre podemos hacer el cambio de base que consiste
en reordenar la base {e;,, ..., €., € 1 .- €, Vi1, .. Vi, }.

Si tomamos ahora la base

{ 1 1 1 1 . . }
Q) Ve ViR VIl T

la matriz de la forma cuadrética en esta base es

1

Esta representacion matricial de () recibe el nombre de matriz canonica de
la forma cuadratica.

Proposicién 2.3.1 (Ley de la inercia de las formas cuadraticas). Si una
forma cuadrdtica se reduce a la suma de cuadrados en dos bases diferentes,
el numero de términos positivos y negativos es el mismo en ambos casos.

Definicién 2.3.1. Llamamos indice de positividad al nimero de términos
positivos de la forma cuadrética diagonalizada, r, indice de negatividad al
nimero de términos negativos de la forma cuadratica diagonalizada, s, e
indice de nulidad al nimero de términos nulos de la forma cuadratica diag-
onalizada, n — r — s. El par (r, s) recibe el nombre de signatura de la forma
cuadratica.

Corolario 2.3.1. Dos matrices simétricas congruentes siempre tienen la mis-
ma signatura.

Definicién 2.3.2. i) Decimos que una forma cuadritica @ es definida
positiva si Q(z) > 0,V € £
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ii) Decimos que una forma cuadratica @) es definida negativa si Q(x) < 0,
Ve e B

iii) Diremos que una forma cuadratica () no es definida en signo si exis ten
vectores z ey € £ Q(x) > 0,

iv) Diremos que una forma cuadratica () es semidefinida positiva si Q(z) >
0,Vx e £

v) Diremos que una forma cuadratica es () semidefinida negativa si Q(x) <
0,Vx e £

vi) Diremos que una forma cuadréatica es () no degenerada si Q(x) # 0,
Ve e B

Proposicion 2.3.2. i) Una forma cuadrdtica es definida positiva si r =
n

ii) Una forma cuadrdtica es definida negativa si s =n
iii) Una forma cuadrdtica no es definida en signo sir,s <0
iv) Una forma cuadrdtica es semidefinida positiva sir <n, s =0
v) Una forma cuadrdtica es semidefinida negativa si s < mn, r =0
vi) Una forma cuadrdtica es no degenerada siT—+ s =n
Teorema 2.3.1 (Teorema de Sylvester). Sea Q : E — R wuna forma
cuadrdtica. Entonces f es definida positiva si y solo si la matriz A = (a;;)

de ) en cualquier base de F, verifica que

ay; ... QA4
5 =1 >0, Vi<i<n

ay; ... Qg

es decir, que sean positivos todos los menores principales de la matriz A =
(aij).
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Corolario 2.3.2. Sea ) : E — R una forma cuadratica. Entonces f es
definida negativa si y sélo si la matriz A = (aij) de @, en cualquier base de
E, verifica que

09i—1 <0 y 0y >0VI<i<n
es decir, si los menores principales van alternando de signo empezando por
el signo negativo.

Observacion 2.3.2. Debido a que dada una forma cuadratica () definida sobre
un espacio vectorial £ de dimension finita, existe una base en la cual la matriz
es diagonal, tenemos que existe una base {vy,...,v,} para la cual

f(€i7 ej) =0

lo que nos permite definir ortogonalidad de vectores respecto la forma bilineal
y escoger bases ortogonales.

Por dicho motivo a menudo a las formas bilineales simétricas se las denomina
métricas ortogonales.

2.4. Valores extremales

Teorema 2.4.1. El valor mdzimo que una forma cuadrdtica toma sobre la
esfera unidad es el valor propio mdximo de A.

Demostracion. En efecto, consideremos una base ortonormal {vy,...,v,}
para la cual la matriz A diagonaliza

A ... 0
D=S'AS = | : o
0 ... A\,

Podemos suponer que los valores propios estan ordenados en orden decre-
ciente,

Para todo vector = sobre la esfera unidad (esto es [|z]| = 1) se tiene

T = [U1 + ...+ UpUy
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y
H1
)\n fn
=Myt + —i-)\nun <M(E+ ) =M

0

Observacion 2.4.1. Analogamente vemos que el valor minimo que puede al-
canzar la forma cuadratica sobre la esfera unidad es el valor propio minimo
pues

Q@) = M2+ A A2 > N ) = A

2.5. Ejercicios resueltos
1. Dada la forma cuadrética definida en R® de la siguiente forma
q(z,y, 2) = 20* — 8xy +y* — 1622 + 46y + 52°.

Obtener una forma reducida mediante:
a) Método de Gauss.

b) Método de la congruencia pivote.

Solucion:
a) q(z,y,2) = (2% — 8xy — 1622) + y* + 46yz + 52* =
= 2(2? — 4wy — 8xz) + Y + 46yz + 5% =

= 2(x — 2y — 42)? — 8y? — 322% — 32yz +9* + 46yz + 522 =
= 2(x — 2y — 42)% — Ty® — 272% + ldyz =

=2(x — 2y —42)* — T(y* — 2y2) — 272* =

=2z —2y —42)? —T(y — 2)* + 72* — 272 =

=2(r -2y —42) —T(y — 2)* — 202% =




78

CAPITULO 2. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS
T 1 —2 -4\ [z 1 -2 —4
7l=(0 1 —-1)(y] S*=]|0 1 -1
z 0 0 1 2 0 0 1
2 —4 -8
b) A=|-8 1 23
-8 23 5
2 —4 -8 ] 100 2 -4 -8 | 100
4 1 23 ] 010|~[0 -7 —=27] 210
8 23 5 |oo0o1/P\o 7 271|401
20 0 | 100 20 0 | 100
~(0 =7 7 | 210|~|0-=7 7 | 210
@X\o 7 =27 1401/ \o 0 —20 611

1
~lo =7 0o | 2
@WX\o 0 —20 | 6

(1) Cambiamos la segunda fila por la suma de la segunda més dos veces
la primera y la tercera fila por la suma de la tercera més cuatro veces
la primera.

(2) Sustituimos la segunda columna de la nueva matriz por la segunda
mas dos veces la primera y la tercera por la tercera mas cuatro veces
la primera.

(3) Cambiamos la tercera fila por la segunda més la tercera.

(4) Cambiamos la tercera columna por la segunda mas la tercera.

Luego
100 2 0 0
St=1210 y D=0 =7 0 ,
6 1 1 0 0 =20

y en esta nueva base
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q(T,7,%) = 2T° — Ty — 202°.

2. Reducir, por el método del endomorfismo asociado, la forma cuadratica
definida en R? siguiente:

q(w,y, 2) = 20° + 2wy + 222 + 2yz + 2y* + 227

Solucion:

Calculemos los valores propios de A, para ello

2—t 1 1
det(A—tlh)=| 1 2—t 1 |=—(t—1)7>*t—4),

luego

Por lo tanto

Determinemos S:

vi,v3 € Ker (A—1)={(2,9,2) €ER* |2 +y+ 2 =0}
y los escogemos ortonormales:
(2 -vE, .
U1 = 9 ) 9 ) ) Vo = )
v3 €Ker(A —41) = Ker(A — 1)+ =

= {(a?,y,z) |< (ZL’,’y,Z), (1> 1, 1) >= O}J_ = [(1’ 1> 1)]>

V3 V3 )
3737 :

V6 -
Y 6 )

Py
=<,

s

que normalizando obtenemos vy = (
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V2o V6 V3
2 6 3
) V& 3

3 3

3. a) Estudiar si la forma cuadratica q(z,y,2) = 2 + 2zy + y* + 2yz +
22 4 222 es 0 n6 un prducto escalar euclideo.

b) Idem para ¢(x,y, z) = 2zy + 2yz + 2z=.
c) Idem para q(z,y, 2) = 2% + 22y + 4oz + y? + 2yz + 2°.

Solucion:

Matriz de ¢:

—_ = =
—_ = =
—_ = =

Esta matriz no tiene rango méaximo. Por lo tanto ¢ no define un pro-
ducto escalar euclideo.

b) Matriz de g¢:

—— o
[ e
o = =

los elementos de la diagonal de la matriz no son positivos. Por lo que ¢
no define un producto escalar euclideo.

¢) Matriz de ¢:

RO —
—_ = =
— = N
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Aplicando el teorema de inercia de Sylvester.
01 =1>1, 05 = 0. Por lo tanto no es un producto escalar euclideo.

4. En R? consideremos la forma cuadrética definida de la forma ¢(z) =
222 — 9% + 2% Determinar la matriz de ¢ en la base de R? siguiente

a) {(1,1,1),(1,-1,1),(1,0,-1)},
b) {(1,0,1),(1,1,0),(0,1,0)},

iSon p-ortogonales dichas bases?

Solucién:
2 0 0
La matriz de ¢ en la base candnicaes A= |0 —1 0
0 0 1
11 1
a) La matriz de cambio de basees S= |1 -1 1 |,
1 1 -1
11 1 2 0 0 1 1 1
— A, =5'AS=[1 -1 1 0 -1 0 1 -1 0 |=
1 0 -1 0 0 1 1 1 -1
2 41
=14 2 1
113
1 10
b) La matriz de cambio de base es S= |0 1 1],
100
01 2 0 0 110
= A, =S'AS = 10 0 -1 0 01 1| =
10 0 0 1 1 00

SN W O = =
[\
(@)
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Las bases a) y b) no son ¢-ortogonales ya que las matrices de la forma
cuadratica en dichas bases no son diagonales.

. Sean

q(x,y,2) = 22° — 2y — 2wz + 2y* — 2z + 227
@2y, 2) = 2% + 202 +y* + 22
gs(2,y, 2) = 2% + 2wy + 2wz + 2% + dyz + 327

.Son equivalentes?

Solucion:

Las matrices de las formas cuadraticas dadas en la base candnica de
R3, son respectivamente

2 -1 -1 1
Al = —1 2 —1 y Ag - 0
-1 -1 2 1

oS = O

1 1
o, 4,=[1
1 1

N DN

1
2
3

Los valores propios de la matriz A; son 3, 3, 0. Luego ¢; es una forma
cuadratica semidefinida positiva de rango 2.

Los valores propios de la matriz A, son 1, 2, 0. Luego al igual que ¢,
g2 es una forma cuadratica semidefinida positiva de rango 2, por lo que
son equivalentes.

Puesto que det A3 # 0, los valores propios de As son los tres distintos
de cero luego g3 no puede ser equivalente a ¢; ni a gs.

. En R? consideremos la forma bilineal siguiente

(u,v) = 2122 — Y1y2 + 2122

siendo u = (x1,y1,21), v = (T2, Yo, 22).

a) Determinar la matriz de ¢ en la base natural de R3

b)3 Determinar la matriz de ¢ en la base {(1,2,6),(0,1,1),(0,0,3)} de
R-.

c) Sea F' = {(x,y,2) € R® | y — 2z = 0} determinar G = {u € R? |
o(u,v) =0Vv € F}(= F*#).

d) Determinar Ker ¢.
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Solucidn:

a) La matriz en la base canénica de R?, de la forma cuadratica es

2 0 0
A={0 -1 0.
0 0 1

U

I
RS
DD DN
[ )
w O O
SN———

luego
1 2 6 2 0 0 100
A =8AS=1[0 1 1 0 -1 0 21 0| =
0 0 3 0 0 1/ \6 1 3
34 4 18
=14 0 3].
18 3 9

¢) Busquemos una base de F
F=1(1,0,0),(0,1,1)] = [u,v]

luego
e ={z € B p(r,u) = p(x,v) = 0}

2 0 O 1
(x Y z) (O -1 0) (0) =2x =0,
0 0 1 0
2 0 0 0
(x Y z) (O —1 O) (1) =—-y+2z2=0.
0 0 1 1

esto es

83
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Por lo tanto

Fre ={(z,y,2) €E |2 =0,—y+2z=0}=[0,1,1)].

Ker A = {0}.

. Determinar A\ € R de manera que 2 sea el valor maximo sobre la esfera

unidad S = {(z,y,2) | 22 + y* + 2% = 1} de la forma cuadratica de R?
que en la base candnica tiene por matriz

1+ A 1 1
A= 1 1+XA 1
1 1 14+ A
Solucion:
Valores propios de A:
3+A A A

34+ A > A\, por lo tanto el valor propio mayor es 3 + . Obliguemos a
que dicho valor sea 2:

3+ =2 =  A=1]

. Consideremos la forma cuadratica definida en R*, siguiente

q(z,y, 2, 1) = 22° — 8xy + y* — 1622 + 46yz + 52° + 12

Clasificar la forma cuadratica g restriccién de ¢ al subespacio vectorial
F={(z,y,2,t) |zt —t=0,y+ 2z =0}.

Solucion:
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Determinemos la matriz de ¢ en la base candnica

2 -4 -8 0
-4 1 23 0
A= -8 23 5 0
0 0 0 1

Busquemos una base de F
F =1(1,0,0,1),(0,1,—1,0)].

Luego la restriccion de ¢ a F' tiene por matriz en esta base:

2 —4 -8 0\ /1 0
10 0 1\[-4 1 23 0|0 1|
(01—10)—82350 0 1|
0 0o 0o 1/ \1 0

1)

Esta forma cuadratica es no degenerada y no definida en signo ya que
01 =3, 0y = —136.

Observacion 2.5.1. Si queremos determinar los valores extremales de gz
sobre la esfera unidad interseccion con F' debemos obtener la matriz de
q)r en bases ortonormales.

. Consideremos la forma cuadratica definida en R?, siguiente
q(z,y, 2) = 2* — 22y + > + 2°.
Determinar el valor maximo que toma la restriccion de g al subespacio

F={(x,y,2) |z +y+2z=0}

Solucion:
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La matriz de la forma cuadratica es

A=1[-1

Determinemos una base ortonormal de F*:

1 1
F = ﬁ(l’ ~1,0), 7(1, 1,-2)] .

(=)

Luego la matriz de ¢ en esta base es

11

L1 V2B

1oty 1 -1 0

V2 Y2 0o oo) |- L=

e Y A BCRRY

YV A o 2
V6

Il
VRS
[l \V)
win O

)

2
Puesto que los valores propios son 2 > 3 el valor maximo es 2.

10. En R?*, consideramos la forma cuadratica ¢(x, vy, z,t) = 2® + 2zy + y* +

27+ 2wt + 2yt + 22t — 2. Encontrar dos subespacios I, G de dimensién
maxima tales que ¢ sea definida positiva y g sea definida negativa

Solucion:
Matriz de ¢:
111 1
1 10 1
A= 1 00 1
1 1 1 -1
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11.

mediante la congruencia pivote encontramos que

1
-3
SPAS = 3
4
—2
con .
1 -2 —= 1
0 1 12 0
S: 1
0 1 —3 0
0 0 0 1
Sea
1 1 1 0
F= [(1707070)7(__717__70)]7 A|F: 3
2 2 0 1

G =[(-2,1,1,0),(-1,0,0,1)], A|q=<_03 —02)

Sea E un R-espacio vectorial de dimensién finita, consideremos

pi € L(E,R) 1=1,... ,p+¢q vy definimos para todo =z € £

q() = (p1(2))* + ...+ (0p(2)" = (Pps1(2))” — . = (Ppaa(2))”.

a) Probar que ¢ es la forma cuadratica asociada a una cierta métrica
ortogonal .

b) Supongamos que dicha forma cuadrética es definida positiva. De-
mostrar que dim £ < p.

Observacion 2.5.2. L(E, R) indica el conjunto de todas las aplicaciones
lineales de E en R.

Solucion:
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a) Definamos ¢(z,y) = 2(¢(z +y) — ¢(x) — ¢(y)) y comprobemos que
¢ asi definida es una métrica ortogonal y que p(z,x) = ¢(x).

o(,9) = 2 (10 + )P+ + (ol + )P (paa+9))2 = ..

2
— (Pprg(z +9))? = (01(2))? = ... = (p(2))? + (ppa(2))? — ..+

+ (o)) = (021(1)? = .- = (2p())* + (ep(¥)* + (a1 (¥)* + ... +
~ ()’ = D_wil@eily) = 3 wil®)eiy)

(@) @i(z+y) =pi(x) +vi(y) por linealidad.

© es obviamente una aplicacién de E'x E sobre R, veamos que es bilineal
y simétrica.

P p+q

w1+, y) = ; i@+ 22)pily) — ';1 i@ + x2)pily) =

= Z:(sm(afl) + pilz2))pi(y) — Zii(%(xl) + pil@2))pily) =

= é(wi(afl)%(y) + @i(T2)pi(y)) — ii;(%(xl)%(y) + @i(w2)pi(y)) =

= é ei(z1)ei(y) — ‘:pil ei(z1)ei(y) + é @i(T2)pi(y) — Zijl @i(T2)pi(y) =

90(1'17 y) + 90(1'27 y)>



2.5. EJERCICIOS RESUELTOS 89

p p+q
plox,y) =Y wix)pily) — D eilax)pily) =
i=1 i=p+1
D p+q
= ZQ%(I)%‘(Q) - Z ac;(z)pi(y) =
i=1 i=p+1
p p+q
=a ) ei@)eily) — D api(z)eily) =
i=1 i=p+1
p p+q
= o) ei@eily) — > wil@)ei) = ap(e,y),
i=1 i=p+1
p p+q
o(x,y) =D il@)piy) — Y wilz)eily) =
i=1 i=p+1
p p+q
=Y aiWeir) = D eiy)eir) = oy, ).
i=1 i=p+1
luego ¢ es una métrica ortogonal.
Ademas
D p+q
o(2,2) = S i@ — 3 pila)pila) =
i=1 i=p+1
D p+q
=) (pil@)* = Y (pil))” = q(x)
i=1 i=p+1
b)  puesto que ¢1,...,p, son elementos del espacio dual E* de
E, consideremos sus duales ¢7,...,¢; que son vectores de £. Si
dim £ > p, necesariamente existe z # 0 independiente con f*i =
1,...,p tal que sudual z* es
(x)=1y ¢i(z)=0 Vi=1,...,p

por lo tanto
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q(x) = (9i(2))" + ...+ (9p(2))" = (p1 (7)) — .. = (Ppag(2))” =
— (pp(2))” — .. = (ppaa(2))* <0,

por lo que g no puede ser definida positiva, | contradiccion !. Luego:

dim £ < p.

Sea E un espacio vectorial de dimensién finita n, sobre un cuerpo con-

mutativo K, y sea ¢ una métrica ortogonal no degenerada definida
sobre F.

Sea I’ un subespacio no isétropo respecto de ¢. Demostrar que existe
un unico automorfismo Sr de ¢, tal que

Sp(2) r si xeF
€Tr) =
" —z si xeFh
Observacion 2.5.3. se dice que Sp es automorfismo de ¢ si y sélo si

©(Sr(x),Sr(y)) = p(z,y).

Solucion:
Decimos que un subespacio F es no isétropo si y sélo si FNEF+e = {0}.
Puesto que ¢ es no degenerada rad ¢ = {0}, luego:

dim F + dim F- = dim £ + dim(F Nrad ) = dim E,

luego F = F + Ftv yVz € E
r =+ con 1, € Fyxzy € Fte de forma tinica.

Definimos Sr de la forma:

Vr=x1+z2 € F

SF(I’) =x —129 € L.
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Observamos que S asi definida es tal que

Sp(r)=x si z€F y Sp(z)=—x si x€&F.

Sr es lineal pues dados x,y € E =21+ 22, Y=y + Yo

Se(x+y) = Se((z1 +22) + (1 +32)) = Se((x1 + 1) + (22 + 12)) =
(x1 4+ 1) — (@2 +1y2) = 21 — T2 + 91 — Y2 = Sp(x) + Sp(y).

ydado a € K, ar = ary + x9, Sp(azr) = ax; — axy =

a(xy — x9) = aSp(x).

es ademas, biyectiva pues:
si Sp(z) =0es

1 — o =0,<= 1 = 29, conxlera:geF“o,
pero F'N Fte = {0}, luego

r1 =29 =0, 2 =0.

Por tanto Sg es inyectiva y por ser £ de dimension finita es exhaustiva.
Por lo que es un automorfismo de F.

Veamos que también, es automorfismo de ¢:
tenemos que  p(Sp(z), (v)) = ¢(x, Sp(y)) pues
Ve=x1+22y Yy =y +ys €5

(Sr(z1 + 22),y) = p((x1 — 22),y) = @(21,y) — (22, 9) =
(1, y1) + p(w1,92) — @22, 91) — (T2, Y2) =
(1, 91) — (22, 92)

80(% SF(Z/I + y2)) = <P(xayla —2/2) = 90(%7 y1) - <P(35172/2) =
o(x1,y2) + o(T2,91) — (21, Y2) — ©(22,92) =
Sp(ifl,yl) - 90(932>?/2)
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luego, ¢(Sp(x), Sr(y)) = ¢(x, Sr(Sr(y))) = (., SE(y)) 5 o(z,y).

(a) S% = 1Id, pues

S%(z) = Sr(Sk(x)) = Sp(Sp(zy +22)) = Sp(w1 —20) =21 + 13 =T

La unicidad es obvia:

Supongamos que existe g con

glx)=2 VYoeF y g(x)=—-x VYot
y puesto que F = F @ Ft* es

VeeE z=x1+x y ¢g(x)=x —x9=Sp(x).



Capitulo 3

Variedades lineales

3.1. Definiciones y ecuaciones paramétricas e
implicitas
Nos situamos ahora en el espacio vectorial euclideo ordinario £ = R” y

consideramos un subespacio vectorial F' C R™ y un vector a € R".

Definicién 3.1.1. Llamaremos wvariedad lineal que pasa por el punto a y
tiene por direccion F', al subconjunto

V=a+F={zeR"|z=a+v, YveE F}.

Definicién 3.1.2. Llamaremos dimension de la variedad V a la dimension
del subespacio director

|dim V = dim F |

Las variedades lineales

i) de dimension cero reciben el nombre de puntos,

ii) de dimension uno reciben el nombre de rectas,

1v

)
)
iii) de dimensién dos reciben el nombre de planos,
) de dimensién n — 1 reciben el nombre de hiperplanos
)

v) de dimensién n recibe el nombre de espacio afin.

93
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Sea V = a + F una variedad lineal, entonces

Vo eV < VYo—acF|

por lo que la variedad puede expresarse de forma implicita como el conjunto
de soluciones de un sistema de ecuaciones lineal

V= {(Jfl,. . .,I‘n) e R" ‘ ZCLUIJ‘ = bl}
]

‘dimV =d <= el rango del sistema es n — d‘

3.1.1. Posiciones relativas

Definicién 3.1.3. Diremos que dos variedades lineales V}, = ay + Fy y Vo =
as + I35 son paralelas si 'y sélo si

Fy C Fy o) F5 C F;.

Proposicion 3.1.1. Sean Vi = a1+ F y Vo = as + F dos variedades lineales
de R™. Entonces Vi, = Vy, si y solo st as = a1 +u para un cierto vector u € F'.

Interseccion de variedades
Proposicion 3.1.2. Dadas dos variedades Vi = a1 + Fy, Vo = as + F5.
a) Se cortan si y solamante si, a; —ay € Fy + F,.

b) Sila interseccion es no vacia, esta es la variedad lineal

VinVa=x+ (FNE)

conx € ViNVs,.

Demostracion. a) Si Vi NV, # () entonces I € V4 N V. Luego = a; + 1y
con vy € Iy x = as + vy con vy € Fy, de donde

a1—|—U1:CL2—|—U2

a; —ay, = —vy + vy € Iy + F5.
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Veamos ahora la implicacién contraria. Si a; — as € F} + F, entonces
a; —as = v + vy € Fy + Fy,
luego x = a; + (—v1) =as + vy y x € V7, x € V.

b) Se deja como ejercicio.
U

Proposicion 3.1.3. Sea A=a+ H condimH =n—1.5 V=b+G es
tal que VN A = 0. Entonces V es paralela a A.

Demostracion. Si V' y A no son paralelas entonces G ¢ H por lo que Jv € G
con v ¢ H y por ser H de dimensién n — 1 se tiene que [v] ® H = R™.
De donde G + H = R"™ y por lo tanto a — b € G + H, es decir VN A # (),
luego si VN A=, V ha de ser paralela a A.

U

Definicién 3.1.4. Dadas dos variedades lineales V) = a1+ F1 y Vo = as+ F,
definimos variedad lineal suma como

Vi+Vo=a;+[as— a1+ F1 + F.

Observacion 3.1.1. Si Vi N V4 # () entonces
Vi+Ve=a1+ F + F3,
SiVi||Vay Fy C Fy (o Fy C F) entonces
Vi+Va=as+[az — ai] + Fy, (o Vi+Vo=as+[ay — ar] + FY)
Si Vi y Vs se cruzan, es decir ni son paralelas ni se cortan, entonces

dimV, + V5 =dim F; + dim F5 + 1.

3.2. Sistemas de referencia

Sea V. =a+F C R"y {e,...,e,} una base de R". a = (a1,...,a,), y
F=lv,...,v]
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vy = (v],...,08), v = (0], )

Paratodoz € V oz =a+ v con v € F' luego

(21, 2n) = (ar,...,an) + A (v], ..., 00) + .o+ A0, ... )

esto es
xlzal—i-)\lv%—i-...#—)\wf
: (1)
xn:an+)\1@}b+...+)\w;
(A1, ..., Ar) reciben el nombre de coordenadas intrinsecas y el sistema (1) de

forma paramétrica de la variedad.

Observacion 3.2.1. Si V = R" podemos cambiar el origen de coordenadas.

3.2.1. Cambio de sistema de referencia

Sean {a;vy,...,v.} y {b;ws,...,,wy} dos sistemas de referencia de una va-
riedad lineal V.

Un punto x cualquiera de la variedad se expresa respecto los dos sistemas de
referencia de la forma

X :a+)\1@1—|—...+)\dvd
=b+ mwy + ...+ pqwq

Si S = (s;;) es la matriz de cambio de la base {w;} a la base {v;}, es decir:
wj = S1;U1 + ... + SgiVd, 1<5<d
v b=a+bv, + ...+ bgvg entonces

x:a+)\11)1+...—|—)\dvd:
a+ by + ...+ bavg + p1s1vr + -+ f1Savg + -+ faS1avt T+ -+ [dSddVd
de donde
A by S11 ... S\ [t Ha
=] || :|=B+5

Ad ba S41 -+ Sdd) \Md Hd
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equivalentemente se puede escribir

A I
B (S B) :

Ad 0 1 fhd

1 1

Ejemplo 3.2.1. Sea V = R? con la referencia natural {(0,0);(1,0),(0,1)}, y
consideremos una nueva referencia {(1,0); (1,1), (1, —1)}.
Entonces:

3.3. Distancias entre variedades

Sea A un espacio afin y supongamos que el espacio vectorial subyacente es
euclideo. Esto nos permite definir distancia entre dos puntos a,b € A de la
manera siguiente.

Definicién 3.3.1.
d(a,b) = ||b— all

Podemos generalizar esta definicién a distancia entre variedades

Definicién 3.3.2. la distancia entre las variedades V} = a1+ F1 y Vo = as+F5
es

d(V1,Va) =min{d(p,q) | Vp € Vi,q € Va}

Proposicion 3.3.1. la distancia entre las variedades Vi = a1 + Fy y Vo =
as + I es

d(‘/la ‘/2) - ||7T(F1-i-F2)L (al - a2)||'

Observacion 3.3.1. Es claro que la distancia entre V; y V5 no depende de los
puntos de paso escogidos en las variedades.
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Podemos expresar dicha definicion en lenguaje matricial de la siguiente forma:

d(‘/l,‘/g)2 =< ay; —ag,a; — Gy > —XM_IXt

con
X:(<a1—a2,vl> ... < a1 — Ao, Vs >)

siendo {vy,...,vs} una base de Fy + Fy, M = (< v;,v;) >)ij=1,..s-

Casos particulares

1. i R, condimV; = n—1: a121+. . .4a,z,+a =0y Vo = (by,...,b,),

entonces b h
A(Vi, Vy) = 190t b ],
ai+...+ad?

2. Vi =a+ M una recta y V5 = {b} un punto en R". Entonces

_ 2, 2 _ _ 2
v = Lo D (b0 2)

Observacion 3.3.2. Si v es unitario es d(Vi, V5) = |[(b—a) Av||.

Vi=a+ My Vy=as+ v deR?, entonces

3. Vi=ai + vy Va = as + Avy de R? que se cruzan, entonces

| < (a1 —ag), vy Avg > | _ | det(a; — ag, vy, v9)]
v A va| o1 A va|

d(Vi,Va) =

3.4. Angulos entre variedades

Definicién 3.4.1. Dadas dos variedades lineales Vi = a1+ Fy y Vo = as+ I3,
diremos que son ortogonales si y solo si los subespacios vectoriales subya-

centes son ortogonales:
L Fs.

Si adems F; L F, = R™ diremos que V5 es el complemento ortogonal de V;
que pasa por ag o que V; es el complemento ortogonal de V5 que pasa por a;.



3.5. AREAS Y VOLUMENES. EL. DETERMINANTE DE GRAM 99

Ejemplo 3.4.1. Sea Vi = {(z,y,2) | t+y+2+1 =0} = (-1,0,0) +
[(1,-1,0), (1,0, —1)] y Vo = (3,2, 1)+[(1, 1, 1)]. Los subespacios Iy = {(z,y, 2) |
r+y+z=0}y Fy =[(1,1,1)] son complementarios por lo que V5 es una
variedad ortogonal y complementaria a V; que pasa por (3,2,1).

3.4.1. Angulos en R?

1.- Angulo v entre las rectas r = p+ My s = g + \w

[(v, w)]|

COS QU = .
[o]] - [lwll

2.- Angulo aentrelarectar=p+ A vyelplanor=axr+by+cz+d=0

sena = 0w
[o]] - [|wll
siendo w = (a, b, ¢).

3.- Angulo a entre el plano M = a1x + by + 1z +dy = 0y el plano
Ty = AoX + by + o2 +dy =0

[(v, w)]|

CoOsy = 7——F————-
[o]] - [l

siendo v = (al,bl,cl) yw= (CLQ, bg,Cg).

3.5. Areas y volimenes. El determinante de
Gram

3.5.1. Volumen de un paralelepipedo
Definicién 3.5.1. Dados pg,p1,...,pn, 7 + 1 puntos en R™, definimos el
volumen del paralelepipedo que determinan, como

V(po,p1 = Pos - -+ s Pn — Do) = +Vdet MIGM

Siendo G la matriz del producto escalar en la base dada, y M la matriz de
la familia de vectores v1 = p; — po,...,V, = pn — Po €n la base dada.
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Observamos que M'GM es la matriz del producto escalar de los vectores
v; y recibe el nombre de matriz de Gram y su determinante el nombre de
determinante de Gram.

Casos particulares

i) Sin =1, V(po,p1 — po) es la longitud del segmento pop; determinado
por esos dos puntos.

ii) Sin =2, V(po, p1—po, p2—po) es el area del paralelogramo determinado
PoOr po, P1, P2-

iii) Sin > m el volumen del paralelepipedo es cero.

3.6. Ejercicios resueltos

1. En el plano afin ordinario se consideran las referencias cartesianas R =

(O,uy,u9); R = (0O, u),ul)

donde OO’ = 2u; — 3uy u) = uy + 3ug uy = —uy + 4uy. Hallar las
ecuaciones que permiten pasar de R’ a R. ylasde R a R

Solucion:
Estudiemos primero el paso de R' a R

Sea p € R? cualquiera. En el sistema de referencia R es p — O =
ruy + yug. En el sistema de referencia R’ es p — O' = 2/'u} + y'uly, y
p—0,p— 0" €R2

Si S es la matriz cambio de base de {u),ub} a {uy,us} tenemos S(p —

O/) = )\1U1 + )\2’&2,
1 =1\ (2" [ ¢
3 4 y' ) \32 4y')°

Es decir p — O" = (' — y")uy + (32" + 4y )us.

Por otra parte p — O = p — 0"+ O' — O, y puesto que conocemos el
vector O’ — O en funcién de la base {uy,us}: O'—0O = (2, —3), tenemos
en definitiva
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v\ _ (L -1\ (o), (2 ::>x:f—yWJ
y) \3 4 Yy -3 y=232x+4y =3[

Pasemos ahora a estudiar el paso de R a R’

1 , 4 1 5

L -1\T (r-2) _ (2 rERrTIY Ty
3 4 y+3 Y 3., 19
Yo TRr Ty

2. En R? consideremos la referencia R siguiente:
{p=(1,1,1);u=(1,1,1),v=(1,1,0),w = (1,0,0)}.

Determinar las ecuaciones en dicha referencia, de la recta cuya ecuacion
en la referencia ordinaria es

r+y+z=3
r—y+z=2["

Solucion:

Las ecuaciones del cambio de sistema de referencia vienen dadas de la

manera
x 1 1 1 1 T
yl=11]+|1 10 Y
Z 1 1 00 z
esto es
r=14+24+y+72
y=14+7T+7y
z=1+%

Sustituyendo en la ecuacion de la recta nos queda
1+Z+7J+2+1+T4+7+1+T=3
1+T+y+z—-1-T-gy+1+7=2|"

3T+2j+Z2=0
T+z=0|"
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3. Encontrar un sistema de referencia para el cual larectar = x+2z—4 =

1
y = 0 sea la recta T = ——

3,E:—§,y1arecta552x—z+2:

5x + 2y — 9 =0 se el eje Z.

Solucién:
Observamos que r || 7, = vy = (2,0, —1) (0 vy = a(2,0,—1))
s=7Z = v3=1(2,-5,4) (ov3="0b(2,—-5—4))

Luego
a 2 2 x d x
b 0 -5 vyl+lel =1y
c —1 4 2 f z

obliguemos a que (2/,y', ") = (0,0,0) + A(0,0, 1) sea de s

a 2 2 0 d x
b 0 =5 Ol+lel=1[y]| €s
c —1 4 A f z
—5d
— f=2d12 = 52+9
3 / AV 1 2
obliguemos a que (z2/,v/,2') = (—g,(), —g) + A(0,1,0) sea de r
a 2 2 Y d x
0 -5 Al+lel=1|y]|er
-1 4 2 f 2

= —20—15d+47=0, —a —2c+ 15d —8 = 0.
Observacion 3.6.1. Se han de escoger valores para a, b, c,d, e, f de ma-
a 2 2

nera que la matriz | b 0 —5 | sea inversible.
c —1 4
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4. a) Sea el espacio afin R? y las variedades lineales siguientes:

1+ 19 —x3=1
‘/1: ! 2 ’ ‘/2:{51714‘1’2—'—5(734‘1’4:1.
1’1—2$2+SL’4:0,

Determinar Vi N Vo y Vi + Vs.
b) Sea

Ve — 201 — X9 —x3+axy =0
5 l’1+bl’2+21’3+31’4:0

i Para que valores de a y b es V; || V37

Solucion:

a) La variedad interseccién viene dada por:

1’1+ZL'2—ZL'3:1
1’1—2$2+l’4:0
LL’1+SL’2+LL’3+SL’4:1

ya que es la coleccién de puntos de R* que verifican las ecuaciones de
V1 v las de V5. Es una recta por ser el sistema compatible de rango 3.

Puesto que Vi NV, # 0, tenemos que

a-beF+G, = |[Vi+Vo=a+F+G.|

Escojamos pues a, y determinemos F'+G. Sea por ejemplo a = (0,0, —1,0)
eV
F={(z1,25,23,24) ER* | 2y + 29 — 25 =0, 2, — 209 + 24 = 0} =
=[(1,0,1,—-1),(—4,1,-3,6)]
G= {(xl,xg,:c4) ER' | my+mota3+a4=0} =
[(—4,1,-3,6),(0,0,1,—1),(1,—1,0,0)]

luego

Vit Vy=
(0,0,—1,0) +[(1,0,1,—1), (=4, 1,-3,6),(0,0,1,—1), (1,-1,0,0)] = R
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Observacion 3.6.2. Se preveia este resultado ya que:
dimV; =2, dmlV, =3, y dimViNnly,=1

luego dim V; + Vo = dim V4 +dim Vo —dim V; NV, = 4.

b) Vil Vs siy slosi

A

rango (E) — max (rango (A), rango (B))

siendo A la matriz del sistema que define V; y B la matriz del sistema
que define V3.

rango (A) = rango (B) = 2.

A
Obliguemos a que rango = <—) = 2.

B
1 1 -1 0
B é B 1 -2 0 1 _ 9
rango = (5 | =rango o ., f=2
1 6 2 3

que se verifica si y sélo si

‘a—1:b+8:0.‘

a) Determinar la proyeccién ortogonal de P = (2,1,3) € R? sobre la

LL’1—|—SL’2+LL’3:2}
=V.
1’1—1'2+l’3:1

variedad lineal

b) Determinar la distancia de P a V;

¢) Determinar la recta que pasa por P y corta a las rectas V; y x =
z=0.

Solucion:

a)Vlz(3 !

i 1.0,—-1)=A
2,2,0)+>\(,0, ) + v
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11 1 )
P-—A=(=,-,3),< >=2 A==<P—-Av>=—-
(2727 )7 ,U7U Y 2 7’U 47

b} 5 5

ﬂ-[v](P_A) = _1(17()’_1) = (_17071) =P —-A
115
— WV1P2A+7T[U}<P_A):<E7§71)
b)
AP Vi) = d(P,P) = Y

c) La recta buscada es (2,1,3) + A((0,y,0) — (2,1,3)), (para A = 0
obtenemos Py para A = 1 el punto (0,y,0) del eje y). Obliguemos a
que corte a Vj

2N +1+Ay—A+3—3\=2 9
— y:—
22\ —1-Ay+A+3-3\=1 7
5)
(2a173)+)‘(_2>_?7_3)

6. Estudiar la posicién relativa entre las rectas r y s donde r = {(z, vy, 2) |
r—z=0,z+y = 0}, y s la recta que pasa por p = (1,0,0) y es
perpendicular al plano z + 2y + 4 = 0.

Solucion:

Expresemos las rectas en forma paramétrica

r=(0,0,0)+ A(1,-1,1) = p+ v,

Si s es perpendicular al plano x + 2y + 4 = 0, la direccién de la recta
es perpendicular al subespacio director del plano, luego

s=(1,0,0)+ A(1,2,0) = ¢ + Aw.

Para estudiar la posicion relativa basta calcular

det(q - D, 'LU)
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1 2
0 -1 2| =-2+#0.
0 1 0

Puesto que es distinto de 0, tenemos que
dim[g — p,v,w] =3
luego las rectas se cruzan.

7. Sean las rectas de R?, siguientes.

z
—_— = t
3 1 1

_x+1 y—-2
= 3 S = =

r= =

r—1 'y
2 1

Il
=18

a) Hallar o para que las rectas r y s se corten.
b) Hallar, para dicho valor de «, el plano 7 que contiene a 7 y s.

¢) Dado el punto p = (1,1,1), hallar la recta que contiene a p y se
apoya
en syt.

d) Hallar la ecuacién de la recta que, apoyandose en s y t, es per-
pendicular a ambas; dar los puntos de corte de esta recta con s y con
t.

Solucion:

a) 1y sson coplanarias si y sélo si los vectores

u = (271’_1)aU: (3a1>1) y a—b= (1,0,0&)—(—1,2,0): (27 _27a)a
son linealmente dependientes. Es decir
2 3 2

1 1 -2|=0+= oa=14.
-1 1 «
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Puesto que 7 y s no son paralelas (v y v son independientes) se cortan.

b)  El plano 7 que contiene a r y s es un punto de paso (por ejemplo
el (—1,2,0)), més el subespacio director:

(—=1,2,0)+[(2,1,1),(3,1,1)]
cuya ecuacion en forma implicita es:

20 =5y —2+12=0.

c) Las rectas s y t las podemos expresar también:

2 =32+1=0 L 20—y =10
"= ly—2-2-=0 “Y3r—z2-0,

es decir, como interseccion de planos. De esta manera podemos dar el
haz de planos que pasa por s,

Mz =324+1)+puly—2—-2)=0 (1)

(al variar A y p obtenemos todos los planos que contienen a s)

y el haz de planos que pasa por t

N2z —y)+ /' Bx—2)=0 (2)

(al variar X' y ¢/ obtenemos todos los planos que contienen a t).

Del haz (1) tomamos el plano que pasa por p=(1,1,1)

AM1=3+1)+p(1-1-2)=0=A=—2u

por lo tanto el plano es m =2x —y — 52+ 4 = 0. Tomemos del haz
(2) el plano que pasa por p=(1,1,1)

N2-1)+p3B-1)=0= XN =-24
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por lo tanto el plano es 7 = x — 2y + 2 = 0. Luego la recta buscada
serd  my N Ty

20 —y—52+4=0
r—=2y+z2z=0

d) El vector director de la recta que buscamos ha de ser perpendicular
au = (3,1,1), y av = (1,2,3) vectores directores de las rectas s
y t respectivamente, ademas el vector buscado puede obtenerse como
diferencia de un punto de la recta s (esto es p = (3A—1,A+2, A)), y un
punto de la recta ¢ (esto es ¢ = (i, 2u,3u1)), ya que la recta buscada
ha de apoyarse en ambas.

Seapues p—qg=BA\—p—1,A—2u+2,\—3u)

<p—q,u>:11)\—8,u—1:0} 1 1

:})\:— —_
<pgv>=8\—1du—1=0 5 "

luego la recta buscada es
—4 31 1 23 64 5
Ap—q)=|—,—, — AM——,—, —
p+Ap—a) (5’15’15)Jr ( 30’30’30)
y los puntos de interseccion son:
fa_ (A8
S T

. 1 -1 -1
r =qg=|——,— .
! 1= \307 15" 10

. Sea & = R3 el espacio afin. Sean P,(Q, R tres puntos linealmente

independientes de E.

Probar que el punto:

111
M=-P+-Q+=-R
A
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es el baricentro del triangulo PQR.

Solucion:
S 1 1 1
M=-P+ — -R
3 +3Q+3
tenemos
1 1 1 1 1 1 1 1
M-R=-P+-Q+-R—[Z4+-4+-|)R==(P— “(QO—-R) =
R 3 +3Q+3R <3—|—3+3>R 3( R)+3(Q R)

1 2 ((P-R)+(Q—R)
=2 (P-R) +(@-R) =2 -

3 3 2

Luego M es en efecto, el baricentro del triangulo.

(Podemos ver también que dos medianas se cortan en este punto).

9. En R?, sobre la superficie plana horizontal z = 0, se ha instalado una
rampa que contiene a los puntos p; = (—=1,2,1) y po = (0,1,0). El
plano 7 que contiene a la rampa es paralelo a la recta r interseccién de
los planos

m:3r+y—22—6=0
Ty 4o —y+32=0]"

a) Determinar el plano 7.

b) Determinar la recta ¢t segun la cual se deslizard una gota situada en
p1 recta de mdxima pendiente.

c¢) Hallar el punto simétrico respecto a 7, del punto proyecciéon orto-
gonal de p; sobre el plano horizontal z = 0.

Solucion:

a)  El plano buscado serd |ps + A(pa — p1) + pu

u es el vector director de la recta m; N my.
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Determinaremos u:
u; = (3,1,—2) es el vector director de  7y;
us = (4,—1,3) es el vector director de .

Luego w3 Aug es el vector director de  m Ny (obsérvese que

u; es perpendicular al subespacio director m; para ¢ = 1,2 y en
particular al subespacio director de m Nm; wu; Aug es ortogonal a
Uy ya ug, luego u; Aus ha de estar en el subespacio director de

m y de my, por lo tanto genera el subespacio director de 7 N my)

P2 —pP1 = (1a _17 _1)

Uy N\ Uy = (1, —17, —7)

con lo que queda:

(0,1,0) 4+ A(1, =1, —1) + p(1,—17,—7) = 5z — 3y + 82 + 3 = 0.

b) La recta t serd Ap; + u/, siendo v’ = u Av y u = v A0, con v
vector director de m, v = (5,—3,8) y v’ el vector director del plano
z=0,v =(0,0,1), (u es el vector director de la recta interseccién de

7 con z = 0).
-3 8 5 8 |5 =3
(R ) e

y por lo tanto |u' = 2(—20,12,17)| y la recta ¢ es

Luego

r+1 y—-2 x-1

—20 12 17

c¢)  La proyeccion ortogonal de p; sobre z = 0 es el punto p| =
(—1,2,0), el simétrico p} de p) respecto my, es

2
I =p — —— <pl—bu >u
Py P1 ||U1||2 Py ; U1 1

b € m cualquiera; por ejemplo b= (2,0,0)
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10.

uy el vector director de my, pj — b= (-3,2,0), < p| —b,u; >= —7,
|ut|]? = 14, por lo que

Pl =(-1,2,0) — 12—4(—7)(3, 1,-2)=1(2,3,-2).

En R3, espacio vectorial euclideo, se tiene la recta r de ecuacién

r—2 y—-2 z-2
11 =2

y el punto p = (0, 3, 3).

a) Determinar la ecuacién del plano m; que contiene a la recta r y al
punto p.

b) Dado el plano 7 de ecuacién = + 2y — 2z + 6 = 0. Encontrar la
ecuacién de la recta s, de maxima pendiente de 7; sobre my, y que pasa

por p.

¢) Determinar el punto p’, proyeccién ortogonal de p sobre 7.

Solucién:
a) T =P+ F.
Sea q=(2,2,2) € r cualquiera.

El vector (0,3,3) — (2,2,2) = (—2,1,1) € F, al igual que el vector
director de la recta (1,1, —2). Ambos vectores son independientes, por
lo que son generadores de F.

Luego el plano es

(0,3,3) + A(1,1,-2) 4+ u(—=2,1,1), = 2 +y+2—6=0.

b) La recta interseccién de 7 y o es:

T+y+z—-6=0
rT+2y—2246=0

cuyo vector director es (—4,3,1) = u, luego el vector director de la
recta buscada es v = u A/, siendo v el vector director del plano
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Luego: v = (2,5,-7).

Por lo que, la recta de maxima pendiente es r = p 4 Av:

r_y—3_z-3
2 5 =T

(0’ 3> 3) + )‘(2> 57 _7)7 =

¢) El punto p’ buscado es

1
p=p— 5 <p—a,u>u
]

siendo a € my cualquiera, por ejemplo el (0, —3,0) y u el vector director
de mo, u = (1,2,—2)

p—a=(0,6,3), <p—a,n>=06, ||u||2:9.

1 2 5 13
= —26(1,2,-2) = (-2,2,2).
p (07373> 96(77 ) ( 37373)

Luego

Sabiendo que A = (2,3,1)y B = (0, 1,0), son los vértices de un tridngu-
lo equilatero determinar el tercer vértice sabiendo que esta sobre el
plano y = 0.

Solucién
El vértice C' tiene por coordenadas (x,0, z).

Obliguemos a que el triangulo sea equilatero:
d(A,B)=vV4+4+1=3

d(A,C)=+/(z —1)2 4 22
d(B,C)=/(x —1)24+ 1+ (2 — 1)2

Luego

(-1 +2*=9

— =1l,r=42vV2+1

C=(2v2,0,1), o C=(-2v2,0,1)
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12. Calcular el valor de a para el cual d(p,r) = 1 siendo p = (a,1,2) y
r={(zx,y,2) |y—2=0,2 —z=0}.

Solucion:

Expresemos la recta en forma paramétrica

\/7 f) q+ Av.

(x,y,2) = (020)+)\<2 5

Puesto que el vector director de la recta es unitario, podemos utilizar
la siguiente formula para la distancia

dp,7)=|l(p —q) Aol

Calculemos
p—q= (aa1>2) - (0a2>0) = (&,—1,2)

y si {e1, ez, e3} es la base natural de R3

(p—q)ANv=les —1

o oelS
Il

()

y obliguemos ahora a que el vector (p — ¢) A v tenga norma 1.

Por lo que

N G,
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Hallar la ecuacién de la recta r de R? que es paralela al plano
m 2 —y+ 2z =3, cuya distancia al plano

T ={(z,y,2) = (0,—2,1) + A(1,1,0) + p(—1,0,1)}

es V3 y que corta a la recta s = (1,3, —2) + A(1, =3, —3).

Solucion:
r=a+ \u
d(r,mg) #0, = 71| m.

Luego su vector director es wu = uj A ug, siendo u; = (2,—1,1),
us = (1,1,0) A (—=1,0,1) = (1, —1,1), los vectores directores de ;.

Luego u=(0,—1,-1).
Determinemos a € 7r:

tomamos a € r N s. Puesto que d(r, 7)) = d(a, T3) = /3, obliguemos a
que a = (1+X,3 -3\ —2—3)\) € s diste v/3 de .

14+ A—343)A—2-3)\—3

d(a, ) = /3 = = |-T+A=3
(a,2) NIEDES | |

Luego =7+ A= =+3 y A=10 o6 4

de donde

a=(11,-27,-32) 6  (5,—9,—14)

hay, pues, dos soluciones:

r=(11,-27,-32) + A\(0,1,1) 6 r=(5-9,—14) + A(0,1,1).

Hallar el drea del paralelogramo del espacio R? con vértices primarios:

Py = (1> 1a2)> b1 = (2>0a _1)7 P2 = (3> 175)'

Solucion:
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15.

En nuestro caso particular la base natural es ortonormal luego:

1 2
G=I1 'y M=({pi—pop2—po)=[-10
-3 3
Por lo tanto
1 2
" B 1 -1 -3 B B 11 =7\
det(M*GM) = det <2 0 3> 1 0| =det <_7 13) =94
-3 3
de donde
area del paralelogramo = ++/94.
En R?

a) Calcular el drea del tridngulo de vértices P, = (1,1,0), P, =
(4,-2,3) y P3=(0,2,5)

b) Calcular el volumen del tetraedro de vértices P, = (1,0,1), P, =
(0,1,2), Py=(1,1,1) y P, = (2,1,1).

c) Calcular el area del poligono de vértices P, = (1,0), P, = (2,0),
P3: (5,1), P4: (4,3) yP5: (0,3)

Solucion:
a)
1 3 -1
Azi\/detMtGM, G:]d, M:(PQ—Pl Pg—Pl): -3 1
3 5)
= |[A=9V2

Observacion 3.6.3. También se puede calcular el darea haciendo:

1
A= §||(P2 — P) A (Ps— P
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b)
1 1

a) G =1dy M es cuadrada

-1
M= (P,—P Ps—P, P,—P)=|1
1

=)
o= =

——— V:

1
6

c¢) El interior del poligono es la unién disjunta de los interiores de los
triagulos Py P, Ps, Py P5s Py, P, P, P3. Luego el area del poligono es la suma
de las areas de los tres triangulos.

A=11

En R3 p; = (1,0,1), ps = (2,0,3), p3 = (1,2,1), son los tres vértices
de un paralelogramo tal que py y p3 son contiguos a p;.

a) Determinar el vértice ps opuesto a p.

b) Calcular el drea del triangulo pj, pi, pj siendo pl, i = 2,3,4 los
puntos simétricos de p;, 1 = 2, 3,4 respecto a p; son:

Solucion:

a) El vértice py es tal que
(P2 —p1) + (P3s —p1) = ps — 1,

b2 —p1 = (17072)
pP3—P1= (07270)

Luego
Py —pP1 = (1a2>2)

pe=(1,2,2)+(1,0,1) = (2,2, 3).
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b) Si los puntos p; son simétricos respecto de p; de los puntos p;, el
area del tridngulo pj, p4, p) es la misma que la del tridngulo po, ps, pa, y
esta es

1
S = §V(p1,p2 — P1,DP3 —pl) =
1 0
1 1 0 2 1 5 0
~3 det(o 2 0) g g =3 det(o 4)_

:%\/2_:\/5.

17. Sea f : R® — R? una aplicacién lineal tal que u; = (1,1,2) es un
vector propio de valor propio 1, us = (2,0,4) es un vector propio de
valor propio 2, y uz = (3,4,5) es un vector del niicleo de f. Calcular
la distancia del punto (1,1, 1) al conjunto antiimgen por f del punto
(—2—8—4)

Solucion:

Tenemos que
f(1,1,2) =(1,1,2)
f(2,0,4) = (4,0,8)
f(3,4,5) =1(0,0,0)
Por lo que la matriz de la aplicacién en la base candnica es
1

1 4 0\ /1 2 3\ -2 -1 2
A=BS'=1(1 0 0 1 0 4 =[-8 1 4
2 8 0 2 4 5 —4 -2 4

El rango de la matriz A es claramente 2
Observando la matriz A vemos que f(1,0,0) = (—2,—8, —4) por lo que
V=A{(z,y,2) | f(z,y,2z) = (-2,-8,—4)} = (1,0,0) + Ker f =
=(1,0,0) + A(3,4,5)
que es una recta.
1 /19

1
A(L10,V) = 1011 = (1,0,0) A —=3,45)] = 5/ 5
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18. En el espacio euclideo ordinario R?, consideremos el tetraedro que tiene

tres de sus vértices en los puntos A = (1,0,0), B = (2,0,0), C =
(0,2,0) y el cuarto vértice D, variable sobre el plano x;+zy+x3 = 0.

Determinar el lugar geométrico que describe el vértice D cuando el
volumen del tetraedro es dos.

Solucion:

El volumen de un tetraedro de vértices A, B,C,D es :

vz%mmB—Ac—AD—An

luego, si D = (z1,x9,23) tenemos :

1 -1 -1
1 1
0 0 T3

luego, |z3l=6 'y w3 ==6.

Por otra parte D pertenece al plano x; + x5 + 23 = 0, por lo tanto el
lugar geométrico buscado esté formado por el par de rectas

ZL’1+1’2+!L’3:0} ZL’1+1’2+!L’3:0 }
) y .

1’3:6 1’3:—6



Capitulo 4

Movimientos

4.1. Aplicaciones afines
Sea V = p 4+ E una variedad lineal de dimension n.

Definicién 4.1.1. Una aplicacion

fiV o —V

a — f(a)
se dice que es afin si la aplicacion

fp B —FE
a—p — fla—p)=fla) = f(p)

es lineal

Ejemplo 4.1.1. 1.
fv —Vv

a — fla)=a+v
con v un vector fijo de F.

Tenemos f,(a —p) = f(a) = f(p) = (a+v) = (p+v) = a = p que
claramente es lineal.

Dicha aplicacién recibe el nombre de traslacion.

119
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2. Sea F un espacio vectorial que puede ser considerado como un espacio
afin, (los vectores pasan a ser los puntos y el subespacio vectorial sub-
yacente el conjunto de vectores v — 0. Sea f una aplicacién lineal de
este espacio vectorial en si mismo, esta aplicacién es afin vista como
aplicacién de la variedad en si misma: f(v) — f(0) = f(v —0) = f(v).

Como consecuencia de la definicién tenemos la siguiente proposicién

Proposicion 4.1.1. Sea f : V — V una aplicacion afin. Entonces f es suma
de una aplicacion lineal definida sobre el espacio vectorial subyacente mds
una traslacion.

fla) = fola—p)+ f(p)

Sea ahora V' una variedad lineal de dimension finita n y sea f : V — V una

aplicacion afin. Escojamos un sistema de referencia {p;ey, ..., e,}.
En este sistema de referencia tenemos que cualquier punto de la variedad x
se expresa de forma dnica como x = z1v1 + ...+ 2,0, +p = (21,...,2,). La

aplicacion lineal subyacente f, tiene una representacion matricial respecto la
base {e1,...,e,}, sea esta

ai a1n
A= :

Ap1 .. Qpp
de manera que

a1 ... Qin o

folz —p) =

Ap1 - .. Qpp Tn

Si en el sistema de referencia dado tenemos que f(p) = (a4, ..., a,), entonces

flx) =fplx—p)+ f(p) =

.fL’ll ayr ... QAip T aq (41)

T Apl - Gpn T, an,

La expresion (4.1) recibe el nombre de ezpresion matricial de la aplicacion
afin.
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Observacion 4.1.1. Podemos compactar esta expresion de la manera siguiente

1 1 0 ... 0 1
/

€ a; aip ... Qip T
/

x, Ay QAp1 .. Qpp Tn

Supongamos ahora que el espacio vectorial subyacente es euclideo, por lo que
tenemos definida una distancia sobre la variedad.

Definicién 4.1.2. Las aplicaciones afines que conservan la distancia se de-
nominan movimsientos.

Es decir, son aquellas aplicaciones tales que para cualquier par de puntos a
y b de V se verifica

d(a,b) = d(f(a), (b))
Si la aplicacién es lineal se denomina isometria.

Ejemplo 4.1.2. En R? definimos la aplicacién afin siguiente:

flz,y)=(r+ 1,y +2)

Dicha aplicacién es en efecto, un movimiento, ya que si a = (z1,41) y b =
(2,Y2) son dos puntos cualesquiera de E, se tiene:

d(a,b) = /(w2 — 21)% + (y2 — 11)?

Por otro lado, puesto que f(a) = (z1 + L, y1 + 2), f(b) = (z2 + 1,92 + 2)
tenemos

d(f(a), f(0)) = V(w2 +1— 21— 1)+ (2 + 2 — y1 — 2)2 = d(a,])

4.2. Isometrias en R?

4.2.1. Giros

Caso 1: Giro alrededor del origen de coordenadas
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a) En la base canénica

[, y) = (2, y)

cosa —sena) (z) [
sena Cos y)  \

b) En una base ortonormal

con

f,y) = (@, y)

cosa  Fsena\ [T\ (&
+sena  cosa y)  \y
El signo depende de la orientacién de la base respecto la canodnica, es decir sea

S la matriz de cambio de base, si det S = 1 es (cosa e a) sidet S =—1
senqa  Cos«
cosa  sen
>\ —sena cosa )
. 01 .
Ejemplo 4.2.1. Sea la base u; = e, us = e1. Entonces S = 10/ Se tiene
S=5"1=g"

01 cos(y —sen 0 1\ [ cosa sena
1 0/ \senaa cosa 1 0/ \—sena cosa

Caso 2: Giro alrededor del punto (a,b)

con

Cambiamos de origen de coordenadas:

(0)-6 0 6)+6) =

En este nuevo sistemas de referencia

<RI
[l
< K
[
S Q
—

con
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cosa —sena\ (Z\ (&
sena CoS y) \¥
Deshaciendo el cambio
cosa —sena) (z—a\ (2 —a
sena Cos y—>0b) \y —b

desarrollando obtenemos
cosa —sena) [z (cosa —sena) (a . a\ [«
sena CoS Y sena CoS b b)  \y

4.2.2. Simetrias respecto a rectas

Caso 1: Simetria respecto a una recta que pasa por el origen

En la base canénica
Sea la recta r = (x,y) = A vy, v9). Entonces el simétrico de (x,y) respecto a
res

roonN <<U17U2)7($7y)> vr.Us) — (1
(x,y)—? H(U17U2)||2 ( 1y 2) ( >y)

Ejemplo 4.2.2 (Simetria respecto la recta r = z + 2y = 0). v = (—2,1),
entonces

ro0 <(—2,1),(1',y)> 3 4 4 3
) =2 2D gy o = (- S0 -2a- )

Se puede también hacer utilizando aplicaciones lineales:
Tomamos una base ortonormal w1, us con uy la direccion de la recta. Por lo
que en esta base la aplicacion es:

()= 2)0)

Deshaciendo el cambio de base: llamando S a la matriz de cambio de base

tenemos )
T\ 1 0 [
() =s( %))

Observar que S~ = S°.
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Ejemplo 4.2.3 (Simetria respecto la recta r =z + 2y = 0). u; = (—=2,1),
2 1

ngi(1,2),5’: _F E
VERNG
S

L
V5
V5

Observamos que S~! = St = §.
2 1 2 1
"\ 5 /5 1 0 /5 5 x
(y) - _if_ ié: (0 —1) R _fz (y)
NN NN

Caso 2: Simetria respecto a una recta cualquiera r = (py, p2) + A(v1, v2)

Tomando como origen de coordenadas un punto cualquiera de la recta, pode-
mos aplicar la férmula anterior

(@' —pr,y —p2) = 2<(Ul’ UZ)|’| ((fl_vglﬂ’?y — ) (v1,v2) = (x = p1,y — p2)

Operando obtenemos

((v1,02), (x — p1,y — D2)) (01, 02)) — (z,y)

(1, v2) ||

Ejemplo 4.2.4 (Simetria respecto la recta r = x + 2y = 1). (p1,p2) = (1,0),
(Ula U2) = (_2’ 1)

(z,y") =2 <(p1,pz) -

@y =2 (0 + 2T g 1)) ) -

(3 4 2 4 3 4)
—r— Y+ -, T — Y+

Y Y 5 9O o o

También se puede hacer a través de aplicaciones lineales

Para ello tomamos como sistema de referencia

R = {(p1,p2);u1,us} donde la base es ortonormal y u; la direccién de la
recta. Por lo que en esta referencia la aplicacion es:

()= 6 %) 0)
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Deshaciendo el cambio:

()= (G)-G) G) = (6)-(2)

tenemos

() =5 () -G 55 () s B ()

Observamos que se puede poner de la forma

()= (6 D) -6 5 ()56 2)=C)

4.3. Isometrias en R

4.3.1. Rotaciones

Caso 1: Entorno un eje que pasa por el origen

Sea (x,y, z) = A(v1, v2, v3) el eje de rotacién, dicho eje es fijo por la aplicacion,
luego v = (vy, v, v3) es un vector propio de valor propio 1. [v]* es invariante
puesto que los movimientos conservan angulos.

Si u € [v]*, entonces el angulo de rotacién a coincide con el dngulo que
forman uy f(u), (en general es falso). Por lo tanto la aplicacién restringida
a [v]* es un giro.

Sea u; = u, un vector de [v]* de norma 1, y uz = u; A uy. Entonces

v

)
v 3
{uy,uz,u3} es una base ortonormal de R® con la misma orientacién que la
base candnica (para probarlo basta ver que det(uy, uz, uz) > 0), y la matriz

de la aplicacién en dicha base es

B 1 0 0
A= |0 cosa —sena
0 sena cos«

Por lo que en la base candnica sera

A=SAS ' =5AS!
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(S: (111 Us 113).)

Caso 2: Entorno un eje cualquiera r = p + A\v

Tomando como sistema de referencia R = {p;uy,uz, uz} con u; = ||V—H’
v

u, € [v]* de norma 1y uz = u; A uy (como la de antes).
En este sistema de referencia las ecuaciones son

b 1 0 0 T T
| =10 cosa —sena gl =Aly
4 0 sena cosa z z
Deshaciendo el cambio tenemos
! P1 P1 z
v | =p| —SAS | po | +SAS [y
4 p3 P3 Z

Ejemplo 4.3.1. Ecuaciones de la rotacién alrededor del eje (x,y, z) = (1,0,2)+
A=2,1,1)
1

1
Sistema de referencia R = {p = (1,0,2);u; = —=(-2,1,1),uy = —(1, 2,0),
1 {p=( )i w 6( ), Uy \/3( )
u; =w Aug = E(_Z 1,-5)}
Luego
2 1 2

1 0 0 Y b {
A=10 cosa —sena |, S=| — —= —
0 sena cosa \{6 \/3 \/%70
- 0 -
V6 V30
Por lo tanto
x 1 1 T
y | =10] -SAS"[0] +SAS" |y
Z 2 2 z
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4.3.2. Simetria respecto un plano

Caso 1: plano que pasa por el origen, T = ax + by +cz =0

Sea v un vector cualquiera de R3 su simétrico respecto a 7 es
s(u) =2u; —u

donde u; es la proyeccién ortogonal de u sobre el plano (que es un subespacio
vectorial).
Equivalentemente

s(u) = —2v; +u

donde vy es la proyeccion ortogonal de u sobre el subespacio ortogonal al
plano es decir sobre el subespacio [(a, b, ¢)]. Por lo tanto

oy lab O @)
(LL’,y,Z)—( 7y7 ) 2 H(a,b,c)“2 ( 7b7 )

Al igual que en R? podemos resolverlo matricialmente:
v ) .

Sea uy = H vector director del plano normalizado. us, us una base ortonor-
v

mal del subespacio director del plano ug, ug € [u;
En dicha base, la matriz de la aplicacion es

]J_

—1
A=1| 0
0

O = O
— o O

En la base candnica sera: _
A=SAS

siendo S = (u1 Us u3).

Caso 2: plano cualquiera m = ax + by + cz = d

Sea p = (p1, p2, p3) un punto del plano. Tomando este punto como origen de
coordenadas tenemos

s(u—p)—2v+u—p
donde v; es la proyeccién ortogonal de u — p sobre el subespacio ortogonal al
subespacio director del plano, es decir sobre el subespacio [(a, b, ¢)].
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Por lo tanto

<(a7 b,C), ("E —P1,Y — P2,z —p3)>
ll(a,b,c)|?

(«',y',2") — (p1,p2,p3) = (z,y,2) — (p1,p2,p3) — 2 (a,b,c)

y simplificando

roor <<a7buc)7(x_play_p272_p3)>
= -2 b
(l’,y,Z) (l’,y,Z) H(a,b,c)“z (CL, 7C)

También en este caso, podemos resolverlo matricialmente:
Consideremos la referencia

R= {p\;/ul, uy, uz} donde p = (p1,p2, p3) es un punto del plano,
u; = W es el vector director del plano normalizado. us, uz una base ortonor-
v

mal del subespacio director del Plano us, uz € [uy
En dicha base, las ecuaciones de la simetria son

]J_

T -1 0 0 T
71=10 10 ]
Z 0 01 z
En la base candnica sera:
a’ b1 B b1 B z
Yy | =|p2] —SAS [ p2 | +SAS" |y
4 p3 p3 Z
B -1 0 0
siendo S = (ul Us U3) vyvA=10 1 0
0 01

4.4. Angulos de Euler

Los dngulos de FEuler constituyen un conjunto de tres coordenadas angulares
que sirven para especificar la orientacién de un sistema de referencia de ejes
ortogonales, normalmente mévil, respecto a otro sistema de referencia de ejes
ortogonales normalmente fijos.
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Fueron introducidos por L. Euler para estudiar la mecéanica del sélido rigido
concretamente para describir la orientacion de un sistema de referencia un
solido rigido en movimiento.

Dada una base ortonormal positiva u = {uy,us;uz} y un giro f podemos
hallar una terna de angulos ¢, 0 y 1 tales que

f=gs039909y

donde g4 es una rotacién de dngulo ¢ y eje us, go una rotacién de angulo 6
y €je go(u2) y gy una rotacion de dngulo ¢ y eje gp o gg(ur).

Los movimientos resultantes de variar uno de los dngulos de Euler dejando
fijos los otros dos. Tienen nombres particulares: precesion, nutacién, rotacion
intrinseca.

Veamos como podemos calcular estos angulos.

Si f es un giro de angulo a y eje v orientado por v con

v=au +buy+cuz, |v||=1
Entonces
senf = —(1 — cosa)ac — bsen )
cosf = +4/1— (sena)?, ambos signos son correctos
(1 —cosa)ab+ csen«
sen¢ =
(13089 a2
050 :cosa+( cos a)a
cos
(1 —cosa)be + asen
senty =
cos 6
cosa + (1 — cos a)c?
cosy =

cos

4.5. Ejercicios resueltos

1. Sea f:R3> — R? la aplicacién afin defnida de la siguiente manera

x’ :(1—H)x+ﬁy+ﬁz
H s M3 ﬁ
Yy =zx+(1-2)y+ =z
ﬁ H s /~L3
2 :gflf‘i‘gy‘i‘(l—g)z
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Determinar para que valores de p la aplicacion es una simetria.

Solucion:

La matriz de la aplicacion es

-9 5 %
A= g -5 %
55 079

Ooservamos que para p # 0 1 es valor propio de multiplicidad 2 Para
que sea una simetria el otro valor propio ha de ser -1y paraello 3—p =1
es decir pu =2

El plano de simetria es Ker (A — I)

—2/3 2/3  2/3\ [« 0
2/3 —=2/3 —-2/3 y|=10] = —oz+y+2=0
2/3 —2/3 —2/3) \z 0

Si =0 la aplicacion es la identidad.

Estudiar la aplicacion afin definida por las ecuaciones siguientes

, 1
¥ =2r+2y+2+1)
Yy =(—2x+y+2z-—2)

z' g(x—2y+2z+4)

Solucion:

Escribimos la aplicacién en forma matricial

2 2/3  2/3 1/3\ [z 1/3
v | =1-2/3 1/3 2/3| [y]|+[-2/3
2 1/3 —2/3 2/3) \z 4/3
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t

2/3  2/3 1/3 2/3  2/3 1/3 1
—2/3 1/3 2/3| [—2/3 1/3 2/3| = 1
1/3  —2/3 2/3 1/3 —2/3 2/3 1

Por lo que f, es ortogonal y f es una isometria.

Puesto que la matriz de f, no es simétrica la aplicacién lineal sélo tiene
un valor propio y puesto que det f, = 1 este ha de ser 1.

Determinemos los vectores propios

-1/3 2/3 1/3 x 0
o3 23 23 | y] = 0] Ker(f,— 1 =101,0,1)
1/3 —-2/3 —-1/3 z 0
Busquemos puntos fijos
x 2/3  2/3 1/3 x 1/3
y|l=1-2/3 1/3 2/3 y|+|—-2/3
z 1/3 —=2/3 2/3 z 4/3
equivalentemente
0 -1/3 2/3 1/3 x 1/3
0]l =1-2/3 -2/3 2/3 y|+1-2/3
0 /3 —-2/3 —-1/3 z 4/3

Este sistema es claramente incompatible, por lo que no hay puntos fijos.
Veamos si hay rectas fijas.

Si hay alguna recta fija esta debe tener la direccion del vector propio
v =(1,0,1), es decir ha de ser de la forma r = a + Av, por otra parte
el punto de paso a = (x,y, z) ha de verificar que f(a) —a € [v].

Veamos si hay algiin punto a que verifica esta condicién:

2/3  2/3 1/3\ [ 1/3 x 1
—2/3 1/3 2/3| |y |+ |-2/3]-|u| =20
1/3 —2/3 2/3) \z 4/3 z 1

lo que es lo mismo:
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~1/3 2/3 13\ [« A—1/3
—2/3 —2/3 2/3 | [y| =] —2/3
1/3 —2/3 —1/3) \z A—4/3

y este sistema es compatible si y sélo si A = 5/6. En cuyo caso la recta
o 1 2 1 1
3T -3y T3E =3

. Sea T un tetraedro regular de vértices A, B, C, D y de arista unidad.

Consideremos la aplicacién afin tal que f(A) = B, f(B) =C, f(C) =
D, f(D) = A.

a) Probar que f conserva la distancia.
b) Determinar las puntos fijos.

c¢) Probar que f es el producto de un giro por una simetria especular

Solucion:
a) Consideremos el sistema de referencia {A; B — A, C — A, D — A},

Observacion 4.5.1. Este sistema de referencia no es ortonormal, pues
aunque los vectores tengan norma 1 en angulo de los vectores dos a dos
es 609, < v, v; >iz=1/2.

Puesto que la aplicacion es afin tenemos

fa(B—4) = f(B)~ f(A)=C~B=C~A-(B-A)
falC—4) =J(C)= f(A)=D~C=D—A—(C~A)
falD—A) = f(D) = f(A) = A= B=—(B—4)

Por lo que en este sistema de referencia la expresiéon matricial de la
aplicacion es

—1 —1 -1\ [z 1
FX)=faX =A)+fA)={1 0 0 |fy|]+]0
0 1 0/ \z 0

Sea X — A = (x,y, 2),
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1 1/2 1/2 T
IX—AP =@ y 2)(1/2 1 1/2]| |y|=
/2 1/2 1 z
=+ + 22 +ay+az+yz
1f(X) = f(AI? =
1 1/2 1/2 —T—y—z
(—z—y—2z z y)[1/2 1 1/2 x =
12 1/2 1 y
Pyt + 2oy +az+yz
¢) Busquemos puntos fijos:
-1 -1 -1 x 1 T
fX)y=f1 0 0 yl+ (0] =1y
0o 1 O z 0 z

Resolviendo el sistema tenemos X = (1/4,1/4,1/4), hay un dnico pun-
to fijo que es el baricentro del tetraedro.

d) det(fqs — M) = =XA3 = X2 — X — 1 -1 es el tnico valor propio de
multiplicidad 1 de la aplicacion f4 y v = (1,—1,1) = v; — vy + v3 es
un vector propio, por lo que la recta (1/4,1/4,1/4)+ A\(1,—1,1) es fija
aunque no de puntos fijos.

La invariancia de la traza de f4 nos dice que 2cosf —1 = —1, es decir
cosf = 0.

Por lo que la aplicacién es una rotacion seguida de una simetria.
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Capitulo 5

Conicas y cuadricas

5.1. Cuadricas en R"

Definicién 5.1.1. Una cuddrica en R" es el conjunto de puntos p = (py, . . .

R™, que satisfacen la ecuacién

n

Z Qi T j + 2 i bzl’z +c=0.

i,j=1 i=1

,Dn) €

Podemos suponer que a;; = aj; ya que a;;z;x; + aj;x;x; = (@ + aj;)v;x; =

A5 + A j; Qi + Qjj
Si n = 2, la cuadrica recibe el nombre de conica.
Dada la conica que tiene por ecuaciéon

XTili.

anx® + 2a192Yy + asy® + 2b1z + 2bsy + ¢ = 0,

podemos expresarla matricialmente de la siguiente forma.
Consideremos las siguientes matrices

a2 a2

apn az by a1y a1
A= |ain ax b], A0:< ), L:(bl 52)-

bl b2 C

Entonces
ap; a2 b

T
($ Yy 1) aip axp by y| =0
bl bg C 1

135
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o equivalentemente

e () ()2 ) (1) +emo

Observacion 5.1.1. Ay Ay son simétricas, luego representan formas cuadraticas
en R? y R? y que las notaremos por ¢ y ¢, respectivamente.
La coénica puede describirse como el conjunto de puntos

{p=(z,9,1) € R’ | p(p,p) = 0}.
Observacion 5.1.2. Algunos autores escriben A, y o en lugar de Ay y ¢p.
Dada la cuadrica que tiene por ecuacién
CL11.§L’2 + 2@12xy + 2&13$Z + CL22y2 + 2&23y2 + CL3322 + 2b1x + 2b2y + 2b32 +c= 0,

podemos expresarla en forma matricial de la siguiente manera. Consideramos
las siguientes matrices

ailz a2 ais by
11 a1z A3

(12 Q2 g3 by
A= b , Ao= a1z as asy |, L= (bl by bs)-
13 az3 a3z 03 413 Qs Gss
bl b2 bg C
Entonces
a1 a2 aiz by X
@12 Gz Qg by
(x Yy oz 1) 3 Yy =0
a1z Qg3 asz b z
bl b2 bg C 1
o equivalentemente
aix a2 a3 x x
(ZL’ Y Z) A19 A92 (4923 Yy +2(b1 b2 bg) Yy +c=0
@13 Q23 a33 z z

Observacion 5.1.3. Ay Ag son simétricas, luego representan formas cuadraticas
en R* y R? y que las notaremos por ¢ y q respectivamente.
La cuddrica puede describirse como el conjunto de puntos

{p=(z,y,2,1) e R" [ p(p,p) = 0}.

Observacion 5.1.4. Al igual que para las cénicas, algunos autores escriben
As Y oo en lugar de Ag y ¢p.
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5.1.1. Clasificacién de cénicas y cuddricas de R?

Cuadro de clasificacion para las cénicas:

det A #0

detA=0

\

det AO >0

det Ag =0 parabola
det Ay < 0 hipérbola

i tr Ag - det A > 0 elipse imaginaria
CHpSe tr Ag - det A < 0 elipse real

det Ag > 0 un punto
det AO =0 {

rg A =2 par de rectas paralelas
rg A =1 recta doble

det Ag < 0 par de rectas que se cortan

Observacion 5.1.5. Si Ayg = 0 la ecuacion dada es de grado uno como maximo.

Cuadro de clasificacién para las cuddricas de R3

o Caso det A # 0

;

det AO §£ 0

\

o Casodet A=0

;

det AO =0

detA():O{

detAo#O{

(

\

\

Ag d. en s.: elipsoide imaginario

Ag no d. en s.: hiperboloide de una hoja
Ag d. en s.: elipsoide real

Ag no d. en s.: hiperboloide de dos hojas
det A > 0 paraboloide hiperbélico

det A < 0 paraboloide eliptico

det A >0

det A <0

Ap d. en s.: punto
Ap no d. en s.: cono
Ay semid.: cilindro eliptico (a
rgA =3, rgdp =2 { Ag  no semid.: cilindrophiperi)czlico
rg A = 3,rg Ag = 1 cilindro parabdlico
rg A =2,1rg Ay = 2 par de planos que se cortan (b)
rg A =2,rg Ag = 1 par de planos paralelos (c)
rg A=1,rg Ay = 1 plano doble

real si A no semid.
(a)

imaginario si A semid.
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b reales si Ay no semid.
(b) { imaginarios con N real si Ay semid.
reales si A no semid.
(c) imaginarios si A semid..
También pueden clasificarse las cuddricas a través del rango e indice de las
formas cuadraticas A y Ay asociadas.

Ejemplo 5.1.1. Sea A = yAy=(0 0 0
0001 00 0
0010

Tenemos:

r=rang A =3, 1 =indice A =1

ro =rang Ag = 1, ig = indice Ag = 0

Luego la cuadrica es un cilindro parabdélico.

5.2. Forma reducida de una coénica y de una
cuadrica

Definicion 5.2.1. Decimos que una cuadrica
Z @i i+ 22 biz;+c=X"AX +2LX +c=0.
i,j=1 i=1

es con centro si el sistema

ApX = L'

tiene solucién

Ejemplo 5.2.1. Sea
2y =2 —4dy+1=0

() ()=

Tiene solucién tnica C' = (1,2).
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Una cuddrica puede tener centro tnico (si det Ag # 0), una variedad lineal
de centros o no tener centro.

a) Cénicas y cuadricas con centro

Existe una referencia respecto la cual la conica o cuadrica se expresa de la
forma

MT 4+ Ay + A =0, para conicas,

MT 4+ Xy + A2+ A =0, para cuadricas.

Los valores \; son los valores propios de la matriz Ag y A es el valor que toma
el (o los) centro(s) sobre la cénica o cuddrica.

Una referencia para la cual la cénica o cuadrica adopta la forma reducida es
la formada por una base ortonormal de vectores propios de Ay y como origen
de coordenadas un centro.

b) Cénicas y cuadricas sin centro

Existe una referencia respecto la cual la conica o cuadrica se expresa de la
forma

MT + 20y =0, para conicas,

MT + Aoy + 208Z =0, para cuadricas.

siendo \; los valores propios de la matriz Ag.
Existen distintas maneras de obtener el valor de § y la referencia especial.

Tal y como hemos dicho anteriormente, Los invariantes (rango e indice) de
las dos formas cuadréticas asociadas a una cuadrica permiten clasificarla,
presentamos a continuacion un cuadro con los invariantes y forma reducida
de las cénicas y cuddricas de R3.
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Conicas r(A) | r(Ao) | i(A) | i(Ag) | ec. reducida
2 2
Elipse real 3 2 1 0 z_i + ‘Z—ZZ =1
Hipérbola 3 2 1 1 % - @2—2 —1
] ] xZ yz
Elipse imag. 3 2 0 0 —t+5=-1
a b2
Parabola 3 1 1 0 y? = 2px
.I'2 y2
rectas img. con N real | 2 2 0 0 —+57=0
az 62
T Y
Rectas no || 2 2 1 1 i 0
Rectas || 2 1 1 0 ? = a?
Rectas img. || 2 1 0 0 2= —a?
Recta 2 0 1 0 ar+by =0
Recta doble 1 1 0 0 2?2 =0
0 1 0 0 0 1=0
R? 0 0 0 0 0=0
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Cuadricas r(A) | r(Ag) | i(A) | i(Ao) ec. reducida
2 2 2
Elipsoide real BEREEEEE s
%2 y2 gz
Hiperboloide de 1 hoja 4 3 2 1 —+ 2l 1
F—F
Hiperboloide de 2 hojas 4 3 1 1 :t > =—1
a c
2 2 2
Elipsoide imag, BN
C%z y2 c
Paraboloide elip. 4 2 1 0 — + = +2B2=0
2 2
Paraboloide hiper. 4 2 2 1 5~ ‘Z—Z + 20z =
2 y2 22
Cono img. con vértice real | 3 3 0 0 — + 72 +—=5=0
a c
xZ y2 ZZ
Cono real 3 3 1 1 —+=—-—==0
2 2 2
a = b T C
Cilindro real elip. 3 2 1 0 5+ 2= 1
22 y2
Cilindro hiperb. 3 2 1 1 i 1
4 "
Cilindro img. 3 2 1 0 — + =i -1
a
Cilindro parab. 1 1 y? = 2px
xZ y2
planos img. con N real 2 0 0 — + =i 0
a
2 2
Planos no || 2 2 1 1 x_2 2—2 =0
a
planos || 2 1 1 0 1 =a
Planos img. || 2 1 0 0 2= —qa?
plano 2 0 1 0 ar + by =
plano doble 1 1 0 0 2?2 =0
0 1 0 0 0 1=0
R3 0 0 0 0 0=0
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5.3. Estudio particular de cénicas y cuadricas

Definicién 5.3.1. Llamaremos polar de un punto p € R? respecto a una
coHnica a la variedad lineal

T

(0,90, 1)A |y | =0.
1

Si el punto p pertenece a la cénica y no es un centro, la polar es la recta
tangente a la cénica en dicho punto.

Definicién 5.3.2. Llamaremos polar de un punto p € R? respecto cuddrica
a la variedad lineal

(x0> Yo, 20, ]-)A

— N e 8
I
o

Si el punto p pertenece a la cuddrica y no es un centro, la polar es el plano
tangente a la cuadrica en dicho punto.
Si el punto es un centro la polar de dicho punto es todo el espacio afin.

Asintotas de una hipérbola

Definicién 5.3.3. Se llaman asintotas de una hipérbola a las polares (afines)
de los puntos impropios de la conica.

Si las asintotas son perpendiculares entonces la hipérbola recibe el nombre
de equilatera.

Observacion 5.3.1. Las asintotas son las rectas que pasan por el centro y
tienen por direccién las direcciones isétropas de Ag. (Se dice que un vector
v # 0 es isétropo respecto una métrica Ag si y sélo si v* Agv = 0).

Ejemplo 5.3.1. Las asintotas de la hipérbola 6xy —2x —1 = 0. las obtenemos
de la siguiente forma.
Las direcciones is6tropas son (xg, 3o) tales que

0 3
(xO yO) <3 0) (zg) = 6x0y0 = 0.
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Luego son
V1 = (1,0), Vg = (0, 1)

Determinemos el centro de la hipérbola

CYO--@) - o0

Luego las asintotas son

(x,y) = (0, %) + A(1,0), (x,y) = (O, %) + A(0,1).

Cono tangente
Llamaremos cono tangente a la cuddrica @ desde el punto p de R? al conjunto
de rectas que pasan por p y son tangentes a la cuadrica:

{z | (p(p.p)o(@, 7)) — (o(z,p))* =0} (a)

siendo ¢ la forma bilineal simétrica en R* que define a la cuadrica @ (los
puntos x y p estan situados en el hiperplano afin A = {t = 1}). Los puntos
de tangencia del cono con la cuddrica son los puntos x tales que verifican por
una parte la ecuacién (a) y por otra la ecuacién de la cuddrica ¢(z, z) = 0.

Esto es
o(z,z) =0
- (b)
Dicho conjunto recibe el nombre de contorno aparente desde p.

Observacion 5.3.2. El conjunto aparente esta en el plano polar respecto la
cuadrica del punto p.

Cilindro proyectante

Consideremos una cuddrica @ en R® y un punto p = (29,0, 20,0) € R,
es decir un punto impropio del hiperplano afin A = {¢t = 1}. Llamaremos
cilindro proyectante de la cuadrica @) en la direccién de p = (xg, Yo, 20,0) (es
decir un punto impropio) al conjunto de rectas paralelas a la direccién de p
y son tangentes a la cuadrica:

{z € Al (¢(p,p)e(z,x)) — (p(z,p))* = 0}
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siendo ¢ la forma bilineal simétrica en R* que define a la cuddrica Q. Los
puntos de tangencia del cilindro con la cuadrica son los puntos z tales que

p(z,x) =0
p(z,p)=0]"

Dicho conjunto recibe el nombre de contorno aparente desde p.

5.4. Ejercicios resueltos

1. Clasificar las cénicas siguientes

a) ¥+ 2xy +y?* +2x —1=0,
b) 2zy +2x — 2y +1 =0,
c) B* +y?* —2x+2y—3=0.

Solucion:
Utilizando la tabla de clasificacién:

a) los determinantes de las matrices A y Aq son:

11 1
11 0|=-1#0, H H:O.
1 0 -1
La cénica es una pardbola.
b) los determinantes de las matrices A y Ag son:
0 1 1
1 0 —1]=-3#0, ‘(1) (1)‘:—1<O.
1 -1 1
Luego la cénica es una hipérbola.
¢) los determinantes de las matrices A y Aq son:
1 0 -1
10
0 1 1|=-5#0, ‘0 1‘—1>O

-1 1 =3
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la cénica es una elipse.
Veamos si es real, para ello calculamos trAdy - det A =2 - (=5) < 0,

luego la elipse es real.
2. Clasificar las cuadricas siguientes
a) 4o+ 22 +4xz — 4y +1=0.
b) 22+ 9% +922 — 62z + 22 — 2y +2 = 0.
c) xy +yz+axz—1=0.

Solucion:
Utilizando la tabla:

a) los rangos de las matrices A y Ay son:

4 0 2 0
0 0 0 =2 0
2 0 1 0
0 -2 0 1
0 0 =2
A tiene un menor de orden 3nonulo: | 0 1 0 | # 0, luego la matriz
-2 0 1
A tiene rango tres.
4 0 2
0 0 0 =0. Claramente el rango de Ay es 1.
2 01

La cuddrica es un cilindro parabdlico.

b) los determinantes de las matrices A y Ay son

A P
<0, 0 1 0f=o.

-3 0 9 0 20 o

1 -1 0 2

La cuadrica es un paraboloide eliptico.
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¢) los determinantes de las matrices A y Ay son

033 0 0 L 1
%0%0016%0
<0, |4 1l <o.
;3 3 00 1§
000 —1 2 2

Ap no esta definida en signo ya que la traza de Ay es nula, (los valores
propios no pueden tener todos el mismo signo), por lo que la cuadrica
es un hiperboloide de dos hojas.

3. Determinar la recta tangente a la conica
922 +4y® — 18z — 16y — 11 =0

en el punto (—1,2).

Solucion:

Observamos que el punto (-1,2) es de la conica y aplicamos la definicién

9 0 -9\ [z

(-1 210 4 —8||y]|=
-9 -8 —11) \1

182 — 18 = 0.

Esto es, la recta tangente es la recta:

r = 1.

4. Determinar la recta polar a la cénica
8% + 2% —4y+2=0

en el punto (0,1).

Solucion:



5.4. EJERCICIOS RESUELTOS 147

8 0 0 (=
01 1)({0 2 =2)|y]=
0 -2 2/ \1
T
(0 00)fy]=0
1

Luego la polar es todo el plano.
Observacion 5.4.1. el punto (0,1) es centro de la cénica, de donde el
resultado.

5. Determinar el plano tangente al hiperboloide

$2 y2 22

a> b 2

en el punto (g, 4o, z0) de la cuadrica.

Solucion:

Apliquemos la definicién

1
ps
a 1 X
(ro w0 20 1) b2 1 Z =
— .
1
Tox Yoy  Zo%
@ e e Y

6. Determinar el plano tangente al hiperboloide

)
&)
V)

oyt oz

T2 2 1

179 16
en el punto (2,0,0). Determinar la interseccién del hiperboloide con el
plano obtenido.
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Solucion:

El plano tangente es

2 Oy 0z
4 9 16
Esto es, el plano
T =2

Intersecando el hiperboloide con el plano tenemos

T =2
g2 22 B
9 16
dicho sistema de ecuaciones determina el par de rectas
y oz , y oz
g~ 9 AN
9 16 9 - 16

Observacion 5.4.2. Para cada punto p de la cuadrica, el plano tangente
a p corta a la cuddrica segin un par de rectas que se cortan en p.

Las cuadricas que son cortadas por los planos tangentes segin rectas
reciben el nombre de regladas.

Para que valores de « la cuadrica
2+ 2axy + 202+ 22 — 20 +4dy—2+1=0

tiene centro. Para dichos valores hallar el centro.

Solucion:

Resolvamos el sistema del centro
1 o1 T 1
a 0 0 yl=1|-2

1

1 01 z 3

Observamos que este sistema es compatible si y sélo si o # 0y en dicho

caso el centro es unico y vale
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8. Dada la cénica 422 + ay? + 22 — 2 = 0. Dar, para todo valor de a € R,
su forma reducida canodnica asi como el sistema de referencia para el
cual la cénica adopta su forma reducida.

Solucion:

Sean .
0
AO:(O a) y L=(10)

las formas bilineal y lineal asociadas a la cénica.

Ay es diagonal, luego

4 0

Sea Z tal que AgZ = —L! sistema compatible Ya € R, que tiene
solucién tnica si a # 0, y una recta de soluciones para a = 0. sea
z=(—1%,0) la (o una de las) solucién del sistema.

Entonces en el sistema de referencia:

() =696 ()

la conica adopta la forma reducida:

9
422 +ayi +d=0 con d:ZtA0Z+2LZ—|—c:—Z.

Observacion 5.4.3. Aun en el caso a = 0 en que el centro no es tnico,
el valor de d es independiente del centro escogido (dos posibles centros
difieren de un vector que pertenece al niicleo de Ay).

Tenemos:

a>0 elipse
a<0 hipérbola

a=0 par de rectas paralelas (z = +-).
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Observacion 5.4.4. Para clasificarla simplemente nos basta con hacer:

a>0
det A <0 elipse
det A() >0

a<0
det A >0 hipérbola
det AO <0

a=20

de rect lelas.
detA:detAOZO’ rangA:2} par de rectas paralelas

9. Dada la cénica
377 +ay* + 22 — 2 =0.

Dar, para todo valor de o € R, su forma reducida canénica asi como el
sistema de referencia para el cual la conica adopta su forma reducida.

Solucion:

Determinantes de las matrices A y Ay:

3 0 1
0 a 0]|=-Ta, ‘
1 0 =2

3 0
0 ol

det A # 0 si y sélo si a # 0, en cuyo caso:

Sia>0detAy >0, det A < 0y trazaAg - det A < 0. Es una elipse
real.

Si a < 0, entonces det Ay < 0 por lo que es una hipérbola.

Sia=0esdetA=det Ay = 0, rango A = 2, por lo que es un par de
rectas paralelas.

Para todo valor de «, la cénica tiene centro:

£6)-6)
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10.

3

para a = 0, la cénica tiene una recta de centros que es 3x + 1 = 0.

1
Para todo a # 0, la conica tiene centro tnico y es C' = (——, 0),

Los valores propios de Ay son 3 y « y una base ortonormal de vectores
propios es {(1,0), (0,1)}.

Para todo a podemos tomar como origen de coordenadas el punto C' =
<—%,O), (observar que para a = 0, este punto estd en la recta de
centros).

Tenemos pues, el sistema de referencia

R {(—%0) ;(1,0),(0,1)}.

Para tener la forma reducida falta determinar el valor que toma la
conica sobre el (o los) centros de la cénica

1\2 1 1 2
d= (—g)—wy0+2<—§)—2_—§—7§— = -3

Observar que para o = 0 el valor de d no depende del centro escogido
dentro de la recta de centros.

La forma reducida de la conica es

37° + ay® — 3 =0.

Dada la cuadrica 2% + 22z + 2% +2x+ 2y + 1 = 0. Dar su forma reducida
canodnica, asi como la referencia especial para la cual la cuddrica toma
su forma reducida.

Solucion:

Sean Ag =

=]
o O O

1
0] yL=(1 1 0), (X'AgX +2LX +¢c=0).
1



152 CAPITULO 5. CONICAS' Y CUADRICAS

Existe S ortogonal tal que Ay = S*DyS con D, diagonal,

2.0 0 2 g ¥
Dy=(000] vy S=[0 1 0
000 VZog 2

2 2

(S* es la matriz de vectores propios de Ap).

SeaX:SX1+Z, — XfD()Xl—}—QMXl—}—d:O

con M = (Z'Ag+ L)S = Z'ApS + Ny + Ny, y LS = Ny + N, de forma
que si 7 = rg Ay N; tiene nulas las n — r ultimas componentes y Ny
las n — r primeras, y d = Z'AyZ + 2LZ + c.

Observacion 5.4.5. Ny # 0 ya que r # rg(Ao|L) y en la matriz Dy los
valores propios nulos han sido colocados al final.

F 0 2
= 1ol 1 0 |=(212)=
V2o V2
2 2
2 2
:N1+N2:(§,O,O)+(O,1,§).

Busquemos Z de forma que , esto es: tal que Z!AyS+ N, = 0,

(este sistema es siempre compatible por construccion).

20 2N\ /10 1\ [« V2
001 0 |loooO0f[zn]=-1]0
2o —2)\1 0 1) \5 0

Luego Z! = (—%, 0,0), y para esta Z la ecuacién de la cuddrica es:

X{DoXl + 2N2X1 + d - 0

con
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y la ecuacion es

1
202 4 2y + V22 + - = 0.

4
Escribamos ahora, 22% + 2(loy; + l321) + i = 0. y hagamos el cambio
To = Iy
Y2 = —%(52% +l321) = —?@1 + gzl)
Zo=......
con F=B+13=1+3,3>0,
29 tal que la matriz S; resultante sea ortogonal; sea pues zo = —@yl +
Y621.

3
La relacién entre los sistemas de referencia es X; = St X, y por tanto

X =881X,+ 7

con
1 0 0

, V6 V3
s=|" "7 3|

o V3 Ve
3 3

Con este nuevo cambio la ecuacion queda de la forma
9 1
2x2—\/6y2—|—120.
Ahora, hacemos la traslacion

Ty = I3 X9 = T3

6 1
y2:y3+% — —\/5y2+Z:—\/6y3

29 = 23 22 = <3
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esto es
Xo=1IX35+T,

y la ecuacion final es:

2:6% — \/6y3 =0.

Las ecuaciones del sistema de referencia son

X=88(X3+T)+Z

La cuadrica es un cilindro parabdlico.

Determinar la referencia especial métrica asi como la ecuacién reducida
métrica de la cuddrica

4o’ + 2% —daz — 4y — 22 =0.

R 1o

A= Ag=[0 0 0
2 0 1 -1 R
0 -2 -1 0

Puesto que (r,ro,1,70) = (3,1, 1,0), se trata de un cilindro parabdlico.
Los valores propios de la matriz Ag son \; =5, Ay = A3 = 0.
Referencia especial métrica:

uy es un vector propio de valor propio 5 y de norma 1: u; € Ker (4Ay —

1
51), = —=(=2,0,1)

us = (x,y,2) es un vector de norma 1 y tal que (z,y,2,0) € Ker A

luego uy = %(1, —1,2). Notar que uy € ker Ay luego necesariamente

es un vector perpendicular a u; (son vectores propios de Ay de valor
propio distinto).

ug = (x,y,z2) € ker Ay pero (z,y, 2,0) ¢ ker A. Puesto que ug es per-

1
—(1,5,2),

pendicular a u; y us podemos obtenerlo haciendo u; Auy =



5.4. EJERCICIOS RESUELTOS 155

12.

El origen de coordenadas es un vértice de la cuadrica. La variedad lineal
de vértices viene dada por

. 1
cuddrica N H;#

siendo H) = {(z,y, 2,0)} con {(z,y, 2)} el subespacio de vectores pro-
pios de Ay de valor propio no nulo, y H /\l 4 el subespacio ortogonal con
respecto la métrica A, de H).

En nuestro caso H), = [(—2,0,1,0)], luego H)\LA viene dado de la si-
guiente forma

40 =2 0\ [=
0 0 0 =2|(y]|_ 1
(20101, 4 1 _1ll:]=0 = 2= gt 2
0 -2 -1 0/ \t¢

Intersecando dicha variedad con la cuadrica tenemos que la variedad
de vértices es
9 1

0. —— =
(©, 100" 5’

1)+ [(1,-1,2,0)]

9 1
—— =, 1).

1007 5’ )
En el sistema de referencia R = {v;uq,us, us} la cuddrica adopta la
forma

Podemos tomar como vértice v = (0,

522 4+ 262 =0,
falta determinar el valor de (3. Para ello, tomamos el vector us y con-
sideramos ——(1, 5, 2,0). Entonces
\/ﬁ( )
4 0 -2 0 0
1 0o 0 0 =2 9 4
=——(1 5 2 0 j00 | = ———.
g V30 ( ) -2 0 1 -1 z V30
0 -2 —-1 0 1
Determinar la ecuacién de la elipse cuyos focos son F; = (1,-2) y

Fy, =(1,4), y que pasa por el punto (5,1).

Solucion:
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Sabemos que

d(Fl, Fg) = 2c
d(P, F\) +d(P, Fy) = 2a
por lo que:
“:¢@—1P+@2—®2:3
2
W:¢@—1y+u+ml+¢@—1y+u—4y:5

2
Ademés sabemos que a? = b? + ¢ por lo que
V=a*—-c*=25-9=16
Luego, y en el sistema de referencia:

. R+FE
0= 1; 2= (1,1)

v; = (0,1) vector unitario en la direcciéon de Fy — F}

ve = (1,0) vector unitario y perpendicular a v,

la ecuacién de la elipse es:

72 2
r + v =1.
25 16

En el sistema de referencia ordinario:

()= 06 6)

la ecuacién de la elipse es:

—1)? —1)?

(y-1, (-1
25 16

252% + 16y> — 50z — 32y — 359 = 0.

=1+«

13. Hallar el lugar geométrico de los polos de las normales a la hipérbola:
2

%—y2:1.
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Solucion:

La normal a la hipérbola en un punto de ésta, es la recta perpendicular
a la recta tangente en dicho punto, y la recta tangente es la polar del
punto de contacto.

Polar del punto: (¢, yo)

i 0 O x T
(xo o 1)10 =1 0 y| =0, T—yyozl.
0 0 -1 z
Recta normal: vector director (%2, —yo) y punto de paso (zo,%o):
T
(@,y) = (20, 90) + )\<ZO7 ~Y) = dyox + Ty — dToYo = 0

Polo de dicha recta: para ello tomamos dos puntos cualesquiera de
dicha recta, la interseccion de sus polares nos proporcionara el punto

buscado.
Sea (x0,0) € r su polar es % — yoy = 1.
L0 0\ [z
Sea (0,5y0) € r, supolares (0 5y 1) |0 —1 0 y| =0=—=
0 0 -1 1
—Hyoy — 1 =0.
El punto buscado es:
16
Tox _
%—yoy—lzo T
— 1 a
Syoy +1 =10 y=——":
9Yo

La ecuacion del lugar geométrico la podemos obtener eliminando z, yg
de la ecuacion (a), imponiendo que (g, yo) sea un punto de la hipérbola.

e
P
16 1
To = — =——.
0 53:9 Yo 5y
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— —% + 64y — 252%y* = 0.

14. Probar que las normales, por el vértice de un cono real de los planos

tangentes, engendran otro cono con los mismos ejes que el primero.

Solucion:

Podemos suponer que tenemos la ecuacion del cono referida a sus ejes
principales, por lo tanto sera:

2 2 2
a1 T + axny” +azzz” =0

y puesto que el cono es real, es

ayp > 0, 99 > O, asz < 0.

El vértice del cono es obviamente el origen de coordenadas.

Consideremos un punto cualquiera del cono, distinto del vértice, p =
(x0, Yo, 20) # (0,0,0). La ecuacién del plano tangente al cono por dicho
punto es la polar de dicho punto.

a1y 0 0 0 x
0 929 0 0 Yy

(o wo 20 1) 0 0 as 0 . =0,
0O 0 0 0 1

esto es
a11ToT + a0y + azzzoz = 0.

La recta normal a dicho plano, pasando por (0,0, 0) tendra por vector
director a:

(anIo, a22Yo, a3320)7

luego la ecuacion de dicha recta es:

(7,y,2) = (0,0,0) + Aai170, azoyo, as32o).
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Obtendremos el lugar geométrico eliminando los parametros A, xg, Yo
y 2o de la ecuacién de la recta.

El pardmetro A\ se puede eliminar expresando la recta en forma con-
tinua, los otros parametros imponiendo que son las coordenadas de un
punto del cono.

T o Yy . z

@110 @22Y0 3320

=\

2 2 2
a’x + a22Yq + as3zy = 0.

De donde , , ,
x z
— 4+ y_ + — = 0’
ay a22 ass3

que es la ecuacion candnica de un cono referido al mismo sistema de
referencia que el primero, luego tienen los mismos ejes.

Determinar las asintotas de la hipérbola 4xy — 2z — 1 = 0.

Solucion:

Las direcciones is6tropas son (xg, yo) tales que 4zgyo = 0. Luego son

V1 = (1,0), Vg = (0, 1)

Determinemos el centro de la hipérbola

YOG - bl

Luego las asintotas son

(z,y) = <o, %) FALO),  (ay) = (o%) +(0,1).
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Probar que una condiciéon necesaria y suficiente para que una hipérbola
sea equilatera es que la traza de la matriz Ay sea nula.

Solucion:

Puesto que la traza de una matriz es invariante por cambio de base,
podemos suponer que la hipérbola estd en forma reducida normal

Estas rectas son perpendiculares si y sélo si

1 1
2

y esto es asi, si y s6lo si a = b,

1 1
traza Ag = = + <_§) = 0.

Determinar p de forma que

por lo que

3% — 5y? — 2zy — 4w + 2+ p(ax* — 2% —2y) =0

sea una hipérbola equilatera. Para este valor de p encontrar centro,
ecuacién canonica, asintotas y focos.

Solucion:

Esta cénica serd una hipérbola si det A # 0 y det Ay < 0, siendo A y
A las matrices de las formas cuadraticas en R3y R? asociadas.

Para que una hipérbola sea equilatera ha de verificarse ademas que sus
asintotas sean perpendiculares, lo que es equivalente a que la traza de
A sea nula.
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Escribamos pues las matrices A y Ag

3+p  —1-%5 =2 L
A=|[-1-2 —5-21 0 A0:<3+“ ! 2)
9 0 2

trdg=3+pu—5—-2u=0= p= -2,
y para este valor de pesdet A=2+#0, detAy=—-1<0.
Luego para p = —2 es en efecto una hipérbola equilatera.
Busquemos pues, para dicho valor, el centro de la cénica.

El centro de la cénica es la solucién del sistema de ecuaciones Z¢ A, +
L=0,siendo Z' = (z,y) y L= (-2 0)

luego 7' = (2,0).

La ecuacién canénica es 12?2 + poy? +d = 0, donde p; son los valores
propiosde Ay y d=LZ+ec.

1 0 2
A(] = <0 _1) luego M1 = 1, M2 = -1 d= (—2, 0) <O) +2 = -2.

16 AN . 2 _ .2 _ — e w—Q _ L —
— la ecuacién canénica es: z° —y° —2 =0, = VIE T WIE 1.

Se llaman ejes de una cénica a las rectas que pasan por el centro y que
tienen la direccién de los vectores propios de Ay (matriz simétrica real)

A0:<(1) _01) luego e = (1,0),e2 = (0, ~1)
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es una base ortonormal de vectores propios.

(2,0)+ A(1,0) <= y =0,
ve = (2,0)+ A(0,1) <= z=2.

. U1
—> los ejes son

2 2
¢ Las asintotas de la hipérbola — — Y —1son: &= +¥ que para

2 b2 a
a=b=Vism[i=Fg

Las ecuaciones de las asintotas en el sistema de referencia natural son:
(X =5V +2)

o Los focos de la hipérbola son: (d¢,0) siendo ¢ = a® + b*, que
paraa =b=+2es c=2, vy en el sistema de referencia natural son:
(X=8SY+7Z7) Fi =(4,0), F,=(0,0).

Determinar A de manera que la conica
(54+2\N)2% — 3+ Ny’ — 2+ Naoy +2r —4y +1=0
sea una hipérbola equilatera

Solucion:

Sabemos que una hipérbola es equilatera si y sélo si la traza de Ag es
nula. Obliguemos pues, a que

5420 —1(24+N)\ _
tr(—%(2+A) —(3+A))_0’

G+2N)—(3+A) =0 =  A=-2

Comprobemos que en efecto, para A = —2 la cénica es una hipérbola
1 0 1
A=10 -1 =21, A(]:((l) _01)
1 -2 1

det A#0, y detAdy <0

por lo que la cénica es una hipérbola.
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19. a) {Para que valores de A\, i € R la cuadrica
Py -t Mo —a+puy)z=0 cona,r #0.

tiene centro?.
b) Determinar el centro para los casos en que ello sea posible.

¢) Probar que los centros describen un hiperboloide de una hoja y de
revolucién.

Solucion:

a) El sistema de centro es

1 0 3\ /= 0
0 1 ’\7“ yl=10 (a)
10 3
det Ag = |0 1 2B =4-)\ =\
A A
3 2 1

Se tiene que
i) si det Ay # 0, el sistema es compatible y determinado.

ii) si det Ay = 0, equivalentemente 4 = A\*(1 + p?), (por lo que A # 0),
en dicho caso para que las cuadricas tengan centro se ha de cumplir

que
1 0 3 0
1
detA=|y 5 =0
2 2 2
0 0 —2¢ 2

2
(Si det A # 0 la cuddrica seria un paraboloide que no tiene centro).

Calculemos pues, dicho determinante

a2)\2 702)\2#2 )\27,2

A=—r?—
det r 1 1 1
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Si det A = 0 entonces

CL2>\2 T2>\2
r? =1 (14 p?).

232

4
Teniendo en cuenta que 14 p? = 2 ha de ser =0,peroa#0y
A #£ 0.

Luego si det Ay = 0, la cuadrica no tiene centro.

b) Resolviendo el sistema del centro (a) obtenemos, para cada valor de
Ay p verificando la condicién i), las coordenadas del centro.

al? )
x:_4—)\2—)\2M2
ap?
y=-——r (b)
4—X =\
2a\
224_)\2_)\2 2
)

¢) Describamos de forma implicita la “superficie” que tenemos definida
en forma paramétrica, descrita por los centros
o: U — R?
a\? aru 2a\
(A p) — (= 22,2 2 _ \2,,2 e 3)
4— N2 — N2y 4 =M= N2 4 - X2 =\

Para ello eliminemos los pardmetros A y p de las ecuaciones (b)

Primero observamos que si z = 0 entonces x = y = 0, luego (0,0, 0)
esta en el lugar geométrico buscado. Sea pues z # 0, entonces
2x
)‘ = n = y
z x

y sustituyendo en la tercera ecuacion tenemos la siguiente ecuacion
4yt -2 —ar =0 (c)
y observamos que (0,0, 0) verifica la ecuacion.

La ecuacién (c) es en efecto, un hiperboloide de una hoja y de revolu-
cion.
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Observacion 5.4.6. Una cuadrica se dice de revolucion si tiene al menos,
dos valores propios iguales.

20. Consideremos la cuddrica
2 2 _
4y + 22y —22=0

y el punto p = (0,1, —1).
a) Determinar el cono tangente a ) desde p.

b) Determinar el contorno aparente desde p.

Solucion:

a)

11 0 O
11 0 O
A= 00 0 -1
00 —1 0
1 1 0 0 0
1 1 0 0 1
00 -1 0 1
— 11 0 O 0
1 1 0 0 1
plep)=( v 2 ), o _ L|Eery -z
00 —1 0 1

o(r, ) = 2° +y* + 2wy — 22.

3z +y*+ 20y —22)— (z+y—2+1)2=0,
202 + 2% — 2% + 4wy + 22 + 2yz — 20 — 2y + 42 — 1 = 0.

b) El conjunto buscado es

(x+y)2—2z:0}

r4+y—2+1=0
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21. Consideremos la cuadrica
P4yt + 22 —22=0

y el punto p = (0,1,1,0).
a) Determinar el cilindro proyectante de @) en la direccién de p.

b) Determinar el contorno aparente desde p.

Solucion

a) La matriz de la cuddrica es

1 0 0 0

01 0 O

A= 00 1 -1

00 —1 0
10 0 0 0
01 0 O 1
00 -1 0 0
== 10 0 0 0
01 0 0 1
00 —1 0 0

o(r,x) =2+ 9> +2° — 22
Luego

20t +y*+ 22 —22) — (y+ 2z -1 =0.

b) El conjunto pedido es

422 —2:=0
y+z—1=0["

22. Consideremos la cuadrica

x? =2y +y? —4z—4=0.
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23.

Determinar un punto p situado en el eje z tal que si se ilumina la
cuadrica desde p, los puntos situados por encima del plano z = 0 quedan
a la sombra.

Solucion:

La matriz de la cuadrica es

1 -1 0 0
-1 1 0 0
A= 0O 0 0 =2
0O 0 -2 —4

El punto p tiene por coordenadas (0,0, zg, 1). El plano polar de p re-
specto la cuadrica es

1 -1 0 0 T

-1 1 0 0
@(x,p)zOz(O 0 2 1) 0 0 0 -2 z

0 0 -2 —4 1

= —2z—2z— 4.
Observamos que dicho plano es el que contiene al contorno aparente
del cono tangente a la cuddrica desde p.

Obliguemos a que dicho plano sea el plano z = 0, tenemos entonces

zZ0 — —2.

En R3 consideremos una elipse £ y un plano m; no paralelo al plano de
la elipse 7. Hallar el lugar geométrico de los vértices de los conos que
pasan por la elipse y que son cortados por 7 siguiendo una circunfe-
rencia.

Solucién:
Elijamos el sistema de referencia mas adecuado para esta situacién.

Puesto que si 7; corta a los conos segiin circunferencias cualquier plano
paralelo a este cortard también segin circunferencias (aunque de dis-
tinto radio), podemos considerar 7 el plano paralelo a m; pasando por
el centro de la elipse.
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Tomamos como plano zy el plano de la elipse 7. Obviamente tomamos
como origen de coordenadas O, el centro de la elipse. Escogemos como
eje x a la recta interseccién del plano 7 con g (Observar que dichos
planos no son paralelos), el vector e; serd un vector unitario en esta
direccién. Como eje y tomamos la recta ortogonal respecto la métrica
que define la elipse, al eje x en el plano xy pasando por O y como
vector e; un vector unitario en dicha direccién. Finalmente como eje z
la recta de maxima pendiente del plano 7 sobre 7w pasando por O y
como vector ez un vector unitario en la direccion del eje z.

Con este sistema de referencia la elipse tiene por ecuacion

LE2 y2
St —l=0

La ecuacién del plano 7 es y = 0.

Sea p = (xo, Yo, 20) un punto del lugar geométrico, es decir el vértice de
uno de los conos . Busquemos la ecuacion del cono, esto es la ecuacion
del cono de vértice p y que pasa por la elipse F.

Para ello busquemos la familia de rectas que pasan por p

x1 =9 + AT — x0)

Y1 = Yo + Ay — vo)
2 =20+ ANz — %)

Obliguemos a que estas rectas sean tangentes a la elipse (es decir deter-
minen el cono). Los puntos (z,y,0), interseccién de la familia de rectas
con el plano z = 0, han de ser de la elipse. Luego han de verificar que

(zo + Mz — x0))? " Yo+ My — 10)®

a? b? —i=0

por lo que, eliminando el parametro A tenemos la ecuacién del cono
(O =-

) tenemos
Z— 20

(29 — 220)® (20 — Y20)?
o + 72 — (2 —2)*=0.




5.4.

EJERCICIOS RESUELTOS 169

Cortamos ahora, el cono por el plano y = 0, y obligamos a que la
interseccion sea una circunferencia. La ecuacion de la circunferencia es

(x—a1)* + (2 —ap)? = 7"2}

y=0

(Notar que los ejes x y z son perpendiculares).

Hagamos pues y = 0 en la ecuacion del cono

2 2 2
Z T v, 22020
—g:£2+ —g+—g—1 22— 5 rz — 2% — 2229 =0
a a b a

y esta ecuacién ha de ser
a72+22—2aa:)3—2222+af+a§—r2:0,

por lo que
W% _ g
>  a? N

ZL'Q:O

que es la ecuacion de una hipérbola contenida en el plano yz.

24. Sean r y s dos rectas que se cruzan en R3 y se considera el haz de planos

que pasa por s. Probar que el conjunto de las proyecciones ortogonales
de la recta r sobre cada uno de los planos del haz describe una cudadrica.
Clasificarla.

Solucién:

Empecemos escogiendo un buen sistema de referencia
eje x la recta s

eje z recta perpendicular comin a r y s

eje y la recta perpendicular al plano xz pasando por la interseccién de
las rectas z y z.

(los ejes son pues, perpendiculares).
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Puesto que el eje del haz de planos es el eje x la ecuacién del haz de
planos es
ay+bz =0 (1)

(Para cada a y b tenemos un plano que contiene al eje x).

Puesto que la recta r es perpendicular al eje z, la ecuacion de la recta

es
z=ua
Yy =mx
La proyeccién de la recta r sobre el plano zy (que es uno del haz) es la
interseccion del plano ortogonal al zy y que contiene a r. De hecho el

lugar geométrico es la interseccién de los planos ortogonales a los del
haz que contienen a la recta r.

Busquemos pues el haz de planos de eje r
My —maz)+p(z—a)=0  (2)

Para que los dos haces de planos sean ortogonales han de serlo los
vectores directores

vector director del primer haz v; = (0, a, b),
vector director del segundo haz vy = (—Am, A, ).

Obliguemos a que sean perpendiculares

v1.09 = aX + b = 0. (3)

Entonces de 1), 2), y 3) tenemos

ay +bz =0

Ay -ma)+p(z—a)=0y = ' 7 =
.

a\+bu=0

yly —mzx) +2(z—a) =0
vi—may+ 22 —az=0

Vemos pues, que el lugar geométrico buscado es en efecto, una cuadrica.
Clasifiquémosla



5.4. EJERCICIOS RESUELTOS 171

0 -5 0
Ag=|-5 1 0
0 0 1
2
cuyo determinante es det Ag = I Luego si m # 0 la cuadrica tiene

centro unico. Si m = 0 el sistema del centro es

00 0\ [z 0
01 0|ly]l==10
00 1/ \z a

sistema compatible indeterminado luego tiene una variedad de centros.

Para m # 0 los valores propios de Ay son

LEVIEm? 1=V
=, 3 =

)\1 = 17 )‘2 9 fa

puesto que 1 +m? > 1 tenemos que Xy > 0y A3 < 0.

Para m = 0 los valores propios son de Ay son
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Capitulo 6

Variedades implicitas.
Extremos ligados

6.1. Definicion y ejemplos

Definicién 6.1.1. Sea V' # () un subconjunto de R™. Diremos que V es una
variedad implicita de dimensién d si existe un conjunto abierto U C R" y
una aplicacién f: U — R? con n > ¢ tal que

1. V={zeU| f(x)=0}

2. d=n—q

3. feC™

4. rangodf, = q, Yx € V, (df, es la diferencial de f en z).

En dicho caso decimos que V es la variedad implicita definida en U por la
ecuacion f(x) = 0.

Ejemplo 6.1.1. Sea V. = {(z,y,2) € R3 | s +y+2 = 0;22 +y = 0}
fUCR — R f(z,y,2) = (v +y+ 22> +y).

1 11
rango df, = rango <2x 1 0) =2

Por lo tanto el sistema
r+y+z 0
2 +y 0

173
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define una variedad implicita de dimensién 1.

Las variedades implicitas de dimensién 1 dentro de R™, reciben el nombre de
curvas.

Las variedades implicitas de dimensiéon n—1 dentro de R"™, reciben el nombre
de hipersuperficies, y en el caso particular de n = 3 de superficie.

6.2. Sistemas de coordenadas

Sea V una variedad implicita de dimensién d contenida en R™. Un sistema
de coordenadas de V' es una aplicacion W — R" tal que

1. W es un conjunto abierto de R% y o € C*W — R"
2. p(W)cCV
3. rangodyp, =d, Yo € W
Si (W) =V entonces diremos que el sistema de coordenadas es global.
Ejemplo 6.2.1. Sea V la elipse
22 P
I A
9 * 4
Entonces

¢:(0,2r) — R?
t — (3cost,2sent),

es un sistema de coordenadas para la curva.
Observamos que ¢(0,27) # V ya que (3,0) ¢ ©((0, 7)) por lo tanto el sistema
de coordenadas no es global

6.3. El espacio tangente

Sea V una variedad implicita

{z =(21,...,20) | f(z) = (filzr, ... 2n), ..., fylar, ... 2,)) =0}

de dimension d y o : I — R™ una funcion C'*° de un intervalo I de R en
R".
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Diremos que « esta definida sobre V' si a(I) C V' que explicitamente escribi-

filaq(t),...,an(t)) =0

Far(), s an(t) =0

Definicién 6.3.1. Sea zy € V, diremos que un vector v € R" es tangente a
Ven xg si v = a/(tp) siendo a : I — R™ una funcién C* definida sobre V/

y a(to) = o
Al conjunto de todos los vectores tangentes a V' en x4 lo denotamos por 7,V

Proposicién 6.3.1. Sea V' una variedad implicita {x € U | f(z) =0} y sea
© un sistema de coordenadas de V' tal que xo = @(yo) con yo € W. Entonces

T,V = dp,,(R?) = Ker df,, (6.1)

Consideremos ahora, una superficie en R?® definida de forma implicita, es
decir de la forma

S={p=(2,y,2) €R*| f(z,y,2) =0, rangof, = 1}.
(f es una funcién diferenciable en el abierto de definicién de la funcién).

Proposicién 6.3.2. Sea p = (xo,v0,20) € S, el plano tangente a S en el
punto p, viene dado por la siguiente ecuacion

0 0 0
STt =)+ 5l (- =0

Una curva en R? puede estar definida de forma implicita como interseccién
de dos superficies, es decir de la forma

C= {([L’,y,Z) S Rg | fl(:)s,y,z) = Oaf2($7yvz) = 0}

(siendo f; y fo dos funciones diferenciables en el abierto de definicién). Por
lo que, de la proposicion 6.3.2 tenemos

Corolario 6.3.1. Sea p = (¢, %0, 20) € 5, la recta tangente a C' en el punto
p, viene dado por la interseccion de los planos tangentes en el punto, a las



176 CAPITULO 6. VARIEDADES IMPLICITAS. EXTREMOS LIGADOS

superficies que definen la curva. Es decir mediante el siguiente sistema de
ecuaciones

ofr df1 ofi _
O Ip(x To) + y ‘p(y Yo) + - ‘p(Z 2) =0
dfs dfa of2 _
O Ip(x To) + y ‘p(y Yo) + - ‘p(Z 2) =0

6.4. Extremos condicionados

Sea U un conjunto abierto de R"y f,¢g;, j =1,...,¢ < n funciones diferen-
ciables en U de clase C? por lo menos.

Nos planteamos el problema de hallar extremos relativos de la funcién f(x)
para los puntos = que satisfacen g;(z) =0, j=1,...,0 <n.

De forma mas precisa

Definicién 6.4.1. Diremos que f(p) con p € U es un minimo de f condi-
cionado a las restricciones g;(z) =0, j=1,...,¢ < n si

flp+q) > f(p)
para todo ¢ € R" con ||g|| < & para un cierto € > 0 conveniente. tal que
gilp+q)=0,j=1,....0<n.
Anélogamente

Definicién 6.4.2. Diremos que f(p) con p € U es un mdzimo de f condi-
cionado a las restricciones g;(z) =0, 7 =1,...,¢ < nsi

fp+a) < fp)
para todo ¢ € R™ con ||¢|| < € para un cierto € > 0 conveniente. tal que
gilp+q)=0,5=1,....0<n.

Si suponemos que

V={zelU|g=0,.g=0}

es no vacio y que rankd(gy, ..., gs), = ¢ para todo z € V', tenemos que V' es
una variedad implicita y el problema se traduce a buscar extremos relativos
de una funcién definida sobre la variedad.
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6.4.1. Multiplicadores de Lagrange

En los problemas de optimizacién, el método de los multiplicadores de La-
grange, es un procedimiento para encontrar los maximos y minimos de fun-
ciones de varias variables sujetas a restricciones. Este método reduce el prob-
lema restringido con n variables a uno sin restricciones de n + k variables,
donde k es el nimero de restricciones, y cuyas ecuaciones pueden resolverse
de una manera mas sencilla. Estas nuevas variables introducidas, una para
cada restriccin, reciben el nombre multiplicadores de Lagrange.

El método de los multiplicadores de Lagrange consiste pues en buscar los
extremos condicionados de una funciéon con k restricciones, calculando los
extremos sin restricciones de una nueva funciéon construida como una com-
binacién lineal de la funcion y las restricciones, donde los coeficientes de las
restricciones son los multiplicadores.

Sea f(x) una funcién definida sobre un conjunto abierto U de R". Se desea
buscar los extremos de esta funcién con las restricciones g;(x) =0, =1, ..., (.
Se construye la funcion

h(z, A, ) = f(2) + Mgr(x) + ..o 4 Aege()

y se trata de buscar un extremo de la funcion h
Los posibles extremos de h son los puntos (x, \;) tales que

oh  Of dg;(z)
or, ~om T se g, =0
oh

o 9@ =0

Ejemplo 6.4.1. Dada la funcién f(z,y) = 2%y los extremos condicionados de
dicha funcin cuya restriccién g(x,y) = 2?2 + 2y* — 6.
Construimos la funcién h(z,y, \) = 22y + A(2? + 2y — 6)

Resolvamos la ecuacion — =0, — =0, — =0,
x Yy A

20y + 22N =0

Cuyas soluciones son

) (21, h=—1, i) (=2,1),A
) (—2,~-1),A=1, v) (
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En los puntos (2, 1), (=2, 1) la funcién toma el valor 4, en los puntos (2, —1),
(—2,—1) el valor -4 y en los otros dos puntos se anula.
Luego el valor méximo es 4 y el minimo es -4.

6.5. Ejercicios resueltos

1. Consideremos la superficie

xy+yz+e”?+e’-2=0

a) ¢ Es el punto (1,0, —1) de la superficie?.

b) Determinar el plano tangente en el punto (0,1, 0).

Solucion:

Primeramente especificamos la funcién f y sus derivadas parciales.

flo,y,2) =xy+yz+ e + e’ =2

of oy
%—yjtye )

0
—f:$+z+xexy+zeyz
Jy

of e
g—yjtye .

a) Claramente el punto verifica la ecuacién, ahora bien

o . o, o _
a[lﬁ'\p ' 0y|p ' aZ|p

Luego el punto no es de S.

b) Claramente el punto verifica la ecuacion y

o . W
orp Wy 0z |p

Luego el punto es de S y el plano tangente en dicho punto es

2(z—0)=0 = z=0.
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2. Determinar los extremos locales de la funcién

2

x y?
2 2

f(z7y7z) -

+ =+ 22z —yz,

ligados a la condicion ¢ —y — 2z — 6 = 0.

Solucion:

Llamemos g(x,y, z) a la funcién que define implicitamente la superficie.
Consideremos la funcién

L(z,y,2) = f(z,y,2) + Ag(x,y, 2)

Busquemos los puntos de la superficie para los cuales se anula la difer-
encial de la funcién L

)

8—L:z—|—22+)\:0
Ox r=23
oL
—=y—z—A=0 y=1
oy =
oL 2=
5223:—@/—)\:0 =5

r—y—z—6=0)

El Hessiano de L en el punto p = (3,1,—4) y A =5 es

L 0*L  9*L
0x?  Oxdy 0z0z

P N T I
P ozoy 821/2 oyoz | 9 _1 0
0L  0°L  0°L

0xdz Oydz 022

p

Busquemos el espacio tangente a la variedad en el punto p, para ello
empezamos determinando el vector normal en p a la variedad

dg O0g 0Og
U R S
(8x’8y’8z)p (1, =1,-1)

Ip =



180 CAPITULO 6. VARIEDADES IMPLICITAS. EXTREMOS LIGADOS

Por lo tanto
T,V =[(1,0,1),(0,1, —1)].

Restrinjamos H, a T,,V', nos queda

10 1 1 0 2 1 0 5 _s3
P B O S I (VS
2 -1 0 1 -1
que es una forma cuadratica definida positiva, luego p es el inico punto
donde se alcanza un extremo ligado y es un minimo.
3. Determinar los extremos locales de la funcion
fla,y,2) ="+,
ligados a la condicién g(z,y) = 2> +y* — 5= 0.

Solucion:

Counsideremos la funcién

L(z,y) = f(z,y) + Ag(w,y)

Busquemos los puntos de la curva para los cuales se anula la diferencial
de la funcién L

5 5
oL /2 — _./2
5, =30+ 2\ =0 SV 2 2

L d )
g—y:3y2+2)\y:0 = = 5 Yo = — 3
o= 22, =22
! 2V2 T 2V2
El Hessiano de L es
’L  O*L
"o 022 Oxoy | _ [6x 42X 0
— | 0°L 9L o 0 6y + 2\

drdy Oy
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Dicho Hessiano en el punto p = <\/g, \/g) A= —g\/g es

que es definida positiva, luego la restriccion al espacio tangente a la
variedad seguird siendo definida positiva. Por lo tanto en p se alcanza
un minimo relativo.

5 5 3 /5
En el punto p = (—\/;,—\/;> A= 5\/; es

5
—3\[5 0
H, = -l
0 —3,/2
e

que es definida negativa, luego la restriccion al espacio tangente a la
variedad seguira siendo definida negativa. Por lo tanto en p se alcanza
un maximo relativo.
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Capitulo 7

Curvas y superficies
parametrizadas

7.1. Curvas parametrizadas

Definicién 7.1.1. Una parametrizacion regular de una curva C' es una apli-
cacion ¢ de un intervalo I de R en R"

p: 1 — R"
t— (‘pl(t)vﬁpZ(t)v e '7@0n(t))>

tal que
a) @ es diferenciable en I.
b) dp#0 Vtel.

Sea C' una curva parametrizada por

p: 1 — R"
t— (901<t)7902(t)7 s 'ﬂon(t));

Consideremos ahora la funcién

s(t) = /t:

Sit >ty entonces s > 0 y es igual a la longitud de la curva comprendida
entre ¢ y t.

dy K
— || dt = "(t)||dt.
= [

183
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Puesto que §'(t) = Hd— , s puede utilizarse para parametrizar la curva y le

llamaremos parametro arco.

Dada una curva C' definida de forma paramétrica por ¢, la recta tangente a
la curva en un punto t, es la recta que pasa por (o) y su direccién es ¢'(tp).
Dada una curva ¢ parametrizada por ¢ y por el pardmetro arco. El vector

d—f puede calcularse mediante el parametro arco y tenemos la

siguiente proposicion.

tangente ' =

Proposicién 7.1.1.
de _dedt

ds — dt ds
Teniendo en cuenta la definicion de s,

¥ o L
Luego —— es un vector unitario que lo llamaremos vector tangente unitario

Observamos que

&|ﬁ

= :1.

s

y lo denotaremos por t.
El vector tangente unitario puede deducirse directamente de (t) de la forma

Proposicién 7.1.2.
¢ =t|¢],

Demostracion. Basta observar de la definicion de s, que — H H

Definicién 7.1.2. Dada una curva C, expresada mediante el parametro arco
©(s), llamaremos vector curvatura en el punto p € C' al vector k definido por

k = k(s) =t'(s).

El vector k, puede obtenerse directamente de cualquier parametrizacién ¢(t)
sin calcular su expresion mediante el parametro arco. Para ello basta utilizar
la regla de la cadena

dt  dtdt %

ds — dtds ||%|

dt
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La norma del vector curvatura se denomina curvatura de la curva.
La curvatura k se expresa en funcién de ¢(t) de la siguiente manera:

0 A )
O = T mT

7.1.1. Triedro de Frenet

Dada una curva C parametrizada por el parametro arco ¢(s). Se denomina
triedro de Frenet a los vectores definidos por

Podemos determinar el triedro de Frenet directamente de cualquier parame-
trizacion p(t), de la curva aunque esta no esté expresada mediante el pardmetro
arco:

Proposiciéon 7.1.3.

Definicién 7.1.3. a) Dada una curva C' llamaremos plano normal de C' en
un punto p € C' al plano que pasa por p y tiene por subespacio director el
generado por el vector normal principal n y el vector binormal b.

b) Dada una curva C' llamaremos plano osculador de C' en un punto p € C'
al plano que pasa por p y tiene por subespacio director el generado por el
vector tangente t y el vector normal principal n.

¢) Dada una curva C' llamaremos plano rectificante de C' en un punto p € C'
al plano que pasa por p y tiene por subespacio director el generado por el
vector tangente t y el vector binormal b.
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Dada una curva C' parametrizada por el pardmetro arco ¢(s), observamos
que b'(s) tiene la direccién de n(s)

b'(s) = —=7(s)n(s) = 7(s)(t(s) A b(s)).
El coeficiente 7(s) recibe el nombre de torsidn de la curva.

La torsién se puede calcular directamente de cualquier parametrizacion ¢(t),

aunque esta no sea mediante el parametro arco, de la siguiente forma
Proposicién 7.1.4.
() = — det(¢'(t), 9" (t), " (1))
[l () A "(E)]]?

7.2. Superficies parametrizadas

Definicién 7.2.1. Una parametrizacion reqular de una superficie S de R3,
es una aplicacién ¢ de un conjunto abierto U del plano R? en R?
o:UU — R
(u,0) — (p1(u, v), pa(u, v), 3(u, v)),
tal que

a) o es diferenciable en U.
b) la matriz de la diferencial (o jacobiano) de ¢ es de rango maximo, esto es

oer O
u o Qv
& @ =2, V(u,v) €elU.
85 by

ou  Ov

Proposicién 7.2.1. La sequnda condicion de la definicion anterior es equi-
valente a

N
b)ﬁu/\av#o V(u,v) € U.

rango

Demostracion. Supongamos que

dp1 Opy
qe 8
rango Y2 T2 =2, Y(u,v) €U,
gu v
¥3 ¥3

o
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existird pues, algiin menor de orden dos de la matriz no nulo para todo
(u,v) €U.
Describamos todos los menores

Sl G| P\ Ga) oo |dE A
Ju v Ju  Ov ou  Ov
Ahora bien Do By
%/\%:(c,—b,a),

luego es no nulo para todo (u,v) € U.

Reciprocamente, si
(¢, =b,a) #0, ¥V (u,v) el

algin valor de a, b o ¢ es no nulo por lo que algiin menor de orden dos de la

matriz es no nulo y la matriz tendra rango dos.
O

7.2.1. Primera y segunda forma fundamental

A una superficie parametrizada regular ¢ : R?> — R3, se le puede asociar
dos formas cuadraticas llamadas primera y sequnda forma fundamental de la

siguiente manera
_(E F (e f
=(e) =)

donde
E =< p,, o, >,
F =<, 0, >,
G =< @y, p, >,

o = det(pu, 90, Puu)
VEG - F?

1 = detlow v, ou)
VEG —F?

_ det(pu, 9u; ou0)
VEG — F?
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Curvatura de Gauss y curvatura media

Definicién 7.2.2. Llamaremos curvatura de Gauss a

eg — f*
K= ——"—=
EG — F?’
y curvatura media a
o eG+gE —2fF
 2(EG - F?)

Estos valores permiten clasificar los puntos de la superficie:
- elipticosi K > 0

- hiperbdlico si K < 0

- parabdlicosi K =0, H # 0

- planosi K = H = 0.

7.3. Ejercicios resueltos

1. Probar que
¢ : [0,27] — R?
t — ((2cost — 1) cost, (2cost — 1)sent)

es una parametrizaciéon de una curva en R2.

Solucion:

Claramente ¢ € C* estudiemos el rango de su diferencial
dp = (—2sentcost — (2cost — 1)sent, —2sen’t + (2cost — 1) cost) =
= (—2sen 2t + sen't, 2 cos 2t — cost).

Comprobemos que dp # (0,0) para todo t € [0, 27|. Para ello calcule-
mos ||d|*.

|dpl|? = 4sen®2t + sen?t — 4sen 2t - sent + 4 cos® 2t 4 cos® t — 4 cos 2t cost =
=5—4cost >0 Vtel0,2n].

Luego en efecto, ¢ es una parametrizacion.
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2. Probar que
¢:R — R?

t— (t+1,£*+3)

es una parametrizaciéon de una curva en R2.

Solucion:

Claramente ¢ € C*°. Calculemos dy,

dp = (1,2t) # (0,0), para todo t € R.

3. Determinar la recta tangente a la curva

¢0:R—R3
t— (t, 1, 1)

en el punto t = 1.

Solucion:

Calculemos el punto de paso de la recta

p(1) = (1,1,1),
y ahora la direccién

dpp—1 = (1,2t,3t*) =1 = (1,2, 3).

La recta buscada es pues,

(x,y,2) = (1,1,1) + X\(1, 2, 3).

4. Expresar mediante el pardmetro arco la curva ¢ : R — R3 siguiente

o(t) = (e’ cost, e'sent, e').

Solucion:
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Calculemos ¢'(t)

¢'(t) = e'(cost) —sent) + e'(sent + cost) + €).

Luego

IO =
= v/e2(cos?t + sen2t — 2 costsent) + e2(cos? t + sen2t + 2 costsent) + e,

s(t) = /t:

Despejando ¢, tenemos que

t:ln<%+1).

Sustituyendo ¢ en la curva tenemos

do ' ¢ t
Zdt = | V3e' =V3(e" —1).
dt ;

[ — R3
s — U(s) = p(t(s)),

+1)cosln(—=+1), ( i

V3

+1)sen In(—=+1), —=+1),

e
Sl

donde I = (—/3, 00).
5. Dada la curva
o(t) = (acost,asent),
con a > 0.

Determinar el vector tangente unitario asi como el vector curvatura.

Solucioén:
¢'(t) = (—asent,acost),

I’ ()] = Vasen?t 4 a? cos? t = a,

t = (—sent, cost),

1
k = ——(cost,sent).
a
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6. Consideremos la curva C' definida por

@:(—m ) — R

t — (cost,sent,cht).

Calcular la curvatura de dicha curva.

Solucién:
Calculemos ¢'(t) vy " (t)

¢'(t) = (—sent, cost, sht)
¢"(t) = (—cost, —sent, cht),

tenemos que:

B \/1—|—sh2t—|—ch2t_ V2

(V1+sh?)s  (cht)?’

7. Sea C la curva de R? parametrizada de la forma

k(t)

¢:R—R?
t— (141,265, ¢%).

Determinar el plano osculador en ¢t = 1.

Solucion:

Para ello calculamos el vector binormal (que es el vector normal a dicho
plano)

¢ (t) = (1, 4¢,2t)

(1) = (0,4,2)

(144,26 A (0,4,2)

PO = (1 2t 20) 7 (0,4,2)]
1

b(1) = \/—2—0(07 —2,4).

Luego el plano osculador es
—2y+4z+a =0,

y como tiene que pasar por ¢(1) = (2,2,1) es a = 0.
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8. Consideremos la curva C' parametrizada por

pi(-mm)— R

t — (cost,sent,cht).

Calcular la torsién de dicha curva.

Solucion:

Calculemos las derivadas sucesivas de ¢

¢'(t) = (—sent,cost,sht),
O"(t) = (—cost, —sent,cht),
©"(t) = (sent, — cost,sht).

Luego

h h 2sh
ot :_(s t 4 sht) _ 2sht

(V1+sh%)3  (cht)®

Observacion 7.3.1. La curva no es plana ya que su torsion no es nula.

Estudiar el triedro de Frenet, curvatura y torsion de la curva

o(t) = (acost,asent,bt), a>0,b#0.

Solucién:
Calculemos las derivadas sucesivas de ¢
¢'(t) = (—asent,acost,b)

¢"(t) = (—acost,—asent,0)
©"(t) = (asent, —acost,0).

Luego
l" (Ol = Va? + b2
y por tanto
1
t(t) = ——=(—asent,acost,b).
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Calculemos
' (t) A" (t) = (absent, —abcost, a*)
y
I’ (t) A" ()] = Va?b? + at
luego
1
(bsent,bcost, a)

) = T

Finalmente
n(t) = b(t) A t(t) = (—cost, —sent,0).

Para obtener la curvatura aplicamos la féormula y tenemos
a

M= e

Igualmente obtenemos la torsion

b
)= ——.

7(®) a? + b?

10. Determinar el triedro de Frenet en t = 1, de la curva

e(t) = (1+t,—t* 1+ g153).

Solucién:
Calculemos ¢'(1) y ¢"(1).
¢'(t) = (1, —2t,2t%),
¢'(1) =(1,-2,2)
"(t) = (0,—2,41),
p"(1) = (0,-2,4)

Luego
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Por otra parte
¢'(1) Ae"(1) = (=4, -4, -2),

luego

Ya para terminar
n(l)=b(1) At(l) = %(—2, 1,2).

11. Consideremos la curva

©(t) = (2cost — cos2t,2sent — sen 2t, a).

a) Expresar la curva en funcién del parametro arco.

b) Calcular la curvatura y la torsiéon de dicha curva.

Solucién:
a) Sabemos que: fijado tg € I s(t) = ftz I’ (t)]| dt, tel
Determinemos ¢'(t) :
¢'(t) = (—2sent + 2sen 2t,2 cost — 2 cos 2t, 0)
de donde: [|¢'(t)||* = 8(1 — cost) = 16sen?t/2
y por lo tanto: s = fg4sent/2 dt = —8cost/2+ 8.

b)  Recordemos que:

A0 At (). (1)
O=eer Y W EOIY 20l

necesitamos pues, determinar ¢”(t) y ¢"(t).

¢"(t) = (—2cost + 4cos2t,—2sent + 4sen 2t, 0),
©"(t) = (2sent — 8sen 2t, —2 cost + 8 cos 2t, 0).
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Por lo que calculando tenemos:

~ 12(1 —cost) 1

k(t)—m— / sent)2 y  7(t)=0.

De la observacion directa de ¢ tenemos que la curva esta contenida
en el plano z = 0, por lo tanto la curva es plana y su torsién es nula.

12. Probar que
0:R? —R?
(u,v) — (u+v,u —v,u? +v?).
es una parametrizacion regular de una superficie.

Describir implicitamente dicha superficie.

Solucion:

Las funciones ¢; son polinémicas, luego son de clase C'*° para todo
(u,v) € R%

Veamos si se verifica la condicién b)

1 1
rango | 1 —1] =2, V(u,v) € R%.
2u 2v

Para la descripcion implicita de la superficie, observamos que de
rT=u+v
Yy=u—uv

z:u2+v2

tenemos
r? = u® 4+ v* 4 2uv
y? = u® +v* — 2uv
z = u? + v
de donde
2+ =2z

Observamos que esta superficie es un paraboloide eliptico.
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Dada la superficie S = {(z,y,2) € R* | 2z = 2% — y?}. Probar que
¢ : R? — R3 definida de la forma p(u,v) = (u+ v,u — v,4uv) es una
parametrizacion de S.

Solucién:

Sea U un abierto de R?; ¢ es una parametrizacién si:
a) p € C2(U;R?),

b) rang dy(,,) =2 para todo (u,v) € U.

Las funciones componentes de ¢ son polinémicas, luego ¢ es C™
en todo R2

Veamos si se verifica la condicién b)

Dyp1 Dypr I 1
DQO = DUQOQ DUQOQ = 1 —1
Dug03 Dvg03 4du  4v

Claramente esta matriz es de rango 2 para todo (u,v) € R?, luego ¢ es
una parametrizacion. Y puesto que recorre todo S:

QO(U, 'U) - (ZL’, Y, Z) = (u + v, u—v, 4“”)
-yt = (u+v)? — (u—0)*=duv = 2.
Tenemos que @ es una parametrizacion de S.

Sea 1 la recta tangente en el punto (0,0,0) a la curva C; definida de
forma implicita por

=2z 4 g~ 1=0
(1—z—y)z=0,

y s la recta tangente en el punto (0,0,0) a la curva

¢0:R—R?

t— (e —1,e* —1,e% —1).

Determinar el angulo que forman las rectas r y s.
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Solucion:

Las funciones que determinan C; son
== i1y f=(l—a—y)=

Las derivadas parciales correspondientes son

o = T o=

afl _ _(1-2)yz af2 o

o =e 2(1— ), oy z,

afl _ _(1-=x)z o an — 1 _
5, —© y(l —x). P =1l—-z—y.

que en el punto p = (0,0, 0) valen
dfi O0fi Oh fs 0fr 0fs
) ) = 17070 ) ) ) = 0>0a 1
( Oz p Oy, 0z p ( ) y dxp Oy, Oz p ( )

respectivamente.

Luego la recta r tangente en el punto (0,0,0), es

r=20
2=0["

Respecto la segunda curva tenemos
¢'(t) = (e',2¢™,3¢™).

Ahora bien si ¢(ty) = (0,0,0) es to = 0y ¢'(0) = (1,2,3). Luego la
recta s tangente en el punto (0,0,0) es

(r,y,2) =(0,0,0)+ A(1,2,3).

Puesto que ya conocemos los vectores directores de las rectas r y s
podemos conocer su angulo

< (0,1,0),(1,2,3) > 2

cosf = = .
100, 1,0)[[[[(L,2,3) 14
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15. Determinar la curvatura de Gauss de la superficie parametrizada siquiente:

o(u,v) = (ucos v, usenv, v).

Solucion:

Determinemos las matrices I, y II para ello necesitamos:

v = (coswv,senv, 0)
o = (-
puu = (0,0, 0)
(—
(—

usenv, u cos v, 1)

Yuww = (—senv, cosv, 0)

Yoy = (—ucosv, —usenv, 0).

Pasemos a calcular las formas fundamentales:

2

E =< @y, py >= cos? v +sen’v = 1,

F =<, p, >= —ucosvsenv + usenvcosv = 0,
G =< @y, pp >=u*sen*v +u’cos? v + 1 =u? + 1.

cosv —usenv 0
senv wucosv 0

_det(pu, o, Puu) | O 1 of 0
‘T T VEG-F u? + 1 -
COSU —usenv —senuv
Sen v U Cosv COS v

det(Lu, Yo, Puv) _ 0 1 0 —1

/= VEG —F?2 wZ + 1 RV
COSU —usenv —ucosv
sen v U Cosv —USeEN vV
det (v, Vo, Coo 0 1 0
g - (Pus Pos Po0) _ _ 0.

VEG — F? u?+1

Luego sustituyendo los valores de E, F, G, e, f, g hallados, en la
férmula de la curvatura tenemos:
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1
(u2 +1)2°

16. Probar que la superficie ¢ : R? — R3 definida de la forma: o(u,v) =
(u,v,u® + v*) es tal que para v > 0 sus puntos son elipticos, para
v < 0 hiperbdlicos, y para v = 0 son parabdlicos.

Solucion:

Sean K y H las curvaturas de Gauss y media de la superficie. Sabemos
que un punto p de la superficie es:

eliptico si K > 0

hiperbdlico si K < 0
parabdlico si K = 0, H # 0
planosi K = H = 0

Calculemos, pues, las curvaturas de Gauss y media:

_ f2 _
P f H:eG—i-gE 2fF

EG — F?’ 2(EG — F?)

Siendo:

la primera y segunda forma fundamental de la superficie.

o = (1,0, 2u)
w0, = (0, 1, 3v?)
Yuu = (0,0, 2)
Yuw = (0,0, 0)
v = (0,0, 6v).

Por lo que:
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E =< @y, 00 >= 1+ 4u

F =< ., 0, >= 6uv?

G =< Yy, 0y >= 14+ N1
_det(@u, 9o, Puu) 2

T TVEG-F it hZioo
= det(pu, 9o, Pun) _
VEG = F?
_det(@u, 9o, Pov) 6v
1= "VEG-F ittt oot

Sustituyendo en K y H tenemos:

12v " 2 + 18v* + 6v + 24uv
(1 + 4u? + 9v*)?’ N 2(1+4u2+9v4)% '

De donde se obtienen los resultados:

<0 para v >0
=0 para v=0 y Hyo #0
< 0 para v < 0.

S
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