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Presentacio

La teoria quantica —que va ser desenvolupada a principis del segle XX per Max Planck,
Niels Bohr, Erwin Schrédinger i Albert Einstein, entre d’altres— ha modificat profun-
dament la nostra comprensié de com es comporten la materia i la llum a escales extre-
mament petites. De fet, les meravelloses i sorprenents propietats dels sistemes quantics
sovint s’escapen de la nostra intuicid. Tot i aix0, el desenvolupament tecnologic dels dar-
rers anys del segle passat i dels primers de I’actual ens ha permés manipular els sistemes
quantics fins a un grau de precisié inimaginable. Actualment, estem vivint el que s’a-
nomena la segona revolucio quantica, en que alguns aspectes de la mecanica quantica,
com el collapse de la funcié d’ona i I’entrellacament, que inicialment s’utilitzaven per
explicar conceptes de caracter fonamental, tenen cada vegada més aplicacions en camps
com les tecnologies de la informacid i la metrologia d’alta precisid. La criptografia, la
computacid i la simulacié quantiques formen part d’aquesta segona revolucio i sovint
apareixen noticies als mitjans de comunicacié que ens expliquen com el nostre futur es
veura influit pel desenvolupament d’aquestes tecnologies. Tanmateix, la recerca de nous
productes basats en les tecnologies quantiques requereix fisics, matematics i enginyers
formats en aquesta disciplina del coneixement.

El llibre FISICA QUANTICA PER A ENGINYERS. PROBLEMES pretén ser una primera in-
troduccio practica a la fisica quantica, molt recomanable per a alumnes, fonamentalment
de I’ambit de les enginyeries, que tinguin ja coneixements basics de fisica classica i una
certa habilitat en matematiques. Mitjangant la resolucié d’exercicis de dificultat gradu-
alment creixent, els alumnes aprendran les principals eines de la mecanica quantica i
entendran les propietats estatiques i dinamiques dels sistemes quantics. El llibre repas-
sa aspectes fonamentals de la fisica quantica com ara, per exemple, la quantitzacio dels
sistemes fisics, la dualitat ona-corpuscle, el principi d’incertesa de Heisenberg, I’equacid
de Schrodinger, 1’oscillador harmonic quantic, les regles de commutacié dels operadors
quantics, i el moment angular i I’spin. Es tracta, doncs, d’un llibre extremament ttil per
a aquells estudiants i enginyers interessats en la fisica quantica i que, mitjancant la reso-
lucié d’una colleccid ben triada d’exercicis, vulguin familiaritzar-se i descobrir per ells
mateixos les misterioses propietats del fascinant mén quantic.

Jordi Mompart
Professor titular d’universitat
Departament de Fisica. Universitat Autonoma de Barcelona






Proleg

Per que els enginyers necessiten la fisica quantica? Des que Richard Feynman va pronun-
ciar la seva famosa frase “There’s plenty of room at the bottom” (‘hi ha molt d’espai alla
baix’) han passat més de cinquanta anys. Mig segle! Ell va intuir que, si féssim capagos
de controlar els atoms i I’espai que hi ha entre ells, podriem escriure 1’ Enciclopédia bri-
tanica en una agulla de cap! Es pot dir que ja ens trobem en aquest punt. Per aix0 parlem
de nanomaterials, de nanotecnologies i, en general, de nanociéncia. I quan treballem a
nivells “nano”, els efectes quantics son importants: 1’efecte tinel, per exemple, ja ha estat
comprovat i s’ha utilitzat en diferents dispositius.

Aquest llibre conté un recull de problemes de I’assignatura de fisica quantica de les
enginyeries de telecomunicacid i electronica de 1’Escola Técnica Superior d’Enginyeria
de Telecomunicacié de Barcelona (ETSETB). Es tracta d’una assignatura de sis credits
per a estudiants que només han cursat dues assignatures quadrimestrals de fisica. Per
aquest motiu, ’enfocament del llibre €s essencialment practic i no s’endinsa en temes
que requereixin uns coneixements amplis de fisica classica, com ara la radiacié del cos
negre.

L’obra inclou els principis fonamentals de la fisica quantica, com la dualitat ona-particula,
la quantitzacid i la incertesa. A més, prenent en consideracio el public objectiu, hem do-
nat importancia a les aplicacions que sén més comunes per als enginyers, com ara I’efecte
tunel, les bandes d’energia dels electrons en els solids, els cristalls fotonics o la resso-
nancia magnetica. La comprensio dels fendmens en que es basen dispositius tan quoti-
dians com els transistors, els fotodetectors, els sensors o les memories dures requereix
obligatoriament uns coneixements basics de fisica quantica. De fet, per als enginyers de
telecomunicacid i electronica, ja és imprescindible coneixer alguns fenomens o concep-
tes quantics i el seu llenguatge (com ara I’existéncia de 1’spin, I’entrellagament quantic
o la coherencia d’estats), perque estan relacionats amb branques emergents de 1’engi-
nyeria, com la spintronica, la computacié quantica o la criptografia quantica. L’objectiu
del llibre és, doncs, proporcionar aquesta base i fer possible que els alumnes continuin
’aprenentatge sobre aquests temes quan ho necessitin.
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El contingut del llibre es divideix en vuit capitols, que comencen amb una breu introduc-
cio teodrica dels conceptes clau que calen per resoldre els problemes corresponents. Per
aixo, en recomanem una lectura lineal que permeti aprofitar els conceptes i les estrate-
gies adquirits a cada capitol per fer front als problemes dels temes segiients. Tanmateix,
som conscients que els llibres de teoria son necessaris per adquirir els coneixements es-
sencials: copsar clarament les idees, els perques i les seves conseqiiencies, i assimilar-los
abans de posar-los en practica. En la seccid de referéncies, hi ha una petita seleccié d’o-
bres que creiem que poden ajudar. El llibre esta pensat, doncs, com una eina de treball
principalment per als alumnes, perd també per als professors.

Nuria Ferrer Anglada
David Arcos Gutiérrez
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Constants i aproximacions d’interés

Constants fisiques

c 2,998 - 108 m/s velocitat de la llum en el buit
qe 1,602-10°%° C carrega de I’electrd
k, 8,988 -10° N m?/C? constant de Coulomb
h 6,626-1073% Is constant de Planck
4,136-1071 eVs
h 1,055-1073 Is constant de Planck reduida
6,583-107'° eVs
m, 9,109-1073! kg massa de I'electré en repds
m, 1,673-107% kg massa del proté en repds
n, 1,675-107% kg massa del neutr en repds
Uz 9,274-10~% T magneté de Bohr
5,788-1073 eV/T
Qe 2,0023 - factor de Landé de ’electr6 lliure
Ao 0,0243 A longitud d’ona de Compton de I’electrd

Factors de conversio

1 eV electré-volt = 1,602-10712 J

1A angstrom = 1071 m
1F fermi =107V m
1T tesla = 10* G

13
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Aproximacions d’interés

ES 05110
El 9383
El 9396

hc 1,241-10°°

~0,5

~ 1.000
~ 1.000
~124-10°° eVm

MeV energia en repds de 1’electrd
MeV energia en repds del protd
MeV energia en repds del neutrd

producte h per ¢

Simbols matematics

i V=1
N {0,1,2,3,4, ...}

zZ [ —=2,-1,0,1,2,..}

7t {1,2,3,4,.)
PRI

.
- |

ax’dy’ oz

02
9x2

02
ay?

)

82
9z

)

unitat complexa

conjunt dels nombres naturals
conjunt dels nombres enters

conjunt dels nombres enters positius

operador nabla en coordenades cartesianes

operador laplacia en coordenades cartesianes

Relacions trigonomeétriques

sin*(0) +cos?(0) = 1

2c0s*(0) = 1+cos(20)

2sin*(0) = 1 —cos(20)

2sin(6)cos(0) = sin(26)

sin(a+ ) = sin(a)cos(f) + cos(a)sin(B)
sin(a — ) = sin(a)cos(f) — cos(a)sin(B)










Quantitzacio

1.1. Quantums de radiacio. La hipotesi de Planck

Les ones electromagneétiques, incloent-hi la llum, tenen una naturalesa dual. Quan viatgen
a través de 1’espai, es comporten com ones i interfereixen produint patrons constructius i
destructius. Perd, quan les radiacions electromagneétiques interaccionen amb els atoms o
les moleécules, els raigs actuen com un corrent de particules (corpuscles), uns “paquets”
d’energia i quantitat de moviment anomenats fotons o quantums de llum. D’aquest fet,
se’n va adonar Albert Einstein i el va descriure en el seu article sobre I’efecte fotoelectric
(1905) [1, 2].

L’energia de cada fotd, E;, esta quantitzada i depén de la freqiiencia f de la radiacié
del feix. Utilitzant la velocitat de propagacio de les ones electromagnétiques, ¢, podem
expressar-la en funcid de la longitud d’ona A, ja que ¢ = Af.

he
E.—hf=—
r=hf==
on h=6,626-10"3*J - s és una constant fonamental de la naturalesa que s’anomena
constant de Planck. Aquesta hipotesi de la quantitzacié de I’energia va ser proposada
per Max Planck I’any 1900 per explicar la radiacié del cos negre [1].

1.2. L'efecte fotoelectric

Si, quan la llum incideix sobre la superficie d’un material, es compleixen unes deter-
minades condicions, se’n desprenen electrons; aquest fenomen €s 1’efecte fotoelectric.
Einstein en va donar la interpretacié i va proposar com mesurar la constant / [2]. Va
considerar que el fenomen consisteix en un xoc entre dues particules: el foté (de la llum)
i I’electrd (del metall).

Suposem que un foté d’energia if xoca amb la superficie d’un metall com en un xoc
elastic. Aix{, les sumes d’energies abans i després del xoc han de ser iguals. Si el foté

17
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transmet tota la seva energia a I’electrd i el treball minim necessari per alliberar 1’electrd
de la superficie del metall és W (anomenat funcio treball del metall), aleshores I’energia
cinética maxima de I’electré emes €s determinada per 1’equacio de I’efecte fotoelectric
d’Einstein (1.1). Es a dir, I’energia inicial del fot6, Af, I’ha utilitzada 1’electr per sortir
del metall, W, ili queda una certa energia cinética que proporciona un corrent d’electrons
que podem mesurar amb un amperimetre.

1
E. = Emvfnax:hffwmin (1.1)
L’energia de ’electré emes es pot trobar determinant la diferéncia de potencial V que
cal aplicar per aturar-lo (anullant el corrent electric). Aleshores:

Perque en una superficie qualsevol hi hagi efecte fotoeléctric, cal que 1’energia del foté
sigui prou gran. En el llindar, I’energia del fotd, i f, és justament igual a la funcio treball
del material, W. Per als metalls ordinaris, aquest llindar es troba en ’espectre visible o
ultraviolat. Aix{, els raigs X poden provocar I’emissio d’electrons amb facilitat mentre
que ’infraroig llunya no ho fa mai.

1.3. El fot6 té massa en repos zero

Tota la massa del fotd €s el resultat del moviment a velocitat ¢, €s a dir, la seva massa en
repos és 0 (my = 0). Com que, segons la teoria de la relativitat d’Einstein, es compleix:

E =mc?
i com que I’energia d’un foto €s A f, per als fotons tenim la relacié segtient:
mc* = hf

A més, la quantitat de moviment (o moment lineal), p, d’un foté és:
p = mc =

Aixi, per als fotons es compleix E = cp, relacié que ja es pot deduir en fisica classica

[1].

1.4. L'efecte Compton

Un fotd pot xocar amb una particula que tingui massa en repos no nulla com, per exem-
ple, ’electré. Quan es produeix el xoc, I’energia i la quantitat de moviment dels corpus-
cles poden variar i el fot6 pot desviar-se de la seva trajectoria original. Com en un xoc
qualsevol, la suma vectorial de les quantitats de moviment abans i després del xoc s’ha
de conservar i, pel fet de ser un xoc elastic, la suma d’energies també. Expressant aques-
tes condicions mitjangant equacions, es dedueix A’, la longitud d’ona del fot6 emergent.



Quantitzacio %

Es a dir, si un fot6 de longitud d’ona inicial A impacta amb una particula estacionaria
de massa m i, a causa del xoc, es desvia un angle ¢ respecte de la direccié d’incidencia,
aleshores la seva longitud d’ona esdevé A'.

h
MN=2A+—(1-
-2 (1 - cos(p))
La fracci6 de canvi en la longitud d’ona és molt petita, excepte per a radiacions d’alta
energia com els raigs X i els raigs y.

Observacio: Com que 0 < cos(p) < 1i A’ > A, I’energia del foté sortint és menor que
I’energia del foto incident.

1.5. Exercicis

Exercici 1.1. Demostra que I’energia que tenen els fotons d’un feix de llum infraroja
(IR) de 1.240 nm és d’1 eV.

Solucié: Ho podem demostrar a partir de la relacié de Planck entre energia i freqiién-
cia:
3-108

C
E=hf=h=—=4,136-100"——— =1,00eV
f=hy=% 124-106 ¢

Exercici 1.2. Calcula I’energia d’un foté de 1lum blava de 450 nm.
Solucidé: A partir de la relacié de Planck entre energia i freqiiéncia:

€ i 3-108
E—hf—hl—4,l36 10 4750.1079—2,766\7

Exercici 1.3. L’accid continuada de la radiaci6 solar sobre la pell humana produeix un
efecte nociu: les cremades. Per trencar un enlla¢ quimic de les molecules de la pell, és a
dir, per cremar-les, cal que el fot6 incident tingui una energia de 3,5 eV com a minim. A
quina longitud d’ona correspon?

Solucidé: A partir de la relacié de Planck entre energia i freqiiéncia:

3.108
— A=hE —4.136-1052 —355nm
E 35

b

C

E=hf=h

Aquest és un resultat coherent perque la llum ultraviolada és la que causa les cremades
de la pell.

Exercici 1.4. La funci6 treball del sodi metallic és Wy, = 2,3 eV. A partir de quina
longitud d’ona es pot aconseguir emissié fotoelectrica?

19
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Solucidé: Perqué es produeixi efecte fotoeléctric es necessita una energia minima (la
funcio treball), que es correspon amb una longitud d’ona maxima. Per tant, podem cal-
cular aquesta cota a partir de la relacié de Planck:

h h 4,136-107.3.108
Wya = Epin = hfmin = —C - A'rnwc = < ==

— =540
A'max WNa 273 nm

Exercici 1.5. Si la funci6 treball del niquel és Wy; = 5,01 eV, quina diferéncia de po-
tencial cal aplicar per frenar els fotoelectrons més rapids emesos per una superficie de
niquel sotmesa a radiacié de 1lum ultraviolada de 2.000 A?

Solucié: En primer lloc, calculem I’energia dels fotoelectrons emesos:

c 3.108
E=hf=h==4,136-100"—————— =620eV
F=h3 2.000-10- 10 ©

Com que aquesta energia €s superior a la funcié treball del niquel (5,01 eV), efecti-
vament es produeix I’efecte fotoelectric. Per tal de frenar els fotoelectrons emesos, cal
aplicar un potencial que en compensi I’excés.

E=Wy+U.-q = U-q=620eV-501eV=1,19¢V = U=1,19V

Exercici 1.6. La funci6 treball del coure és W, = 4,4 eV. Si s’illumina una superficie
de coure amb llum visible, hi haura efecte fotoeléctric?

Solucidé: La franja de I’espectre de llum visible es correspon amb:
A € [400,700] nm f €430,750] THz

Mentre que la longitud d’ona llindar és:

h h 4,136-107.3.108
Weu = Enin :hfmin: —C - A'mwc: < =

— =282
A'max WC u 474 m

Per tant, no hi haura efecte fotoeléctric, ja que els fotons incidents, de llum visible,
tenen una longitud d’ona més gran (energia inferior) a la longitud d’ona llindar (funcié
treball).

Exercici 1.7. Sigui un foté amb una longitud d’ona de 3,64 nm que es mou en la
direccié +x i sigui un electré que es mou a 2 - 10° m/s en la direccié —x. Si es produeix
un xoc frontal totalment elastic, troba les condicions després de la collisio.



Moment angular i spin. Atoms %

Solucié: En qualsevol xoc es conserva la quantitat de moviment total (moment lineal
del sistema), p. Si, a més, es tracta d’una collisié elastica, es conserva I’energia cine-
tica del sistema i no hi ha transferéncia de massa. En el moment del xoc, el fotd i I’electrd
s’intercanvien el moment i, per tant, només hem de calcular els moments inicials:

pp" = prel = m,v =9,109-107"-2-10° = 1,82 10> kg m/s

p =

. o h  6,626-107%
final __ jinicial __ " __ 7 — 1,82 . 10725 k /
Pe =P =3 T 364100 s

Com que els moments inicials coincideixen, quan es fa I’intercanvi, cada particula con-
serva el seu modul i, per tant, I’electré continua movent-se a la mateixa velocitat i la
longitud d’ona del fot6 no es modifica. Es a dir, després del xoc, es mouen en la mateixa
direccid 1 a la mateixa velocitat pero viatgen en sentit oposat.

Exercici 1.8. Un fot6 de longitud d’ona A = 0,400 nm collideix amb un electré en repos
i rebota en una direccidé que forma un angle de 150° respecte de la direcci6 incident, tal
com es mostra en la figura. Calcula la velocitat i la longitud d’ona del foté després de la
collisié.

Solucié: La velocitat del fot6 en el buit sempre €s ¢ = 3,00- 108 m/s. La longitud d’ona
es modifica a causa de la collisié amb I’electro (efecte Compton):

h 6,626-1073
AN =2A+—(1—cos(¢))=0,4-10"°+ ’

Mmec 9.109-10-31.3.108 (1—cos(150°)) = 0,405 nm

Exercici 1.9. Quina és la funcid treball del sodi metallic si la longitud d’ona del llindar
fotoeléctric és de 680 nm?

Solucid: Per definicid, quan s’illumina un metall amb fotons que tenen la longitud
d’ona llindar (2,,), els fotoelectrons emesos tenen 1’energia justa per superar la funcié
treball (W):

¢ 4.136-10-15.3.108
Wye =h— = = =1,82¢eV
Na =0 680109 N

21
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Exercici 1.10. Si la longitud d’ona del llindar fotoeléctric del potassi és de 4.400 A:

a) Determina I’energia cinética maxima dels fotoelectrons emesos per una superficie de
potassi quan s’illumina amb llum ultraviolada de longitud d’ona A = 2.000 A.

b) Quina diferéncia de potencial de frenada es necessita per aturar I’emissié d’elec-
trons?

Solucio:

a) En primer lloc, calculem 1’energia dels fotons incidents:

¢ 4,136-10715.3.108
E;=hs =

z SRTE =620 eV

La funcid treball del potassi, Wy, es pot calcular a partir de la longitud d’ona llindar:

¢  4,136-107.3.10°
A 44.1077

Wy =h =282eV

Per tant, I’energia cinética maxima dels electrons emesos €s la que sobra després de
superar la funcid treball del metall, és a dir:

E' =E; —Wxg=06,20-2,82=338¢eV
b) El potencial que cal aplicar ha de frenar els electrons amb aquesta energia. Per tant:

Uaplicat =338V

Exercici 1.11. A quina velocitat seran emesos els electrons més rapids des d’una su-
perficie on la longitud d’ona del llindar és A,;, = 600 nm quan la superficie s’illumina
amb llum de longitud d’ona A =400 nm?

Solucié: Calculem I’energia dels fotons incidents i la funcié treball del metall:

c  4,136- 1071%.3.108

Ef:hz 200109 :3,106\]
¢ 4136-107-.3-108

w=nl -2 —207eV
A 600-109 ©

L’energia cinética maxima dels electrons emesos €s la diferéncia entre les energies an-
teriors:

EM' =E;—W =3,10-207=1,03eV

Per tant, la velocitat dels electrons més rapids sera:

1 2Emax
E. =-m? = vy, = C  —=6-10°m/s
2 m,
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Exercici 1.12. S’emeten electrons des d’una superficie metallica amb una energia ci-
nética maxima de 3 eV mitjancant llum ultraviolada de longitud d’ona A = 1.500 A.
Determina:

a) La funcid treball del metall.
b) Lalongitud d’ona llindar del metall.

¢) La diferéncia de potencial de retard que cal aplicar per frenar I’emissié d’electrons.
Solucio:

a) Els 3 eV corresponen a I’energia que ha sobrat després de superar la funcié treball del
metall i que prové de la llum ultraviolada.

¢ 4,136-1071%-3-10°
A 1.500-10-10

E;=h —8,27 eV

W=E;—3eV=827-3=527¢eV
b) En el llindar, els fotons tenen exactament 1’energia necessaria per superar la funcié

treball del metall. Per tant:

c ¢ 4,136-107.3.108
W=h— = Ap=h—=—
A Ty 5,27

=235nm

¢) Com que ’energia cinética maxima dels electrons és de 3 eV, cal aplicar 3 V per
frenar I’emissio per efecte fotoeléctric.

Exercici 1.13. Un feix de raigs X de longitud d’ona A = 5,00 - 10~'* m xoca amb un
proto que esta en repos. Si els raigs X es dispersen formant un angle de 110°, quina és la
seva longitud d’ona després del xoc?

Solucidé: Lalongitud d’ona dels raigs X es modifica a causa de la collisi6 amb el proté
(efecte Compton):

" (1 - cos(@))

mpc

A=A+
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Amb les dades de 1’enunciat:

6,626-1073

- °)) = .107
67310273 108 (L ~€0s(110%)) =5.18-107 m

A=5-10"+

Exercici 1.14. Quan una superficie metallica s’illumina amb llum de longitud d’ona
A, I’energia cinética maxima dels electrons emesos és d’1,20 eV. Si la longitud d’ona de
la llum utilitzada és A’ = 0,804, ’energia cinética maxima dels electrons augmenta fins
a 1,76 eV. Si la longitud d’ona és A" = 0,601, llavors 1’energia cinética maxima dels
electrons emesos €s de 2,676 eV. Aleshores:

a) Calcula la longitud d’ona, A.
b) Troba la funcid treball del metall, W.

Solucio:

a) Podem relacionar la funcié treball del metall (W), I’energia dels fotons incidents (E)
i ’energia cinética maxima dels electrons emesos (E”*") mitjangant I’expressio se-
glient:

h
Ejy=W+E"™ — W= f o

Per tant, amb les dades de 1’enunciat obtenim el sistema sobredeterminat segiient:

he

W=7—1,2OeV (1.2)
he

W_0,8A_1’76ev (1.3)
he

W= 0,61_2’6766\/ (1.4)

De manera que, amb les equacions (1.2) i (1.3), calculem un primer valor per a A:

he he 0,2
—=(1,76—-12)eV — ’
( )e 0.82

. — — — . =7
084 7 hc=056eV = A=554-10""m

Paralellament, si utilitzem les equacions (1.2) i (1.4), trobem un segon valor per a A:

he he 0,4
2 0676-12)eV = —
0er 2% 2)e 0.61

he=1476eV =— A1 =5,60-10"m

Finalment, si calculem A utilitzant les equacions (1.3) i (1.4), el tercer valor per a A €s:
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he he 0,2
— (2.676—176) eV )
2, T6) eV = T8

=0916eV = A1=5,64-10"m

he =

0,64 0,84

b) Aix{ doncs, podem veure que tots els resultats de I’apartat anterior s6n similars sense
ser ideéntics; per tant, no és raonable que ens decantem per cap d’ells. En prenem el
valor mitja aproximat, A >~ 5,6 - 10~7 m; aleshores:

he 4,136-1071-3-108
WZI_l,ZeVg 56107 —12eV~1,016eV>~1,0eV

Exercici 1.15. En un experiment de laboratori d’efecte fotoeléctric, s’ha observat que el
potencial minim per anullar totalment el corrent de fotoelectrons, Uy, és 0,25 V quan la
longitud d’ona de la llum incident és de 500 nm, i que U, ha de ser 1,0 V quan la longitud
d’ona de la llum incident és de 375 nm. Utilitza aquestes dades per trobar la relacié entre
la constant de Planck i la carrega de I’electrd, h/q.

Solucié: En primer lloc, calculem les energies associades a cada longitud d’ona:

C C
E =hf=h— =h—
1=hf A, 500-10-°
C C
Ey=hf=h— =h—
2= hf A, 375-10°°

Amb I’equacid de I’efecte fotoelectric, trobem la funcid treball en cada cas.

C

R
Wi =he50 10

—025¢g

Cc

Wy=h—e—
277375100

q

Com que la funcié treball €s una constant del material, s’ha de verificar W; = W,.

h—C 025-g=h

500109 1

c
375-107°

c 1 1
075 g=h— e — —
B ATIE <375 500)

Finalment, aillem la relacié

SR

q c 375 500

ho 075-107° / 1 1\
:’7< ) =3,75-100°~4,136- 10 P eV s
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Exercici 1.16. En un experiment d’efecte fotoeléctric, s’illumina una superficie de
sodi metallic amb llum de longitud d’ona 420 nm i es troba que el potencial llindar
necessari per aturar el corrent és de 0,65 V. Quan es fa el mateix amb llum de 310 nm, el
potencial llindar és d’1,69 V. Utilitzant només aquestes dades i els valors de la velocitat
de propagacio de la llum, c, i la carrega de 1’electrd, g, troba:

a)

La funci6 treball (o potencial d’extraccid) del sodi.

b) Un valor aproximat de la constant de Planck.
Solucio:
a) Només podem utilitzar c i g,; per tant, hem de suposar que no coneixem la constant
de Planck, /. Partim de I’equacié de I’efecte fotoelectric:
L
E = Emv =hf-W
Per frenar els fotoelectrons, cal aplicar un potencial que compensi I’energia cinética:
q.V=E. :hf—W:h%—W
En aquesta equacio, hi ha dos valors desconeguts: la funcid treball i la constant de
Planck. Tenim, pero, dades suficients per construir un sistema de dues equacions
independents:
A =420-10"m,V; =065V — h%:WJrqul (1.5)
1
A =310-10°m, Vo= 1,69V —> h%ZW'i‘quz (1.6)
2
Dividim les equacions, (1.5) entre (1.6), per eliminar la dependéncia amb la cons-
tant /:
he/di Ay~ W+gq. V1
hC/}Lz o 7(,1 - W+qu2
MV — A,V
W —2A) =MV —W)g = W= lllik“qe =230eV
2— A
b) Conegut el valor de la funcid treball, podem utilitzar qualsevol de les equacions del

sistema anterior per trobar 4. Per exemple, si utilitzem (1.5):

A
h%:W—i—qul — =L Wtq V) =413-10"%eVs =661-10 s
1 Cc

n’obtenim un valor molt proper al teoric: & = 6,626 - 1073 J s,









Dualitat ona-particula

2.1. Les ones de De Broglie

De la mateixa manera que considerem els fotons com una ona o una particula, Louis De
Broglie va suggerir el 1924 que totes les particules tenien també entitat d’ona. Les hipo-
tesis de De Broglie proporcionen la relaci6 entre I’energia, E, i la quantitat de moviment,
p, de la “particula” i la freqiiencia, f, i la longitud d’ona, A, de I’ona corresponent.

h
E=hf=hw onh:E,w:%cf

A
=— ="k k=
P=3 M= on

Es tracta d’unes hipotesis arriscades, que es van comprovar poc després amb la difraccié
de raigs X en cristalls [3].

Una aplicacié important de la dualitat €s el microscopi electronic, que avui dia presenta
una resolucié de I’ordre d’una fraccié d’angstrom (1 A = 1071 m).

Les relacions de De Broglie son valides sempre, pero la relacié E(p) depén de 1’energia
cinetica de la particula, tal com es descriu en 1’apartat segiient.

2.2. Relacio entre energia i moment, E(p)

La teoria de la relativitat ens dona la relacid entre I’energia total, £, que t€ una particula
i el seu moment o quantitat de moviment, p. Aquesta relacié depen de 1’energia de la

massa en repos, Ey = myc?, i de I’energia cinetica, E,., com es mostra a continuacio.

E*=E;+c*p* on E=FE,+E,
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Aquesta relacié general es pot simplificar en els casos segiients:

1) Quan les particules es mouen a velocitats molt inferiors a la de la llum (v < ¢),
s’anomenen no relativistes i es compleix la relacié classica:
2
_r
2m

E

En aquest cas, E. < E; <= A > A, on A és la longitud d’ona de Compton de la
particula, definida com: Ay = h/(myc).

2) Quan la seva velocitat és comparable a c, es tracta de particules amb energies ci-
netiques molt superiors a I’energia de la massa en repos (E. > E;) i s’anomenen
ultrarelativistes. En aquest cas, les particules es comporten com els fotons i complei-
xen:

E=cp
Enaquestcas, E. > Ey <= A< Ao.

Aquest comportament es pot veure en la grafica de la figura 2.1, on les rectes asimpto-
tiques es corresponen amb els casos esmentats (comportaments classic i ultrarelativista,
respectivament) i la zona d’inflexid, amb el cas general.

Fig. 2.1 10%¢

Longitud d'ona de De B
Broglie (normalitzada \
respecte de la longitud t
d'ona de Compton) en

L, . 2
funcio de l'energia 10°E N
cinética (normalitzada F
respecte de I'energia de t
la massa en repos). r h
0 N 20 e
\ 2
\ Ey = myc”
A N
%o N
107
102
10°
10
10 10 102 Ec 1 102 10*
Ey
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2.3. Exercicis

Exercici 2.1. Quina longitud d’ona ha de tenir la radiacié electromagnética si els fotons
del feix han de tenir la mateixa quantitat de moviment que un electré que es mou a una
velocitat de 2 - 105 m/s?

Solucioé: Utilitzem les relacions de De Broglie, que es compleixen sempre, i forcem
que els moments lineals de I’electrd i el fotd siguin iguals (p. = py):

h h h h
A —=— = — —
pr pe my  9,109-10731.2-10°

= 3,64 nm

Exercici 2.2. Calcula la longitud d’ona de De Broglie per a una particula que es mou a
una velocitat v = 2 - 10° m/s si la particula és:

a) unelectré (m, =9,109- 107" kg);
b) un prot6 (m, = 1,673 -10"%" kg);
¢) unabola de 0,2 kg.

Solucié: Com que la velocitat és la mateixa per als tres casos, la longitud d’ona de De
Broglie només depen de la massa de cada particula. Per tant:

a) Amb una massa m,, tenim:

h 6,626- 1073

A, =—= =0,363
“~ iy 9,109-10-31-2-106 i
b) Amb una massa n1,, tenim:
h 6,626- 10~
A):—: > :1,98'10713
Py 1,673-1027-2- 106 m
¢) Amb una massa m = 0,2 kg, tenim:
h 6,626-107
A'bola = = — = 1,66 . 10739 m

mv  02-2-10°

Exercici 2.3. Un electré que inicialment esta gairebé en rep0s és accelerat per una dife-
reéncia de potencial de 100 V. Calcula la longitud d’ona de De Broglie d’aquest electrd.

Solucidé: Inicialment, ’electrd t€ una energia cinética nulla pel fet d’estar en repos.
Després de ser accelerat per la diferencia de potencial, 1’electré adquireix una energia
cinetica igual a I’energia potencial que 1’ha accelerat i la seva velocitat deixa de ser nulla.

2-100-1,602-10-1°
9,109 -10-3!

1
100eV=E, = Emevz — v:\/ =5,93-10°m/s
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A partir de la relacié de De Broglie entre moment i longitud d’ona, tenim:

L h_h 6626107
T p mv 9,109 103-593-106

=0,123nm =123 A

Exercici 2.4. Quina diferéncia de potencial es requereix en un microscopi electronic
per donar als electrons una longitud d’ona de 0,50 A?

Solucié: En primer lloc, calculem la velocitat que han de tenir els electrons mitjan-
cant la relaci6 de De Broglie:

h h 6.626- 103
A s oy — ’ =14,55-10°m/
i YT A T 9.109-1031-05-10- 10 S

Aquesta velocitat correspon a una energia cinética que hem de donar als electrons.

1 1
E.= Emevz =5 +9,109- 107" (14,55-10°)% = 9,64- 1077 J = 602 eV

Per tant, hem d’aplicar un potencial de 602 V.

Exercici 2.5. Quina és la velocitat i quina és la quantitat de moviment d’un fot6 de 500
nm?

Solucidé: La velocitat dels fotons en el buit sempre és ¢ = 3,00 - 108 m/s. Per calcular
el moment, fem servir una de les relacions de De Broglie:

h 662610
_ 220 T 133,10 7 kg m/
P =3 = 500100 g ms

Exercici 2.6. Calcula la longitud d’ona de De Broglie d’un electré que hem accelerat
mitjangant una diferéncia de potencial de 9.000 V. Ignora els efectes relativistes.

Solucié: En primer lloc, calculem la velocitat de I’electré. Com que tota I’energia
potencial s’ha transformat en energia cinética:

1
9.10°eV =E, = 5mev2 — v=5,63-10" m/s

Calculem la longitud d’ona associada a I’electré mitjangant la relacié de De Broglie:

ok 6,626 10

), = = — =
mev  9,109-10-31.5,627-107

h
n =129-10" m
P

Exercici 2.7. Quina és la longitud d’ona de De Broglie d’un electré que s’ha accelerat
mitjangant una diferencia de potencial d’1 MV?
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Nota: Amb aquests nivells elevats d’energia, comparables a myc?, cal utilitzar les expres-
sions de massa i energia relativistes.

Solucid: Les relacions de De Broglie es compleixen sempre; per tant, per calcular la
longitud d’ona:

A==
p

Hem de calcular el moment lineal de 1’electrd utilitzant I’expressié d’energia relativista:

1
E’=E+c’p = p:z,/ELEg

Calculem I’energia cinetica de I’electrd després de passar per la diferéncia de potencial:
E.=q-V=1602-107"7-10°=1,602-10""7J

Sabem que I’energia en repos de 1’electro €s:
Ey=m,c*=8,198-10""1=0,5110-10°eV

L’energia total €s la suma de I’energia en repo0s i la cingtica; per tant:

hce - hce
VE:—E} \J2E.E, tE?

=8,72-10 " m

Exercici 2.8. Es vol enviar un feix d’electrons a través d’una xarxa de difraccié amb
una distancia entre escletxes d. Si els electrons tenen una velocitat de 400 m/s, quin ha
de ser el valor de d per tal que el primer maxim s’observi a 25° respecte de la direccié
d’incidéncia?

Solucié: Calculem la longitud d’ona de De Broglie dels electrons del feix:

Aiﬁih _h
7p7mev7me-400

= 1,82 um

La relacid entre la distancia entre escletxes i la posicié dels maxims €s:

d-sin(0)=nA = d=43num neZ*

]'/d'sin 0=n)\
X

33
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Exercici 2.9. Tenim electrons amb energia cinética, E., de valors: @) 20 keV, b) 250 keV
i c) 10 MeV. Troba, en cada cas, el modul de la seva quantitat de moviment, p, i la
longitud d’ona de De Broglie, A. Troba les mateixes magnituds (p i A) si sén protons
que tenen energia cinetica de d) 20 keV i e) 10 MeV.

Solucidé: En primer lloc, calculem les energies en repos, Ey, dels protons i els elec-
trons a partir de les masses en repos:

m,=9,11-10" kg = ES=m.*=5,11-10°eV
m,=1,67-10"kg = EJ=m,c*=938-10%eV

h
Com que les relacions de De Broglie sén valides sempre, utilitzem: p = 7

a) En el cas dels electrons amb E, = 20 keV:

p2

2m,

E. < E§ = Podem utilitzar I’aproximacié classica: E, =

p=+2mE,=7,6-1003kgms'
h 6626107

A== =8,7-102m=0,087 A
P P

b) En el cas dels electrons amb E, = 2,5 - 10° eV:

1
E.<E§ = Utilitzem 'expressi6 relativista completa: p = —\/2EyE,. + E?
C

p=30-102kgms', 1=22-1012m=0,022 A
¢) Enel cas dels electrons amb E, = 107 eV:

E. < E; = Podem utilitzar I’aproximacid ultrarelativista: £ = cp

E. 107

¢ 3-10°

=53-102"kgms™ !, A=13-100"m=0,0013 A

Finalment, per als protons de E. = 20 keV i E. = 10 MeV, en tots dos casos es
verifica:

2

E. < Ej) = Podem utilitzar I’aproximacid classica: E. =
m(_’

d) E.=20keV =— p=327-10kgms!, 1=20-10"m

e) E.=10MeV = p=73-100"kgms™!, A1=9,1-10"m
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Exercici 2.10. En un microscopi electronic, amb quin potencial cal accelerar els elec-
trons per tal que el seu poder de resolucid sigui el mateix que el d’un microscopi de raigs
y de 0,200 MeV?

Nota: Com que el poder de resolucio és determinat per la longitud d’ona, cal que les A
siguin iguals.

Solucié: L’energia en repos i la longitud d’ona de Compton dels electrons sén:
Ey=m,c*=5,11-10°eV Ao =0,0243 A
mentre que, per a la radiacid y:

h
E,=2-10°eV AyzE—Czo,%zoA

Y

Com que les energies son del mateix ordre (E, < Ej), hem d’utilitzar I’expressi6 relati-
vista general E(p,):

1 h
E*=E+p — pe:;1/25056+53, Pe=o

e

Imposant que les longituds d’ona siguin iguals, deduim el valor de I’energia cinética que
cal aplicar als electrons:

h h h
Y S L N 0 N

E, p. /2E.E.+E?

L’dnica solucié de I’equacié amb sentit fisic (energia cinética positiva) correspon al po-
tencial que cal aplicar als electrons:

E.=378keV = V,icx =37.8kV

Exercici 2.11. Per fer experiments de difraccio en cristalls, es necessiten longituds d’o-
nade I'ordre de 0,5-107m =0,5 A.

a) Quines han de ser les energies cinétiques corresponents (en eV) per als fotons, els
electrons i els neutrons?

b) A partir de quin valor (aproximat) de la longitud d’ona cal utilitzar la relacid relati-
vista per als electrons? I per als neutrons?

Solucié: Podem utilitzar les relacions de De Broglie, ja que es compleixen sempre.

a) En el cas dels fotons:

ch 3-10%-6,626-10* s
E=cp=chk=— ="~ = =40-1079J =25 keV
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En el cas dels electrons i els neutrons, si suposem que estem en el cas no relativista,
és a dir, la velocitat de les particules €s molt menor que c i I’energia cinética de les
particules és molt menor que la seva energia en repos, tenim:

1 P 2 electrons: E€ =9,6-107'7 J = 0,6 keV
EC = —mV2 = — = 3 e
2 2m  2mA neutrons: E" =5,2-1072°J=0,33 eV

Les energies que se n’obtenen s6n molt menors que les energies en repos.

E¢ < 0,5MeV ~ E
E" < 1000 MeV ~ E!

Per tant, la hipotesi no relativista és correcta.

b) Per calcular la longitud d’ona llindar, podem agafar diferents criteris i els resultats
sén molt semblants. Un d’ells és aquest: E. = myc?, en qué mq es correpon amb la
massa en repos de la particula.

h2 h electrons: A, ~ 1,7-10°2 A
. > 0 = A= == .
2mA 2mkEy neutrons: A, ~9-1071° A

~
~

que s6n longituds d’ona molt menors a 0,5 A, la que es necessita per als experiments
de difraccié.

Exercici 2.12. En un microscopi electronic, amb quin potencial s’ha d’accelerar el feix
d’electrons si es vol observar:

a) un virus, de 12 nm de diametre;
b) un atom, de 0,12 nm de diametre;

¢) un protd, d’1,2 fm de diametre.

Solucié: En primer lloc, hem de recordar que les relacions de De Broglie sempre sén
valides:

E=hf=hw p=hk=—

D’altra banda, per tenir una resolucié Ax en un microscopi electronic, cal accelerar els
electrons fins que la seva longitud d’ona de De Broglie sigui de I’ordre de Ax.

A = 12nm=12-10"%m
A, =0,12nm=12-10"""m
Ae =12fm=12-10"%m
Com que la longitud d’ona de Compton de I’electrd és Ay = 2,43 - 1072 m, podem

utilitzar I’aproximacié classica per als dos primers apartats, a i b, i la ultrarelativista per
al tercer.
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2 1 h2
a) ib) Tenim A,,A, < A9 = E(p) = 2p_m =50 (aproximacid classica)
1 K 5 5
E, = —— —=105-102eV — V,=105-102V
2m A2
1 KW ) )
Ey = —==105-102eV = V,=105-10°V
2m A,
¢) Enaquestcas, A, <A¢ — E(p)=c p=cy (aproximacid ultrarelativista)
h 9 9
Eo=c3=102:10%V = V,=1,02-10°V

c
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Incertesa

3.1. Introduccio

En fisica classica, quan construim paquets d’ones a partir de superposicions lineals d’o-
nes harmoniques, trobem la relacid segtient entre I’espai de les posicions, x, i I’espai dels
nombres d’ona, k:

AxAk > 1

on Ax és I’extensi6 en longitud (unidimensional) del paquet d’ones i Ak és I’amplada de
la banda en I’espai de les k [5].

3.2. El principi d’indeterminacio de Heisenberg

En fisica quantica, la relacié d’incertesa (o d’indeterminacid) va ser proposada per Wer-
ner Heisenberg I’any 1927. Aquest principi postula que és impossible con¢ixer amb abso-
luta precisié dues variables conjugades. Aixo €s, el producte de les incerteses associades
a les magnituds conjugades és sempre un valor fitat.

h n
AxAp, > 3 AyAp, > > AzAp, > AtAE >

StN S
N S

Segons com es defineixin les incerteses, les fites poden ser ok A o també h.

El principi d’indeterminacié de Heisenberg es pot justificar amb experiments, tal com ho
descriu Richard Feynman [6].

3.3. Conseqiiéncies
Una conseqiiencia directa del principi de Heisenberg €s que no pot existir una particula

aturada en un lloc concret, ja que les incerteses associades a la posicid i al moment serien
simultaniament nulles.
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Una altra conseqiieéncia interessant €s el cas de 1’oscillador harmonic. Veurem que ha de
tenir una energia minima (no nulla), que podem calcular també a partir de I’equacié
de Schrodinger.

3.4. Exercicis

Exercici 3.1. Troba el primer nivell d’energia de I’electré de I’atom d’hidrogen (un
electrd lligat a un nucli de carrega +¢,) a partir del principi d’indeterminacié de Heisen-
berg. Cal suposar que I’electré esta tancat en una caixa de dimensio r.

a) Troba ry, el valor de r que fa minima 1’energia mecanica de I'electr6 E = E, + U.

. L . k
Nota: En aquest cas, 1’energia potencial és la coulombiana, U = ——¢_.
r

b) Troba ’energia per a aquest valor ry.

¢) Quina hauria de ser ’energia minima d’un electré en el nucli, r, ~ 107 m?

Nota: En aquest problema has d’utilitzar AxAp, ~ i en comptes de la desigualtat habi-
tual del principi d’indeterminacié de Heisenberg.

Solucio:

a) La posicid i el moment sén variables conjugades; per tant, podem relacionar les se-
ves incerteses amb el principi d’indeterminacié de Heisenberg. Utilitzem un model
unidimensional prenent com a eix la linia que uneix 1’electré amb el nucli.

h h

Calculem la incertesa en el moment lineal a partir de 1’expressi6 general. Fem servir
el fet que el valor mitja del moment és zero ({p) = 0).

(Ap)* = (p*) = (p)* = (p*)
Si unim les dues expressions que hem trobat, podem calcular I’energia cinética mit-
jana:
n\? (P _ 1w
N>(2) = (E)="L=_—=
<p>_<r> (Ee) 2m  2mr?

Per tant, per calcular I’energia mecanica total de I’electré en funci6 de la distancia
fins al nucli, només cal afegir I’energia potencial coulombiana a la que acabem de
deduir:

0E(r):L(—2)h2+&q27 17 5 n
ar 2m  r?



b) Només cal substituir aquest valor en I’expressié de I’energia:

1 7k R [ 4kamg?\®  4k.mg? Kq'm
E(r)=—— —“g=- ) - dep 2= _tedem — 1366V
(ro) 2mrd o = 2m ( i ) s e ? ©
¢) Siara prenem r = r, ~ 107> m, tenim:
1"k, 1,055-10734)? 9-10°
E(r,)=s—>——q, ( ) (1,6-107)*=3,8-10""eV

Exercici 3.2. Troba I’amplada de la linia espectral emesa per un atom excitat que cau
al seu estat fonamental emetent llum visible de 5.500 A si la intensitat de la llum emesa
decreix com I(t) = Ipe™", on b =4-10°s"!.

Solucié: Lalongitud d’ona de la llum emesa compleix:

ke

7 A=5500A=55-10"m

E

La incertesa en el temps, At, es pot aproximar per la constant de temps en el decreixement
de la intensitat de la llum.

: 1 1
I)=le” =Le*t — b=4.10s""=—- = —
() =to 0 T At
El principi d’indeterminacié de Heisenberg relaciona les incerteses en 1’energia i en el
temps, ja que son variables conjugades:

h h
AEAt>= = AE=>—=b
=2 2A1 2

A més, a partir de la derivada de 1’expressi6 de I’energia del fotd, podem trobar una
relacid entre les incerteses en I’energia i la longitud d’ona de la llum:

h AE
AL = A=A

h h
e JE = ——=g) = AE=|0E|=
A he

E ==
A A?
Aix{, combinant les equacions anteriors i utilitzant els valors de I’enunciat, podem trobar
la incertesa de la longitud d’ona, que es manifesta com una amplada de la linia espectral
emesa per 1’atom:

AE hb b 55-1077)*.4.108

A?L:Azh—:kz—:kz—f(’ )
C

= =32-10""m
2hc 4mc 4.m-3-108

Conclusio: Una relacié que potser val la pena recordar i que podem deduir a partir de
I’expressio de I’energia del foto €s la segtient:

AE AE
M= == = ="
he E

Incertesa %
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Exercici 3.3. En un tub de descarrega de gasos, els atoms excitats pels electrons az =0
cauen immediatament a I’estat fonamental i emeten llum visible de 550 nm. La intensitat
d’aquesta llum disminueix amb el temps segons la llei segtient:

1(t) = le™, ambb =5-10"s™!

Dedueix 1’amplada de la linia espectral.

Solucidé: En primer lloc, calculem ’energia de la llum visible de 550 nm:

Cn—C _226ev

E=hf=h—-=
! A 550-107°

La constant de temps que apareix en la llei de la intensitat de la llum es pot relacionar
directament amb la incertesa associada al temps, €s a dir:

At !
~ T = —
b

Per tant, si utilitzem el principi d’indeterminaci6 de Heisenberg per a les variables ener-
gia i temps, podem obtenir una cota per a la incertesa en I’energia.

A
AE At > — AE> Eb =1,65-10"%eV

N S

En I’exercici anterior, hem demostrat que la relacid entre incerteses per a I’energia i la
longitud d’ona és la segiient:

AE  AX 1,65-10°%
— =— = AA=550-10"=

_ —15
z A 72,2610*19 =401-100"m

Exercici 3.4. Un atom que estd en un estat excitat transita a I’estat fonamental emetent
un fotd. Si el periode de vida mitja del procés és de 1078 s i la llum emesa €s blava (de
430 nm de longitud d’ona), calcula:

a) D’energia del fotd (en eV);
b) laincertesa en ’energia;

¢) la incertesa en la longitud d’ona de la llum emesa (és a dir, I’amplada de la linia
espectral).

Solucio:

a) Calculem I’energia del fotg:

e h— 462107 =288¢eV

E=hr =y ="50 10

b) Si la incertesa en el temps és de ’ordre del temps de vida mitja del procés (At ~
107*), podem utilitzar la restriccié del principi d’incertesa, €s a dir:



i
AE At > = AE>—=527-1077]
2At

NS

¢) Partim de la relacié entre les incerteses per a I’energia i la longitud d’ona que hem
demostrat en I’exercici 3.2.

10-27
AE_ AL AL =430 1022110

—40.10-15
3 7 — 4,62-10*19_4’9 107" m

Exercici 3.5. En un oscillador harmonic unidimensional, la for¢a F és proporcional al
desplagament, F' = —Cx. L’energia potencial és donada per:

1
V =—Cx°
2
i, per tant, I’energia total, E, és:

2
px 1 2

E=—+-C
2m+2 *

a) Demostra, mitjangant el principi d’indeterminacié de Heisenberg, que ha d’existir una
energia minima per a I’oscillador.

b) Troba I’energia minima en funcid de la freqiiéncia propia de 1’oscillador. En fisica
classica hi hauria també una energia minima? Quina?

¢) En una molécula diatdomica, les vibracions es poden considerar oscillacions harmoni-
ques amb una constant de forga tipica C = 1.000 J/m*. Quina és 1’energia més baixa
de les vibracions moleculars en una molécula d’oxigen (Z = 16)?

Solucio:

a) Per trobar la incertesa en el moment lineal, considerem que el valor mitja del moment
és zero ({p,) = 0) per simetria.

(Ap:)” = (p7) — (pa)" = (p})

De la mateixa manera, per a la incertesa en la posicid, tenim el resultat segtient:

(Ax)* = () = (1) = ()

Amb aquestes relacions, podem escriure I’energia mitjana en funcid de les incerteses
i, mitjancant el principi d’indeterminacié de Heisenberg, obtenir una cota inferior per
aI’energia de 1’oscillador.

Pl (Ap)t 1R
<E>—%+§C<x>— > EC(M)2@W+EC(M)

Perqué 3 minim per a 1’energia, és necessari que la derivada s’anulli, és a dir,
J (E)

JdAx

Incertesa %
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J(E) 1 r(-2) 1 1 -
ax " Bm a2 Ly

+C(AX) =0

Sabem [1] que, en un oscillador harmonic, la freqtiéncia propia €s wy = \/g ; ales-

hores:
1 " . K W ) h
————=C (M) = (M) =—%=-—— Ax)” =
4m (Ax)3 (Ax) (Ax) 4mC  4m*w} (Ax) 2mw,
Finalment, si calculem la segona derivada, el resultat és positiu.
9 (E 1 3n
< >2 =— s +C>0
J(Ax)”  4m (Ax)
Es a dir, 3 minim per a I’energia i s’assoleix quan (Ax)” = .
2mw0
b) Per trobar el minim, cal imposar la relacié (Ax)” = en I’expressio de I’energia.

2mw0

C8m () 2 2mw, 4 4 2

2mwq

EmmE<(M)2 h )1 e 1 h hwe  hwy  hw

2mw0

Es a dir, I’oscillador harmonic quantic presenta una energia minima no nulla. Aquest
resultat és diferent del que trobem en fisica classica, ja que en aquest cas si que pot
ser nulla (E,,;, = 0).

c¢) A partir de I’expressié d’energia minima i considerant m ~ 16m,,, tenim:

hwe h [C h | C 10551073 1000 T
Epp=—=~4/=== = =1,02:102]
2 2Vm 2\ 16m, 2 16-1,673-107

o també

Em=637-10"2eV
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L'equacio de Schrodinger

4.1. L'equacio de Schrodinger unidimensional

El comportament d’una ona-particula es pot descriure mitjangant el concepte de funcié
d’ona. En particular, si ens limitem a una dimensio, la funcié d’ona de 1’ona-particula no
relativista amb massa no nulla es correspon amb la solucié de I’anomenada equacio de
Schrodinger.

R Pp(xr)
2m  dx?

V@ nr) = in )
at

L’equaci6 de Schrodinger és I’equacié d’ones que han de complir les funcions d’ona.
Representa 1’operador energia total de la particula —o operador hamiltonia (H = E. +
V)—, que es pot deduir facilment en una dimensié. Per fer-ho, cal suposar que es tracta
d’una funcié d’ona harmonica, imposar que 1’energia total és I’energia cinética (per a una
particula classica) més I’energia potencial, V (x), i trobar una relacié entre les derivades
parcials respecte de la posicid i del temps [3]. Es a dir, donada una ona-particula sotmesa
a un potencial que depén de la posicid, V(x), el seu estat es pot caracteritzar mitjancant
la funcié d’ona v (x,7) i aquesta funcié ha de verificar ’equacié de Schrédinger.

4.2. L'equacio de Schrodinger general

Generalitzant I’expressié anterior, es pot obtenir I’equacié de Schrodinger tridimensional
en funcié del vector 7.

Y (7,t)
Jt

—%Vzw(m) +V(F)(F.t) = in

9* 9* 3?
on V? és I’operador laplacia en coordenades cartesianes [ V> = — + — + — |.
axz  dy* 972

a7
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4.3. L'equacio de Schrodinger estacionaria

Un cas particular de I’equacié de Schrodinger és quan I’energia de I’ona-particula és
constant de valor E. En aquest cas, la funcié d’ona factoritza en dues funcions d’una
variable en una dimensié. Amb aquesta estructura, es pot integrar i, aixi, trobar la part
temporal.

PE)=pWf) = o) =pe™

Podem observar que correspon al cas d’energia constant, ja que £ = Aiw. Per tant, quan
I’energia és constant, podem escriure 1’equacié de Schrédinger estacionaria com:

B e

+V(x) =Ep(x)

La seva resolucié ens dona ¢ (x) i la funcié d’ona total és Y (x,z) = ¢ (x)e ™",

4.4. Interpretacio de la funcio d'ona

La funcié d’ona complexa, 1) (x,7), que és solucié de 1’equacié de Schrédinger, no té
significat fisic. Perd si que en t€ |1 (x,7)]* = ¥ (x,1)*(x,t), que s’interpreta com la
densitat de probabilitat que la particula es trobi en una posicid i un temps determinats,
sempre que es compleixi la condicié de normalitzacié que es mostra a continuacio:

| Py =1

Aquesta condicid expressa que, si tenim una sola particula, la probabilitat total de trobar-
la en algun lloc de I’espai ha de ser la unitat.

D’altra banda, des d’un punt de vista més formal, les funcions d’ona ¢ (x) sén, de fet, les
funcions propies de ’operador energia, £. Cada funcid propia esta associada a un valor
propi determinat, £, que es correspon amb ’operador energia (que representa I’ observa-
ble energia).

E:mi
at

Si tenim més d’una funci6 propia ¢ (x) associada a un mateix valor propi, es diu que es
tracta d’un estat (o nivell d’energia) degenerat. En veurem alguns exemples.

4.5. Exercicis

Exercici 4.1. La funcié d’ona d’un electr6 té I’expressié segiient:

Et

W(x,t) =¢p(x)e"

a) Es pot congixer alguna magnitud de I’electr6? En cas afirmatiu, troba-la.

Suposem que la mateixa funcio representa 1’estat d’un electré confinat en un pou de
potencial infinit de longitud L.
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V(x)

b) Quin valor ha de tenir la funcié d’onaenx =0? I en x = L?

¢) Raona o calcula la forma de la funcié ¢ (x).

d) Determina la diferéncia d’energia entre els dos primers nivells d’energia permesos.
e) Per al’estat de menys energia, compara |W|? amb |¢ |*.

f) Quin significat té la condici6 segtient?

L
/ WPdx =1
0

Solucio:

a) Podem obtenir I’energia total de I’electré (magnitud observable) mitjancant I’opera-
dor quantic E.

EW (e ) = ih% W)

Com que W(x,7) és una funcid propia, els possibles valors observats de I’energia s6n
els autovalors associats a aquest operador.

E

EIW(e) =i | () e % =in (—z;) S@)e ™ = E[W(x.0)

Es a dir, I’energia de I’electré és 1’autovalor E.

b) La probabilitat de trobar la particula en un punt amb energia potencial V = o és zero.
Com que I’amplitud de la funcié d’ona per a un cert valor x esta relacionada amb la
probabilitat de trobar-hi la particula, aleshores:

¢) Partim de I’equacié de Schridinger estacionaria (independent del temps) i considerem
que en 0 < x < L el potencial és nul (V(x) = 0):

P9)  2mE
dx? n

R
2m  dx?

+Vo(x) =E¢(x) ¢(x) =0
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Les possibles solucions d’aquesta equacié diferencial son:

2mE

+e**, sin(kx), cos(kx) ambk= o

Imposem les condicions de contorn en les parets del pou ¢ (0) =01 ¢ (L) =0 que
hem trobat en 1’apartat anterior:

¢(0)=0 = ¢(x)=Asin(kx)

L)=0 = Asink,)=0 = kL=nm, ncZt = k,=—="
L
Per tant, la forma de la funcié ¢ (x) és:
¢ (x) = Asin (%x) , neL"

d) A partir de la relacié de De Broglie, podem calcular ’expressié general de ’energia
en funcid del parametre 7.

pl Kk RKn?

2m 2m 2mL2n

n

El primer nivell correspon a n = 1:

K
~ 2ml?

| — E,=n’E, = E,=4E,
Aix{, la diferéncia entre els dos primers nivells €s:

K2
AE =FE,—E, =3E, =3——
»—E 1 =35

e) Podem comparar |[W|? amb |¢ |* per al cas general:
WP =w-wr =g et = =[f

Hem vist que sén iguals. Si particularitzem per al cas de menys energia (primer
nivell):

¢ (x) = Asin (%x) — W] =|¢]? = |A]* sin? (%x)

) Es la condicié de normalitzacid, que ens diu que la probabilitat de trobar ’electré a
I'interior del pou és del 100 %. De fet, com que ¢ (x) =0 perax <Oiperax>1L,
podem partir de la condicié de normalitzacié habitual:

% L
/ |1p|2dx=/ |W|Pdx=1=100%
— 0
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Es a dir, la probabilitat de trobar la particula en algun lloc de ’espai és la mateixa que
la de trobar-la en I'interior del pou i ha de ser el 100 %, ja que tenim una i només una
particula. La condicié de normalitzacio ens permet determinar el valor de A.

Exercici 4.2. Considerem una particula tancada en una caixa de parets rigides, és a dir,
en un pou de potencial infinit.

a) Determina I’energia de 1’estat fonamental (n = 1) i dels dos primers estats excitats
d’un neutré en una caixa unidimensional de 0,200 nm de longitud (aproximadament,
el diametre d’una molécula de H,).

b) Calcula la longitud d’ona de la radiacié electromagnética emesa quan el neutrd fa una
transicid de I'estatn =2an=1iden=3an=2.

Si la longitud de la caixa ara és de 0,100 nm:

¢) Troba els tres primers valors propis de 1’energia.

d) Calcula la longitud d’ona de la radiaci6 electromagnética emesa quan el neutré fa una
transicidé de I'estatn =2an=1iden=3an=2.

Solucio:

a) En aquest cas podem utilitzar el model unidimensional del pou de potencial infinit:

V(%)

Partim de 1’equacio6 de Schrédinger i particularitzem per a 0 < x < L, on el potencial
ésnul (V =0):

n 9%¢(x) Pe(x) 2mE
o o TV =Eel) Py )
Les solucions d’aquesta equacid diferencial sén:
2mE

+e**, sin(kx) i cos(kx), ambk= e
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Imposem les condicions de contorn en les parets del pou ¢ (0) =01 (L) =0:
p(0)=0 = ¢(x)=Asin(kx)

2
0(L)=0 = Asin(kL)=0 =— kL=nm, neZ* — k= 22"

Per tant, I’energia resultant per a cada valor n és:

p: Bk W, S (1,055- 107 . )2
n— A A — n n=1n -
2m 2m  2ml? T 201,67-10777-(0,2-109)2

E, =0,.82-1072] E,=4E, =3,29-107%'J Ei=9E, =74-1072'J
E,=5,12-103 ¢V E,=205-10"2¢eV E;=4,62-10"2¢eV

b) A partir de la relacié de Planck entre energia i freqiiéncia:

he he
AE‘a~>b - Ea - Eb =hw= hf - Aaﬂb — )'a%b = AEa‘)b

Per tant, amb els valors que hem trobat en I’apartat a:

he he  6,626-107*.3-10°

A’Z*}l =

_ e _ —80.8
AE, ., 3E 3.082-10 2! pm
he hc 3
Ay, = € € 2y =485
32 AE; SE, 5 251 ,»D um

¢) Amb la nova longitud, L' = 0,1 nm:

L
L= > = E| =4E, =328-10"'1=20,5-10"¢V

Ey=4E; =16E, =131-100°J=82-10"eV

E;=9E| =36E, =295-100°J=184,5-10"eV

d) Les noves longituds d’ona, les podem deduir a partir dels calculs dels apartats ante-
riors:

he he 1

e =E——=——=-A =20,2

ST AR T 12E, 4T oo Hm
he he i

A= R 2, =121
2T AR, 20E, 207 T oMM
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Conclusio: Es veu que, en fer el pou més estret, les diferéncies entre els nivells d’e-
nergia sén més grans i, com que la freqiiencia de la radiacié emesa €s proporcional al salt
energetic, les longituds d’ona de les radiacions emeses es redueixen. Es a dir:

Ll = AET = [T < Al

Aquest resultat és general i ens dona una resposta al canvi de color dels nanoclusters d’or
de mida diferent. Més concretament, en considerar agrupacions microscopiques d’atoms
iguals (que es poden aproximar per pous infinits de potencial), el nombre d’atoms (que
es relaciona amb la longitud del pou) condiciona el color que observem, de manera que
les agrupacions més petites (L |) tenen un color més blavos (A ).

Exercici 4.3. Una particula de massa m es mou en un pla XY sotmesa a un potencial
d’energia V (x,y).

a) Escriu I’equaci6 de Schrddinger estacionaria per a la particula.

b) Quina és la probabilitat de trobar la particula en una area As petita, centrada en el punt
(x0,¥0) quan la funcié d’ona és ¢ (x,y).

Solucio:

a) Només cal que generalitzem 1’expressié de I’equacié de Schrodinger per a una di-
mensié a dues dimensions:

2

_2h_mV2(p(x,y) +V(6y)e(xy) = Eg(xy)

on el sfmbol V? correspon a 1’operador nabla al quadrat. Si ho apliquem a la funcié
d’ona ¢(x,y), tenim:

I ¢ (x.y) N 9*p(x.y)
dx? ay?

Vio(x,y) =

b) El modul al quadrat de la funcié d’ona ens dona la probabilitat de trobar la particula
en un punt (x,y) determinat. Per calcular la probabilitat de trobar-la en una certa regid,
hem d’integrar en la regid; per tant:

P(p € As) //A o (x.y) 2 ds = | (x0.0)|*As

Exercici 4.4. Si la funci6 d’ona d’una particula de massa m confinada en una linia és
22
P(x) =Ce 7’

a) Calcula C en funcid del parametre a.
b) Troba I’expressi6 de I’energia potencial a una distancia x de ’origen, V (x), si I’ener-
gia total de la particula és:
h*a?

- 8m2m
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c)

Escriu la integral que dona la probabilitat de trobar la particula en I’interval (4,5), és
adir, entre els puntsx =4ix=>5.

Nota: Recorda que / e’dy=+/T.

Solucio:

a)

Utilitzem la condicié de normalitzacié per determinar el parametre C, €s a dir, impo-
sem que la probabilitat de trobar la particula en un punt qualsevol de tot ’espai sigui
del 100 %.

© 2 0

« a az
/ |D(x)Pdx=1 = Ce’szCe’szdx:CZ/ e dx=1

—© —o0

Si fem el canvi de variable segtient, ens queda la integral de I’enunciat:

ax=y =— adx=dy

o C2 o C2
1:c2/ e’“z"‘zdx:—/ eVdy="T = C=, /-2 a>0
o a )« a Nz

Com que tenim la funcié d’ona i I’energia total de la particula, podem aillar I’energia
potencial de I’equacié de Schrodinger estacionaria:

PPy

+V(x)P(x) = EP(x)

Calculem la segona derivada de la funcié d’ona:

ac{;(f) = —aCe 5 = — ()
T () + () (~ax() = @ (@6~ 1) @)

Si substituim I’energia i I’expressié que acabem de calcular a I’equacié de Shrodin-
ger, obtenim:

o, ha?
—5a (@’ —1) D (x) +V(x)®(x) = S m

®(x)
Sabem que 27th = h. A més, com que ®(x) # 0, podem simplificar I’equacié:

h2 h2 2
f%az (@ —1)+V(x) = %

Es a dir, el potencial és parabolic:



L'equacié de Schrédinger %

¢) Per trobar la probabilitat que la particula es trobi a I’interval I = [4,5], només cal
integrar el modul al quadrat de la funcié d’ona en aquesta regio:

5 "5 ; .5 .
P(p el :/‘ |®(x)[Pdx = C2/1 e dx = %/1 e dx

Exercici 4.5. Densitat electronica a ’exterior de la superficie d’un metall. La frontera
entre I’interior d’un metall i I’aire o el buit es pot modelar mitjancant un potencial esglad
com el que es mostra en la figura. L’alcada de 1’esglad, Vj, excedeix 1’energia de la
majoria dels electrons de la banda de conducci6 E. La diferéncia entre aquestes energies
s’anomena funcio treball (W), amb W =V, — E.

V(x)

Vo

a) Quina forma té la funcié d’ona a I’exterior del metall per als electrons més energétics?

b) Com és la funcié que descriu la probabilitat de trobar els electrons a una distancia
donada de la superficie del metall?

Si la funcio treball és W = 5 eV, aleshores:

¢) Calcula la distancia a partir de la qual la funcid densitat de probabilitat ha disminuit
a una millésima part (e’ =~ 10~%) respecte de la que hi ha a I’interior del metall.

Solucio:

a) Tot i que no es demana, en primer lloc plantegem I’equacié de Schrodinger estacio-
naria a I’interior del metall.
hz (92(,01‘,1 (x)
2m  9x?

*pin(x)  2m
= EQO,',,(X) - T + ?EQO,',,(X) =0

La soluci6 d’aquesta equacio €s una combinacid lineal d’exponencials complexes.

i ; 2mE
in(x) = Age™ + A, amb k = %

Perque un electrd es trobi a I’exterior del metall, ha de superar el potencial W de la
funcio treball. En aquestes condicions, 1’equacié de Schrodinger estacionaria que ha
de complir la funcié d’ona €s la segiient:
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ey
2m  dx?

I’p(x) 2m
Ix2 n?

+Vop(x) =Ep(x) = We(x)=0

Com que W > 0, la solucié a I’exterior del metall €s una exponencial real.

2mwW

@(x)=Be ™, amba= pe

Hem d’imposar la continuitat de la funcié d’ona i de la seva derivada a 1’origen per
trobar les relacions entre les constants Ay, A, i B.

¢in(0)=(0) = Aj+A =B

('ptln(o) = (10,(0) — lek— lAlk = —aB

El modul al quadrat de la funcié d’ona €s la probabilitat de trobar la particula en un
punt determinat:

p(x) =|@(x)[* = |B[?e™*

Nota: Aquesta expressio no esta normalitzada. Només indica la distribucié de proba-
bilitat a una distancia x de la superficie del metall.

La relacid entre la probabilitat de trobar la particula a I’origen (superficie) respecte a
la probabilitat de trobar-la a una distancia d ens allibera del parametre B. A més, no
hem de normalitzar I’expressié de I’apartat anterior, ja que en 1’exercici es demana
la probabilitat relativa.

3. 7 lo(d)? . |B|?e > _ dad _ _ 2mW
Th 7-1,055-1073%

0,3 nm

d= - _
22mW  24/2-9,109-10 3'-5-1,602-10 1

Exercici 4.6. Per trobar les bandes d’energia permeses per un electré en un solid unidi-
mensional, podem utilitzar el model de Kronig-Penney, el qual aproxima els potencials
creats pels nuclis per potencials quadrats. Si I’amplada de cada pou de potencial és c i la
periodicitat és d (on b+ ¢ = d), tal com indica la figura:
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es pot demostrar que, si V(x+d) = V(x), les funcions propies han de ser de la forma:
W(x) = u(x)e™, on u(x) sén periddiques, u;(x) = u;(x+d) (teorema de Bloch)

Si el potencial és donat per:

C C
I V(x)=0, quan  — 5 <x<z
) V(x) =W, quan % <x< (b+%)

a) Considera només 0 < E < V,. Escriu ’equacié de Schrédinger que s’haura de veri-
ficar a cada regio, I i II. Escriu una possible funcié d’ona a cada regi6, definint els
parametres habituals en funcié de I’energia i de V4.

Ara considera funcions de Bloch a cada zona (€s a dir, W(x) = u(x)e=™*).

b) Substituint en les equacions de Schrodinger, troba les equacions que han de verificar
les u;(x) a cada regid.

¢) Imposa les condicions de continuitat i de periodicitat. Obtindras un sistema de quatre
equacions, que condicionaran els valors d’energia permesos. Sense resoldre el sistema
d’equacions, digues molt breument quines conseqiiéncies tindra.

Solucio:

a) A cada regid, el potencial és constant (V(x) = V). Per tant, ’equacié de Schrodinger
es pot simplificar:

n 9%¢(x) ?p(x)  2m
R VW) = Ep() — R+ (E-V)p() =0
Aix{, a la regi6 I, on el potencial és nul (V = 0), tenim:
*pi(x)  2mE 2mE

ei(x) =0 = ¢i(x) =Ape" +A1e™,  ambk, =

ax2 hz hz

A la regi6 II, tenim un potencial constant de valor (V = Vy, Vy > E):

(?2(/711()6) _ 2m(V0 — E)
ax? h?

eu(x) =0

¢u(x) =Be™ +Ce ™™, amba= P

b) Si particularitzem per al cas de les funcions de Bloch:

ikx

Pr(x) = uy, (x)eikx e (x) = up,(x)e
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Calculem les derivades de ¢;(x) que necessitem (les de @;;(x) sén iguals):

_ 3(/71()(7) /

i) = 22 _ i ()t ()
9? . . .
of(x) = ;p;z(x) = uZ{ (x)e™ + i2ku}k (x)e™ — KPuy, (x)e™

Substituim en I’equacié de Schrodinger estacionaria:
uy (x)e™ + i2kuj (x)e™ + (ki — K )uy, (x)e™ =0

Les solucions d’aquesta equacid sén de la forma segiient:

u, (x) :Aoei(k1+k)x+Ale—i(k1 —k)x
Analogament, en la regi6 II, obtenim:

u}',k (x)+ i2ku},k (x) — (& + K*)uy, (x) =0
Amb les solucions de la forma:
p (x) = Cel®Hbx | pe(a-ibx

Tant les funcions com les seves derivades han de ser iguals en el punt x = 7 per tal
de verificar la continuitat. Quant a la condicié de periodicitat, també aplicada a les

funcions i a les derivades, cal verificar-la en dos punts amb una separacio equivalent
al periode, d. Per exemple,enx; = —5ix; =b+3,jaqueb+c=d =x, —x,.

()= (9 o (-5) = (5+3)

Continuitat Periodicitat
/ E o E / E —u, (b E
Uy, 2) = U, ) up \ — 7))~ Uy, |0+ )

Les conseqii¢ncies d’aquestes condicions son les bandes d’energia permeses i les
bandes d’energia prohibides per a I’electré en el solid unidimensional.









5.1. Introduccio

Un procés de difusio (scattering) consisteix en un feix de particules que viatgen en una
direccio6 i es troben amb una forca (i, per tant, un potencial) en una certa zona. De fet,
no és un fenomen estacionari, especialment si €s una sola particula que incideix o xoca
amb un obstacle o centre atractiu. Perd, en un feix de particules que viatgen de manera
continua, el procés es pot considerar estacionari. El que ens interessa saber és quina
fraccid del feix de particules €s reflectit (ona reflectida) i quina fraccid continua viatjant
en la mateixa direccié (ona transmesa). Per tal de trobar el cas estacionari —és a dir,
independent del temps—, convé definir el concepte de corrent de probabilitat, que haura
de ser constant quan el nimero total de particules es conservi, com en el cas d’un corrent
electric estacionari en fisica classica, que dona lloc a I’equacié de continuitat (o lleis de
Kirchhoff).

5.2. Corrent de probabilitat

Sigui v (x,7) la funcid d’ona associada a una ona-particula de massa m, solucié de I’equa-
ci6 de Schrédinger en un problema concret, es defineix el corrent de probabilitat, J(x,?),
com:

ih

Jon)=—7- (lﬁ*(x,t)w

x

w(x,t)M>

ox

El corrent de probabilitat, J(x,7), representa una probabilitat per unitat de volum i de

temps; per tant, en una dimensid, les seves dimensions sén [J] = [T]™! =571

Podem observar que, si 1’estat té una sola energia, iiw, la funcié d’ona es pot escriure
com:

Y(x.t) = p(x)e ™
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i, per tant, el corrent de probabilitat queda:

P (w*(x)a“”(x) so(x)a“”*“’)

" 2m

En el cas particular d’una particula lliure, tenim:
’l/)(.x,t) — Aei(kxfwt)
1, com que p = hk = mv, el corrent resultant és:

J=v|A?

5.3. Exercicis

Exercici 5.1. Volem trobar la fraccié de particules transmeses a través d’una barrera
de potencial rectangular en el cas particular que I’energia, E, de les particules incidents
sigui exactament igual a I’algada de la barrera, V4.

V(x)

Vo E

() (I (1)

0 L X

Si k és el nombre d’ones de la particula incident i L és ’amplada de la barrera, aleshores:

a) Escriu I’equaci6 de Schrodinger a cada regid, a dins i a fora de la barrera. Demostra
directament que 1’equacié de Schrodinger es compleix si la forma de la funcié d’ona
a I’interior de la barrera és lineal:

(p”(x) :BX+C

on, en general, B i C poden ser nombres complexos, de manera que la funcié d’ona
y(x) no representa una linia recta en el sentit usual.

b) Escriu I’expressi6 de la funcié d’ona a cada una de les tres zones i les equacions que
resulten d’imposar les condicions de continuitat.

¢) Demostra que el coeficient de transmissié és:

1

7T = —
1+ ()
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d) Troba els valors 1imit de T (per a L = 0 i L = ). S6n raonables aquests valors?

e) Troba el valor de L/A que condueix a 7 = 1/2.

Solucio:

a) ib) Com que, a cada una de les regions, el potencial de la barrera és constant:

*p(x) 2m B
e +?(E—V)<p(x)—0

1 e(x)
2m  9x?

+Vepx)=Ep(x) =

A laregio I, el potencial €s nul:

*pi(x)  2mE
x> K

2mE
hZ

(,OI(X) =0 = QD]()C) = .A()eiloC +A1€7ikx, amb k =

El primer terme (exponencial positiva) representa una ona que viatja en sentit positiu
(d’esquerra a dreta), mentre que el segon terme (exponencial negativa) representa una
ona que viatja en sentit contrari.

A la regi6 III, el potencial també és nul i utilitzem el fet que només hi ha ona trans-
mesa (exponencial positiva), ja que considerar I’ona que torna representa un fenomen
d’ordre superior (que negligim).

2mE ikx

o (x
i )+ = em(x) =0 = ¢;(x) =De

dx2

A laregio I, en canvi, tenim E = Vp; per tant, I’equacié de Schrodinger se simplifica:

9% (x)

———F——==0
ax?
Si suposem que ¢;;(x) = Bx+C, tenim:
I (x) I*@n(x)
et B 2ot —o
dx — ax?

Per tant, si la funcié d’ona a I’interior de la barrera €s lineal, I’equacié de Schrodinger
es compleix en la regid II.

A continuacid, cal verificar que tant la funcié d’ona ¢ com la seva derivada ¢’ en els
extrems de la barrera (x = 0 i x = L) son continues:

©/(0) = (0) = Ay+A, =C

©;(0) =, (0) = ik(Ay—A))=B
ou(L) = om(L) = BL+C = De**
(L) = ¢, (L) = B=ikDe™*
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¢) Per calcular el coeficient de transmissié, 7', hem de trobar la relaci segiient a partir
del sistema anterior (ja que 1’energia potencial és igual a les regions I i III):

D 2

T=|=
Ao

Per eliminar Ay, I’aillem de la primera equacid i el substituim en la segona.
A =C—Ay = ikAy—ik(C—Ay))=B — B=(24A,—C)ik
Tot seguit, substituim B en el segon parell d’equacions.
(2Ag — C)ikL + C = De™*
24y — C = De'*t
A continuacio, podem aillar C de la segona expressio i substituir-lo en la primera:

(24 — (2Ay — De™))ikL+ (24, — De'™") = De™*
—  jkLDe™* + (2A0 — DeikL) — DM — 240 = (2 _ l'kL)DeikL

. D B zefiaL B e*iaL
Ay 2—ikL  1-%

Per acabar, en calculem el modul al quadrat per trobar el coeficient de transmissio:

2 i
e ial

ikL
1 2

2 o .
e laLezaL 1

=) ()

D
T=|=
Ao

d) Calculem els limits:

Ty, = lim 1

Lﬂ0]+(%)2 =£1LI(1)1+0=

Es raonable, ja que, si I’amplada €s 0, no hi ha barrera i tot es transmet.

. 1 .
L= Ty — e 0

També és raonable, ja que, si ’amplada és =, el feix de particules no pot superar mai
la barrera (cas del grad).

e) Partim de I’expressié de T i aillem:

1 kL\? kL 27L
T—- — (—) =1 = F=%l — T —

NI
A=

2 2



Exercici 5.2. Un feix d’electrons d’energia E incideix sobre una barrera de potencial
d’alcada V.

a) Escriu les funcions d’ona a cada una de les tres regions.

b) Imposant condicions de contorn, escriu les equacions que s’han de verificar.
SiVy =2E:

¢) Troba, sense cap aproximacid, el coeficient de transmissid, 7', en funcié de I’amplada
de la barrera.

d) Considera una barrera d’amplada L gran. Com queda 7?

e) Calcula el coeficient T si els electrons del feix tenen energia E = 2 eV i la barrera és
de Vy =4 eV d’alcadai L = 1 nm d’amplada.

Solucio:

a) La barrera de potencial divideix ’espai en tres regions.

V(x)
Vo
S R P S
0 (1 (1
0 L X
Com que a cada regi6 el potencial és constant:
1 9%p(x) *p(x) 2m
T Vo) = Eel) — 4 SR (E-V)p() =0
Aix{, a laregi6 I, on el potencial és nul:
9* 2mE : , 2mE
QOI(X) + m QO](X) =0 = QO]()C) = .A()elloC +A1€71kx, amb k = —m

(?Xz hz hZ

A laregid II, suposem E <V com es mostra en la figura:

(92<p11(x) n 2m(E — Vo)
dx? K

QO][()C) = 0 ——

0 (x) =Be™ +Ce™, amba= P

Difusio %
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Finalment, a la regid III, tornem a tenir un potencial nul i considerem que no hi ha
ona reflectida (exponencial negativa).

(?280 X 2mE
#()WL 72 Pu(x) =0 = @u(x) = De

ikx

Hem d’escriure les equacions per imposar que tant la funcié d’ona ¢ com la seva
derivada ¢’ en els extrems de la barrera (x = 0 i x = L) sén continues:

= Ap+A =B+C

— ik(Ap—A,) =a(B—C)
—  Be® 4 Ce ™ = De™*

= aBe*t —aCe " = ikDe™*

En el cas particular en que V, = 2E, es compleix k = a, de manera que el sistema
d’equacions de contorn se simplifica.

Per calcular el coeficient 7', hem de trobar la relacié segtient a partir del sistema
anterior, que €s valida quan I’energia potencial a les regions I i III és igual:

D 2

T=|—=
Ao

Per eliminar Aj, I’aillem de la primera equacid i el substituim en la segona.

Al =B+C—Ay = iAy—i(B+C—A)=B—C

2i 1
L Ao+ —LC

— B=
I+i I+i

Tot seguit, substituim B en el segon parell d’equacions.

2i 1—i )
—lA()+ lC eaL_’_CefaL :DelaL
1+ 1+

2i 1—i 4
L Ao+ ——C ) e — Ce = iDe'™
1+i 1+i

A continuacio, cal aillar C de les dues equacions anteriors i igualar les expressions:

2iApe™ + (1 —i)Ce™ + (1 +i)Ce ™ = (1 +i)De"
2iAge™ + (1 —i)Ce™ — (1 +i)Ce ™ = i(1+i)De™"

(1 =i)e™ + (1+i)e ™) C = (14i)De'™ — 2iAge™
= .
(1 =i)e™ = (1+i)e ™) C =i(1+i)De"" —2iAse™



(14i)De ™" —2iAge™  i(1+i)De" —2iAge™"
(1—i)est+(1+i)e L (1—i)esL — (1 +i)e L

D
Arreglem la igualtat anterior per deduir la relacié —.
0

(1 =i)(1 —i)e™ — (1 +i)(1 +i)e “F)De™" 4 4iAy =0

. D 4je~ioL - 4ie~ioL
Ay (1+D(1+i)e ol —(1—i)(1—i)et

Per acabar, en calculem el modul al quadrat per trobar el coeficient de transmissio:

- DI 16 16
Ao Al e — (=i — (1 40)
4 2
— T =

ol Lol cosh(2aL)+ 1

d) Hem de calcular el limit quan L tendeix a infinit de I’expressié anterior.

7 =1lmT = lim 4

L—o LﬁwezaL+e*2aL+2:OO+0+2:0

Aquest resultat és coherent, ja que, si ’amplada de la barrera es fa molt gran, esdevé
un potencial esglad del qual sabem que el coeficient de transmissié és nul.

e) Només hem de substituir els valors de 1’enunciat.
[2mE 9 4 -6
a= —hz :7,2' 10 m ot T: 4eZaL+e—2aL+2 :2903' 10

Exercici 5.3. Un feix de particules incideix sobre un esgladé de potencial d’alcada U,
amb energia E (E > Uj).

Difusio %
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a) Demostra que els nombres d’ona a les dues regions, k; i k,, estan relacionats per:

kl _ 1 U()
ke V E
b) Escriu’equaci6 de Schrodinger que s’ha de complir a cada regid i les funcions d’ona
estacionaries.

¢) Imposa les condicions de continuitat i troba el factor de reflexi6, R. Demostra que
val:

R= ambr = —

(1+r)2, kz

d) Compara-ho amb el resultat que tindries en el cas classic: quant valdria R?
Si ara I’energia és E < Up:
e) Escriu novament les funcions d’ona estacionaries a cada regid.

/) Imposa les condicions de continuitat i troba el nou factor de reflexié R'.

g) Quina seria la probabilitat de trobar la particula a una distancia x, de ’esglag?
Compara-ho amb el cas classic.

Solucio:

a) ib) A les dues regions, tenim un potencial constant; per tant, a partir de I’equacié de
Schrodinger estacionaria:

*p(x) 2m
dx2 2

" 9*p(x)
" 2m 9x2

Vo) =Ep(x) = (E—=V)p(x)=0

Definim la regié I (x < 0), on el potencial és nul:

2mE ) , 2mE
;,0 2( %) 7 0i(x) =0 = @;(x) =A™ +Aje™*,  ambk, = 7
Alaregid IT (x > 0), amb E > Uj:
%o, (x)  2m(E—-U, , 2m(E — U,
(g)]c[z( ) + ( P ) eu(x) =0 = ¢ux) =Be™ | ambk, = 7( s 0)

Per tant, el quocient que ens demanen és:

&M\/l%

ki 2mE E

Nota: En laregid II, hem considerat que no hi ha ona reflectida (exponencial negativa).



¢) Imposem la continuitat de ¢ i de la seva derivada a I’origen (x = 0) per tal de deter-

minar les relacions entre les constants Ay, A; i B. Aix0 €s:

(101(0) = (,0[1(0) — A() +A1 =B
QO;(O) = cp},(O) — iklAO — iklAl = lsz — kl (A() *Al) = sz

2

Per trobar el coeficient de reflexié, R = |—| , resolem el sistema anterior.

_k

Ky ki ki A k
Aot = (A —A) = A0<l—k—2> — A <1+k—2> ATk
2
2
Al ( _é) (1—r)?
- R=|—| = =
Al T (T

En fisica classica, com que les particules tenen prou energia per superar el potencial
Uy, passen totes a la regi6 IT (x > 0). Per tant:

T=1 = R=1-T=0

Es un resultat clarament diferent del quantic.

Si considerem E < Uy, tenim un canvi a la regid II. Ara la solucié és una exponencial
real decreixent.

?ou(x) 2m(Uy—E 2m(Uy — E
?)1612( ) _2m( hoz )<p11(x) =0 = ¢y(x)=Ce™™, amba= 2m(ly —E) hoz )
A laregid I, el potencial continua essent nul, de manera que:
*¢;(x)  2mE , , 2mE
;‘0;2( i 7 ei(x) =0 = @(x) = A"+ A, ambk, = n?

Tornem a imposar la continuitat de ¢ i de la seva derivada a I’origen (x = 0) per tal
de determinar les relacions entre les constants Ay, A; i C. Aixo0 €s:

©01(0) =9u(0) = Ag+A =C
(,0;(0) = (101[(0) — iklAO — iklAl =—aC — lk1 (Al _A()) =aC

Resolem el sistema per trobar el nou coeficient de reflexid, R':

ik ik ik A ik
Mgt A =04 —a) — ag (1480 oy, (B ) o A _Kta
a a a Ay ik —a

Difusio
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. g b
-3

()6 e

Per tant, el nou coeficient de transmissié és: 7/ =1 —R' =0.

g) El modul al quadrat de la funcié d’ona ens dona la probabilitat de trobar la particula
en una certa posicio:

P(x=x0) = @ * (Xo) 1 (xg) = Ce ™ #£0.
En fisica classica, en canvi, tindriem:
Plx=1x9) =0, ¥xp>0
Conclusio: En aquest darrer apartat, hem vist que la probabilitat de penetracid en el
cas quantic és no nulla (efecte tunel). Tot i aix0, el coeficient de transmissid, 7', €s nul
(coincideix amb el del cas classic) ja que, encara que 1’ona penetra la barrera, com que

I’esglaé arriba a o, I’ona no en pot sortir per transmissio i, per aquest motiu, finalment
també és reflectida.

Exercici 5.4. Una barrera de potencial unidimensional té la forma indicada.

(] (I
0 L X

Si E > V,, compara qualitativament les magnituds segiients de la zona I (x < 0) i de la
zona Il (x > L):

a) Les energies cinétiques, E! i E>.

b) Les longituds d’ona, A; i A,.

d

e

)
)
¢) Els nombres d’ona, k; i k.
) Les quantitats de moviment, p; i p,.
)

Les amplituds de les funcions d’ona, A; i A,.
Solucio:

a) L’energia total és constant i es correspon amb la suma de les energies cinética i
potencial:
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zonal = E'=E-0=E
zonall = E’=E-V,<E]
Aprofitem una de les relacions de De Broglie per caracteritzar la resta de parametres:

E_pZ_thZ_ h2
T 2m 2m 2mA?

b) Leslongituds d’ona: E! >E} <<= A, <A,
c¢) Elsnombres d’ona: E! >E> <= k >k
d) Les quantitats de moviment: E! >E> <= p, >p,

e) La probabilitat de trobar la particula esta relacionada amb 1’amplitud de la funcié
d’ona i és més gran quan la velocitat és menor [3]; per tant:

ECI>EC2 = > = A, >A

Exercici 5.5. Tenim una barrera de potencial rectangular, d’amplada L i al¢ada Vj, no
simeétrica, tal com indica el dibuix:

V(x)

Vo

Vi

0] (11 (1
0 L X

Sigui una particula que viatja d’esquerra a dreta (des de la regi6é I) amb una energia
E > Vll

a) Escriu I’equacid de Schrodinger estacionaria a cada una de les tres regions i les fun-
cions d’ona propies de 1’energia corresponents.

Si es compleix que V), > E > V;:

b) Escriu les equacions de contorn que han de verificar les funcions d’ona, i el sistema
d’equacions que han de verificar els coeficients. Troba el coeficient de transmissid, 7.

¢) Utilitza les funcions d’ona a les regions dels extrems (regions I i IIT) per trobar els
corrents de probabilitat en aquestes regions, J; 1 Jy;.
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d) Utilitza J;, Ji;; que has trobat per demostrar que, en una situacié estacionaria, els
coeficients de transmissid i de reflexié compleixen 7'+ R = 1, independentment de
la forma del potencial a la zona II.

Solucio:

a) Com que, a cada una de les regions, el potencial és constant:

R 9e(v)
2m  Jdx?

*p(x) 2m B
o2 +?(E—V)<p(x)—0

+Ve(x)=Ep(x) =
Aix{, a laregi6 I, on el potencial és nul:

*pi(x)  2mE
dx? K

2mE
hz

w1(x) =0 = ¢(x) = Age™* +Aje %, amb k) =

A laregi6 II, hem de distingir dos casos possibles:

(92<p11(x) n 2m(E — Vo)
ax? h?

eu(x) =0

Si E < V,, aleshores:

2m(Vy — E
pu(x) =Be™ +Ce™™, amba= % (solucid real)
Si E >V, aleshores:
| kx| (i —ikx 2m(E —Vo)
pu(x) =B +C'e™™*,  ambk, = — (soluci6 imaginaria)
Finalment, a la regi6 III, tenim:
02()0111()() 2m(E — Vl)
dx? + K () =0

Com que E >V, la solucid és:

our(x) = De™,  amb k; = " (solucid imaginaria)

Nota: A la regié III, hem considerat que, en primer ordre, no hi ha ona reflectida
(exponencial negativa).

b) SiV, > E >V, tenim:

(P[(x) — Aoeiklx_’_Alefiklx (-PII(X) = Be™ +Ce ™ SOIII(X) _ Deik;x



A continuacid, imposem la continuitat de ¢ i de la seva derivada en els extrems de
la barrera de potencial (x =0 i x = L) per tal de determinar les relacions entre les
constants Ay, A;, B, C 1 D. Aixo és:

A() +A1 == B+C
iklAO - iklAl =aB—aC

BeaL + CefaL — Deik3L

I

aBe® — aCe™* = jksDe™*

2
, resolent el sistema d’equa-

. . k3
Podem calcular el coeficient de transmissio, T = k_ —
140
cions.

Aillem A; de la primera equacio i el substituim en la segona:

A =B+C—A, = ikiAy—iki(B+C—Ay) =aB—aC

5 2k a—iki,
_a+ik1 0 a+ik1

En substituir B en les dues equacions restants, el sistema es redueix a un sistema
d’ordre 2 (amb un parametre lliure):

( 2kll a—ik1

C al CfaL:Di/qL
o+ ik, 0 a+ ik, )e Tee ¢

< 2k1l a—ikl

C aL_aC 7(1L:‘kDik3L
atik, T atik )e ¢ iaile

A continuacio, aillem C de les dues equacions anteriors i igualem les expressions:
2k iApe™ + (a — ik, )Ce™ + (a + ik, )Ce " = (a + ik, ) De™ "
” ‘
2kyiAge™ + (o — ik )Ce® — (a+ ik )Ce™ = = (a0 + ik, ) Dt
a
((o—iky)e™ + (o + iky)e ) C = (a+ ik;)De™ " — 2k iAje™

. ik; ;
((a—iky)e™ — (a+ik))e ™) C = —(a+ ik, )De™" — 2kjiAje™”
a

(o + iky)De*t — 2k iAge™ L (a+ ik))De™t — 2k iAget

(a — ikl)e"‘L + (a + ikl)e*"‘L o (a — ikl)e”‘L — (a + ikl)e*"‘L

D
D’aquesta igualtat en podem deduir la relacié —.
0

Difusio %
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ik ik 4
((1- %)(a ik )e — (1+ %)(a + ik )e ™) Dell 4 4kyiAy = 0
— D N 4ak1ief’vk3L N 4ak1ie*""3L
Ay (a+tiks)(a+ ik et — (o —iks)(a — ik et X

Finalment, calculem el modul al quadrat per trobar el coeficient de transmissid:

D 2

Ay

ks | D ks 162°K
-2

T -
ky xx*

XA = (@4 R)(@ + )+ 2 — (a— ik o= ik — (a+ ks )@+ ik )

8a2k1k3
(a?+k3)(a? +k?)cosh(2aL) — a* + a? (k] + k3) +4ak ks — k3k3

¢) Podem calcular el corrent de probabilitat a la regid I, on la funcié d’ona és ¢, (x).

) =~ (i 09 22 g0 210 )

2m dx B ax

Per tant, necessitem la derivada i les funcions conjugades.

; ; 0 . ;
@i(x) = Age™ + Aje ™ —> ‘g’(") = ik Age™* — ikiAje ™
X
i(x) = Age™ + AT = @ (x) = Aje "+ Aje
. . 05 . .
5 (x) = Aje M + At = ‘ZI(’“) = —ikjAje ™" + ik Aje™*
X

Si substituim a la definicié de J;(x):

J[()C) — 721_m((A6671k1x +A1~elk1x) (l-kleetklx o l'klAle‘ﬂklx)

— (Ao + Aje ™) (—iki Aje M + ik Aje™ ™))

ki p . , , y p p .
J,(x) _ ((A*e Ik]XAOeIkIX +A*etk1xAOetk1x _ Ale tkle*e ikix __ Ale Ik]XA*eIkIX)
m 0 1 0 1

7(*A3€7lkle()€lklx 7A(}§eilkleleilklx +AT€lkle0€lk1X +AT€lk1xA1€71klx))

Ji(x) = ﬁ (2]Ao|* + ApAje™ " — AjAge P — 2| AP + AjAre M — AjApe™ )

kih
Ti®) =Jr = "2 (40P~ 1A )



Fem el mateix amb ;;(x) per trobar el corrent de probabilitat a la regid III:

ih . deomn(x dej,(x
Jii(x) = “om (‘10111 (x)#() - @III(X)#()>

En calculem la derivada i les funcions conjugades, i substituim les expressions.

. d .
Qu(x) = De™ = L;”(x) = ik;De"™*
X

ou(x) = D™ = @}, (x) =De "

o) = Do — D) g pe g
dx
i ‘ i i ‘ ksh
Ju (X) T 21m (D*EﬂkﬂihDelhx +Delk3xik3D*eilk3x) = Ju= # |D|2

d) Els corrents de probabilitat a les regions I i III han de ser iguals en situacid estaciona-
ria.

kih

ksh k
hi=Im = ——(A[—|AP)==ID = (A —|A])=ID]
m m ky

Si dividim per |Ap|* a cada membre de la igualtat:

A 2
1-|=L =T

Ao

D
Ao

27k3

=7

2
, veiem que efectivament es compleix la igualtat:

A
Tenint en compte que R = ‘ -
Ay
T+R=1

Exercici 5.6. Una barrera de potencial unidimensional té la forma indicada en la figura.

V(x)

Vo

Vi

0] (11 (1
0 L X

a) Escriu I’equaci6 de Schrodinger a cada regid (I, IT i III).

b) Escriu la funcié d’ona a cada regid per al cas E > V.

Difusio %
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¢) Escriu la funcié d’ona a cada regié per al cas V; < E < V.

d) En aquest darrer cas, V; < E < Vo, escriu les condicions de contorn a les fronteres
delabarrerax=0ix=L.

Per tal de simplificar el sistema d’equacions anterior, considera el cas particular en que
Vo =2E iV, =3E/4.

e) Resol el sistema d’equacions per trobar el coeficient de transmissid, 7.
f) Per a E >V, compara algunes magnituds a les regions I i III, expressant amb una
desigualtat quina és la més gran:
— Les longituds d’ona, A, i A;.
— Les energies cinétiques, E,.; i E.,.
— Els nombres d’ona, k; i k3.
— Les quantitats de moviment, p; i ps.

— Les amplituds de les funcions d’ona, A; i A;.
Solucio:

a) A cada una de les regions, el potencial és constant:

e
2m  9x?

T 2 Vg =0

+Vox)=Ep(x) =

Per tant, I’equacié que s’ha de resoldre a cada regid és:

*pr(x)  2mE

dx? K 1) =0
ou(x) 2m(E -V,
?)ICIZ( ) + (hz 0) Q011(x) =0
92 2m(E -V,
P (X) n m( 1) (,0111()6) —0

dx2 7>

b) Enel cas E >V, >V}, s’obtenen solucions imaginaries:

) . 2mE
pr(x) = Age* + Aje ¥ amb k, = % (soluci6 imaginaria)
) ) 2m(E —V,
ou(x) = B'e®* +Cle ™ ambk, = y (soluci6 imaginaria)
) 2m(E —V,
w(x) = De*, amb ky = % (soluci6 imaginaria)
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¢) En canvi, si Vy > E >V}, la funcié d’ona a la regi6 II esdevé real:

) , 2mE
0r(x) = Age™* +Aje ™, amb k; = % (soluci6 imaginaria)
_ Zm(Vo —E ) .
¢ (x) = Be®™ +Ce™™, amb a = — 7 (solucid real)
) 2m(E -V,
0 (x) = De*, amb ky = % (soluci6 imaginaria)

d) Imposem la continuitat de ¢ i de la seva derivada en els extrems de la barrera de
potencial per tal de determinar les relacions entre les constants Ay, A;, B, C i D.

¢1(0) =¢u(0) = Aj+A =B+C

0l(0) = ¢, (0) = ikjAy—ikiA; = aB—aC
ou(L) = (L) = Be™ +Ce * = De™*
¢u(L) = ¢iu(L) = aBe® —aCe " = ik;De™"

e) SiVy=2E iV, =3E/4, tenim:

2m(Vo—E) _ [2mE _ \/2m(EV1) \/2m(E—3TE)

a = hZ = hZ =K k3 = hZ

En I’exercici 5.5, ja s’ha vist que el coeficient de transmissié en funcio de &, k3 1 a
respon a I’expressié general segiient:

8a2k1k3

T =
(a2 +k3) (a4 k3)cosh(2aL) — a* + a?(k3 + k3) + 4ok ks — k3k3

Per tant, en aplicar les relacions entre &y, k3 i a, obtenim:

4ot
r= 2 1.2 2 2 h(2 4 2( 2 1.2 2 4 14 -
(@?+ 3a2)(a? +a?)cosh(2al) — a* +a?(a® + ;a?) +2a* — ja

2
B 2cosh(2aL) + 1

f) Lenergia total, E, és constant i es correspon amb la suma de les energies cinética i
potencial. Aixo és:

Zonal — E ,=E—-0=EF
Zonall — E,=E—-V,<E4
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Aprofitem una de les relacions de De Broglie per caracteritzar la resta de parametres:

p_re_
S 2m 2m 2mA?

E . >E» <~ Al < 7(,2 <~ ky >k < P1> D2

La probabilitat de trobar la particula esta relacionada amb I’amplitud de la funcié
d’ona i és més gran quan la velocitat és menor; per tant:

E,>E, = > = A, >A

Exercici 5.7. La manera més senzilla de fer menys abrupte un potencial esglaonat ideal
és tractar-lo com un doble esglad ascendent, tal com es mostra en la figura. L’amplada
del primer esglad €s a, que ens dona una dimensi6 caracteristica per al conjunt conside-
rat. Ignora, de moment, les alcades relatives de cada esglad i considera tnicament que
es compleix la condici6: Vy < V) < V,.

0 (n (I

Vo=0

0 a X

Utilitza ky, k, 1 k3 com a nombres d’ona de cada regio.

a) Suposant que E > V,, escriu la funcié d’ona a cada una de les tres regions.

b) Escriu les condicions de contorn a les fronteres x = 0 i x = a. Obtindras un sistema
d’equacions amb quatre incognites.

¢) Per resoldre el sistema d’equacions, imposarem el cas particular en qué k; = 2k, =
4lk5. Usant la relacio no relativista entre I’energia cinética i la quantitat de moviment
(p), demostra que les relacions entre les al¢ades dels esglaons son:

3 15
VWw=0 VI—ZE VZ_RE

d) Amb les condicions anteriors, les equacions de 1’apartat b se simplifiquen molt.
Escriu-les i resol el sistema d’equacions per trobar el coeficient de reflexio, R. Quant
val el coeficient de transmissio, 7'?

e) Compara el resultat obtingut en I’apartat anterior amb el que s’obtindria en el cas
d’un sol esglad, és a dir, sia = 0:



(ki —ky)?

R=1"%)
(ki +ka)?

J) Troba el coeficient de reflexié del doble esglad per als tres casos particulars segiients:

A A 271
Z,E,A ()I'lx—k—1

a=
Solucio:

a) A cadaregid, el potencial és constant i I’equacié de Schrodinger se simplifica:

T2 2 Vg =0

Per tant, I’equacio que s’ha de resoldre per a cada regio €s:

*pi(x)  2mE
x> K i) =0

, 2mE
@/ (x)+ ki @(x) =0, ambk; =,/ .

9*pu(x) | 2m(E—-Vy)
dx2 * K>

/ m(E —Vy)
on(x) +hkpn(x) =0, ambk,= \/71

9’ <P111( ) E V2
dx? Jr n?

x<0, V=0

0<X<a, V:VI — (p”() 0

a<lx, V=V, = o (x) =0

! E V)
@(X) +kim(x) =0, ambk; = 2m(E —V2)

Les funcions d’ona son:
=A ikyx A —ikyx
@r(x) =Ape™"" +Aje

(Pll( ) 1k2\f+c —ikpx

G (x) = De™
b) Imposem la continuitat de ¢ i de la seva derivada en els punts x =0 i x = a.

01(0)=¢y(0) = Ay+A =B+C
¢i1(0) = ¢;(0) = k(A —A) =k(B-C)

Difusio %
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(101[((1) = (101[1(61) - Beikza +Ce*ik2a = Deik3“

Pula) = ghyla) = ko(Be™® —Ce ) = kyDee

¢) Sik; =2k, = 4k, aleshores s’obté la parella d’equacions segiient:

2mE 2m(E — V) 2m(E —Vs)
o EE 7

Ho elevem al quadrat i en simplifiquem el resultat.

3

15

2mE =16-2m(E—-V,) = E=16(E—V,)) = V,= EE
d) Siimposem k; = 2k, = 4k, el sistema de 1’apartat b es redueix a:
Ay+A =B+C (1.7)
2(A4)—A))=B-C (1.8)
ky ok k.
Be'?"+Ce "2 =De'+* (1.9)
2(Be'te — Ce 't ) = Deita (1.10)

A partir de les dues primeres equacions, s’obtenen les equacions segiients:
(1.7)4(1.8) = 34,—A; =2B (1.11)
(1.7)—(1.8) = 3A,—Ay=2C (1.12)

A continuacio, igualem les expressions de 1’esquerra de les equacions (1.9) i (1.10).

k k k
_ikLg L3 L3

Be'? 4 CeHa = 2Bt —Ce #9) = B9 =3C (1.13)
Seguidament, substituim les constants B i C de 1’equaci6 (1.13) mitjangant les ex-
pressions corresponents a les equacions (1.11) i (1.12) per tal d’obtenir una equacié
que només depen dels parametres Ay i A;.

(3BAg— A1) =334 —A)) = 3(1+€)4, = (9+¢")A, (1.14)

Finalment, calculem els coeficients de reflexid, R, i transmissid, T

R |2 - ‘(”e"k‘“) P cos’(Ba)
Ao (9+ efhia) (9 + ettia)|?
T=1-R
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e) Amb a =0, el coeficient de reflexid és:

20 36

Rl = 36250 _ 36 _50q
O+ 100

En el cas d’un unic esglad (a = 0), només tenim les regions I (k) i IIT (k3); per tant,

imposem la relacid k; = 4k; en I’expressid del coeficient de reflexi6é d’un sol esglad

(consulta I’exercici 5.3).

re =k (4s—k) (k)9 .o,
(ki +k3)*>  (dks+k3)>  (5k3)> 25

Esa dir, n’obtenim el mateix resultat.

f) En substituir els valors, es pot veure que el coeficient de reflexid, R, esta clarament
afectat per la longitud del primer esglaé (fins i tot, es pot anullar).

2(n V2y2
z s 18
Rl =360 _gq (5] 181050
‘ |(9+e%)] (9+i)° 82
2(m 0
Rl —36-2G) 56 S =0%
’ [(9+e€™)] [(9-1)]
: 1 36
Rlos =360 3 = —36%
(9 +e*)] |O+1)" 100

Observacio: Per al cas a = %, hi ha una transmissio total, 7 = 11 R = 0. Es tracta

d’un resultat equivalent i utilitzat en Optica quan s’interposa una lamina de gruix % enel
cami optic.

Exercici 5.8. Emissio per efecte de camp. Els electrons de conduccié d’un metall poden
escapar-se facilment quan aquest €s sotmes a un camp eléctric, F', que els accelera cap a
I’exterior. Si tenim en compte que en x < 0 hi ha el metall, que en x > 0 hi ha el buit i
que el camp electric, F, és uniforme, aleshores el potencial (i també I’energia potencial
en eV) vist per un electré d’energia —FE es pot representar com es mostra a continuacia.

V(x)

0 (In (1

Com que no és un pou quadrat, I’amplada del «pou» €s determinada pels punts de retorn
que tindriem en fisica classica, x =0ix =xy, = |E|/F (si 'energia E és en eV).
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a) Escriu I’equacié de Schrodinger que ha de verificar la funcié d’ona a cada regid.

b) Escriu la funcid d’ona a cada regi6 i les equacions de continuitat que s’han de complir
a les fronteres en funcio de V), E i F.

Per descriure la penetrabilitat (o coeficient de transmissid) en el cas d’una barrera no
rectangular, podem considerar que tenim una successié de barreres rectangulars d’am-
plada dx i utilitzar el resultat aproximat trobat per al cas de la barrera rectangular, que

z

€S

T(E)~ e, (1.15)

=/ p

Amb aquesta aproximacio, el coeficient de transmissio dels electrons, 7', a través de la
superficie del metall sota 1’acci6 del camp electric és donat aproximadament per:

L [P,
0 h

T(E)=e

¢) Troba T a partir de I’expressi6 anterior.

d) Si la funci6 treball del metall és W =4 eV (en aquest cas, W = |E|), troba T per a un
camp eléctric de 10° V/m. Quant val xy?

e) Quin factor de transmissié hi hauria en el mateix metall per a una barrera de potencial
quadrada d’amplada x,?

Nota: Amb les aproximacions habituals (és a dir, axy, >> 1) pots utilitzar (1.15).

Solucio:

a) Com que el camp eléctric és F en la direcci6 de x positiu, el potencial és donat per
I’expressié segiient:

—V(), X S 0
V(x) =
—Fx, x>0
En la primera regio (x < 0), el potencial és constant, V = —V;. A més, I’energia total
també és negativa, E = —|E|.
n 9% (x) 92¢;(x) | 2m(—|E|+Vp)
TR Ve = Ep() — TR TR g —
2m(—|E|+V,
o) +Ripn) =0, amb k= | 2HEELEN)



c)
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En les regions II i IIT (x > 0), el potencial és lineal:

n 9%p(x)
2m 9

3% (x) n 2m(—|E|+ Fx)

VW) =Epl) — X =

p(x)=0
Com que en la regi6 I es compleix |E| > Fx, s’obtenen solucions reals.

3% (x) ~ 2m(|E| - Fx)

E| >Fx = 2 PO ¢u(x) =0
, 2m(|E| —Fx
@(x) —a’py(x) =0, amba= %

Per contra, com que en la regié III es compleix |E| < Fx, en aquest cas s’obtenen
solucions imaginaries.

9% Qi (x) n 2m(Fx— |E|)

[E|<Fx = Fp o $ur(x) =0
2m(Fx—|E
)+ ) 0. amb = |2 EEZIED

Les funcions d’ona a cada regi6 sén, doncs:

pi(x) = Age™* - Aje
(p”(x) = BeiwC 4’6‘6‘0UC

@ (x) = De**

Imposant la continuitat de ¢ i de la seva derivada en els punts x = 0 i x = x, s’obtenen
les quatre equacions segiients:

¢:1(0) = ¢u(0

) Ay+A =B+C
01(0) = ¢,(0)

)

)

—
= iki(Ag—A,)=—aad' (B—C)

0n(x) = @ui(x)) = Be ™4 Ce™ = D™

o1 (x0) = @ry(x0) = ad/(Ce™ — Be ™) = ikzkyDe™

Cal recordar que tant a com k3 depenen de x.

Partim de I’expressié donada per calcular el coeficient de transmissio.

ol — / V2V —E]
i h
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lz / V2m(E[Fx) |
0 h

—2\/%1
T(E)=e 7

=e

on [ correspon al resultat de la integral segtient:

X0
1:/ VUE[=Fx) dx
0
Aplicant el canvi y = |E| — Fx, queda:

y=|E|-Fx = dy=—Fdx

o [ B ] - B - bl

el F |

Es a dir, el coeficient de transmissio €s:

—2V2m 2V E3 —4/2mE3

d) Amb els valors de I’enunciat, el coeficient de transmissié és:

—4v2mE3 —4,/2-9,109-103'(4-1,602-10-1°)3
T(E)=e 3Fh —¢ 3-10°-1,602-1079-1,055-10%  _ ,-s46 _

=19-10"*
D’altra banda, el segon punt de retorn €s:

E| _ 4
XOZ?:WZA"HIH

e) Per ala comparacié amb el cas de la barrera quadrada, utilitzem el valor L = x, com
a amplada de la barrera i el valor |E| =4 eV com a al¢ada.

[2mE] _ [2-9,109-10-3!-4-1,602 101 o
= = =1,024-10
* n \/ (1,055-10-34)2 m

— 2. -1010.4.1079 — —
— TDz62ax0:821,02410 4-10 —e 81,93:2'10 36<<T

Exercici 5.9. Volem trobar el coeficient de transmissié (o penetrabilitat), 7', d’una par-
ticula incident d’esquerra a dreta en una barrera de potencial triangular, tal que:



Si I’energia de la particula és E < Vj:
a) Comprova que 1’energia potencial és donada per la funcié:
X
V(x) = (1+—>V0, per —a <x <0
a

wm:(

l—f)Vo, perO<x<a
a

b) Escriu I’equaci6 de Schrédinger estacionaria que s’ha de verificar a cada regio:

regié I) x < —a; regid II) —a <x <0

regid [l 0 <x <a; regioIV)x>a

2mE L) _ 2mVy

Nota: Utilitza les definicions: k> = P 1 pent

¢) Escriu les funcions d’ona a les regions I i IV. Troba els corrents de probabilitat, J; i
Jiv, en aquestes regions.

d) Utilitza els J; i J;y que has trobat per demostrar que, en una situacié estacionaria, els
coeficients de transmissio, 7', i de reflexio, R, verifiquen T + R = 1, independentment
del que passi a les zones II i I1I.

e) A les zones Il i III, es pot fer un canvi de variables per simplificar notablement les
equacions de Schrédinger, que queden:

9%

1) a—cz—g‘ﬁ =0 ()
2

m 2% _pe=o (%)
an

Les seves solucions son conegudes: les funcions d’Airy. Troba el canvi de variables que
cal fer en cada cas, {(x) i n(x), i demostra que 1’equacid de Schrodinger ara queda com
(%) 1 (), respectivament.

f) Escriu les equacions de contorn que han de verificar les funcions d’ona ¢.

Solucio:

a) Amb les dades de I’enunciat, podem dibuixar la grafica del potencial:

Difusio %
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Les expressions que tenim a cada tram sén rectes (equacions lineals en una variable);
per tant, si es compleixen en dos punts, hem acabat.

Alaregi6 II, tenim: V(—a) =0,V (0) =V,
X
Vx) = (1+—) Vo = V(0)=V,
a
V(—a)=(1-1)V,=0
A laregi6 111, tenim: V (0) =V, V(a) =0
V(x) = (1——)\/0 — V(0)=V,
Vie)=(1-1)Vy=0
També es pot veure facilment observant la figura que els pendents de les rectes son
Vi
+-2.
a
Plantegem 1’equacio de Schrodinger, que s’ha de complir a les quatre regions:

1 9%p(x)
2m o

Ve k) =Ep(x) =
A les regions 1 i 1V, on el potencial €s nul, tenim:

—|——E<p( )=0

I*p(x)
Ix2 i

Si utilitzem la definici6é de k que ens donen i una notacié més compacta per a les
derivades:

O/ () +K @ (x) =0 @y (x) +K @ (x) =0
A les regions I1 i I, on el potencial val V (x) = (1 =+ f) Vo, tenim:
a

Pp(x)  2m
ax? 2

((Voi VO) E) o(x)=0



Per tant, amb les definicions (de k i ) i el canvi de notaci6:
7 X 7 X
i)+ (=) =12 ) en@ =0 @@+ (@ =) +7°2 ) () =0
La funcié d’ona a la regid I és:

(P]()C) :Aoeikx +Alefikx

Calculem la conjugada i les derivades, i substituim a la definicié del corrent de pro-
babilitat:

1) =g (i) P2

(g o) ) — ) == SR P - i)

ax
A la regid IV, només tenim I’exponencial positiva, ja que no hi ha cap ona reflectida:

. kh
(Y% (.X) = De’kx —— J[\/(X) = JIV = ;|D|2

En una situacio estacionaria, imposem que els corrents de probabilitat a les regions I
1 IV siguin iguals:

kh kh |A;? |D|?
=0y = —(AP-1AP)==—|D = 1-— =
1 v m(| 0| | 1|) m| | |A0|2 |A0|2
. o A >, |D|? .
Els coeficients de reflexio i transmissio son R = THE 1 T= A |2, respectivament.
0 0
Aixi:
_ AP IDF s 1-R=T <= 1=R+T
o> [Ao|?

Plantegem els canvis de variables segiients:

- eerd) = froeord)

on C; i C, son constants que hem de determinar. A continuacio, calculem els diferen-
cials en cada cas a partir de la regla de la cadena:

d d a¢ e d d dn e,
—=—2 =t el N o N
dx d¢ dx a dg dx dn dx a dan
Com que els canvis de variables son lineals, tindrem:
92 2\ 2 52 92 2\ 2 52
2 (L) Z 2 ()
ax? a) ¢ ax? a) Jdn?

Difusio %
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Si substituim a les equacions de I’apartat b):

) *\* ¢ B , *\* 1 B
(&) Cl; —C—ISDH(C)—O @ (M) Cz; —C—z‘ﬁm(”})—o

Multipliquem les equacions per C; i C,, respectivament, i en calculem el valor impo-
sant que el coeficient se simplifiqui per tal d’obtenir les equacions de la forma (x) i

()2

2 2

ei@rcy () ~eano=0  anicy' (T) ~noutn =0

@) e = aman(z)’

Per tant, els canvis de variables per obtenir les funcions d’Airy son:

() (reert)  w=(5) (F-e-rd)

/) Hem de garantir la continuitat de la funcié d’ona i de la seva derivada a les fronteres
de les regions. Aix0 dona lloc a les sis equacions de contorn segiients:

vi(—a) = pu(—a) p(—a) = ¢y (—a)
#u(0) = ¢ (0) ¢ (0) = ¢, (0)
em(a) = o (a) em(a) =y (a)
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L'oscil-lador harmonic

6.1. L'oscillador harmonic classic

En fisica classica veiem que, quan la forca i el desplacament sén proporcionals, el movi-
ment és oscillatori harmonic [1].

F=—Kx (llei de Hooke)

En un sistema massa-molla, x €s el desplacament respecte de la posicié d’equilibri i K és
la constant de la molla. Es un exemple de “resposta lineal” entre causa (F') i efecte (x).

Es pot demostrar facilment que 1’energia potencial, V(x), és:
1
V(x) = —/F(x)dx: SKP §V(0)=0

També es pot deduir la freqiiéncia propia, wy, en funcié de la massa, m [1].
| K
woy = —
m

6.2. L'oscillador harmonic quantic

En fisica quantica podem resoldre 1’equacié de Schrodinger corresponent utilitzant 1’e-
nergia potencial, V (x), i podem trobar els valors propis, E,, i les funcions propies, ¢, (x),
de I’energia [3, 4].

1
E,l:<n+§>h0)0, neN

£2 X 2

‘-Po(x) =Ape (‘ol(x) :Alae 242
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En aquest cas, els valors propis de I’energia s6n equidistants.

Tal com ja vam veure en aplicar el principi d’indeterminacié de Heisenberg, en fisica
quantica no podem tenir un oscil'lador aturat en el seu punt d’equilibri, ja que I’oscilador
ha de tenir una energia minima, Ej.

Les molecules diatomiques es comporten com un oscillador harmonic. Sovint, un atom
enllagat (amb un altre o amb molts altres) es considera, en una primera aproximacio,
un sistema massa-molla i, per aixo, té una freqiiéncia propia, wy, que podem trobar
experimentalment [3].

6.3. Exercicis

Exercici 6.1. Per a un oscillador harmonic simple (OHS):

a) Escriu I’equacié de Schrodinger per a les funcions d’ona estacionaries de 1’OHS.

Cal recordar que I’energia potencial de I'OHS és U (x) = %sz i que la freqliencia
angular propia, w, verifica: m w? =K, on K és la constant de la molla i m és la massa

de I’oscillador.

b) Demostra que la funcié ¢ (x) = Age " n’és solucié. Té algun zero? Troba el valor
propi de I’energia corresponent, Ey, en funcio de la freqiiencia propia.

sz —ax® z¢ . <z . .
¢) Demostra que la funcié ¢,(x) = Ajxe™™ és també solucié (d’energia superior a
I’anterior) i troba’n el valor propi associat, E;. T¢é algun zero? Quina €s la diferéncia
d’energies entre els dos valors propis calculats?

Solucio:

a) Només hem d’escriure 1’equacié de Schrédinger i particularitzar-la per al potencial
de I’OHS:

R Pe(x)
2m  dx?

W @) =0

+U(X)p(x) =Ep(x) =

3¢ (x) N 2mE — m?> w’x?
dx? W

) ¢(x) =0
b) Calculem la segona derivada de ¢ (x) i la substituim a 1’equaci6 de I’apartat a:

(¢)0 (X) = Aoeiaxz
9 Po(x)

(]f)o(x), = T = AQ(*Z(IX)€70X2
Po(x)" = 023);2(X) = Ag(—2a)e ™ + Ag(—2ax)*e™™ = 2a(2ax’ — 1) (x)
402 u(x) 2000+ (2222 ) o) — (") gul) =0
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Per tal que es compleixi per a tot valor de x, s’han de cancellar els termes en x? i els
termes independents. D’aquesta manera, obtenim dues equacions:

2o’y 2mE, n
4612x2:m;)2 2612% ’;1202261on=—61

1
——h
20)

Per tant, ¢o(x) és solucié de 1’equacid si E = Ej o, equivalentment, ¢(x) és una
funcio propia del valor propi Ey.

La funcid ¢ (x) només s’anulla quan x — +oo.

¢) Com en l’apartat anterior, calculem la segona derivada de ¢;(x) i la substituim a
I’equacié de I’apartat a):

¢1 (X) = Alxe’a"z

(]51()6), _ 19(;[)1()6) :Ale—ax 72(1)621416‘ ax
ax
2
o1(x)" = J :flz(x) = 72(1)61416‘7”2 — 4axAle"”‘2 +4a2x3Ale’”"2 = (4a*x* — 6a)¢, (x)
X
5 5 2mE, m* w’x?
4a"x" ¢y (x) —6apy(x) + P ¢1(x) — Y $1(x) =0
Les noves equacions son:
2,022 2
) o MWX mw 2mE, 3na 3
da“x” = hz a:ﬁ hz =6a :>E1:7:§hw

Per tant, ¢ (x) és una funcié propia del valor propi E| i la diferéncia entre els dos
valors propis calculats és:

La funcid ¢, (x) s’anullaenx =01 ¢;(0) =0.

Conclusio: Si continuem 1’exercici amb els segiients valors propis de 1’energia,
arribem a aquesta expressio general:

1
E,l:<n+§)hw, neN

A més, si calculem la diferéncia entre dos nivells consecutius, obtenim sempre 7.
Es a dir, en aquest problema, els valors propis de 1’energia sén equidistants.

Exercici 6.2. En un projecte de recerca, es demana una subvencié per observar visu-
alment, amb un microscopi, el comportament quantic d’un petit oscillador harmonic.
Segons el projecte, 1’oscillador consisteix en un objecte de 10~* cm de didmetre i una
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massa de 1072 g, que, collocat a I’extrem d’una fibra prima, vibra a una freqiiéncia de
1.000 Hz i amb una amplitud maxima de 1073 cm.

a)

b)
c)

Segons la fisica quantica aplicada a 1’oscillador harmonic simple, quin €s el nombre
quantic aproximat de 1’oscillador descrit?

Quina seria la seva energia (en eV), si es trobés a I’estat d’energia més baixa?

Quina seria I’amplitud de vibracio classica, si es trobés a I’estat d’energia més baixa?
Compara aquesta amplitud amb la longitud d’ona de la llum visible, aproximadament
5.000 A, que és amb la que s hauria d’observar. Segons aix0, seria factible 1’experi-
ment proposat en el projecte?

Solucio:

a)

L’expressi6 general dels valors propis de 1’energia de 1’oscillador és:
1
E, = nJrE hw, neN
A més, sabem que I’energia de 1’oscil'lador depen de I’amplitud maxima, A, al qua-

drat:

1
E=_-mw’A®
2
Per tant, a partir de les dades de I’enunciat podem deduir-ne el nombre quantic asso-
ciat:

1 1 1\ 4n 2721015
Nhw=-mwa? = )= A= 2 0% (107)
<”+ ) @=me (”2) 20 A = G610 10 (107)

2. 12 1
6672[6-101225:2,979-1012‘z3.1012

n=
Es tracta de calcular el valor propi de I’energia per a n = 0, és a dir, Ej:
1 1 1 _34 3 —31 —12
Ey= Ehw = Ehf: 5-6,626- 107°77-10°=331-107""J=2,07-10"“eV

Aillem I’amplitud maxima en I’expressié de 1’energia de ’oscillador i hi substituim
el valor de I’energia que hem trobat en 1’apartat anterior:

| | [2E | 2-331-10 1
Ey=sm’A] — Ag=—y/ == = : =4,09-107"
0= Mm@ oV T 20 1015 m

Com que I’amplitud de vibracié de I’oscillador €s molt inferior a la longitud d’ona
de la llum visible (€s a dir, 4,09 - 1072 A < 5.000 A), aquest experiment no €s pot
dur a terme amb un microscopi optic.









Operadors. Commutadors

7.1. Introduccio

L’equaci6 de Schrédinger es pot considerar una equacié de valors propis de I’operador
energia (anomenat també hamiltonia, ja que correspon a I’operador hamiltonia de la me-
canica classica lagrangiana) [5].

En resoldre 1’equacié de Schrodinger, trobem els valors propis de I’energia, E,, i les
funcions propies corresponents, ¢,,.

A qualsevol magnitud fisica, li podem associar un operador i, a partir de la seva equacio
de valors propis, en trobarem els valors propis i les funcions propies corresponents.

7.2. Operadors destacats

Ens interessa trobar funcions propies dels operadors associats a les magnituds més signi-
ficatives en fisica. En particular, a les magnituds que es conserven, com ara la quantitat
de moviment, p, que es conserva si no hi ha forces externes, o el moment angular, L, que
es conserva si no hi ha moments de forces. Els operadors que els representen son:

Posicié f=x 7= (£9.2)
d A
Moment lineal D= 7iha—; = (P Pys P-)
X
5 a4 o ~ h( 4d d
Moment angular L=7Np; Li=-(y——z—
i Jz dy
. A .0
Energia E=ih—
at
. n
Hamiltonia H=—-—V*+V
2m

que s’han expressat utilitzant la representacio de posicions.
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7.3. El valor esperat d'un operador
Sigui v (x,7) una funcié d’ona corresponent a un estat del sistema considerat i sigui 0

I’operador associat a la magnitud o. Aleshores, en una dimensio, es defineix el valor
esperat de 1’operador 6 com:

0) = Wloly) = [ (0 0y (ar) d

En tres dimensions, la integral €s triple i hem de multiplicar pel diferencial de volum, dv.

7.4. Commutadors

Es defineix el commutador de dos operadors, A i B, com un nou operador que es calcula
de la manera segiient:

[A,B|=AB—-BA — [ABlp=(AoB)p—(BoA)yp

on el simbol o indica la composicié d’operadors habitual (primer s’aplica el de la dreta).

7.5. Operadors compatibles

Si dos operadors AiB commuten, aixo €s, el seu commutador [A,B] és nul, aleshores
existeix un conjunt de funcions que sén propies dels dos operadors simultaniament. En
aquest cas, es diu que els operadors sén compatibles.

En canvi, es pot demostrar facilment que, si els dos operadors no commuten, no pot
existir un conjunt de funcions que siguin propies simultaniament de tots dos operadors.

7.6. Exercicis

Exercici 7.1. Troba el valor esperat del moment {p) i del seu quadrat (p?) per a la
funcié d’ona de ’estat fonamental del pou quadrat unidimensional infinit d’amplada L.

Nota: La funcié d’ona i I’operador moment sén [3, 4]:

lo) = \/%sin(%x) ﬁ:—ih%

Solucidé: A partir de la definicié de valor mitjd d’un operador i aprofitant que, en
aquest cas,  ésreal (¢ = p*):

)= (olplo) = (gl —in 1) = [\ 2sin (50) (~in ) 2o (F) e

= %/OL sin (%x) (—ih)%cos (%x) dx = 2L—72T(—ih) /OALsin (%x) cos (%x) dx
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Com que 25sin(60)cos(0) = sin(20), tenim:

L

(p) = %(—ih)/:sin (27x) dx= = (~in) [__cos< )L _

;i {cos <2LTEL) —cos(O)] = % [1-1]=0

Pel que fa al valor mitja del quadrat del moment:

(P*)=(elp’le)=(v|—- /\/jsm ( 2:—;) %sin(%x)dx:

2 th L
/ s1n —sm (n ) dx = i / sin® (Ex) dx
L L2 L L )y L

Com que 2sin*(0) = 1 —cos(26), tenim:

th/ 1—cos(2 x)dx— Zflz [x—%sin(2%x)r:<4

(r') = 0
“ |1 (a)) - (0 gmm) | <

Exercici 7.2. Siguin x i p; els operadors associats a la posici6 lineal i a la component i
del moment.

a) Troba el commutador [p,,x].

b) Troba el commutador [p,, p,].

Si es defineixen els operadors L, i L, com es mostra a continuacio:

h d d h d d h
L = — —z— Ly=~|z7——x— L =-
az (9y i ax az i

c¢) Troba el commutador [L,,L,] i escriu-lo en funcié de L,.
d) A partir del resultat anterior, troba el commutador [L,,L*].

e) A partir dels resultats anteriors, quins operadors poden tenir funcions propies simul-
taniament i quins no?

Nota: Els operadors moment i posicié son, respectivament:

1%
p :—lha— i X=x
X
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Solucio:

a) Per definicié, el commutador [p,,x]¢ = (p.ox)¢ — (xop, ), on el simbol o denota la

composicio dels operadors. Calculem el primer terme utilitzant la regla de la cadena
quan derivem el producte x¢.

P J P
(Prox)p = <_ih£) xp = —ihg —ihxa—i7 (xo pe)ip = —ihx =2

de manera que el resultat del commutador €s:

e (i)
[P, x| = —ilip lhxc?x (lhxc?x>

b) Arafem el mateix amb els operadors p, i p,:

P P 92
opy)p = | —ih— | | —ih— =p—
(Pxopy)y < l 0)6) ( l c?y) ¥ 9xdy

9 9 92
ope = —in=) [ —in ) =#
(pyop.)y ( i ay)< i ax)“" Gyix

Si suposem que ¢ €és una funcié de classe C? i que, per tant, les derivades parcials
creuades son iguals (teorema de Clairaut), tenim:

% %
xs Py = X y - Z X :hz—_hz—:
[Py = (Popy)e — (Pyopy)e 7xdy Gyix

¢) En primer lloc, calculem el commutador [L,, L] = (LyoL,)¢ — (L,oL,)¢p.

oo (3 ) 05

5 (92 ) 0')2 2 J (92
=V oy Yoz ey T 4

dy dzdy
h J J h J J
LoL)o= (2 (v=—zZ)) (222 -xZ) )=
(Lo Ly)e (i ( iz Z&y)) (i (Zﬁx xaz>)(‘0
= yi+yz ” —yxa—z—zz ” +2x - ®
dx dzdx 972 dydx dydz

Tornem a suposar que ¢ €s una funcié de classe C2, perd aquest cop no es cancellen
tots els termes:
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d) Per calcular 1"iltim commutador, hem d’utilitzar la propietat vectorial segiient:

L=\/R+1+1 = L[P=L+L+L

Aixf, el commutador [Lx,Lz] es pot descompondre com la suma de tres commutadors.
(Lo L) = (Lo L3 + L3 + L] = (Lo L]+ (L L] + (L, L]
Es facil veure que el primer terme és zero:
[L,,L2)¢ = (LioL,oL,)p — (L,oL,oL)p =0

Per calcular els altres dos termes podem utilitzar la definicid, pero €s més interessant
fer servir altres técniques que ens estalviin calculs:

[L‘,C,Li](p = (LyoLyoL,)p —(LyoL,oL,)p =
Si restem i sumem el terme (L, o L, o L,)¢, obtenim:

= (L,oLyoL,)p —(LyoL,oL))p+(L,oL,oL,)p—(LyoL,oL,)p =

[Lv.Ly]oLy Lyo[Ly.Ly]

Com que [L,,L,] = —[L,,L] = ihL,, tenim:
=|[L;,L,JoL,+Lyo[L, L)) =ihL,oL,+L,oihL,
Per tant, el resultat que obtenim €s:
[Li.L) = ih(L.oL,+L,oL,)
Podem aplicar el mateix raonament per calcular 1’altre terme:
[L.,L}] = —ih(L,oL,+L,oL,)
de manera que el commutador global s’anulla:
[L,,[*) =0+ih(L,oL,+L,oL,)—ih(L,oL,+L,0L)=0
e) Si dos operadors d i b commuten (és a dir, [d,f)] = 0), aleshores sén compatibles i

admeten funcions propies simultaniament. Per tant, dels quatre casos de I’enunciat,
els operadors que n’admeten son p, i p,, d’'una banda, i L, i L2, de I’altra.
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Exercici 7.3. En un pou de potencial unidimensional infinit:

V(x)

a) Troba el valor mitja de la quantitat de moviment, (p), i del seu quadrat, (p*), per a
les funcions propies ¢,,.

1 1
b) Demostra que el valor mitja de la posici6 al quadrat és (x*) = L’ <§ — m) .
¢) Utilitzant aquests resultats, troba Ax-Ap per al primer nivell d’energia (n = 1).
Compara-ho amb la prediccid del principi d’indeterminaci6 de Heisenberg.

Nota: Recorda que Aa = ((a?) — (a)*)"/ és una expressié general vilida per a x i p.
Solucio:

a) Les funcions propies (i les conjugades) per al pou unidimensional infinit d’amplada
L sén les segtients:

) = palx) = \/%Siﬂ (n%x) (¢l =¢r(x) = \/%sin (n%x)

D’altra banda, I’operador quantitat de moviment €s:

J
5— _in "
P ! x

A partir de les expressions anteriors, podem calcular el valor mitja de 1’operador,
(p):

)= (olplo) = (gl —in 1) = [\ 2sin (n50) (in ) 2 i (0 0) e =

2 [t 2 L
=— / sin (nﬁx) (fih)nﬁcos (nﬁx) dx = ﬂ(fih)/ sin (nﬁx) cos (nEx) dx
L Jo L L L L? 0 L L

Com que 2sin(0)cos(8) = sin(20), tenim:

= e (oo o o ()] -
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_n [cos (”’%L) —cos(O)} = l1-11=0

Procedim de manera analoga per calcular el valor mitja de I’operador al quadrat, {p?):

2

(1) = (6Pl = (ol -1 s 9) = 2 [ sin () (=25 ) sin (n ) s -

2 TE 212n?h? TE
/ sin n x) hznz—sm (n —x) dx = " / sin? (n x) dx
L L L L3 0 L

Com que 2sin*() = 1 —cos(26), tenim:

L

2 2h2 "L 2 2h2 L
<P2> =z 23 /0 1 —cos (Zn%x) dx = % {x %Sin (Zn%x)]o =

- ”22—72 [(L— ﬁsin (2n%L)> - (0— ﬁsin (0))} - ”22—?2
b) Per calcular el valor mitja de la posicié al quadrat, utilitzem & = x:
) . ) 2, L,/
() =(p|P|e) = (p|¥|¢) = Z/o x? sin (nzx) dx
De nou, com que 2sin*(8) = 1 — cos(20), tenim:

1
/ lfcos 2n x))dxf / 2d)cf—/ X’ cos (2n x) dx
L L L Jo L

La primera integral és immediata i la segona la calculem integrant per parts. Definim
la integral 1, i utilitzem la férmula general:

L L L
12:/ x*cos (2n x) dx—/ udv:uv—/ vdu
0 L 0 0

Si fem els canvis segiients:

L
u=x> dv=-cos (2n£x) dx = du=2xdx, v=——sin (Znﬁx)
L 2nm L

L

L
L= xz—sin mZ x / —sm 2n x) 2xdx—0——/
2nm 2nm T Jo

Definim /3 i tornem a aplicar la integracid per parts:

L L L L
L :fﬂlz = —/ xsin (ZnEx) dx:/ tdw:twf/ wdt
L nw Jo L 0 0

xsin (2nﬁx> dx
L

103



104

Fisica quantica per a enginyers. Problemes

Utilitzem uns canvis analegs als que hem definit per a ,:

. T L T
t=ux, dw—s1n(2nzx>dx — dt =dx, w——%cos(anx)

L
13[ x—cos 2n x} +/ —cos 2n x)dx:
2nm

L

= |—L L C 5(2 nL)JrO + L L sin(2nnx) =
o onm O\ 2nm | 2nm L o

0

L? 1? T L?
=5t s [sin (2n7L) —sin(0)] = -
2nm + 4n2m? {sm ( nL sin(0) 2nm

de manera que el valor mitja de la posicié al quadrat és:

<x2>—1 1" o1, r r\_p(1 1
TL3), L° 3 an’ 3 \2mm2) T \3 2me

Com que Ax = ({(x?) — (x)*)!/2, hem de calcular el valor mitja de la posici6, (x).
2 L
() = (plilg) = 7 [ xsin? (nTx) dx

De la mateixa manera que en 1’ apartat anterior, utilitzem que 2sin*(0) = 1 —cos(20):

/ lfcos 2n x dxf /xdxf— xcos(Zn x)dx
L L L

Obtenim una integral immediata i una altra que calculem mitjangant la integracid per
parts. Definim la integral 14 i utilitzem la férmula general:

L oL oL
14:/ XCos (2n x) dx—/ tdv:tv—/ vdt
0 L 0 0

Si fem els canvis corresponents:

t=x, dv=cos (2nﬁx> dx — dt=dx, v= L sin (Znﬁx)
L 2nm L

I, = xisin mZ x /—sm mZ x)dx=0—o:o
2nm 2nm

obtenim que el valor mitja de la posici6 €s:

10270 1 L L
=— || — =L ==40==
) L[ZL r#=21973
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Aquest resultat és coherent i intuitiu: la particula tendeix a posicionar-se al centre del
pou, és a dir, tan lluny com pot de les parets de potencial infinit.

Trobem la incertesa en la posicié i en el moment per al primer nivell (n = 1) a partir
dels resultats anteriors:

) 11 12 11
R L e R

nht mh
Ap = 2\ 2 _ 2\ _
p (P*) —(p) (r?) [E 7
En fem el producte:
1 1 nh /]
Ax-Ap=L\/ ——— - — ~0,568h > =
P 2 27 L )

de manera que es compleix el principi d’indeterminacié de Heisenberg:

B
Ax-Ap > 2
P=3

Exercici 7.4. Troba el valor dels commutadors: [x, p,], [x, p,] 1 [L,,L;]. Segons aix0, pot
haver-hi un conjunt de funcions propies simultaniament de L, i L,? Per que?

Solucié: Per definicid, el commutador [x, p,J¢ = (xop,)¢ — (p.ox)p. A més, com ja
hem vist en I’exercici 7.2:

_ 99 LIy
(xop, )y = zhxax (pxox)cp< zhax>xcp ihep zhxax

de manera que el resultat del commutador és:
ad ad
%, palgp = —ihxa—go - (imp - ihx&—i) — i
Per al cas del commutador [x, p,]¢ = (xop,)¢ — (p, ox)p, és facil veure que s’anulla:

J J Jd
(xop)p = - ? (o9 = (g )xo = -2 — [ =0

Per calcular el darrer commutador cal recordar I’expressié dels operadors L, i L,:

El que s’ha de calcular és: [L,,L;|p = (LyoL.)¢ — (L,oL,)¢.
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o= (-2 (53

Jd 9? 9? 9? 9?
—— (z——i—xz —x —yI— +)x )‘P

dy dxdy dzdy ax? dzdx

(L.oLy)p = (; xt% —y%)) (? <Z% —x%)) Y=

_p 9* 9* xzaz+a+ 9*
N Zx&y&x RFY dydz y&z v 4

Com ja hem vist en altres problemes, pel fet que ¢ €s una funcié de classe C?, les deri-
vades creuades coincideixen. Per tant, després de cancellar els termes iguals, el resultat
del commutador €s:

d d
L,L)|=-hW(z——y— ) =ihL #£0
Ly, L] (Z&y y&z) L 7

Hem vist que els operadors L, i L, no commuten, cosa que implica que no sén compati-
bles i, en conseqiiéncia, no admeten funcions propies simultaniament.

106









Moment angular i spin. Atoms

8.1. El moment angular

Analogament a I’equacié de Schrodinger, que €s I’equacié de valors propis de I’operador
energia (Hy = E), podem escriure una equacié de valors propis per a cada operador.
Hem demostrat (exercicis 7.2 i 7.4) que dues components diferents del moment angular
no commuten, perd que una component qualsevol sf que commuta amb L2,

[Li,L;] #0, [Li,L*] =0

A més, és clar que L? i L, commuten amb 1’operador energia. Per tant —i considerant
que H, L. i L? formen un conjunt complet d’observables compatibles—, podem trobar

funcions propies que ho siguin simultaniament dels operadors H, L_ i L?. Les equacions
de valors propis per a aquests operadors son:

L. = mhp, meZzZ
2 =1(1+1)R%g, €N

i les funcions propies son els harmonics esférics ¥;,,(0, ¢ ).

8.2. Spin

Segons ’experiment de Stern i Gerlach (1922), els electrons han de tenir un moment
angular intrinsec, anomenat spin, que dona lloc a un moment magnétic de spin. L’spin és
una caracteristica essencial de les particules —com ho sén la carrega o la massa— i no
es correspon amb cap fenomen classic. A més, també €s la causa del magnetisme i de la
superconductivitat.

Per als electrons, els protons i els neutrons, 1’spin val % La funcio d’ona total de I’electrd
pot estar formada per una part orbital, ¢ (la que hem tractat fins aqui), i una part de
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spin, ¢,. Analogament al moment angular orbital, podem escriure les equacions de va-

: : I _ 11
lors propis dels operadors de spin, on s = 7 is, = {—3,5}.

1
S, = s, = :I:Ehgos (per aixo, es parla de spin up i spin down)

N 3
2@, = s(s+ )i p, = thcps

El moment magnetic de spin de I’electrd €s igual al magnet6 de Bohr, ug, que és també
el quantum de moment magnetic.

Uy = —8eS:MB

on g, és el factor de Landé de 1’electro.

8.3. L'atom d’hidrogen

En el cas de I’atom d’hidrogen, considerat com un electré lligat a un protd, I’energia
potencial es pot avaluar com ’energia potencial coulombiana:

Aleshores, podem trobar les funcions propies de I’energia, H, de [?ide L.. Tant les
funcions d’ona com els valors propis sén descrits pels nombres quantics: n, [ i m.

E,

n—E,=— VYneZ*t

n
l=n—1,n-2,---,1,0 [ € N (donat n, n’hi ha n de diferents)
m==+l,+(l—1),---,£1,0 m € 7Z (donat [, n’hi ha 2/ + 1 de diferents)

Aixi, resulta que la degeneracié del nivell d’energia n és n* (sense considerar 1’spin).
Considerant que a cada nivell hi caben dos electrons amb spins diferents, —l—% i —%,
la degeneracid és 2n%. En aplicar un camp magneétic, la degeneracié queda totalment
eliminada, ja que cada estat amb algun nombre quantic diferent té una energia diferent

(efecte Zeeman).
8.4. La interaccio spin-orbita
Quan els moments angulars orbital i de spin interaccionen, cal definir el moment angular
total, J. Aleshores, els estats poden ser estats propis de J2 i de J., i en podrem trobar els
valors propis i les funcions propies resolent les equacions segtients:

jz‘P :mlh(p9 ny €7

P =j(j+ )iy, jeN
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En canvi, a causa de la interaccié spin-orbita, ja no existeixen estats propis de L? i L, ni
de §%iS..

En el cas d’atoms diferents de 1’atom d’hidrogen —que poden tenir molts electrons—,
cal considerar a vegades L total i S total de I’atom (és a dir, per a tots els electrons situats
en capes incompletes) i, a vegades, J total, que inclou la part orbital i de spin. Un atom
amb un moment angular total, J, conegut té una degeneracié 2J + 1, ja que J, pren els
valors segiients:

J={-J,—J+1,---,-1,0,1, --- ,J—1,J}
D’altra banda, com que J = L+ S (suma vectorial), es compleix:
IL—S|<J<|L+S|

Es a dir, hi ha el mateix nombre de subestats (i subnivells) en els estats caracteritzats pels

valors propis de i J. que en els caracteritzats pels operadors i L.i $2i S Aquests
subestats o subnivells corresponen a I’estructura fina dels nivells electronics dels atoms
(L, 3].

8.5. Ressonancia magneética

La ressonancia magnética electronica (ESR, electron spin resonance, o EPR, electron
paramagnetic resonance) i també la ressonancia magnética nuclear (RMN, nuclear mag-
netic resonance) es basen en 1’efecte Zeeman (1896). Aquest efecte consisteix en el des-
doblament dels nivells d’energia per efecte d’un camp magneétic extern, B. La degene-
racié queda totalment eliminada a causa de ’energia de la interaccid entre el moment
magnetic de I’atom i el camp B.La separacid energetica entre dos nivells consecutius,
caracteritzats per J, i J, — 1, és:

AE = |—gupJ.B. + gug(J. — 1)B.| = gusB.

El cas més senzill €s el d’un sol electré amb / =0 i spin s = % En aquest cas, no hi ha

moment orbital i tenim només dos subnivells, corresponents a S, = {— %, +%}, amb una
separacié AE = gugB,.

Si, a més del camp magneétic estatic B, fem incidir sobre el nostre material una radiacié
electromagnetica de freqiiencia adequada, f;, tal que la seva energia £ f, sigui exactament
igual a AE, podrem induir transicions entre els dos subnivells. Es a dir, observarem que
el material absorbeix energia de la radiacid. La condicio perque aixo passi €s:

AE = gupB. = hfy
i s’anomena condicid de ressonancia.
La RMN consisteix en el mateix fenomen, perd €s deguda als spins nuclears: poden ser
els spins dels protons (s = %) o d’algun atom que tingui un nucli amb spin resultant no nul

(sovint es fa RMN dels protons de 1’aigua en els éssers vius, ja que els teixits biologics
en contenen molta).
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El factor giromagnétic nuclear, y, és molt més petit que 1’electronic g, ja que la massa
del prot6 €s molt més gran que la de I’electré (m,, > m,).

eh eh
P Up =

r= 2m, 2m,

Per aixo, els subnivells (d’estructura hiperfina deguts als nuclis) produits per I’efecte

Zeeman dels nuclis tenen separacions (AE), = gyB ~ 1078 eV. Aix0d fa que puguem
discernir diferéncies d’energia molt petites (de I’ordre de 1072 eV).

8.6. Exercicis

Exercici 8.1. Un atom d’hidrogen es troba en un estat amb [ = 2.

a) Quins sén els valors propis de L*?
b) Quins sé6n els valors propis de L.?
¢) Quins sén els valors possibles de la component z del moment magnétic u,?

Solucio:
a) En substituir / = 2 en I’equacié de valors propis, obtenim:
L) = 11+ D) [y) = 61 [)

Es a dir, el valor propi de L? és 67"

b) L’equacid de valors propis per al cas de ’operador L, és:

L.|yp) = mh|ap)
Comquem=2, 1,0, —1, —2, els valors propis de L, son:
2h, 1, 0, —h, —2h
¢) Finalment, pel que fa a la component z del moment magnétic:

‘LCZ - m,UAB — 2;“'3’ AU‘B’ 0’ 7“/39 721“’3

fi
on g = 26— =9,27-107% J/T = 5,8-107° eV/T és el magneté de Bohr.

nc

Exercici 8.2. El nombre quantic principal d’un electrd en un atom és n = 3.

@) Quins s6n els valors possibles de /? Quines sén les combinacions possibles de i m?
Quina és la degeneracié d’aquest estat tenint en compte I’spin?

b) Per a un electrd atdomic amb [ = 2, escriu I’equacié de valors propis de L2 i de L.
Troba’n els valors propis corresponents.
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¢) Sin=31il=2, quina és la degeneracié de I’estat corresponent sense considerar
I’spin?

En el cas de 1'i6 Fe**, I’dltima capa electronica és 3d°: hi ha 5 electrons de spins
parallels que ocupen tot I’orbital corresponenta l =2 (m =2,1,0,—1,—2). Per tant,
és equivalent a un estat de spin S = % 1L=0.

d) Si ara hi apliquem un camp magnétic extern de 0,5000 T, en quants subnivells d’e-
nergia queda desdoblat el nivell? Quina és la separacié energetica (en eV) entre dos
nivells consecutius? (Utilitza el factor de Landé, g = 2.)

e) Ressonancia de spin electronic. En 1'i6 Fe*", per tal d’induir transicions entre dos
dels subnivells consecutius, hi apliquem també una radiacié electromagnetica de fre-
quiencia adequada. Segons la condicié de ressonancia, quina ha de ser la freqliencia
de la radiacié electromagnetica? Quina és la longitud d’ona?

Solucio:

a) Sin=3,els valors possibles de / s6n 0, 1 i 2. Per a cada valor de /, podem determinar
els valors que pot prendre m considerant els enters amb modul menor o igual a/, és a
dir:

[ =0 (orbitals) — m=0 (degeneracio 1)
[ =1 (orbitalp) — m=1,0, —1 (degeneracio 3)
[=2(orbitald) = m=2,1,0, -1, =2 (degeneraci6 5)

La degeneracid és n? si no tenim en compte 1’spin i 2 si el tenim en compte. Per
tant:

degeneracié total (amb spin) = 2n* =2-3? =18
b) Amb /=2, tenim:
D) = 10+ DR ) = 61 [p) L |ap) = mh )
Comque m =2, 1,0, —1, —2, els valors propis de L, son:
2h, h, 0, —h, —2h
¢) Com hem vist en I’apartat a, la degeneraciéenel casn=3,1=2¢s2/+1=35.

De manera general, la degeneracio sense tenir en compte 1’spin per a un / donat €s
21+ 1 (els enters amb valor absolut menor o igual que /).

5
d) Tenim 1'i6 Fe** amb un estat equivalent de spin, S = 3 i L=0. Per tant:

5
S, === =, —, — - = 2. 3 +1=06 subnivells d’energia
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En aplicar el camp extern, B, =0,5i T, el moment magnetic de spin queda projectat
a la direcci6 del camp (que anomenem # = 7). Aixi, el hamiltonia de I’efecte Zee-
man €s:

Em = HZeeman |¢> = _‘IO 'B:xt = _nu’zBext = gm.u'BBext

Amb els valors del magneté de Bohr, ug = 5,788 - 107° eV/T, i el factor de Landé
que ens donen a I’enunciat, g = 2, podem calcular la diferéncia entre dos nivells
consecutius:

AE =E, —E,_, =gugB., =2-5,788-107°-0,5=5,788-10° eV

e) La condicié de ressonancia és que la radiacié electromagnética incident tingui la
mateixa energia que la separacid entre nivells. Per tant:

AE 5,788-1073

— 10 ~

AE=hf = f=

PR 3-108

fzmzllcm

Exercici 8.3. Sigui un atom d’hidrogen descrit per la funcié d’ona que es mostra a
continuacié (en considerem només la part orbital):

2 : 1 .
90 = E@e =04 [eapa e

on les v, son les funcions d’ona propies estacionaries de ’electré en el potencial
coulombia del nucli, situat a I’origen, i sén ortonormals.

a) Quin és el valor esperat de E, de L[*ideL.?

b) Quina és la probabilitat que, fent mesures, s’obtinguin com a resultats E = E,, L> =
2L, =h?

c¢) Digues de quines variables depén la densitat de probabilitat |v)|>. Depén de ¢, 7, 6,

¢?
Solucio:

a) Les funcions d’ona propies verifiquen les equacions de valors propis segiients:

H |wnlm> - En |wnlm>
l,:z |¢nlm> = l(l + l)hz |¢n1m>

lA‘z |wnlm> =mh |¢nlm>
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A més, com que sén ortonormals, han de complir:

<¢n’l’m’|wnlm> = 5n’n61’16m’m

on 6;; és la funci6 delta de Kronecker:

5. — 1 quan i=j
Y71 0 quan i#j

Segons aixo, per les funcions propies donades, 4199 i 3215, tenim:

H|Y100) = Er |[Y100) H o) = Ex [ Y1)
L2 110) =0 L2 [ipoy) = 21 [thany)
lAIz |¢100> =0 lA‘z |¢211> = h|¢211>

Per calcular el valor esperat de I’energia, partim de la definicié de valor esperat d’un
operador i particularitzem per al cas en qiiesti6 (per comoditat, usem o, = iE,z/h):

(E) = WM FD) = (b(E1)| <\/§E e[, |¢m>e"E2f/h> -

2 aj 1 a z —ay 1 I -
= (\/;E1<1[1100|e +\/;E2<¢211|e )(\/;E1|¢100>€ +\/;E2|1/J211>e )—

2 1

2 2
2 1
=E1\/; <1/J100|¢100>+0+0+E2\/; (Yo |Yonr) = §E1+§E2

Per als altres operadors, podem realitzar el mateix procediment:

(L) = (p(F0)| 2|9 (F0)) = (9 (F.1)| <0+ \gzhz |¢211>€a2> = %th - %h

(L) = (@) L (0) = (7o) <o+ \Emwmw) — 3

b) Amb els valors esperats calculats en 1’apartat anterior, podem concloure que:

1

— La probabilitat d’obtenir el valor propi E; per a I’energia €s 3

— La probabilitat d’obtenir el valor propi 27 per al quadrat del moment angular és %

— La probabilitat d’obtenir el valor propi 7 per a la component z del moment angular
és també 1.
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c¢) Totique)(7,t) depen del temps, quan es calcula el modul al quadrat, la dependéncia
del temps de |3 (7,1)|* desapareix, ja que es cancellen les funcions exponencials. En
canvi, la dependénciade 7, 0 i ¢ es manté, ja que les funcions ¥ oo 1 321, en depenen
i no es produeix la cancellacio.

Exercici 8.4. Sense camp magnétic, i negligint 1’spin, quina seria la degeneracié de:

a) Els estats electronics de I’atom d’hidrogen Wioy i W5, com els que apareixen en el
problema anterior (amb W,;,,,)?

b) Un electr en un nivell energétic 3p sense considerar I’spin? I si considerem 1’spin?
Ara considerem I’spin i la interaccid spin-orbita:

¢) Amb quants nivells d’energia quedaria desdoblat el multiplet corresponent a J = 3/2
en aplicar-hi un camp magnetic de 0,50 T?

Solucio:
a) Pera W, tenim: n =11l = m = 0; per tant, la degeneracid (sense spin) és:
degeneracid (sense spin) =2/ +1 =1
Es a dir, un singlet (o estat no degenerat).
En canvi, per a Wy, tenim: n =2 i/ = m = 1; per tant, la degeneracio (sense spin) €s:
degeneracid (sense spin) =2/+1=3
Es a dir, un triplet (o estat amb degeneraci6 3).
b) Un orbital de tipus p correspon a [ = 1; per tant, si no considerem 1’spin, tenim:
degeneracid (sense spin) de I’electr6 =2/4+1=3
Si es considera I’spin de I’electrd, la degeneracio es dobla; per tant:
degeneraci6 (amb spin) de Ielectr6 =2- (2[+1) =6

¢) El moment angular total és J = 3/2; per tant:

3
degeneraci6:21+1:2-§+1:4
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Per mostrar I’analogia entre I’electromagnetisme i la mecanica quantica

Bloc de problemes proposats per Xavier Cartoixa,
professor del Departament d’Enginyeria Electronica de la UAB

Exercici 8.5. Partint de les equacions de Maxwell, deriva I’equacié d’ona per al camp
electric

IE

V’E — — =0,
e(r) e

anota totes les suposicions que facis i indica en quin punt les has usades. Seguint un
procediment analeg, troba I’equacié més general que inclogui només E, de manera que
1 u tinguin una dependéncia espacial, pero tractant-les com a escalars (no com a tensors).

Solucid: Si prenem el rotacional de

VxE:—@
ot

i canviem la derivada espacial i temporal, obtenim que

Vx[VxE]=——[VxB] (1.16)

Jd
Jt
Ara, utilitzant identitats vectorials

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A
VX (YPA) =¢ypVXA+Vy x A (1.17)

i la relaci6 constitutiva B = uH, I’equacio (1.16) esdevé
d
V(V-E)—VZE:—E[MVXHJr(V,u)><H]. (1.18)

Per la llei de Gauss, podem veure que
V-E=¢'p;—¢'(Ve)-E

En aquest punt, inserim les equacions de Maxwell relacionades amb la preséncia de fonts
per tal d’obtenir

V(e 'ps)—V[e ' (Ve)-E| - VE=——[u(J;+——)+ (Vu) x H], (1.19)

que es pot reordenar per aconseguir un resultat sense suposicions, i que t€ en compte la
naturalesa d’una possible variacié espacial' de e(r) i u(r):

! L’equaci6 1.20 s’ha de modificar si &(r) i u(r) tenen caricter de tensor.
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’E H
VzEf,us(;? =V(e 'ps)—V[e ' (Ve)-E] Jr,ua&—']; + (V) x (Z—I (1.20)

Ara, per tal d’obtenir I’equacié més general que inclou només la E, hem de suposar una
w(r) homogeénia o que varia lentament —aquesta és, de fet, la situacié més comuna—,
que permet negligir el darrer terme i obtenir

PE i,

VzEf,usW =V(e'ps)—V]e ' (Ve)-E|+pu 5 (1.21)

En aquest punt, si considerem un sistema amb p , homogéniai J; constant (o simplement
un sistema sense corrents o carregues lliures), obtenim

2 J’E -1
\Y% E—MEW:—V[“; (Ve)-EJ. (1.22)
L’equacio d’ona final
V’E — s(r)az—E =0 (1.23)
Hetrom = '

es pot recuperar, en general, si la longitud d’ona associada a canvis a (r) és molt més
llarga que la longitud d’ona de I’ona. Bastant sovint, també trobem que (Ve) -E = 0, per
exemple, en blocs periodics 1D amb incidéncia normal de llum.

Exercici 8.6. Escollim una longitud caracteristica d’un problema, L,, i definim una va-
riable x = r/L, sense dimensions. Demostra que tant a) ’equacié d’ona estandard que
has derivat en I’exercici anterior (equacio 1.23), suposant una dependéncia temporal har-
monica d’E, com b) I’equacié de Schrédinger independent del temps, es poden escriure
de la forma

Vay(x) + K (x)y(x) =0 (1.24)
i troba I’expressi6 per a k*(x) per a cada una de les equacions.
Que succeeix quan un problema quantic i un d’electromagnétic tenen el mateix k*(x)?

Solucié: Una dependéncia temporal harmonica de E vol dir que E(r,7) = E, (r)e™".
Si ho introduim a I’equaci6 (1.23) i usem ue(r) = n*(r)/c?, obtenim que

V2E(r) + "1(;) W?E(r) =0, (1.25)

A

i si simplement ens preocupem per I’amplitud del camp eléctric, és a dir, E,(r) = A(r)d,
I’equacié anterior esdevé

vea(e) + 0 A ey — 0. (1.26)

2
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Aquesta equacidé s’ha de comparar amb una reordenacié de 1’equacié de Schrodinger
independent del temps

Vi) + ZE -V ()] (r) =0, (1.27)

de la qual es desprén que I’estructura matematica €s idéntica.

Ara, introduint la variable adimensional x = r/L,, veiem immediatament que A(r) —
A(x), ¢(r) — ¢(x) i que V> — L,*V2, de manera que ambdues equacions es poden
escriure com

Viy(x) + 2 (x)y(x) =0 (1.24)

sempre que haguem definit

n’(r) 2my
kgm(X) :Ltzl,emT('oz (6] k‘?(X) :Liyq?

[E—V(r)], (1.28)
en queé k2, (kg) és la funcié que ve del problema electromagnétic (quantic), i Ly, 1 Ly,
son dues longituds caracteristiques de magnituds analogues en cada problema. Per exem-
ple, poden ser la longitud d’ona d’un electrd i un foté analegs, el periode d’una super-
xarxa per a electrons/fotons o el radi de la regi6 de confinament d’un nanofil (problema
quantic) i el nucli d’una fibra optica (problema electromagnétic).

Si un problema electromagnétic i un de quantic comparteixen la mateixa funci6 k> (x), sén
matematicament equivalents, i la intuicié que es desenvolupa en un sera util per analitzar
I’altre. Aix{, veiem que la variacié d’espai de I’index de refraccié n pot donar lloc als
mateixos fenomens que els coneguts efectes quantics originats per una V canviant. En
concret, una regi6 d’n alta (baixa) per fotons és analoga a una regié de V baixa (alta)
per electrons, de manera que el camp electromagneétic té preferéncia per les regions d’n
alta. Aix0 €s conseqliencia del caracter d’ona que tenen tant la llum com els electrons.
Qualsevol altra entitat descrita per una equacid en forma d’ona (els fonons en els solids,
el so en I’aire, I’aigua en un estany...) també poden, en principi, presentar la mateixa
collecci6 d’efectes quantics.

Exercici 8.7. Un electr6 amb una energia d’1,8 eV té un gap de transmissié quan entra
en una superxarxa amb un periode de 5 nm i una altura de barrera de 0,2 eV. Troba el
perfil espacial a n que fa que un fot6 analeg d’1,8 eV es comporti de la mateixa manera,
en que I’aire sigui un dels materials.
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Solucié: En el problema quantic, podem prendre la longitud caracteristica com el
perfode de la superxarxa, L,, = 5 nm. La ratio de les funcions k per a les regions I i I
sera

kiy E-V, 16

k2,1 T E-V, 18

=0,89. (1.29)

Ara ho imposem a la ratio de les funcions k en el problema electromagneétic. Com que
se’ns diu que un dels materials €s aire (n = 1) i sabem que, en principi, n < 1 és impossible
i, per ’exercici anterior, sabem que les regions amb n baixa corresponen a regions amb
V alta, tenim que n; = 1. Per tant:

kemI
0,89 =~ — 7L _ (1.30)

d’on obtenim que n;; = 1,06. Veiem que una variacio relativament petita de 1I’index de
refraccid en un problema electromagnétic correspon a una variacié considerable del po-
tencial experimentat per un electré analeg.
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Per tal de trobar el periode de la superxarxa dielectrica, igualem les funcions & a la regié
I, per exemple:
2
2 2 2 Moo 2 2mg
kq,l = kq,ll - Lo,em gO) = Lo,q hz [

E-V()] —

Kt 2my
— Lg,em :LquF[E*V(r)], (131)
1

1 substituim tots els nombres

1.97327 eV - A)? 2
2 ev-A) 166V =126x10°A.  (1.32)

L%, = (50 A)
(L8eV):  762¢v-A

0,em

I finalment

Loew = 3,55 um (1.33)
sera el periode de la superxarxa dielectrica equivalent. Aixo €s bastant usual, atés que
les longituds d’ona dels electrons sén habitualment un factor 10° més petites que les

longituds d’ones optiques dels fotons quan ’electrd i el fotd tenen la mateixa energia,
dins el rang de 10~! — 10! eV.
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