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RESUMEN

La restauracidn de imdgenes perturbadas por ruido constituye un tema de
gran interés y actualidad por su amplio campo de aplicaciones en Areas que
van desde la bioingenieria hasta la robdtica industrial.

Para la restauracidn de imdgenes estiticas se han propuesto diversos
métodos aplicables a distintos tipos de degradacidn de 1magenes Ex1ste,
sin embargo, poca literatura dedicada al caso de una sucesién de imdgenes
cuyo contenido varia ligeramente de una a otra como corresponderia a obje-
tos en movimiento observados por una cimara.

En esta comunicacidn se propone un modelo dindmico estocidstico para re-
presentar una secuencia de imdgenes degradadas por ruido blanco gaussiano
superpuesto y a partir del modelo se establecen las ecuaciones de un Filtro
de Kalman-Bucy que permite su restauracién. E1 método propuesto puede tener
en cuenta cambios bruscos de escena en la secuencia considerada.

A través de un adecuado tratamiento matemitico se desarrolla en la co-
municacidn un algoritmo que conlleva una sustancial reduccidn de los reque-
rimientos de memoria y tiempo de cdlculo, lo que hace viable la implementa-
cidn real del filtro.

Finalmente, se presentan los resultados obtenidos de la aplicacién del
método a algunos casos practicos.
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1. INTRODUCCION

En los Giltimos afios, la restauracién de imdgenes degradadas
ha recibido gran atencién que ha dado lugar al desarrollo de un
ntmero considerable de métodos digitales dirigidos principalmen-
te a imdgenes estdticas (1),(2). En muchos casos, la degradacidn
se ha modelado como una combinacidn aditiva de procesos de embo-
rronamiento y ruido.

El emborronamiento se representa generalmente por la convo-
lucidén entre una funcidén y la imagen original, siendo el ruido
gaussiano y descorrelado con ésta Gltima. Operadores de restaura
cidén basados en la minimizacién del error cuadrdtico medio han
dado resultados satisfactorios en este caso. De forma semejante,
y a pesar de su arbitrariedad y limitaciones, el filtrado inver-
so modificado para evitar los polos de la funcidn de transferen-
cia permite restauraciones aceptables (3).

La modelizacidén de las propiedades de correlacidn de las
imigenes mediante un sistema lineal con ruido blanco aditivo,
constituye la base de otra familia de métodos. En estos casos,
la imadgen barrida es considerada como la salida de un sistema 1i
neal estocdstico y en consecuencia, el filtrado de Kalman-Bucy
puede ser usado para la estimacidn de minimos cuadrados de la
imagen original.

En esta linea, Habibi (4) propone un método basado en la
consideracién de que cada punto de la imdgen estd correlado Gni-
camente con puntos situados mids arriba y a su izquierda, lo que
corresponde a utilizar solamente los puntos adquiridos con ante-
rioridad si se sigue un proceso de barrido tipo televisi6n. Jani
y Angel (5) sugieren un modelo estocdstico mas complejo que su-
pone la correlacidn de cada punto con todos sus vecinos més
proximos. Este planteamiento conduce a un modelo markoviano vec-
torial de segundo orden para el que plantean las correspondien-
tes ecuaciones del Filtro de Kalman-Bucy.

El tema abordado en esta comunicacidén consiste en un proble
ma diferente aunque relacionado con el expuesto. Se trata de mo-
delizar y restaurar secuencias de imdgenes cuyo contenido varia
lentamente a lo largo de la secuencia teniendo en cuenta la posi
bilidad de cambios bruscos de imdgenes. Cada imdgen, correspon-
diente a un instante de muestreo, estad representada por el nivel
de gris de una reticula de n x n puntos que define el estado del
sistema, y estd perturbada por ruido blando gaussiano.

Aunque diversos autores han tratado el andlisis de las se-
cuencias de imdgenes (6),(7), existe poca literatura dirigida
especificamente a la restauracidn de las mismas. Una primera ver
sidén del algoritmo aqui expuesto ha sido presentada recientemen-
te por los autores de esta comunicacidén (8).

2.- PLANTEAMIENTO DEL MODELO Y DESARROLLO DEL FILTRO

La informacidén contenida en una imdgen monocromdtica bidi-
mensional discretizada en n x n puntos puede representarse en ca
da_instante ty mediante una matriz de niveles de gris x(k). si
Xi , i=1...n son los vectores fila correspondientes a las 11i-
neas horizontales de la imagen,

x(0

< (O o [1]
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La relacidn entre imdgenes consecutivas en una sucesidén len
tamente cambiante, puede modelizarse como

(KD (K, (R (2]

donde U(k) representa un ruido blanco matricial, gaussiano y con
covari?ncia Eg} que asegure la dependencia entre puntos cercanos
de x(k y x( ).

Supondremos que la observacidon de cada imagen de la secuen-
cia es imperfecta, de?ido a la presencia de otro ruido blanco
matricial aditivo V cuyos elementos, correspondientes a los
distintos puntos de la imagen, asumiremos independientes,

LK) (0, (K
Con la introduccidén del vector x(k) de dimensidn N=n2,
(k) v (k) (K] T
X —,[X1 2 Xn ]
el modelo puede escribirse en forma vectorial:

B, L M), GlK) [3]

OS¢ SR ¢

donde los ruidos tienen esperanza matemdtica nula y covariancias

£ [u® o1 < Qs

E [u(k) V(IHT =0

E [v(k) v(lﬂT =1 I8y
con Q, I de dimensién N x N.

En el supuesto de una variacion suficientemente lenta del
contenido de las imagenes en el tiempo, podrd aceptarse la hipd-
tesis de que el nivel de gris de cada punto de la imdgen k+1 de-
pende Gnicamente -y a través del ruido de la dindmica u = de
los niveles del mismo punto y de sus 4 vecinos mds prdéximos en
la imagen k.

s bt d TEL? k s, %
Teniendo en cuenta la definicién del vector x( ), la hipo-
tesis anterior conduce a la siguiente estructura para la matriz
de covariancias Q:

Q, I..... 0 0]
N

Bo @y Mo 0 o, 1 0

N \\ N ~ ~
Q=q \\ T \\ con Q-|= 1\ Pt N [4]

N D \\ ~ \\ 1

| 3 Q I Rl

N . 0 1 \0
\_0 Bt W I Q1
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donde

g
wom £ o] 5 a e [uf® o]+ eaf0ufl)]

El filtro de Kalman-Bucy, conduce g3 las ecuaciones recur-
sivas siguientes para el cdlculo de la estimacién de 1la imdgen
x (k) de su intervalo de confianza (determinable a partir de

3 P

la matriz de covariancia P):
N -1 .
R U1, pe DD L L (00 | gliey g

=1
p(_ pk-1) Q-P(k'1l[P(k'1)+rﬂ woplkal) E.Z!
(0 _ (00 plo) _ [5.3]

A cada iteraci6n se tiene, a través de P(k), una medida de
la bondad de X(k), y por tanto del valor esperado de la diferen-
cia cuadratica media entre imdgen estimaday dservada,

con X

~

N 2] T 4
T T 7
A %E[(x(k)_g(k-ﬂ)(X(k)_;(k-ﬂ) . v (®) V(k)]=
= % tr (P(k—1) + rI)
T T
ya que E [v(k) x(k)]= E[V(k) Q(k_1)]= 0 por las caracteristicas

del ruido de observacién.

La ecuacidn anterior permite la deteccidn, en tiempo real,
de la existencia de cambios bruscos de escena en la secuencia de
imagenes. En efecto, podrid asumirse esta conclusién si la dife-
rencia cuadrdtica entre la imdgen observada y la estimada es
significativamente superior a su valor esperado,

N 3
) 1(Z§k)_§§k-1))2 syer[PD 4 r1] 1 [6]

i=

y en este caso, deberd reinicialiarse el filtro con la mejor in-
formacidén disponible de la nueva imagen, consistente en su pri-
mera observacidn:

20 _ (k)
p(k) _ [7]

En ﬁ11$aso de que la matriz de covariancias P(k'1) sea dia-
gonal Pp(k- =diag(p?k'1),... pik-1)) (caso al que puede reducir-
se.nuestro problema como se vera mas adelante), la variancia
esperada de cada una de las N diferencias

20 _ 2(ic-1)

es pgk_1) + T, y por ello la variable
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[Zi 2 ng—1))2

[s]

i=1
ol pgk-n

: 5 & 2
se distribuye segln una ley de X~ de N = n2 grados de libertad.
En consecuencia, podra asumirse cambio de escena si:

/ZE - JINT [9]
es significativamente distinto de cero.

35 DEDUCCION DEL ALGORITMO DE RESTAURACION

La implementacidén de las ecuaciones [5] del filtro en 1la
forma_obtenida requiere el almacenamiento dg matrices de orden
n“x n“, y tiempos de calculo del orden de n” motivados por la
inversién de las mismas.

Es posible, sin embargo, reducir apreciablemente ambos con-
ceptos mediante un cambio de base adecuado. En efecto, se puede
demostrar (ver Apéndice) cue existe una matriz M tal que

Ml =/\Q = diag (q;....qy) [”)J
()

Si M diagonaliza también la matriz P

MTP(k)M af{g)= diag (pgk)...pék)) b1]
entonces,
T (Rt Dy () %_/\(g)MT[p(k) v er] T -
A (K) (k) (k) -1 (k)
Np g '/\P{AP ® ”] Ny

y por tanto el cambio de base M también reduce P(k+]) a su for-
ma diagonal. En consecuencia, si la condicidn inicial es tal que
P¥=MAYM"  con Ny’ matriz diagonal defin%?? p?i}tiva i itraria,
las sucesivas matrices de covariancias P o P et DS Cleiran)
todas ellas diagonalizadas por la misma M. En este caso, solo
serd necesario el almacenamiento de los N element de la diago-
nal de las matrices P(k), y la ecuacidén recursiva |5.2|se reduci-
rd a,

x) 7’
+ P
p{ke 1) (), o B2

 E

-
[}
-t

p(0, ¢

Ahora bien, tal como se ha indicado anteriormente, 5.3 , la
condicidn inicial PlOJ) es diagonal y proporcional a I, con lo
que esta Gltima hipGtesis se cumple y la ecuacidn [12] es valida

La ecuacidn E.]] se simplifica de un modo andlogo. En con-
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secuencia, una vez determinada la matriz M y los valores propios
de Q en la forma detallada en el Apéndice, el algoritmo de fil-
trado se desarrollarid en cada paso de acuerdo con el siguiente
proceso:

- A partir de la observacidn z(k), efectuar el cambio de

base
oK) - T, () [13]

- Obtener la estimacién ?(k) en la nueva base (ecuacidn
(5.1 modificada)

¢l . ;,‘(k-1)+A}gk-1)[@(k)_;,(k-l)] [14]

= Actualiz€f) mediante la relacién de recurrencia Dz]la
matriz/\ ‘
P
- Si se desea observar la imagen filtrada, proceder al
cambio de base inverso a [13]):

2Ky 00 [15]

AGon este algor%ﬁTo e Freciso almacenar las matrices M,
Ag, §k-1) Sk - ,/sz , con un total de 6nZ variables
(del mismo orden que la imdgen) ya que como se muestra en el
aEéndice, el almacenamiento de M requiere Gnicamente el de N=
n“ variables.

El nGmero de ogperaciones en cada paso es de O(ns), para
las ecuaciones [13 y[] 5].

En cambio DZ]y'h4]solo requieren O(nz) operaciones._Por
ello, es aconsejable calcular Gnicamente la expresion |15/ para
las imdgenes que deban visualizarse ahorrando de esta forma un
50% del tiempo de cdlculo en los pasos intermedios entre dos
visualizaciones.

4. IMPLEMENTACION Y RESULTADOS

A fin de estudiar el comportamiento real del filtro, se ha
escrito un programa de computador que ha permitido analizar di-
Versos casos.

El programa consta de dos rutinas. La primera simula el
sistema de adquisicién de imidgenes mediante la generacién de se
cuencias de imdgenes geométricas, que evolucionan en el tiempo
a través de la gestidén de imidgenes reales previamente almacena-
das. En ambos casos la rutina genera y adiciona ruido gaussiano
pseudoaleatorio para obtener las imagenes perturbadas.

. La segunda rutina implementa el algoritmo de filtrado des-
Crito comenzando con el cilculo de las matrices M Y Q que se-
rdn utilizadas posteriormente en las iteraciones.

Como ejemplo del funcionamiento del algoritmo se ha selec-

cionado un caso simple que permite apreciar claramente los re-
sultados obtenidos, consistente en dos secuencias de imagenes
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geométricas con transicién brusca entre ambas (cambio de escena)
discretizadas en 32 x 32 puntos.

El efecto de la restauracién y de la deteccidén de cambio de
escena se muestra en la serie de figs. 1 que representan la sa-
lida del algoritmo en instantes equidistantes de tiempo. Por
otra parte, la evoluci6én de la variable e ,(8) indica la probabi-
lidad de cambio de escena. (Figura 2).

51 CONCLUSIONES

Un modelo dindmico estocdstico que relaciona imdgenes con-
secutivas de una sucesidn, asumiendo que cada punto de una ima-
gen estd relacionado Gnicamente con el mismo punto y los vecinos
mds proximos de la imagen anterior, representa adecuadamente el
proceso y permite el desarrollo de un filtro lineal para su res-
tauracion.

Este enfoque facilita la deteccién de cambios bruscos de
escena y la reinizalizacién del filtro para lograr un periodo
transitorio reducido.

La implementacidén del filtro, prdcticamente imposible en su
forma original, se hace viable mediante un %ambio de base ade-
cuado. E1 algoritmo propuesto conduce a 0(n®) operaciones por
estimacioén lo que corresponde a 0(n) operaciones por punto de
la imagen, y a la necesidad de almacenamiento para 6n“ valores.
El uso directo de las ecuaciones del filtro requeriria memoria
de 0(n%) y tiempo de computador proporcional a n

La implementacién en computador digital del filtro ha dado
resultados claramente satisfactorios para diversos tipos de imd
genes, avalando el enfoque propuesto.
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Ze APENDICE - Determinacidén de la matriz M

Sea un conjunto de n matrices Ai de orden i x i tridiagona-
les,

Sus polinomios caracteristicos det[Ai- q = 0 satisfaradn la
ecuaciodon de recurrencia de Sturm,

Ai(a) = a A (oa)-Ai_2 (o) con a = a-A

i-1
y el conjunto de valores propios de la matriz A  serd A.=a-a.,
i=1...n, donde a,...a_ es el conjunto de raices del pollnomié
A_(a). Puede ver%e tallbién facilmente que el vector propio nor-
milizado correspondiente a Ai es

n-1 S172(84 (o)
”i=[§=1 *x (‘“i)*‘] AN
An—1(—a )

y definiendo la matriz W* formada por n‘ submatrices diagonales,
a partir de los elementos de W:

W I isnecessmes w, I
n
Wx =
w_,1I w1
nl nn
es inmediato comprobar que:
Qq-o I 0 I
w*T Qw* = q 1 1 \\\ =qQ*
0 =~

Q1—an1

donde Q y Q, son las matrices definidas en 4 . Puede concluir-
se por tanta que el cambio de base W* es un primer paso hacia
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la diagonalizacidén de Q, obteniéndose una matriz tridiagonal Q*
cuyos nZ elementos diagonales son 0-Gq, ... 0-0Q . Dado que

podemos concluir que 1los n2 valores propios de Q son

it Wy Vir

y que por tanto, la matriz M tal que MTQM =/\Q sera

15
i W L 0
~
M = W & i i
i ™~

~
~

0 W

A

La matriz M requiere unicamente el almacenamiento de los
n” elementos de W, dada su especial estructura. Ademds, el pro-
ducto de M por un vector puede realizarse_en dos fases, cada
una de las cuales requiere del orden de n” operaciones.
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