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ABSTRACT

This work deals with the problem of modelling non-linear systems. For this
purpose, a new architecture based on the Kolmogorov theorem is presented. It
combines such suggestive subjects as Volterra series and random samples in the
frequency domain. The main idea is to approximate input/output relation of a
non-linear system by means of two truncated Fourier series generated from two
different principle harmonics, They are chosen in order to obtain from the
Fourier transform of the input/output function nonequidistant samples and,
furthermore, in an almost random manner. On the other hand, the mean square
error is obtained in order 1o evaluate the behaviour of the proposed scheme.

I. INTRODUCCION

Desde los afios 80 parie del estudio de sistemas no lineales (SNL) se ha
centrado en un intento de aglutinar y organizar todas las técnicas que se han
ido desarrollando en torno a ellos [1]. Andlisis de planos de fase, técnicas basadas
en la teorfa de ccuaciones difercnciales y simulaciones realizadas en ordenador
representan tres de los grupos mencionados. Eslos métodos se resienten en uno
u otro aspecto bien sea por la falla de generalidad, bien por la poca aplicacién
en problemas especfficos. Por otro lado, el auge de los momentos de orden
superior se dcbe cn gran parte a los resullados obtenidos en el drea de sistemas
no lineales [2].

Una dec las técnicas ha sido la representacion de Vollerra/Wiener de
sistemas no lineales. Se basa en la rcpresentacion de la relacién entrada/salida
de un sistema no lincal medianie las llamadas “series funcionales de Volterra".

En lo que sigue de trabajo se presenla como los autores utilizan dichas
técnicas en el modelado de sistemas no lincales proponiendo una nueva
estructura que combina - las series funcionales de Volterra, con el muestreo
aleatorio en frecucncia y el tcorema de Kolmogorov.

11. SERIES DE VOLTERRA EN EL MODELADO DE SISTEMAS NO LINEALES.

Una de las formas mds generalizadas de caracterizar un sistema no lineal
es mediante la relacién entrada/salida.
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Fig.1. Representacion entrada/salida de un SNL.
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Asi, si denotamos la entrada por x(1) y la salida por y(1) ambas se pueden
relacionar tal y como sigue:

yO=glxm] (Ec.1)

Suponicndo que la sefial de centrada estd limitada en amplitud a un
intervalo [-D/2,D/2], la funcién entrada/salida se puede repetir con periodo D,
resultando de ello “g(x) dclinida por:

8(x)= 2, g(x-nD)
el (Ec.2)

En la notacion sc omite la dependencia temporal de las sefales de entrada
y salida para evitar complicar las cxpresiones. En caso de sustituir la funcién
g(x) por "g(x) la salida serfa la misma y ademds periddica en el dominio x, y por
lo tanto se puede desarrollar en serie de Fourier.

y=08(x = z lDG(nm“) exp(nw x) w,=2n/D
pa . (Ec.3)

Siendo  G(w) la transformada de Fourier respecto del dominio x de la
relacion entrada/salida g(x). El resultado ((Ec.3)) puede interpretarse como una
serie. de Volterra ya que desarrollando la funcién exponencial en serie de Taylor
se obtendria una [uncién polinémica cn polencias de la entrada, x.

II. MUESTREO ALEATORIO EN EL DOMINIO FRECUENCIAL.

Supongamos por un momento que se muestrea la transformada de Fourier
de la relacién entrada/salida denominada G(w) no de una forma equiespaciada
sino aleatoriamente [3]. Si denotamos ~y por la funcién que se obtendria de este
proceso, .

y=8(x»= % Glw) cxp(o, x) .
n=-= (ECA“)

El valor esperado de la funcién ~y se pucde cxpresar en funcién de la
inversa de la transformada de Fourier de la expresién (Ec.4) tal y como sigue

E[y] = E{I: [ i G(nw ) 8w - mﬂ)jl»cxp(—jmx) de=

N = -

=J’W G(w) - Z S(m-—mn)]cxp(—ij) dw
zi ) (Ec.5)

Realizando ¢l muestrco en [recuencia de forma que en la expresién
anterior (Ec.5) el término cn el que se calcula el valor esperado del conjunto de
muestras equivaliera a una conslante, se deduciria que el valor medio de la
funcién ~y coincide con la relacion entrada/salida del sistema no lineal que se
pretende modelar.
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i S(m—m“)]=[_:lc = Ef]=y

ne-= (Ec.6)

11I. ESQUEMA DEL SISTEMA PROPUESTO.

En un caso priclico de modelado de sistemas seria necesario truncar el
sumatorio de infinitos términos (Ec.5) para poder almacenar los datos en un
ordenador.

Alternativamente, los autores proponen obtener ese muestreo no
equiespaciado mediantc ¢l esquema de la (Fig.2). Este puede considerarse una
aplicacién del teorema de Kolmogorov, el cudl prueba la existencia de una
funcién continua que transforma n entradas a m salidas utilizando inicamente
funciones de una sola vdriable. El leorema también describe la arquitectura
bésica para implementar la citada funcién [4,5].
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Fig.2. Arguilcclura priclica propuesta para el modelado de SNL.

La figura anterior (Fig.2) representa la idea de aproximar la relacién
entrada/salida dcl SNL mediante dos serics iguales a la descrita en (Ec.4) pero

truncadas y ulilizando para cada una de ellas dos armdnicos fundamentales
distintos. Es decir,

«M +N
¥=8(x = ):M .z_lﬁ_G(nlml) expimo x) + ZN 2]132 Ghw ) exp(jnw,x)
me- 1 ne=

w,=2n/D; 20, i=12

(Ec.7)

La eleccion de las [frecuencias wl y w2 es una decisién critica y cabe
destacar que es una cucslion lodavia sujeta a estudio. De todas formas avanzamos
que estas frecuencias deben ser escogidas en un intento de muestrear de forma
"aleatoria” el espectro de g(x).

Antes de entrar en dctalles, debe considerarse que para poder realizar las
simulaciones mediante ordcnador sec ha tenido que discretizar el problema.
Supongamos de este modo que g(x) sec muestrea obteniendo una secuencia de N
puntos centrados en el origen que Illamarcmos g(n).

g(n)=g(x)| i o n=0.(N-1); Nimpar
e (Ec.8)
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Consecuentemente, en lugar de la expresién (Ec.7) se ha implementado su
versién discrela.

NQ, 1 NG, -1
Y,(n)= NL.EQ G(k) -cxp(jzﬁ{[—n k) -IvNLEZO Gik ) ‘cxpﬂfiin k,)
1k - 1 2k - 2

N-1
G(k):Eg(n)-cxp(—-jz—ﬂnk') N<N,
a0 N, (Ec.9)

Se trata de dos scries discrelas de Fourier truncadas a NQ1 y NQ2 coeficientes
respectivamente, siendo los arménicos fundamentales

©,=20/N, N2N i=12 B 3

Los valores NI y N2 se han cscogido primos. Con ello se muestirea G(w) de
una forma no cquicspaciada consiguiendo ademds que la diferencia entre dos
frecuencias consccutivas pueda considerarse una variable aleatoria. Con esto no
aseguramos que la condicién impuesta por (Ec.6) se cumpla pero .tal y como se
comprobard en cl siguicntc apartado, los resultados oblenidos en t(érminos del
error cuadrdtico medio nos inducen a pensar que una eleccién adecuada de N1 i
N2 podrfa aproximar la cilada condicién.

RESULTADOS.

En este apartado sc presentan algunas de las simulaciones realizadas, Para
evaluar la bondad de In arquitcctura propuesta (Fig.2, Ec.9) se comparan los
resultados obtenidos con los que sc oblendrfan  de aproximar la relacidn
entrada/salida dcl sistema no lincal con una seric de Fourier truncada
convencional.

NQ 1
S’.,(n)=NL 3 G(k)-cxp(j%}j—n k) N,2N _
Rao 0 (Ec.11)

Para quc la comparacion sea vilida se ha forzado a que las expresiones
(Ec.9) y (Ec.11) tuvieran el mismo n° de coeficientes (por lo tanto, que ocuparan
el mismo espacio de memoria al almacenarlas) y que abarcaran el mismo ancho
de banda. Es deccir,

Mismo ndmero de coclicienies = NQ,=MNQ,+MNQ,

Mismo ancho de banda = l\Qu;‘No=max(1\Ql!Nl,m2!Ni) (Ec.12)

A continvacién sc presentan los resultados de las simulaciones realizadas.
El sistema no lincal que sc ha modelado es la funcién sigmoide. La primera
simulacién (Fig.3) consta de tres funciones:

A: Aproximacion obtenida con una serie de Fourier (Ec.11).

B: Aproximacion obienida con dos series de Fourier (Ec.9)

C: Funcién sigmoide a aproximar,

La segunda (Fig.4) representa el error para cada uno de los casos.
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BOTH APPROXIHATIONS

ERROA

(A Y qu,[\ R
B T T T R TR tﬁy\a:\ﬁ?/\m/ ...\:'??f' e
Fig3 Fig

Pardmetros| N NO | NQO| N1 | NQI| N2 | NQ2

Valor 1001 2674 | 20 (1337 | 10 1577 | 10

Tal y como sc observa la aproximacién obtenida en el caso denominado
por B es mcjor que para cl caso A, lo que se pucde verificar con la grifica del
error. De la tabla sc pucde comprobar que se han respetado las condiciones
impuestas por (Ec.12).

CONCLUSIONES

En este articulo se proponc un csquema que modela sistemas aunque
nuestro estudio se ha dedicado a los sisiemas no lineales. En determinados casos
el esquema presenta un error cuadritico menor que el esquema alternativo
propuesto. La linea dc actuacién actualmentc se centra en delerminar que
valores N1 y N2 son los éptimos para reducir todavia mds el error.

REFERENCIAS

[1] W.J.Rugh: "Nonlincar system thecory: The Volterra/Wicner Approach”, Johns
Hopkins Press, 1981,

[2] J.S.Bendat: "Nonlincar sysiem analysis & identification from random data",
John Wiley & Sons, 1990.

[3] LBilinskis,A.Mikelsons, "Randomised Signal Processing", Prentice-Hall, 1992.

[4] A.N.Kolmogorov: "On the representation of continuous functions of many
variables by superposition of comtinuous function of one variable and
addition". (in Russian), Dokl. Akad. Nauk USSR, 114, pp953-956, 1957.

[5] Lagunas M.A., Pérez-Ncira A., Ndjar M., Pagés-Zamora A.: "The Kolmogorov

Signal Processor”, New trends in neural computation, Proc. ITWANN'93, pp.
495-512, Barcclona, Spain, June 1993,

462



