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Abstract:

We present a new method for the steady state analysis of autonomous circuits with transmission
lines and generic nonlinear elements. With the temporal discretization of the equations that describe the
cireuit, we obtain 2 nonlinear algebraic formulation where the unknowns to determine are the control
variables of the nonlinear elements samples directly in the steady state, along with the oscillation period,
the main unknown in autonomous circuits. An efficient scheme to build the jacobian matrix with exact
partial derivatives with respect to the oscillation period and with respeet to the samples of the
unknowns is described. To illustrate the proposed technique, the time-delayed Chua's circuit is analized

in its periodic zones.
1. Introduccién

Para la determinacion del régimen
permanente de circuitos auténomos no lineales se
han desarrollado distintas iécnicas.

Los métodos de shooting, desarrollados en
el dominio temporal. intentan determinar las
condiciones iniciales del circuito que hacen cero el
transitorio. En circuitos que incorporan retardo estas
condiciones deben determinarse con una duracion
igual al retardo maximo del circuito. En el caso de
circuitos autonomes, el desconocimiento a priori del
periodo de oscilacién aiiade dificultades adicicnales.

La divisién del circuito en una parte lineal y
oro no lineal es aprovechada por los métodos
desarrollados en el dominio frecuencial para resolver
la parte lineal eficazmente. Sin embargo, la parte no
lineal se evalia mejor en el dominio temporal,
siendo necesarias sucesivas transformaciones entre
los dos dominios.

En esta comunicacién proponemos un
nuevo método para obtener Ja respuesta en régimen
permanente de circuitos autdnomos no lineales con
parametros distribuidos, basade en la formulacion de
las ecuaciones que describen el circuito en el
dominio  temporal, sin  requerir  ninguna
transformacion adicional. Después de discretizar
estas ecuaciones aproximando las derivadas y los
retardos por una combinacion lines! de las muestras
de las variables discretizadas se llega a una
formulacion del problema en forma matricial,
pudiendo usar técnicas de procesado en paralelo para
su resolucion. Las derivadas parciales de las
ecuaciones resultantes respecto a las muestras de las
variables a determinar v el periodo de oscilacidn,
principal incognita en circuitos autdnomos, se
obtienen de forma analitica exacta, permitiendo la
implementacion eficaz de técnicas de resolucién
globalmente convergentes basadas en
modificaciones del método de Newton.
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2. Formulacion de las ecuaciones

Consideremos un circuiio auténomo al que
se le han extraido todas las fuentes de polarizacion,
las lineas de transmision v los elementios no lineales.
Para conseguir una mayor fluidez en la formulacion
de las ecuaciones, se estudia el caso simplificado con
una sola fuente de polarizacion, una sola linea de
transmision  y un solo elemento no lineal
representado en la Fig. 1. La generalizacion para un
numero arbitrario de dispositives no presenta,
conceptualmente, ninguna dificultad afiadida.

Puesto que el multipuerto resultante de la
extraccion es lineal, aplicamos superposicion en el
dominio transformado, expresando la variable de
control de la no linealidad Xs) de la forma

X(s)=H () 15 (8)+ H.(5) F(X) (H
y la variable de salida deseada 1(s) como
Y(s)= Hy(s) -V, (s)+ H (5) F(X) (2)

donde Hp(s)=-Np(s)’D(s) es un cociente de
polinomios. Con esta notacidn reescribimos (1)
como:

D(s) A(8)+ N (8)-T3(9)+ N.(5)- F(A) =0 (3)

Conviene remarcar que Ng(s) v D(s) son
polinomios bivariados [1] del tipo

w2 . _‘
Frsy=2, ZP;‘;‘ se T (4)
i=0 j=0

siendo # el orden del multipuerto lineal v 7 el retardo
de la linea de transmisidn.

&
b
= Multipuerto Lincal

Zit

Figura 1
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E! polinomio P(s) aplicado sobre la
transformada de Laplace Ufs} de una variable u(t) se
puede expresar en el dominio temporal como

LT n2 dilu(i—j-7 "
Pis) . U{s)— 3 Z‘Dlj _("Ld,“—)_) (3)
1=0,;=0

La discretizacion de (3) aproximando la
derivada y los retardos por una combinacion lineal
de muestras, v la imposicion de una solucion
periddica de periodo T, nos permitira expresar (3)en
forma matricial y obtener asi un sistema algebraico
no lineal de N ecuaciones y N+1 incognitas: el
periodo Ty las N muestras de la variable de control x
espaciadas A=T/N.

3. Discretizacion de las ecuaciones

Discretizaremos en primer lugar el operador
definido por (3), y extenderemos el resultado a la
discretizacion de (3), compuesta por productos
formalmente iguales a (3).

En el método de Gear de orden g se
aproxima la derivada en el instante /A interpolando
u(r) mediante un polinomio de orden g a partir de la
muestra en ese instante y g muestras anteriores.
Otras discretizaciones son posibles ([2]. [3]).

Dado que la funcién retardada j-r en el
instante A, u(imA-j-7), no coincide en general con
una de las muestras, se obtiene su valor interpolando
u(r) mediante un polinomio de orden g a partir de la
muestra posterior al instante #wA--7 y g muestras
anteriores.

Asi, definiendo el vector de muestras de (1)

T
u= [ul,u:,---,sz] con w, =u(n- A)

d(u(1))

podemos calcular el vector de muestras de
dt

u:[ul,uz,---,z:N] a partir de

_ Al (6)

dt t=n-A

”n -i

e '
- E ¢ i i,
=0

v el vector de muestras den(t—j 1)

"
u; = uﬂ.z!jg,-'-,um] a partir de

”jn

=u(m.A—j 1)= id'ji Upg o (N
J

i=0
donde se define k, en funcion de A y T como
By vAEH R (k;+1).4.
Para el posterior calculo del jacobiano, serd

necesario  explicitar la dependencia de los
coeficientes ¢, y d’, con el periodo T. Esta resulta ser

gy d';= Zd,k ref donde
k=0
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T~ k} A T
gy B N -—= .l.'_:. dependiendo ¢, v d,
A T
sélo del orden g de la discretizacién de Gear usada.
Aplicando las discretizaciones (6) vy (7).
cada operacion definida en (5) puede escribirse
como el preducto de una matriz P(7) por un vector
u. En efecto, el calculo de la derivada de u(y) (i=1.
j=0) se puede realizar como
d(zr{f)) a N

—da yu=P,(7)-u

donde se define

C
PI(I{T) = Cil'C(CIU 3cl1 ‘___‘.C.f" 10;“] ’“'!0,\'—}): E (S)
g8 A

y C, independiente de T. viene dado por

C = circ(ey,c)s++: € 0gipa0y_1) (%)
con la notacion
{- g Ay 7 a,_{
. \ a, ﬂo a, |
circ(ag.ay,~,ay_) =| |
| |
layy ay - al

Fl calculo de wu(t) sin derivar (=0) ¥
retardada j-t se puede realizar como

¥

g N
u(t—j-i)——u; =P0j(T)'“

siendo

Py;(T) = cire(0g,-++,0 ' v ’Oj‘ﬁgﬂr"' 0y)

ko2
J

(10)
y donde los coeficientes o, se pueden expresar como
un polinomio de ¢,

0] [do 4o ][4
|d'j,|=|dm » dy I_|ej.\[
Ea IR
la ) a4y, dggJLfJ
o0 en forma compacta
d;(T)=D-e;(7) (1

siendo la matriz D independiente de T'y de .
Finalmente, la discretizacién de (5) resulta
en el producto de matrices

i=0,=0

pudiendo descomponer Py(T) en funcién de las
matrices definidas en (8) y (10) de la forma

P, (T) =Py (T)-Py;(T) = (Pyy (7)) -y (- (13)
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Las matrices Pyo(7) y Po(7) provienen de la
discretitzacion de la funcidn derivada v de la funcion
retardada j-t respectivamente. El producto de i
matrices Po(7) y de Py{7) proviene de la
discretitzacion de la funcion derivada 7 veces y
retardada j-t . Al tratarse de matrices circulanies. su
producto es conmuiativo ¥y el resultado de este
producto es otra matriz circulante. Estas propiedades
son de interés para resolver el sistema de ecuaciones
(12} con un coste computacional reducido.

4, El sistema de ecuaciones resultante

Aplicando esta idea a cada uno de los
productos que aparecen en (3), obtenemos una
formulacion equivalente de la forma

D(T) x+ N (T)-v, +N,(T)-f(x)=0  (14)

donde cada matriz, una vez elegido el tipo de
discretizacién a usar, solo depende de T. Las
matrices N((7). No(7) y D(T) son combinacicn lineal
de Py(7), de forma similar a P(7) definida en (12)
variando tinicamente los coeficientes p,;.

Dado que en circuitos auténomos-gl periodo
T es desconocido, el sistema (14) presenta infinitas
soluciones, que unicamente difieren en un retardo
arbitrario. Para evitar este problema, se fija una de
las muestras de la variable de control x a un valor
que, a priori, podemos esperar tome la solucion. Asi,
de ahora en adelante supondremos que la primera
muesira de las variables que intervienen en el
sistema de ecuaciones es conocida.

Para el case de circuitos auténomos el
vector v, proviene de las fuentes de polarizacién y
tiene todas las muestras de igual valor. De este
modo, el operador derivada sobre v, es cero y el
operador retardo da un vector igual a si mismo. Asi,
N(T) v, = bv, , donde b=constante.

5. Caleulo del jacobiano

La resolucién eficaz de (14) pasa por
utilizar métodos globalmente convergentes basados
en el método de Newton, por lo que es necesario
conocer la dependencia de cada una de las N
ecuaciones respecto a las N incdgnitas del sistema
(T, xa, x3,... xy). El célculo de la columna i-ésima del
jacobiano se obtiene derivando (14) respecto a la
incognita /-ésima. Para =1, derivada respecto al
periodo 7, calcularemos previamente el jacobiano de
(12). Asi, y dado que las muestras de () no
dependen del periodo T -

d(P(T)-u) ii d(P;(T))
ar i=0 j:()p"' drl

u- (15)

Usando (13) y la regla de la cadena, expresamos

d(Py(T))  d(P, (1)) d(P,; (7))
= Py (T)+ P (T) ———
dr ar oD Pl
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o en forma compacta

pf}'(T) = Pfﬂ(T)'P (T)*P“,(T)-I’M(T';- (16)

0j

El calcule de la derivada que aparece en el
primer producto es inmediata puesto que

[
Po=—" _—=""PF4
dT T

Para el cdlculo de la derivada que aparece
en el segundo producto, conviene recordar la
dependencia de Py () con ¢{T) segin (10) y (11).
En primer lugar definimos

POJ(T)=circ({)o,...!(]kjed'ﬂ]’...‘('{'ﬂ T
(18)
donde
~ L dT)
d, ()= d,.u’djl.-"'eff . o B (19)
’“ dr
Ahora el problema se reduce a derivar (11).
Asi,
. die (7)) -1
dj{T):D'Tsz.KJ.Qj(T) (20)
T
donde ) )
0 0 0 0
kb 10 : N
K =0 2k 2 0 (21)
0
| 0 0 gk g]

Una vez calculadas las matrices PU(T} el
calculo de NI(T), NZ(T) v D(T) es inmediato
dado que Ny(7), No(7) ¥ D(T) de (14) son
combinacién lineal de las matrices Py(T). Asi pues,
la primera columna del jacobiano se expresa
analiticamente

JEND)=D(T) x+ N (T)-v, + N, (7)- f(x) (22

con N](T), NE(T) y D(T) combinacién lineal de
las matrices P,;,.(T) con igual peso que sus
antecesoras P (T) en N, (7). N,(T) y D(7).

El resto de las columnas del jacobiano se
determinan ficilmente ya que solo los vectores x v
f(x) dependen de las N-1 muestras desconocidas, y
sus derivadas parciales son inmediatas (considerando
f(x) analitica). Asi pues, las restantes columnas del
jacobiano se expresan analiticamente

J(,2ZN)=D(,2tN)+N, (5,21 N) - F'(x) (23)
con
F'(x) =diag(f'(x5). [ (x ) (24)
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) d(f(x))
Y )= e
d.\' L= '\,&':
La expresion (23) no difiere formalmente de
la que se obtendria en el caso de analizar circuitos de
pardmetros concentrados [4].

6. Aplicacion al circuito de Chua retardado

La técnica detallada se ha aplicado a la
determinacion del régimen permanente de la variable
de control v de la no linealidad del circuito de Chua
retardado de la Fig. 2. Los valores normalizados de
los parametros, con cuatro cifras significativas, que
aparecen en el circuito son Z,=0.4243. 7=4.423,
R=1.4 y (C=1. La relacion i-v de la no lincalidad
correspondiente al diodo de Chua se representa en la
Fig. 3 con I")=1, I'=8, m=-0.7576, m,;= -0.4091 y
m-=4.546.

Se ha usado la discretizacidn de Gear de
segundo orden (g=2). Para esta discretizacion los
valores de los coeficientes ¢, i d; son

(CO] [1.5] 1 -15 0.5_‘|
le, |=|-2|;D=]0 -2 1|
e, | L05 {o -05 03]

La inicializacion del proceso iterativo se ha
realizado con N=32 muestras de una sefial senoidal
de periodo 7T=16s y amplitud A=12V,
obteniéndose la forma de onda de la Fig.4 de
periedo 7=20.45s y amplitud maxima 4=8.567 V
que corresponde a un circulo limite en el plano de
fase. Los resultados concuerdan totalmentie con los
obtenidos usando PSpice.

7. Conclusiones

Se ha presentado un nuevo método para la
determinacion del régimen permanente de circuitos
autonomos no lineales con pardmetros distribuidos.
El método se basa en la discretizacion en el dominio
temporal de las ecuaciones que describen el circuito,
reduciendo el problema inicial, la resolucion de un
sistema de ecuaciones diferenciales cen diferencias
no lineales, a la resolucion de un sistema de
ecuaciones algebraico no lineal.

¥ =

Figura 2
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Y

niy;
Figura 3

Para la resolucion eficaz del sistema de
ecuaciones obtenido, se han implementado
algoritmos globalmente convergentes, basados en
modificaciones del método de Newton. Para ello se
require el conocimiento del jacobiano [5). Por esta
razon, se ha descrito con detalle el calculo analitico
exacto de las derivadas parciales que Jo componen
para discretizaciones de Gear.

Para la validacién del método, éste se ha
aplicado a la determinacion del régimen permanente
del circuito de Chua retardado en una de sus
ventanas periodicas, un ejemplo paradigmatico del
tipo de circuitos a los que hace referencia esta
comunicacion. Los resultados concuerdan
plenamente con los obtenidos usando técnicas de
integracion, sin necesidad de calcular todo el
transitorio.
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