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RESUMEN

La descripcién usual del movimiento de un fluido incompresible en régimen potencial, bajo
la accién de la gravedad, con su superficie superior libre, viene dada por la ecuacién de Laplace
—lineal y sin derivadas respecto al tiempo— y unas condiciones de contorno en la superficie libre
que generan toda la dependencia temporal y las no-linealidades. En este articulo se presenta
una formulacién del problema en términos —exclusivamente— de las variables restringidas a la
superficie libre. Esta formulacién presenta varias ventajas, tanto desde un punto de vista tedrico
como practico. Algunas de ellas son puestas de manifiesto mediante el ejemplo de aplicacién
que presentamos: el calculo numérico de las frecuencias de resonancia de un recinto con una
variacién brusca de profundidad.

SUMMARY

The usual approach to surface gravity waves in an incompressible fluid is based on both,
Laplace Equation —linear and without time derivatives~— and boundary conditions at the
free surface, the latter generating all the time dependence and non-linearities. In this paper we
present a formulation for the dynamical problem of surface gravity waves using only the variables
defined on the free surface. This approach has several theoretical and practical advantages, some
of them displayed by the example we present: the numerical computation of the spectrum of
the frequencies resonant in a basin with a step-like bottom.

INTRODUCCION

La dindmica de las ondas de superficie en una capa de un fluido incompresible bajo
la accién de la gravedad, tiene una descripcién euleriana, en régimen potencial, que
viene dada por la ecuacién de Laplace —lineal y sin derivadas respecto al tiempo—
y unas condiciones de contorno en la superficie libre que generan toda la dependencia
temporal, asi como las no-linealidades. En consecuencia, resulta natural plantear dicho
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problema dindmico en términos, unicamente, de las variables restringidas a la superficie
libre. Este modo de proceder presenta varias ventajas:

1) Permite escribir el problema dindmico en su forma canénica:

du(t) .
— = Al®) (1)

donde A es un operador, en general no lineal, que actia sobre el estado del sistema,
u(t) , que pertenece a cierto espacio funcional. Esta forma de escribir un problema
dindmico conlleva una transparencia total respecto a las condiciones iniciales y de
contorno que dan lugar a un problema “well-posed”.

2) El tratamiento numérico basado en dicho planteamiento reduce la cantidad de
puntos de la discretizacién espacial en un factor N , puesto que para el problema
dindmico propiamente dicho sélo se requiere la discretizacién de una superficie (N?
puntos) en lugar de un volumen (N3 puntos).

3) En el ejemplo de aplicacién que presentamos —el calculo de las frecuencias de
resonancia de un recinto con una variacién brusca de profundidad— la reduccién al
contorno permite resolver de forma natural la dificultad ocasionada por el caracter
singular del problema de autovalores asociado.

El precio que hay que pagar por estas ventajas proviene del caricter no local del
operador A | lo cual, en el tratamiento numérico, exige el uso de matrices llenas en
lugar de matrices banda.

En este articulo se presenta la formulacién tedérica del problema dindmico
exclusivamente en términos de las variables definidas sobre la superficie libre, y un
ejemplo de aplicacién: el cdlculo numérico de las frecuencias de resonancia de un recinto
con una variacién brusca dé profundidad.

FUNDAMENTACION TEORICA

Consideremos el movimiento de una capa de un fluido incompresible, en régimen
potencial, bajo la accién de la gravedad, con la superficie superior libre y a presién
constante. Tomaremos el eje y segin la vertical, hacia arriba, y los ejes 2,z sobre
el plano horizontal definido por la superficie libre en reposo (ver Figura 1). Dicha
superficie vendra dada en general por

y=n(z,zt) , (2)
mientras que el fondo vendra definido por
y=—h(z,z) . (3)

Finalmente, el campo de velocidades v(z,y,z,t) dependerd del potencial
(2,9, 2,t) a través de la igualdad:
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y=1 (x.z.t) X

< Js
y=-h(x,2)

Figura 1. Sistema de coordenadas y volumen ocupado por la masa fluida.

v=V¢ . (4)

De acuerdo con la formulacién clasica (véase [8],(3]), el movimiento de la masa
fluida definida por (2),(3) planteara el problema dindmico:

Vi=0 (-h(z,2)<y <n(z,21)) (5)

on_ 00 0801 0400

ot Oy 0Oz0z 08202

%? = —gn - % Ve (y=n(z,21)) (7)

(v = n(z,2,1)) (6)

3¢ 0hdp OhOY _
—a; + -(9_23% + a—z-b-; =0 (y - —h(:v,z)) (8)

para las funciones ¢(z,y, z,t),7(z, z,t) . Sila masa de fluido viene limitada por alguna
superficie vertical con vector normal unitario n = {n.,0,n,) habrd que afiadir una
condicién de contorno para el potencial en ella del tipo:

o .9 _ /
e +"‘az =0 ()

Dado un abierto I C R? y una funcién 5 € C'(I, R) , introduciremos la notacién:
0, = {(z,9,2) € B* | -h(z,2) <y < 0(z,2), (2,2) € I}
Fﬂ = {("3,77(-’0,2),7') € Ra | (zvz) € I} ’
con lo cual el problema (5)-...-(8) se escribira:

Vig=0 , (:c,y,z)EQ,,(t) ,tER (9)
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3 Qqt)- My

Fignra 2. Geometria del problema dindmico.

_3—t— = % ) (13,{!/,2) € Fn(t) ,LER (10)
0 1
b‘?:—yﬂ—glvd’lz ’ (z,y,z)EI‘,,(t) ,tER (11)
8¢
- 0 , (z,y,2) € 69,,@) -y ,t€ER (12)

donde 0/0n indica derivada respecto a la normal exterior a la frontera de
o) » Oy -

El problema (9)-...-(12) tiene unas caracteristicas que lo hacen especialmente dificil:

1) Setrata de un problema de frontera libre, es decir, el dominio de integracién, Doty »
es una de las incognitas.

2) Es no lineal, no sélo debido a las condiciones (10),(11), sino debido, también, a que
dichas condiciones estdn definidas en la frontera libre, T, ;).

3) Se trata de un problema dindmico, y, no obstante, no aparecen derivadas
temporales en la ecuacién diferencial, (9). Toda la dependencia temporal se genera
exclusivamente en la superficie libre, T,y .

Por otra parte, resulta usual en Teoria de Sistemas Dindmicos plantear los
problemas de evolucién en la forma:

du(t) '
20— aw) (13)

donde u(t) es, para cada t , el estado del sistema, que pertenece al llamado espacio de
fases del sistema, de dimensién finita en el caso discreto, e infinita en el caso continuo.
Planteado el problema en estos términos, resulta evidente que la condicién inicial
apropiada serd la informacién necesaria para definir un elemento ug de este espacio, y
las condiciones de contorno apropiadas seran las que definen el espacio de fases como
subconjunto de cierto espacio funcional. En consecuencia, éste es el marco mds natural
y adecuado para un analisis del caracter “well-posed” del problema de evolucién, es
decir de las condiciones que dan lugar a la existencia y unicidad de solucién. Debido al
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tercer punto, arriba mencionado, la formulacién del problema (9)-...-(12) en la forma
(13) no resulta inmediata. A continuacién vamos a desarrollarla.
Definiremos, como estado del sistema, el par:

-

u=(n,9) ,

donde ¢ es la restriccién de la funcién ¢ sobre la superficie libre

$z,28) = Bz, n(z, 5 8),58)

y consideraremos como ecuaciones dindmicas unicamente las condiciones:

0 a

a_?t}:a_f:- ,(Z,y,Z)EP,,(t),tER (10)
0 1
_QS:_Q'Q"—’VQé |2 >(zxg:z)€rn(t) ,1 € R. (11)
ot 2

En estas ecuaciones interviene la derivada normal de ¢ , que no puede ser calculada
a partir, unicamente, de ¢ y de n . No obstante, si tenemos en cuenta las restantes
ecuaciones, (9) y (12), el potencial ¢ quedard determinado por sus valores sobre el
contorno, ¢ , ya que el problema:

Vi¢=0 , (z,9,2)€ (9)
Z—: =0 , (#,9,2)€0Q,-T, (12)
¢:$ ’ ((l:,y,Z)EI‘,, (12,)

admite solucién tnica para cada ¢ € L(T,) ({6]). Entonces, denotando la
correspondencia biyectiva entre ¢ y (;3 (para cada funcién 7 dada ) por:

$=R(m¢ (14)

y definiendo
P()é = RONRONS (15)

podremos calcular todas las derivadas que intervienen en (10)-(11) en funcién de ¢ y
de n :

o R
5% lymn= P(m)$ (16)

00, 3 o

oz ly=n= 9z ax'P(Q)QS (17)
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g e} 0
9 | = 2 T1p)5 (18)

i} 0 0
% =2 B1ppg (19)

Nétese que el operador

R(n): H'(Q) = Lo(T)

es lineal y —para el caso de un dominio {2,, acotado— bicontinuo. El caracter lineal es
consecuencia evidente del caracter lineal del problema (9)-(12)-(13)(*). La continuidad
de R(n)~! resulta inmediata a partir de la Teorfa de Ecuaciones Elipticas (ver [6]
cap.IV) , mientras que la continuidad de R(7) es consecuencia de la desigualdad de
las trazas (ver [6] cap.III). De la propia definicién resulta obvio que el operador lineal
P(n) es no local, es decir el valor de la funcién P(5)é en el punto (z,z) no depende
unicamente de los valores de ¢ y de sus derivadas en (z,2) , sino de la funcién é
considerada globalmente.

Finalmente, teniendo en cuenta las expresiones (16),(17),(18) y (19) , las ecuaciones
dindmicas (10)-(2.10) podran ser escritas como:

£(3)-4()

donde:
7\ _ ~Vn.Vé+ (1+ | Vn PYP(n)é
A(3) = onr i (9 PXPp - L1var) (21)
siendo:
g 3
((%

Una formulacién en cierta forma equivalente a la que presentamos ha sido utilizada
por Longuet-Higgins y Cokelet [4] para el estudio de olas rompientes (Véase, también,

[9]).

(*) Nétese que la expresién é= R{n}¢ es lineal respecto & ¢ pero no lineal respecto a n .
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APLICACION: FRECUENCIAS DE RESONANCIA DE UN
RECINTO CON UNA VARIACION BRUSCA DE PROFUNDIDAD

Planteamiento y discretizacion clasica

A continuacién vamos a estudiar el fenémeno de resonancia de un recinto
rectangular con una variacién brusca de profundidad , frente a ondas de superficie
incidentes en la direccién z (ver Figura 3). Aplicando la teoria de ondas de pequeiia
amplitud en régimen potencial (linealizacién de las ecuaciones (9)-...-(12), (ver [3] o [8])
el movimiento vendra dado por:

Vi¢=0 ((z,y9,2)€ Q,tER) (22,)
¢ 8¢
b4 = _ = 22
522 +g3y 0 (y=0) (222)
0¢
a—y'-_-o (y=-h,0<2<h;y=-h,1i <z <L+ 1) (223)
0¢ ~
3_23:0 (z=h,~-hi <y<—hy;z=L+1,-h; <y<0) (224)
3]
(—9% =0 (z=0,0) (225)
siendo:
Qo =Ri1UR,

Ry ={(z,y,2)|0<2<l,-hi <y<0,0<2<1}

Ry ={(z,9,2) | b<z<li+l,-h;<y<0,0<2<1}

y donde la elevacién de la superficie libre, 7 , viene dada en funcidn del potencial, ¢ ,por:

194(z,y, z,t)
A N LSt RE AN N . 2
n(a:,z,t) g ot |y—0 ( 3)

Al sistema (22) se le afiade, como condicién de contorno en la entrada del recinto,
z = 0, la suposicién de una perturbacién armoénica

7(0, z,t) = a senwt ,
con lo cual admitira soluciones independientes de z , que podremos escribir en la forma:

#(z,y,2,t) = Y(z,y) coswt
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Figura 3. Recinto de integracidén.

Esta suposicién transforma el problema (22), inicialmente tridimensional, en
bidimensional. ’

Entonces, las frecuencias resonantes serdn aquellos valores de w para los cuales
existe solucién no nula de (22) para a — 0, es decir para los cuales existe solucién no

nula del problema (ver [5],[7] ):

Vi =0 (_(fvgy) € ) (24)
= (1=0) (25)
6¢ €
—y::O (y=-h,0<2<h;y=—-hs,li <2<l + 1) (26)
oy ‘
"";=0 (z=h,-h Sy< —hyse=0 +1,~hy <y <0) (27)
v=0 (2=0) (28)

La discretizacién de las ecuaciones (24)-...-(28) mediante el método de diferencias
finitas no ofrece dificultad, obteniéndose un problema de autovalores:

B¢ =wiCy , (29)
donde ¢ € R™ , con
n=(M-1)N+{M-M)N" |,

donde N, M, N', M' indican la cantidad de puntos de la malla (ver Figura 4) y donde
B, C son matrices cuadradas nxn. Ahora bien, puesto que w solo aparece en la condicién
de contorno (3.1.4), la matriz C resulta singular, y los métodos usuales para el clculo
de autovalores no son aplicables. Tenemos, entences, dos posibilidades:
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1:1 . —

izt izN' izN

Figura 4.. Discretizacién del recinto de integracion.

a) Tratar (29) como un sistema no lineal para w? y n — 1 componentes de ¢.

b) Usar aquellas ecuaciones del sistema (29) en las cuales no aparece w , para reducir
la dimensién del problema de autovalores y tratar luego un problema reducido de
la forma: )

B t[; =w?Cy ,
donde t/; € RM |y donde ahora, la matriz € no sera singular.

Siguiendo la segunda alternativa, uno deberia resolver las ecuaciones del sistema
(29) que no contienen w , por métodos algebraicos, a fin de obtener todas las
componentes del vector ¢ en funcién de un nimero reducido de ellas, tantas como
puntos del contorno y = 0 (es decir M ), y que constituirian las componentes del vector
‘ll;. Sin embargo, este proceso no es necesario si previamente planteamos el problema
de resonancia mediante el método de reduccién al contorno, expuesto en la seccién
anterior.

Asi , como veremos en el siguiente apartado, planteando el problema de resonancia
para las ecuaciones dinamicas reducidas a la superficie libre (20), se obtiene un problema
de autovalores similar a (29) pero con dos ventajas substanciales:

1) La matriz C no es singular.
2) Las matrices B, C son de dimensién M ~ 1, en lugar de

n=(M'-1)N+ (M- M)N'~NM.

Aplicacion del método de reduccién al contorno

Suponiendo ondas de pequefia amplitud, y linealizando la ecuacién (20)

escribiremos:
£(9)-+(0)
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donde A es el operador lineal:
_{ 0 P

y donde se ha adimensionalizado mediante las escalas de longitud y tiempo:

[T

L=L+l, , T=1Lig (32)

Suponiendo dependencias respecto al tiempo de la forma:

() == ()
y eliminando X , (30) se escribira:

P(0)Y = WY

Asi, las frecuencias de resonancia se corresponderan con los autovalores del
operador P(0) , mientras que sus autovectores daran la forma de la superficie libre
correspondiente a cada modo. En consecuencia, plantearemos el cilculo en dos etapas:

1) Discretizacién del operador P(0) y determinacién de su matriz, F .
2) Célculo de los autovalores y autovectores de F .

Observacidon : Nétese que el operador P(0} : H(Tg) — Lo(To) es autoadjunto
respecto al producto escalar de Ly(I'p). En efecto, sean ¢, % € H'(Ty) y sean
¢ =R(0)"1¢,9 = R(0)"1¢ € H*(Qp). Tendremos:

<B1POb>= [ $PO)= [ zbZ—j

Ahora bien, usando la férmula de Gauss, y teniendo en cuenta que en virtud de la
definicién de R(0) , las funciones 3, ¢ son arménicas, con derivada normal nula en
6Qo - I‘o:

—

0p - ~
To ¢6—y N /5;0 V(¢v¢) B »/(.70 v¢v¢ -

[ vévn- [ i

De aqui, obviamente:

<$ | P0)>=<P(0)4| >
Ademads, el operador P(0) resulta definido positivo, en virtud de :

<&1P(o><€s>=/ﬂ | V62> 0
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A continuacién pasamos a exponer la primera etapa del cdlculo. De acuerdo con
su definicién (dada por (15)), con las condiciones del problema de resonancia (24),
(25), (27), (28), y con la adimensionalizacién expresada en (32) el operador P(0) hace

corresponder a cada funcién ¢ € Ly([0,1], R) la funcién

g
8y y=0
donde ¢ viene dada por:
Vig=0 ((z,y) € Qo) (33)
6=9¢ (y=0) | (34)
0¢ '
5‘1;20 (y:—hl,OSlel;y:—hz,llS:BSll-*-lg) (35)
o¢
6_y:0 (z=h,-hi <y<-hys;2=lL+,-ha<y<0) (36)
¢=0 (z=0) . (37)

Por lo tanto, el cdlculo de F exigird, en primer lugar, la discretizacién del
problema (33)-.. (37) Para ello supondremos que I; y hy/ hz son numeros racionales,
y tomaremos una malla tal que:

1 4
M-1 M-1

hl _ hz
N-1 N'-1

= Az | = Ay

Los puntos de la malla vendridn numerados por los indices 2, j , en las direcciones y,
z respectivamente. El contorno vendra dado por i = 1{(y = 0), j = 1(z = 0), j =
M(z=1),i=N(y=-h1),j = M'(z = 1), i = N'(y = —hz) (ver Figura 4)). Se
anade un falso contorno a fin de tratar convenientemente las condiciones de frontera del
tipo Newman. Usando esta discretizacién e introduciendo diferencias finitas centradas,
escribiremos (33) en la forma:

Bodi; = P1diy1; + Padi—1j + Badije1 + Badij—1 — Gij (38)

donde:

Bo = 2(Az)* + 2(Ay)® , gi; = —(Az)’Pibn (391)

= (1(Az)?, B2 = (2(Az)?, Bs = ((Ay)?, Ba = (a(Ay)E . (392)
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Para los puntos interiores, definidos por 3 < i< N-1,3<j< M' -1,y por
3<i< N -1,M'<j<M-1, tendremos:

G=¢G=G=3=1 , (40)

mientras que para los puntos del contorno habrd que introducir las siguientes
modificaciones de las expresiones (40) ocasionadas por las condiciones de frontera (34)-
...-(37) (indicamos unicamente las modificaciones):

i=2,3<j<M—-1 : (=0
i1=2 : (=¢=0

j=M : (=(=0,0G=2

§=2,3<i<N-1 : (=0
it=N : 41244:0,4222
i=N,3<j<M -1 : (=0,4=2

=M G=G=0,G=(=2

J=M' N +1<i<N-1 : (3=0,(=2

i=N' M+1<j<M-1 : (=0,{(=2
i=M : G=0G=0,0(=0(=2
JEM,3<i<N'—1 : (3=0,(=2

Una vez discretizado el problema (33)-...-(37), y como consecuencia de (15), la
matriz F vendra dada por las igualdades:

M-1

®0j41 — 241 = 2Ay Z Fpwe , j=12,...,M -1, (41)
k=1 '

donde w son las M — 1 componentes independientes del vector ¢ (w; = 1)(¥).
Calcularemos cada una de las columnas de F resolviendo el sistema (38) para cada uno
de los vectores de la base canénica de RM~1, Es decir, para cada k = 1...M — 1
tomaremos ‘

wi=ébp , j=1,2,....M-1 ,

O sea:

(*) El valor de ¢; esta fijado por la condicién de contorno (37), que exige: 1 =0, o1 —pa1 =0 .
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¢ =6k , i=12,..,M-1 , (42)

resolveremos el sistema (39), y una vez determinado el potencial ¢ calcularemos la
columna k-ésima de F mediante:

1 .
Fj = 2—A'y'(¢oj+1 ~¢2541) , F=12,....M-1 . (43)

Resuelto el sistema (38) para ¢ dado por la expresién (42), tendremos directamente
los valores de ¢, ;41 que aparecen en (44). No obstante, los valores de ¢ ;41 deberan
ser calculados aplicando las ecuaciones (39) en los puntos del contorno i = 1. En
consecuencia, tendremos la siguiente expresién final para Fjp:

1 1,Ay 2 .
Fj. = Z;[¢1j+1 - 241 — 3 K;) (pr1j42+ 15— 261541)] , 1<j<M -2

A 2
Fyoae = K1§[¢1M - dam — —A_Z) (P1m-1 — d1m)]

Finalmente, la resolucién del sistema (38) se lleva a cabo mediante el método de
Gauss-Seidel acelerado que detallamos en el apéndice.

La segunda etapa del cdlculo, es decir la determinacién de los autovalores y
autovectores de la matriz F , ha sido efectuada mediante una subrutina de la libreria
IMSL. Puesto que la matriz F es simétrica (véase observacién pag. 330 ) y bien
condicionada, dicho célculo no ha ofrecido dificultad para dimensiones de F del orden
de hasta 150x150. La calidad del cadlculo se mide mediante el indice de calidad , p,
proporcional a:

IFxi — K]l
28 FL

que a su vez es cota superior del error en la determinacién de los autovalores, de acuerdo
con [2]:
|Fxt — Aix?||,

- < 2 =1...
e, - F Tt

min | A* - }; [<
J

donde A*, x* son los autovalores y autovectores calculados, A; los autovalores exactos,
¢ una constante, y donde:

n n

1

lalli=> lal »  lalla=(Q1a[?)?
=1

i=1

Segin las instrucciones de uso de la subrutina la precisién es excelente si p < 1,
buena si 0 < p < 100, y malasi p > 100 . En el cilculo de las frecuencias de
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resonancia para el caso I; = 1/6,h; = 1/6,hy = 1/30 , que presentamos en el apartado
de la seccién siguiente se ha obtenido un indice p < 2.0x1072, lo cual indica que la
precisién es excelente.

Resultados

El desarrollo del método de célculo de las frecuencias de resonancia y de las ondas
estacionarias asociadas, descrito en el apartado anterior ha dado lugar al programa
Fortran REDCON. Dicho programa ha sido utilizado para este calculo en el caso:
I, = 1/6,hy = 1/6,h; = 1/30. Previamente, a fin de tener una estimacién de
la precisiéon del método, se ha tratado el caso de un fondo constante, resoluble
analiticamente. Todos los cdlculos han sido efectuados mediante el ordenador DIGITAL
VAX 8600 de 1a E.T.S. d’Enginyers de Camins, Canals i Ports. A continuacién pasamos
a describir los resultados.

a) Precisién del método

A fin de estudiar la precisién del método se ha considerado el caso de un recinto
con fondo constante (hy = hy, N = N’} , resoluble analiticamente (ver, por ejemplo
[5]), siendo los periodos de resonancia:

8rL
(2n - 1)gtanh((2n — 1)3}

[ d

B, n=1,2... , (44)

T, =

donde h = hy = hy,L = Il + 1 , y se ha comparado los valores calculados
analiticamente, con los valores calculados numericamente mediante el método expuesto.
Los resultados han sido presentados en las Figuras 6, 7, 8 y en la Tabla I. En
todo momento se ha usado la adimensionalizacién definida en (32). Previamente, se
ha explorado el valor éptimo del parametro s de sobrerrelajacién, en funcién de la
malla (N, M) , obteniéndose los resultados expuestos en la Figura 5. A continuacién.
presentamos las conclusiones de la exploracién efectuada:

1) La eleccién de la discretizacién y del cociente entre el residuo final e inicial exigido
en la resolucién iterativa del sistema (38), € ( ver apéndice), debe hacerse en funcién
de la precisién deseada en los distintos periodos . Por ejemplo, para h = 0.2, si
se quiere calcular 77 con un error inferior al 0.2 % basta tomar N =6, M =26 y
€ = 1072 | requiriéndose un tiempo de célculo de 5. En cambio, si se quiere obtener
T4 con la misma precisién sera necesario tomar N = 11, M = 51 y € = 107¢, siendo
necesario un tiempo de calculo de 2/11” (ver Tabla I).

2) La obtencién de una buena precisién en el periodo fundamental no requiere el uso
de una malla muy fina. Es més, un refinamiento excesivo de la malla no mejora
la precisiéon. Por el contrario, la disminucién de ¢ si mejora, sensiblemente, la
precisién en Ty (ver Figura 7 y Tabla I).

3} Para un célculo dado, los modos obtenidos con mayor precisién suelen ser los de
orden inferior.

4) La obtencién de precisiones aceptables en los sucesivos armdnicos requiere valores
cada vez mis elevados de N, M (ver Tabla I).
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Figura 5. Valor éptimo del pardmetro s en funcién de la discretizacién. Nétese que
es funcién creciente de NM y N/M.
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Figura 6. Error en el periodo fundamental y en los 15 primeros armonicos, para
h=02 N=21,M=101,e=10"8, s = 1.70.

Cuanto mayores son N, M menor debe ser €. Si € no es lo suficientemente pequeiio,
un aumento de N, M puede dar lugar a una pérdida de exactitud de los resultados,

especialmente para los modos de orden mds bajo (ver Figura 7).
El nimero de modos con un error inferior al 1% , M, , depende de M y, por debajo

de un cierto umbral, no depende de € (ver Figura 8). Dicho umbral se sitia en
1072 para M = 26 ,y en 10~® para M = 51 o M = 101. M, es aproximadamente

proporcional a M , cumpliéndose:

My ~0.15 M (44)
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% error N M € cpu
Ty 0.20 6 26 10-2 5
0.018 6 26 10-% 8"
0.001 6 26 10-6 10"
T 0.71 6 26 10-2 5!
0.076 6 26 104 8"
0.060 6 26 10-¢ 10"
0.020 11 51 10-6 2'11”
0.015 11 51 10-8 3'59"
T 0.48 6 26 10~2 5"
0.29 6 26 10~% 8"
0.26 11 51 10—4 103"
0.084 11 51 10-¢ 2'11”
0.074 11 51 10-8 359"
0.058 21 101 10-6 37'44"
0.019 21 101 108 1h2218"
Ty 0.54 6 26 10-2 5"
0.26 11 51 10-2 44"
0.18 11 51 10-6 2'11"
0.043 21 101 10-6 37'44"
Ty 1.1 6 26 102 5"
0.89 11 51 102 44"
0.38 11 51 10~¢ 1'03"
0.31 11 51 10-6 211"
0.079 21 101 10-¢ 37'44"

Tabla I. Discretizacién, factor de error € y cpu necesarios para una precisiéon dada en
el periodo fundamental y algunos arménicos, para h = 0.2 .

b) Célculo de las ondas resonantes para l; = 1/2,h; =1/6,h; =1/30

El cdlculo ha sido llevado a cabo para tres valores del factor ¢ , y la progresiva
estabilizacién de los resultados conforme e disminuye, constituye una prueba de su
exactitud. En la Tabla II presentamos el periodo fundamental y los catorce primeros
armdnicos, asi como el tiempo de cdlculo requerido y el indice de calidad en la
determinacién de los autovalores, p. Al pasar de ¢ = 10~* a ¢ = 107® se observan
variaciones significativas, que llegan al 13% para los primeros modos, y se reducen al
0.1 % para los dltimos. En el paso de ¢ = 107% a ¢ = 107® la maxima variacién
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Figura 7. Efecto de una malla excesivamente fina para un factor de error, ¢, dado.
h=02,e=10"* (A N=6,M =26 (B} N=11,M =51.
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Figura 8. Numero de modos con error inferior al 1% , en funcién del factor de error,
€, para tres discretizaciones distintas, con » = 0.2 .(A): N = 6, M = 26
(B): N=11,M =51 (C): N =21,M = 101

es de 0.6%, teniendo lugar en el primer arménico, mientras que la variacién en el
periodo fundamental es de un 0.07%; a partir del cuarto arménico, dicha variacién no
excede de 0.1%. De acuerdo con la estimacién (44), cabe esperar en los resultados
correspondientes a € = 10™8 un error inferior al 1%. No obstante, segiin los resultados
presentados en la Figura 6, el error en el periodo fundamental y en los tres o cuatro
primeros arménicos seria bastante inferior, del orden, como maximo del 0.1%. Nétese,
ademas, que el valor del periocdo fundamental en nuestro caso debe estar entre los valores
correspondientes al caso de una profundidad constante igual a 1/6 o igual a 1/30 , que
son, respectivamente, 9.909 y 21.92; el valor obtenido, 13.96, est4 de acuerdo con esta
acotacion. '

Finalmente, en la Figura 9 se presenta la forma de la superﬁcie libre correspondiente
al modo fundamental, y al primer, segundo y quinto arménicos. Puede observarse
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e=10"* e=10"% e=10"%
14.32 13.97 13.96
5.989 5.333 5.303
3.799 3.541 3.526
2.659 2.487 2.484
2.214 2.042 2.040
1.819 1.763 1.762
1.611 1.555 1.555
1.441 1.420 1.420
1319 1.306 1.306
1.224 1.220 1.220
1.149 1.146 1.146
1.085 1.085 1.085
1.033 1.034 1.034
0.987 0.988 0.988
0.949 0.049 0.949

cpu=18’ cpu=1h14/ cpu=2h58’

p=175x10"2 | p=1.65x10"% | p=1.45x10"2

Tabla II. Periodos de los quince primeros modos, para hy = 1/6, hy = 1/30 h =
1/2, N=26, M =151, N' =6, M' =76, s = 1.65 .

claramente como la reduccién de profundidad repercute en una disminucién de longitud
de onda y en un aumento de altura de la ola.

APENDICE : RESOLUCION DEL SISTEMA 38

Para la resolucién del sistema (3.2.9) se ha usado un método de Gauss- Seidel
acelerado (ver [1]).

Se inicializa el proceso iterativo mediante:

FONES 2<i< M,  2<i<N
i M+1<j<M, 2<i< N

y en la iteracion p-ésima se hace:
- s - - .
(p) =(1- ")¢:('§ Yt B;(ﬂ ¢Sil.11) + ,32¢£p)1, + ﬂ3¢£§+i) + B4 455‘;)—1 %j)

siendo s el parametro de sobrerelajacién, 1 < s < 2. Se define el residuo en la iteracién
p-ésima como la discrepancia entre ¢(") ¥y la solucién exacta, por lo cual, si el sistema
se escribe en la forma:
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Figura 9. Perfil de la superficie libre para la onda fundamental y algunos arménicos,
resonantes en el recinto representado en la Figura 3, para h; = 1/6,
ha =1/30,1; =1/2 . Se ha representado a escala el correspondiente perfil
del fondo.

Ad=g ,
el residuo vendra dado por:
r® =g — A4
es decir:
Tij = gij + Bodi; — Pr1dir1j — Badi—1j — Padij+1 — Padij1

El proceso se detiene cuando el residuo es menor que una cierta fraccion, € , del
residuo inicial, o sea:

=@ < €l|=(]
donde se usa la norma del supremo:

~|ir}l = max | ri; |
,J
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