SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 12. N° 2

PROBLEMA N° 24

Sean {1; < ... € 1,1} niveles de la jerarqufa asociada a la distancia ul-
tramétrica d. Para cada nivel de la jerarqufa “i,” demostraremos la existencia
de una configuracién de n puntos en R™ (para algin m € N).

¢ :1l— R™

wi— p(w) =z

y de un valor real r para cada clase a este nivel, de modo que:

=V (4,7) | dij <idx, ||z — 5] |=di(|| ||= norma ecuclidea) (1)
- ” z; ][= r, paratodo ? perteneciente a una misma clase

verificando r< 2_1/2.ik

El problema descrito en el enunciado quedari resuelto al coincidir la clasifi-
cacién a nivel “s,_,” con (1 y ser

tn-1= max {dij| dij = d(w;,w;) ,w;,w; €0}

La demostracién se puede realizar por induccién sobre los niveles de la jerar-
quia.

Para el nivel 1; = 0 el resultado es inmediato.

Sea (1) cierto para el nivel 14_; y procedamos a demostrarlo para el nivel 1.
Supongamos que la clasificacién a nivel 1, se ha formado uniendo las clases
A y B, las cuales contienen respectivamente n, y n, puntos. Por hipétesis
de induccidén podemos suponer la representacién euclidea de tales puntos en
dimensiones p y ¢ y radios de las hiperesferas r, y rs.

Sean pues
LT YR R T T | puntos de A

(#1215 s Y1g)s -3 (Ynp 1y -+s Ynng) puntos de B

El nuevo subconjunto de la particién a nivel 1 respecto la particién anterior (a
nivel 1x_,) es AUB. Veamos que podemos efectuar la representacién euclidea
postulada en (1) en dimensién p + g + 1. Para ello consideremos los puntos

(®11yoss Taps Oy 0y 05 &)y ooy (T giyccs Zmyps 0y oo 0, ) puntos de A
(0y.0ey 0,911, -y ¥1g: B)s o3 (05,0, Yny 1y -y Ynpqy, B)  puntos de B
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que representarin los individuos de AUB, e impongamos las dos primeras
condiciones descritas en (1). Resulta de forma inmediata:

i=ratrp+(a-p)’

de donde

Al ser, por hipétesis de induccién,

T i1 > max{\/i.ra,\/i.rb}

resulta que el valor r? obtenido serd, efectivamente, un némero real positivo.
De forma inmediata se obtienen o y f. Ademais

(5 —2r2) (iR —2rp) 20
de donde,
2.:'2 (iﬁ — ri - rf) > iz - 4r§r§

ik

V2

r<

como querfamos demostrar.

Tal y como se ha expuesto anteriormente, al unir a nivel 1,_; en una sola
clase a todos los elementos del conjunto (1, queda probado inmediatamente el
problema enunciado.

Antoni Arcas Pons
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PROBLEMA N° 25

Para demostrar que (G,.) es un grupo comprobaremos:

((B1,¢1)-(Ba2, c2)).(Bs, c3) = (BiBz, Bica +c1).(Bs, c3) =
= ((B1Bz) B3, (B1Bz) c3 + (Biczcy)) =

= (By (B2Bs), By (Bacs +¢2) +¢1) =

= (B;,¢1).(B2Bs, Bacg +c2) =

=(B1, ¢1) .((Bz2, ca) . (Bs, c3))

cumpliéndose por tanto la propiedad asociativa. Por otra parte:

(1,0).(B,C) = (B, C) = (B, C).(I, 0)

siendo (I, 0) el elemento neutro. Ademds, para cualquier (B, ¢) € G, 3(D,¢) €
G,con D= B! y e=—B" !¢, tal que:

(B,c).(D,e)=(BD,Be+c)=(BB"!, B(-B '¢)+¢) =
—(1,0)=(D,¢).(B, ).

Por tanto (G, .) tiene estructura de grupo, claramente no conmutativo.

Vamos a demostrar que ¢(u;, p2 L) es un invariante maximal respecto la accién
de G sobre E.

Sea (B, ¢) € G. Entonces:

¢(Buy + ¢, Buz + ¢, BEB') = ((Bp1 + ¢) — (Buz + ¢))’ (BEB')™!
((Bur+¢) = (Buz +¢)) =

= (B(p1 — p2))' ((B')"'Z7'B~) (B (41 — 2))
= (b1 —p)'B'(B') ' ETIBT (1 — pa) =
= (#1 — p2)' 27 (11 — p2) = $(p1, 2, E)

luego ¢ es una funcién invariante.

Ademis, sean (y;, g2, Z), (11, 12, ') € E tales que

¢(F’l y K2, E) = ¢(’71 y N2, I‘). Entonces:

(81 — p2)'Z7 (1 — p2) = (1 — m2)' T™ (1 — ma)
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por tanto, los vectores £™'/2(u; — uz) y T'~'/3(n; — n) tienen la misma
norma euclidea, existiendo por consiguiente una matriz ortogonal H tal que:

HEY2(uy — p) = T7%(ny —na)

Sea B=TY2H%-12 y ¢ =y, — By,

resulta:
BB = (I'?HE ') g (z~2H'T"/?) =T
Ademds:
By, +c¢=TY2HE Y3y, 4 ny — Buy =
=(m —m2)+Buz+na—Bua=m
y

Bpg +c= Bus +n2 — Bug =1n2

Por tanto ¢ no sélo es una funcién invariante sino que es una invariante maxi-
mal. ’

La densidad conjunta de X,..., Xy, Yi,..., Y es:

P(z,ylu, T) = (2x)~ “Fm (det £)~ 5 exp (-

N M
_'% 3 l(z‘ o ,(11)'2‘1(1:.- — p1) + ng(y,' - pg)'z_l(y,- - pg)} =

= 2(:)‘%1"‘ (det )~ 5™ exp {—% tr (E“ {g:l(z.- — ) (2 — p)'+
M
+ 2 (v — ma) (45 - #2)'}) }

Pero:

N N ’
Z:(xs — ) (z— ) = _E(z.- —Z) (5 —2) + N(z2— 1) (2— 1)

M M
_Z (95— 12) (v5 — m2)' = D _ (w5 — ) (v — 9)' + M (9 — p2) (5 — p2)’

=1
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Por tanto:

i=l

N M
L (@i = ) (i = w)' + X (95— ) (95 — o)’ =
J=
=A+N(Z—p)(2- ) + M(G— p2) (§— w2)'
finalmente sustituyendo:

P(z,y| p1, 4oE) = (27)~ ST 0m (det £)~ <.

exp {—%tr(EFI(A'l' N(i_#1)(1—#1)"*‘”(9_1“2)(9-“‘2)’)}

donde se muestra claramente la suficiencia de X, ¥, A, a partir del teorema
de factorizacién de Neymann-Fisher. El espacio muestral de los estadisticos
suficientes puede pues identificarse con E = R™ x R™ x §(m).

Josep M?® Oller
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PROBLEMA N° 26

Los apartados, b), f), g) y h) no corresponden a un juego con dos jugadores, ya
que en estos casos el “croupier” no tiene estrategia alguna y se limita a actuar
como agente del azar. Por otra parte, los apartados a) y b) son triviales. No
obstante, los apartados a) a f) se tratarin como juegos, estableciendo en todos
los casos el drbol y un programa lineal.

a)
[MIN |2 = 2, +2:+2,
88 8L L 5 >1
§§ 1 0 0 2221 2;2V;
23> 1
SL o 1 o El=2;=2=1;v=1/8
LL 0 o0 1 2z =z3=23=1/3
Vi =v3 =3 =1/3
b)

S5 1/3.1+1/3.0+1/3.0=1/3 g s e
SL 1/3.0+1/3.1+1/3.0=1/3 estrategia, pura
LL 1/3.0+1/3.0+1/3.1=1/3 ©°Mxta
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Se indica entre paréntesia la cara
que muestra el “croupier”.

El jugador tiene dos conjuntos de
informacién (I y II) y puede elegir
entre 2 acciones en cada uno de ellos.
Por consiguiente tiene 4 estrategias,
definidas por la acciénen I y la
accién en II.

La matriz del juego es:

§S(S) SL(S) SL(L) LL(L)

$5,SL 1 0 1 0
88, LL 1 0 0 1
SL,SL 0 1 1 0
SL,LL © 1 0 1

[MAX ]2 =g1 + g2 + s + #a
1 +7s <1
1 +7: <1
2+ s <1
72 +# <1
P1, 02, 03,04 20

Este programa lineal tiene un éptimo miltiple de la forma g = £, 95 =
B1, 93 =F2, 95 =Pa,con By, >0 yp1+Pa=1. A =20 =1/2

Las estrategias éptimas del jugador y del “croupier”, son, por lo tanto, de la
forma respectivamente:

(01/2: a2/2| 02/21 I5'1/2) (ﬂl/zi ﬂ1/2’ ﬁ?/zi 52/2)
con ay,a2,f1,0220 artaz=18+p=1
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d) Es como si en juego anterior el “croupier” decidiese utilizar con la misma
frecuencia las estrategias SL(S) y SL(L), es decir, f; = f2 = 1/2
y, por lo tanto su estrategia éptima serfa (1/4,1/4,1/4, 1/4), es decir,
(1/4,1/2, 1/4) en relacién a la decisién de coger SS,SLo LL. v* =1/2y
la estrategia Sptima del jugador (a; /2, a3/2, az/2, a;/2) con a;,az >0
ya;+az=1.

Por supuesto, se puede plantear directamente:

$S SL LL
SS,SL 1 1/2 0©
SS,LL 1 0 1
SL,SL 0 1 0
SL,LLL 0 1/2 1

[MAX |2 =g1 + 72 + 7s
g1+ 069, <1
1 +9a <1
F] <1
0'5g2 +gs <1

De donde ;‘: = 2,91 =1/2, 93 =1, §3 = 1/2, de cuyos valores se deduce
la solucién expresada m4s arriba.

SS,SL 1/3 2/3
Ss,LL 2/3 2/3
SL,SL 1/3 1/3
SL,LL 2/3 1/3
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Todas las estrategias del jugador est4n dominadas por la SS, LL. Luego
ésta es su estrategia 6ptima; v* = 2/3 y es indiferente qué estrategia
adopte el “croupier”.

La matris hubiese podido deducirse de la del apartado c). Jugar S es como
jugar en c) con la estrategia mixta (1/3, 1/3, 0, 1/3) y jugar L como jugar
(1/3,0, 1/3,1/3.

f) Evidentemente este caso corresponde a la estrategia mixta (1/2,1/2) del

“croupier” en el apartado anterior. La estrategia 6ptima del jugador y el
valor del juego siguen siendo los mismos:

También se puede plantear directamente:

5S,SL 1/2
SS,LL 2/3
SL,SL 1/3
SL,LL 1/2

Asimismo se puede resolver este apartado aplicando la teorfa estadistica
de la decisién:

Probabilidades de los resultados del experimento
en funcién del estado de la naturalega.

1/3 1/3 1/3

§s SL LL
§§ 1 0o 0 1/3
SL 0 1 0 1/3

LL 0 0 1 1/3

SS SL LL
§ 1 1/2 0
L 0 1/2 1

p(S5/8) =2/3, p(SL/S) =1/8, p(LL/S) =0
Por lo tanto, si el resultado es S(p(S) = 1/2):
E(S§S)=2/3, E(SL)=1/3, E(LL) =0
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Si el resultado es L (p(L) = 1/2):
p(SS/L) =0,p(SL/L) =1/3, P(LL/L) = 2/3
E(SS) =0, E(SL) = 1/3, E(LL) = 2/3

Luego:
§—5852/3

s GET } 2/3.1/2+2/3.1/2=2/3

g) Este apartado es una generalizacién del anterior. Los resultados relevantes
son:

n soles (nS)
n lunas (nL)
soles y lunas  (#)

La tabla de probabilidades de estos resultados en funcién del estado de la
naturaleza es:

SS SL LL
nS 1 1/2» 0
nL 0 1/2" 1
# 0 1-37 0

1 2n
2!’!
P(SL/nS) = iﬁ P(LL/nS) =0
1 n
P(SS/nL) =0, P(SL/nL) = 1~ p(LL/nL) = { i -
P(SS/#)=0, P(SL/ #) =1, P(LL/ #) =0
12" +1 12" +1 12*-2
P(n3)=§-2—:,P(nL)=§ on lp(#)=§ on
nS— SS .
1420

2*+1 2" 12+1 2

2" 1/3 n * n 3 n n

al— LL 2 1+2 3 2 1+2
1+27

2" -2

#—=SL 1 +1.1/8=2

s

2" -2
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h) Sin nuevo lanzamiento de moneda, la esperansa matemdtica de ganar es
2" /(1 + 2™) (ver apartado g), resultado nL)

Dado el resultado nL las posibiljda.dea de los estados SS,SL y LL son,
respectivamente, 0, 135%, -1—_?_?;.

A partir de ellos, se puede calcular las probabilidades a posteriori asociadas
a los resultados (S o L del nuevo experimento:

p(SL/S) =1, p (LL/S)=0

1 2n+1
P(SL/L) = gy PULL/L) =
S —SL 1 } 2n+l
1/2.141/2. ——— =
LIl 5o gt
_ 142t
T 2420t

Esta es la esperanza matemdtica de ganar con el nuevo lanzamiento, la
diferencia con la esperanza de ganar con el langamiento multiplicada por
el importe del premio, P, nos da la respuesta a la pregunta h:

1 +2n+1 on P
P - =
2420+ 1427) 7 24201

A. Corominas
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