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SOBRE CIERTAS PROPIEDADES DE LA M-DIVERGENCIA

EN ANALISIS DE DATOS
M. SALICRU Y A. ARCAS
UNIVERSIDAD DE BARCELONA

En este trabajo se desarrollan ciertas propiedades relativas a la converidad de la M-diver—
geneta en térmwos de la L-divergencia, estudiando como caso particular el cuadrade de la

distancia Matusita.

También se relaciona la M~divergencia con la J

la K~divergencia, atendiendo a las condi-

aiones que deben verificar las funciones queg definen las divergemetas.
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1. _INTRODUCCION.

Uno de los problemas mis interesantes que -
se plantean en andlisis de datos es el de -
la eleccidn de medidas adecuadas que permitan
cuantificar las analogfas y diferencias entre
poblaciones o entre individuos de una misma -
poblacién. En este sentide las divergencias
pueden entenderse como medidas de las diferen
cias entre distribuciones o comn disimilari-

dades entre las poblacicnes.

Las divergencias pueden basarse en considera-
ciones empiricas tales como las gue presentan
Ras /19/, Bhattacharyva /2/, Jeffreys /11/, -
Wald /24/, Kullback & Leibler /12/, Matusita

/16/, en las diferencias intrinsecas de los

individues, pudiendo citarse entre otros los
trabajos de Simpson /21/, Nei /18/, Agresti -
/1/, vy por filtimo, pueden deducirse de consi=
deracicnes relacionadas con las funciones de

entropia, siende interesantes entre otros los
trabajos de Shannon /23/, Renyi /20/, Havrda

% Charvat /10/, Mathay & Rathie /13/, Burbea

& Rao /4/.

Es evidente que cada uno de estos métodos pre
sentan ventajas e inconvenientes réspecto de
los demds. AsI, los indices gue se deducen de

los dos primeros métodos suelen ajustarse bas

tante bien a las condicicnes experimentales pe-
ro al carecer por lo general de buenas propiedades
materdticas resulta diffcil la representacién gecmé~
trica de los individuwos a travds de la disimilaridad
cbtenida. Por el contrario, los Indices gque pro-
vienen de las funciones de entropia tienen
atractivas propiedades matematicas pero se-
rias dificultades de interpretacidn. Sin em-
bargo, estas dltimas medidas de divergencia
definidas en términos de funciones de entro-
pia admiten, por lo general, estudics relati
vos a su convesidad que resultan muy adecua-
dos para abordar aspectos relacicnados con -
la teoria de la informacidn e inferencia es-
tadistica tal como podemas ver en Matusita
/i4/, /15/, /17/ v Shaked /22/. Burbea & Rao
/3/. /47, /5/, para la clasificacidén de las

entropias de grado a.

Las medidas de divergencia han sido utiliza-
das .en una gran variedad de estudios relati-
vas a distintos campos: biclegla, econcomifa,
tecria de la comunicacién, ciberngética,

COmo podembs ver en Bhattacharyya /2/} Csis-
zar /7/, Havrda & Charvat /0/.

En este trabajc vamos a dedicarhos al estu-

dio particular de la M-divergencia y  5us
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raelasciones con las J,K y L divergen-

clzs.

2. DEFINICIONES PREVIAS,

Dada una funcidbn ¢ continua definida en un

intervalo I de R, se define la ¢ entropia

Hn,m(X) come
)
H (®} = - (%) (1}
n, = i
siendo x = (xl,...,xn).

La J-divergencia entre x=(xl,...,xn) e

y=(yl,...,yn) se define como

n xi+yi
Jn'¢(x,y)-i£1 /2. 0002040y V)= ¢ (=)

12)

La K-divergencia se define como

n ¢{x,) ¢{y.)
K vl = S I 1
n, o Xr¥) izl Ormy ) - b 7 (3)
la L-divergencia se define como
t * Yy
Ln'¢(x,y)=i£1(xi.¢(§:)+yi.¢ﬁ;;)) (4)

¥y la M-divergencia como

n i/2
My L=l ] Vatx) - e 0 h (s)
’ i=l

3, PROPIEDADES PREVIAS.
PROPIEDAD 3,]

Mn cp(x,y) cumple las cendicicnes de distan-
L

cia en I=xI si y s6lo si ¢ es una funcidn in-
vectiva de I en R,

La demestraciédn es inmediata.

PROPIEDAD 3.7

a} Para ¢(x) =X°‘.Mn [%,v) resulta la g~distancia

Hellinger multiplicada por 1/2.la| .

b} Para ¢(x)=x, Mn lb(:-c,yj coincide con la distan—
cia Matusita dividida por 2.

4., RELACION ENTRE [AS DIVERGENCIAS

En esta seccidn nos proponemos relacionar la

M-divergencia con la L, J y K divergencias.

Proposicidn 4.1

Se verifica que

W= () ...

n’q} 'p f¢(xnj)r(¢(yl)f-ar¢(yn)))

siende y(t) =1 - v &,

Demostracidn:

n
LowEEy - IR
it

o ¢ly,) $ix,)
21 $(xy). 1= ‘{———Mxi) toly ). f1- CXeow

i

[}

L ((¢(Xl}1-~-r¢{xn))r(¢(yl)r~~l¢(yn)))

n,y

}

A fin de hallar la relacidn con la J-divergen

cia vy la K-divergencia, veamos previamente el

siguiente lema:

¢ (%) es log-convexa de I scbre rY si v sélo

si (¢(x).¢(y)}l/2a¢(§%X) para todo x,y de I.

Demostracidn:

/22 X+y

$ 55

La desigualdad (¢(x).¢(y))l
le a la desigualdad

log (0 (x) ) +log (¢ (y)) 22.1og (¢ (%5%)) .
y &sta a su vezZ a

1. (og(u(x)) +log (s (y) ) -tog (4 (X)) 20

lo gque equivale a decir que 4$(x}) es log-con-

Vexa.

Proposicidn 4.2

$(x) =23 log-convexa en I si y sdlc si

M2 (x,y)sZ.Jn

n n
®x,y) en I 'xI .
[El (x.y

+

™
w
o

)} egquiva-
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Demostracidn:

El cuadrado de la M-divergencia Mo s (x,y¥) pue
r

de escribirse como
l
E &L (0x, Hrely )= (0 vb Ly )2

(x,y)=2,
L iz

Por el lema anterior, de #(x) log-convexa se

deduce gue

n
1
NER? sz.izl . (B (x) +0 Ly,

Asi, cuande ¢(x} es log=-convexa,

Mn'¢(x.y)52.Jn'¢(x,y).

Reciprocamente, si Mn {xX,y) 2.7 (X,y) en

4 n,¢
1%x1", para todo z,t de I, tomando x={z,..z)
e y={t,..,t) se tendrd la desigualdad

=

1,2 L 3
M5 o (% Y) —izl(—z.(¢:(2)+¢(t))-(¢(2)-¢(tJ) ) =

n
s )1 G.@sen-eB) =1 xy
i=1 n,¢
de la que se deduce
1
—n.(plz) . pie))° < n.o (255

para todo z,t de I, resultando a partir del
lema 1 que ¢(x) es log-convexa en I.
Corolario 4.1

81 Y (x)

log-convexa &n I, entonces

=¢(x}/x es cBncava en I y (%) es

Kn'¢(x.y) 24.Jn'¢(x.y) 22, M 6 (X,y) =0

Demostracién:

Poxr ser ¢(k) positiva y log-convexa en I,

" {x) debe ser positiva en I, resultando de
/4/, de ¢(x) convexa en I y de y(x) c¢Bncava
en I gue

Kn,¢(x,y)24.Jnr¢(x,y)

y de considerar la proposicién anterior, el
corolaric es inmediato.

5. SOBRE LA CONVEXIDAD DE LA M-DIVERGENCIA.

En esta fltima parte vamos a considerar cier

tas propiedades relativas a la convexidad de
la M-divergencia, convexidad gue tendrid su
interés en aspectos de inferencia estadisti-
ca relacionados con el cidlculo de la estima-

cidén midximo verosimil.

Proposicidn 5.1

(x,y) es convexa en 1°% 1% si y s6lo si

2
n ¢
i ¢(X,y) es convexa en IxI.
Demostracidn:

Es evidente comprobar gue M (x,y) =
2
= Z MT (%, ,v.)
34 L it

2
As{, si M1,¢

(x,v) es convexa en IxI, Mi {x,vy)
,
serd convexa en I For ser la suma de convexas.

Reciprocamente, para todo z,t de I podemos -

tomar x=(z,...,%), y={t,...,t), resultando

M§’¢[x,y) = n.Ml'¢(z,t)

2

y de la convexidad de Mn (x,y) en 171" se

deduce la convexidad de (z,t} en IxI.

2
%10

Proposicidn 5.2

M (x, y) @&s convexa en térmlnos de §ix)=

n,d
= ( 6{xy)yoeey @lx ), es decir, Qt Ae(x), 0 (y)) +
+(1 =20 (o), 8 (8))) € 2 Mo, (o(x),0(y))w

+{1-13) ﬁ&(@(z).&(t))

Demoétracién : De la propiedad 4.1
M BOIEL (00 )DL (olyy) e bl ) )
n

9 x,)
= _2 $ly,) - f(¢(y))

i=1

con £(t) = (1- JE)% = (v

A partir de /4/ y de f(t) convesxa en RT se

deduce que L (¢(x),¢9(y)) es convexa en

n,y

R x R .
+ +

Corolario 5.1

El cuadradeo de la distancia Matusita es con-
vexe €n Rn X Rn
+ +
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Demostracién:

Ya gque la distancia Matusita al cuadrado se

X) =X, M2

cbtiene con 9{ n

¢(x,y) es convexa
’
en xX,vy.

6. CONCLUSIONES.

En este trabajo se ha estudiado la relacidn
entre la M-divergencia y la J-divergencia,
resultando la relacidn con la K-divergencia
una consecuencia inmediata del estudic de
Burbea & Rao /4/.

Por otro lado se han estudiado ciertos aspec
tos de la convexidad de la M-divergencia, --
propiedad de gran interés en estudios de teo
ria de la informacidn e inferencia estadisti
ca. BEn este sentido, la M-divergencia se ha
obtenido como una L-divergencia entre elemen

tos a los que se les ha aplicado una trans-
formacidn.
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