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SoLuciON DEFINITIVA AL PROBLEMA DE LA MONEDA FALSA
JUAN DOMINGUEZ MONTES

Este trabajo trata un problema ya cldsico y conoeido por los expertos en Teortia de la Infor-
macidn: "Utilizando una balanza ordinaria, encontrar una moneda falsa, caracterizada por te-
ner distinto peso, en un conjunto de ellas, con el menor nimero de pesadas e indicacidn de -

81 8su peso es mayor o menor que las del resto”.

El método aquf expuesto mo sélo caleula el niumero minimo de pesadas necesario, ademds indica
la forma en que hay que realizarlas, es facilmente mecanizable y vdlido cualquiera que sea -

el mimero de monedas.

DEFINITIVE SOLUTION TO THE PROBLEM OF FINDING ONE FALSE COIN IN A

COLLECTION.,

Keywords: FALSE COIN PROBLEM.

1. [NTRODUCCLON.

La teoria de la Informacidén fué creada en --
1948 por Claude Shannon. Esta teoria ha enri
quecido notablemente el campo de las investi
gaciones matem&ticas, econfmicas, biol&gicas,
psicolégicas, semdnticas, etc. Como ejemplo
podemos citar un aporte reciente de esta teo
ria a la programacién lineal entera mixta. -
/1/. En este trabajo vamos a mostrar la solu
cifn definitiva al problema de encontrar una
moneda falsa en un conjunto de n, caracteri-
zada por tener distintc peso, utilizando una
balanza ordinaria, con el nGmero minimo de -
pesadas. Este problema ha sido extensamente
tratado por muchos autores sin que ninguno -
de ellos haya dado con una solucifn sistem&-
tica. YAGLOM Y YAGLOM, entre otros, tratan -
ampliamente este problema a la luz de la Teo
rfa de la Informacifén /2/. No obstante no --
ofrecen un método ficilmente mecanizable, ni
generalizable, de conseguir el resultado.

INFORMATION THEORY.

2. MEDIDA DE LA CANTIDAD DE INFORMACION.

La primera y mis importante contribucién a -

la teorfa de la informacién fué sugerida por

Shannon y Wiener al poner de manifiesto la -

naturaleza estadfstica de las comunicaciones.
Segfin este punto de vista, tanto la radio, -

como la televisifn, los teletipos o cualquier
otra fuente de informacién, seleccionan "al -
azar", pero con una probabilidad dada, la se-
cuencia de mensajes de un determinado vocabu-
lario.

Asi, pues, una vez recibido un mensaje, desco
nocemos cudl seri el préximo, puesto que su -
eleccién serd aleatoria, pero conocemos la --
probabilidad de transmitir cada mensaje direc
tamente. Si la seleccién fuera deterministica,
el mensaje carecerfa de informacifn, pues su
eleccifn nos seria conocida de antemano.

De todo lo dicho, parece razonable suponer --
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que nuestra bfisqueda de una medida de la can
tidad de informacifn debe limitarse a buscar
un parimetro estadistico asociado al esquema
de probabilidades.

Relacionado con el concepto de informacién,
se impone discutir también el de indetermina
cifén. Cuando se recibe un mensaje la indeter
minacién o incertidumbre que existia previa-
mente disminuye. La importancia de una infor
macién reside precisamente en esta disminu--
cibén de la incertidumbre, puesto que tal dis
minucién es numéricamente igual al aumento -
de la informacién.

Hablar de informaci6n o de indeterminacibn -
es, en definitiva, lo mismo, con la diferen-
cia de gue en un caso nos colocamos antes de
realizar el experimento (necesitamos una can
tidad de informacibn), y en el otro después
de haberlo realizado (se nos aporta una can-
tidad de informacién).

Supongamos que tenemos un conjunto Enm de nm
elementos (xl, xz,...,xnm). Tratamos de obte
ner la cantidad de informacién I(xk) asocia-
da a la eleccifn del elemento X del conjun-
to Enm'

Esta cantidad de informacién podremos obte--
nerla mediante dos procedimientos.

1) Procedimiento directo.

La cantidad de informacién de un elemento
serd, en general, funcifn de la probabili
dad de eleccifn del mismo:

Iix) = £(P(x)) (1)

que er. el caso de eleccifn equiprobable,
serfa:

Iix) = £0(=D)

2) Procedimiento indirecto.

Consideremos descompuesto el conjunto Enm
en n subconjuntos, cada uno de ellos for-
mado por m elementos:

1 2 n
Enm = Em U Em U...U Em
Para caracterizar el elemento X necesita
remos primeramente determinar en que sub-
conjunto Eg j=1(1,2,3...n) se encuentra

para lo cual serd precisa una cantidad de
informacién:

I(j) = £(p(3)) 3 =1,2...n (IT1)

en donde P(j) es la probabilidad de elegir
Ei dentro del conjunto E_ .. En el caso ---
equiprobable, tendrfamos:

1(3) = £((—)) (11a)

Una vez hallado el subconjunto E% tendre--
mos que determinar de cuil de sus elemen--
tos se trata. La cantidad de informacién -
necesaria seré:

I(k) = £(P(k)) k =1,2...m (III)

en donde P(k) representa la probabilidad
de elegir x, dentro del subconjunto Eg . -
Para el caso equiprobable se verificard --
que:

I(k) = £((——)) (111a)

Como mediante ambos procedimientos se ha -
seleccionado el mismo elemento, es légico
que las cantidades de informacifn corres--
pondientes sean iguales. Asf, pués, igua--
lando la expresién (I) a la suma de las --
(II) y (III), resulta:

E(P(x)) = £(P(3) + £(P(k)) (1Iv)

que en el caso equiprobable se convierte -
en:
1

= £g(2 1
Ax-1 £(=m) = £(2) + £(3) (1va)

lo cual, para n=1, implica que:
£(1) =0 (IVb)

la f6rmula (IVa) constituye el primer axio
ma que debe cumplir la funcifn de medida -
que gueremos definir.

Ademds, por lo expuesto hasta ahora, vemos
la relacifn existente entre informacién y
probabilidad, de tal manera que al aumen--
tar la probabilidad de seleccifn de un ele
mento, &ste aporta menos cantidad de infor
macidn.
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Asf, pues, en el caso equiprobable, la canti
dad de informacién aportada por la eleccibn
de un elemento entre nm elementos serd menor
gue la cantidad de informacién aportada por
la eleccifn de un elemento entre nmtl elemen
tos. De donde el segundo axioma ser&:

L 1
Ax - 2 f(‘tin_) s f(m)

es decir, la funcién decrece con la probabi-
lidad P. Como se verifica que

O<sPs1

ha de cumplirse gque

£(0) 2 £(P) =z £(1)

y teniendo en cuenta (IV b), deducimos gque:

£(P) 2 0

Es decir, la cantidad de informacidn no pue-
de ser negativa.

Por Gltimo, parece l&8gico introducir un ter-
cer axioma gue nos defina la unidad de medi-
da. Elegimos en particular, como unidad, la
cantidad de informacién que nos aporta la se
leccién de un elemento entre a elementos ---
equiprobables.

Tendremos, pues como tercer axioma:
1, _

Ax 3 f(—;—) =1

Una funcifn que cumple los tres axiomas exi-

gidos y que tomaremos como funcifn de medida

de la cantidad de informacibn es

1, - - 1
f(a) logu(q)

donde f(%} es la cantidad de informacifn que

suministra la seleccifn de un elemento entre
q equiprobables.

Cuando elegimos la base de los logaritmos --
igual a 2 la seleccién de uno entre dos suce
s0s equiprobables (tirar una moneda) nos ---
aportarfa una cantidad de informacifn

I--logzt%)-logzz-l

unidad conocida comunmente con el nombre de

bit.

Cuando la base de los lcgaritmos es 10, la -
unidad de informacién corresponde a la selec
cifn de uno entre diez casos equiprobables y
se denomina Hartley.

Shannon sugirid que la variable aleatoria --
log p(xk) era una medida de la informacién -
asociada a la ocurrencia del acontecimiento

%y - Mostr8 que el valor medio de esta fun--
cifn es una buena indicacién del valor medio
de la incertidumbre que se tiene al realizar
un experimento aleatorio. A esta cantidad me
dia de informacién es la que se ha dado en -
llamar Entropfa.Se puede interpretar la en--
tropfa como la cantidad media de informacién
por simbolo emitida por una fuente./3/.

3, CODIGOS HAMMING CAPACES DE CORREGIR UN
UNICO ERROR.

Este procedimiento de codificacibn muestra -

como es posible hacer realidad la transmisidn
de informacién en presencia de ruido atenién-
dose a los minimos de redundancia predichos -
por la Teoria de la Informacién.

Imaginemos un mensaje binario de n posiciones.
La cantidad de informacifén necesaria para des
cubrir cual de los n elementos de valor 0,1 -
es el errfneo, seria:

Ie = - log E%T = log (n+l)

Es decir, la eleccién de 1 entre n+l elemen--
tos equiprobables. Un nfimero n de posibles si
tuaciones distintas para el error, y una posi
cifén adicional para indicar que el mensaje es
correcto.

Un nGmerc K de elementos binarios 0,1 de re--
dundancia o de paridad aportan una cantidad -
de informacidn:

k
Ip = -K log 1/2 = log 2
Evidentemente la cantidad de informacidén apor
tada por los dfgitos de paridad debe ser sufi
ciente para saber donde se encuentra el error

de donde:

Ip = Ie
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o bien

ok

2 n+l

Imaginemos que queremos transmitir un mensa-
je binario de 7 posiciones. El nGmero de ---
bits de entre ellos, que han de ser utiliza-
dos como bits de paridad ha de ser al menos
de tres ya que:

53

= 7+1

La manera mis sencilla de implementar un pro
cedimiento de codificacifn que cumpla el an-
terior requisito es elegir como bits de pari
dad los que ocupan los lugares 1,2 y 4 y las
ecuaciones de paridad (el signo + indica la
suma médulo 2) las siguientes

x1+x3+x5+x1 = par s

XgFXqg*tRe¥Xy o par s

X, +x +K6+

4 s ¥7 = par s

Con las ecuaciones de paridad anteriores se
puede decidir fdcilmente cudl es el bit errd
neo. Por ejemplo si falla:

Sl el error es el bit x

1
82 " " X,
83 " " X4
Si fallan:

S, ¥ S2 el error es el bit Xq

5
S, ¥ 8, - ! xg
Sy S, ¥ S . " iy

Las relaciones de paridad anteriores se ---
muestran de una manera mi&s compacta mediante
la matriz de paridad H.

Cada columna de la matriz es la representa--
cién binaria del ndmero de orden de dicha co
lumna y cada fila una relacién de paridad. -
El hecho de elegir los bits que ocupan los -
lugares 1,2 y 4 como los de paridad se debe

a que al figurar sélo una vez en las relacio
nes de paridad pueden ser deducidos fdcilmen
te en funcién de los bits de informacién. --
Por ejemplo: después de codificar el mensaje
1100 con los correspondientes bits de pari--
dad éste se convertiri en el mensaje -------
Xy X, 1 X4 100 y los bits x,, X, ¥ X%, se ob-
tendrdn de las relaciones:

= = 1+0 = 0 s

X, 33+x5+x7 1+1+ 1
x, = X tx +x, = 140+0 = 1 52
Xy = XgXgx, = 14040 = 1 Sy

quedando el mensaje completo:
0111100

Si por ejemplo el quinto bit fuera erréneo -
el mensaje recibido serfa el 0111000 y f&cil
mente puede comprobarse que el vector bina--
rio 53 52 sl serfa 1,0,1 que en la matriz co
rresponde al lugar de orden n@meroc 5:

X HxadRo bR, = O0+1+0+0 = 1 S1

x2+x3+x6+x7 = 1+140+0 = 0 52
= 1

x4+x5+x6+x7 = 1+0+40+0 SJ

Asf mismo se operarfa con un error en otra -
posicién cualquiera.

Con otro bit de paridad en la posicidn ocho
podriamos construir cSdigos capaces de detac
tar y corregir un error en mensajes de longi
tud 15 y asi sucesivamente. No existen c&di-

x1 xz x] x4 x5 xﬁ
1 4] 1 0 1 Qo
1 0 o] 1
H = 0 1
o} ] 0 1 1 1
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gos con esta capacidad de correccidn y menos
redundancia gue los de Hamming, denomindndo-
se, por ello, cddigos perfectos. /4/

4, El PROBLEMA DE LA MONEDA FALSA.

Sean n monedas todas del mismo peso excepto
una que puede pesar mds o menos. Determinar
el nfimero minimo de pesadas que hay que rea-
lizar en una balanza para identificar si ---

existe dicha moneda y decidir en este caso -
si es m&s o menos pesada que el resto.

La balanza tiene tres posiciones: que se in-
cline el plantillo izquierdo, gue lo haga el
derecho o que quede en equilibrio.

Por esta razbén la cantidad de informacién ob
tenida en cada pesada seréi:

I_ = log 3
p - %9

Si hacemos x pesadas la informacidén total re
cibida valdra:

X
xI = log 3
P g
Por otra parte debemos determinar qué mone-
da entre las n es la diferente. Para lo cual
se necesitard una cantidad de informacidn:

I1 = log n

y como ademds la moneda puede pesar m&s o me
nos:

I,=7 log 2

La cantidad total de informacidn necesaria -
para determinar qué moneda es la falsa y --

ademis si es mis o menos pesada que el resto
seré:

I1 + I, = log 2n

5i ademds aceptamos el caso adicional que --
puedan ser todas buenas necesitaremos una in
formacidn suplementaria equivalente al aumen
to que se origina al pasar de la seleccidén -
de una entre 2n a una entre 2n+l. La canti--

dad de informacifn total necesaria I

T serd:

IT = log (2n+l1)

De las x pesadas deberemos obtener una infor

macién suficiente para decidir si existe una
moneda falsa e indicar en este caso si es -
mis o menos pesada gque el resto, asi se debe
ré& cumplir:

xIp 2 IT

es decir

X

3% 2 2n+l (V)

Para el caso en que el nimero n de monedas
sea doce el valor de x deberi ser de al me--

nos 3 ya que:

3

37 =2 24+1

5. PROCEDIMIENTO DE PESADA PARA [DENTIFICAR
LA MONEDA FALSA.

La analogfa entre los c6digos Hamming capaces
de detectar y corregir un error en un mensaje
y la bGsqueda de una moneda falsa entre un --
conjunto de n monedas es evidente.

Si gueremos llevar la analogia a sus filtimas
consecuencias deberemos primero construir un
cSdigo Hamming en el que cada relacidén lineal
de redundancia deberd representar una pesada.

Dado que el resultado de una pesada en la ba-
lanza puede adquirir tres estados podemos re-
presentar éstos por 0, 1 y 2. Convenimos en -
el 0 para la posicién del equilibrio y el 1 y
el 2 para las posiciones de izquierda y dere-
cha.

De igual manera cada moneda puede ser del mis
mo, de mayor o de menor peso. De nuevo nos en
contramos con tres valores.

De acuerdo con ésto el cSdige Hamming a cons-
truir deberd servir para detectar y corregir
un error en un mensaje escrito en base 3. En
adelante las operaciones de suma y producto -
serdn por tanto en médulo 3 /5/.

En el caso de la matriz H, de paridad binaria
anteriormente descrito, era trivial que la su
ma de dos vectores columnas nunca podria dar
un resultado nulo. En el caso de gque los digi
tos estén escritos en base 3 puede ocurrir --
que la suma de elementos tales como (2,1) y
(I,2) den por resultado (0,0). Esta dificul--
tadpuede obviarse si todos "los primeros ele-
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mentos" distintos de cero de cada una de las
columnas de la matriz de chequeo H vale 1. --
Asf ninguna pareja de columnas dependen li---
nealmente entre si y esta matriz es vilida pa
ra construir c6digos capaces de detectar y co
rregir un error.

Del nfimero total de columnas que se puede es-
cribir con x filas en base 3;3* - 1, habrs --
gue elegir s6lo la fraccién 1/(3-1) gque tie--
nen su primer elemento no nulo igual a 1. El

mé&ximo nfmerc de columna que se pueden cbte--
ner de esta manera es:

3 =
2

(VI)

y este nimero deberi ser igual o superior al

a= nonedas:

¥* -
2
el nimero de pesadas o relaciones lineales o

2 n; Segfin &sto, para n=12 monedas,-

filas de la matriz H, deberd ser igual o ma-
yor que 3. La matriz de chequeo para x=3 es:

Primera pesada Sl

Xg Xg Eq Xg € Xg Kyg 13 Lin

el resultado de esta comparacién dard un va--
lor para S, que podrd ser 0,1 6 2 segflin quede
la balanza en equilibrio, se desplace a la iz
quierda o se desplace a la derecha. Estas dos
Gltimas asignaciones son "arbitrarias" pudien
do invertirse los valores.

Para realizar la segunda pesada nos valdremos
también de la matriz H. Los elementos distin-
tos de cero en la segunda fila de la matriz H
indicar&n las monedas gque deber&n figurar en

la segunda pesada. Habri que tener en cuenta

ademds, que las monedas que aparecen en la -

relacién lineal S, con un 2, deberdn cambiar

de platillo; asf ocurre con las monedas 1l y

12 gque deber&n figurar en el platillo izquier
do puesto que en la primera pesada figuraban

en el derecho. Asi:

11 12 ™13
1 1 51
2 2 52
1 2 s

La correccién de errores se hard de an&loga
forma al caso binario. Se comprueba si las -
relaciones de chequeo s1 52 y 83 se cumplen
todas en cuyo caso no hay error o lo que es
lo mismo no hay moneda falsa. Si alguna deja

de cumplirse el primer valor de 5, 68, 68,

no nulo indicard el error b y el vector =----
(8,/b, S,/b, S3/b) la posicién del mismo.

Apliquemos la matriz de chequeo anterior al

problema de las pesadas. En primer lugar ol-
vidaremos la columna 13 porque se trata de -
s6lo 12 monedas. La relacidn lineal S1 indi-
card qué monedas deberdn intervenir en la --

primera pesada. Esta podrd ser la comparacién
de las monedas XgrXgrXq,Xg @ un lado"arbitra-
rio" de la balanza, por ejemplo el izguierdo,
con las monedas XgrXygrXy rXo al derecho; el
valor cero lo interpretaremos como gque no de-
berdn figurar dichas monedas en la pesada. --

Asfi:

Segunda pesada S2

*11 ¥12 Xg X3 <> Xg X145 X3 X,

y siguiendo el mismo convenio para la tercera
pesada é&sta podri ser:

Tercera pesada 53

Los valores obtenidos en la primera S5,, segun
da S, vy tercera pesada S., serd los componen-
a través del cual

se deberd identificar la moneda falsa si la -

tes del vector Sl' 52, 53

hubiere y en caso afirmativo si es mis o me--
nos pesada que el resto. Las etapas a seguir
para su identificacidn serén:
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A) Si S1 es distinto de 0 anotar dicho valor En la etapa A obtenemos el vector cociente
como divisor b y obtener el vector cocien 1,1,1, y el divisor 2.
te §,/b, S,/b, S§,/b y pasar a la etapa B.
En caso contrario continuar en M. En la etapa B comprobamos a través de la -
matriz H que el vector 1,1,1, indica la po
M. Si S2 es distinto de 0 anotar dicho va-- sicién 9 y por tanto que esta es la moneda
lor como divisor b y obtener el vector co falsa.
ciente Sl/b, Ssz, 53/b y pasar a la eta-
pa B. En caso contrario continuar en N. La etapa C indica que el divisor 2 obteni-
do en la etapa A indica para la moneda *g
N. Si S3 es distinto de 0 anotar dicho va-- que es mis pesada.
lor como divisor b y obtener el vector co
ciente Sl/b. SZ/b' 53/b y pasar a la eta- Ejemplo 2:

pa B. En caso contrario todas las monedas
Supongamos que el resultado de las pesadas

hubiera sido:

son buenas y parar.

B) El resultado de la etapa A nos da un vec-
tor cociente Si Sﬁ Si y un divisor cuyo

Primera pesada en equilibrio S1

Segqunda pesada en equilibrio S2
valor puede ser 1 6§ 2. Con el vector co--

ciente se identificard en la matriz H el
lugar ocupado por la moneda falsa y se pa

Tercera pesada desplazamiento

a la derecha S3 = 2

sard a la etapa C. En la etapa A obtenemos el vector cociente

0,0,1 y el divisor 2.

C) El valor 1 6 2 del divisor obtenido en la
etapa A sirve para decidir si la moneda - En la etapa B comprobamos a través de la -

es mds o menos pesada. Dado que arbitraria matriz H que el vector 0,0,1 corresponde a

mente se ha asignado el valor 2 para el - la moneda que ocupa el lugar nimero 1.

desplazamiento de la balanza a la derecha
Y 3 un made tambifn Arbitraric se han, - En la etapa C comprobamos que el divisor 2
distribuido las monedas entre los plati--

llos derecho e izquierdo en la primera pe

obtenido en la etapa A significa para la -

primera moneda x, que es mencs pesada.
sada, debemos dar una interpretacidn al -

divisor 2. En nuestro caso anterior de --

Ejemplo 3:
asignacién y distribucién arbitrarios éste
valor 2 indica que ‘la moneda es mds pesada Supongamos gue el resultado de las pesadas
si la falsa resulta ser - = = = = = = = = hubiera sido:

Xg X109 ¥, ¥X)p X3 X4 porque la primera vez

Primera pesada a la izquierda 5l =1

Segunda pesada a la izquierda 52 = 1
Tercera pesada en equilibrio 8y = 0

que han figurado en una pesada estaban en
el platillo derecho y menos pesada si la

falsa resulta ser X) Xy Xg Xg Xg Xg. Por -

el contrario si el divisor es 1 indicaréd

menos peso para las monedas 9,10,11,12,3 y En la etapa A obtenemos el vector cociente

4 y mis peso para las 1,2,5,6,7 y 8. (2eX:0 ¥ @l davisor L.

Ehamplo: s En la etapa B comprobamos a través de la -

matriz H que el vector (1,1,0) corresponde
Supongamos que el resultado de las tres pa

sadas es el siguiente:

a la posicién 8. Es decir la moneda falsa
serd la n@mero 8.

Primera pesada
desplazamiento a la derecha §, =2 En la etapa C podemos comprobar que el di-
visor 1 significa mis pesada para la mone-

Segunda pesada s

desplazamiento a la derecha S2 = 2
Tercera pesada
desplazamiento a la derecha 8y =2
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6. GENERALIZACION,

La generalizacidén del procedimiento para cual
quier nmero de monedas n es inmediato. Basta
construir una matriz de chequeo cuyc primer -
elemento no nulo es igual a 1 en cada columna.
Cada fila correspondiente a una relacidn li--
neal o pesada, y el nfimero x de &stas es un -
valor tal gque cumpla la desigualdad:

3¥ - 132 2n

donde n serd el ndmero de columnas o de mone-
das. Hemos mostrado anteriormente que siempre
es posible construir tal matriz.

Existe una restriccién adicional al aplicar -
la matriz de chequeo de Hamming, al problema

de las monedas y la balanza, derivadas del he
cho de gue el nlimero de monedas que deben par
ticipar en cada pasada ha de ser par. 5i ele-
gimos el signo igual en la inecuacién ante---
rior el valor de n indicard el miximo nlmero

de columnas entre las gue puede ser seleccio-
nada la moneda falsa con x pesadas:

3%-1
2

n=

Ahora bien para que sea factikle realizar las
pesadas, este nGmero ha de ser multiplo de 3,
lo que no ocurre para el valor n anterior, pe
ro si para el inmediato inferior n':

¥y, 3%
2 2

n' = n-1 = = 3k

Ya que k es siempre un nfimero entero, para --
cualquier valor entero de x superior a 1.

Esto quiere decir que para x = 3 el miximo nd
mero de monedas es de 12, De la misma forma -
para x = 4 pesadas el miximo nGmerc de mone--
das es de 39, para x = 5 serd 120 etc.
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