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Resumen

El propdsito de este articulo es el andlisis lineal de estructuras laminares sometidas a excitaciones dindmicas
con alto contenido en frecuencia. El método numérico propuesto utiliza para el modelado elementos continuos
monodimensionales. La respuesta exacta de este tipo de elementos es conocida, y por lo tanto el método
es mas conveniente para este tipo de problemas que otros métodos convencionales basados en discretizacion
espacial, por ejemplo el método de los elementos finitos (MEF), que precisarian de una malla muy fina para
recoger adecuadamente los fenémenos de interés. El estudio aqui descrito se limita a estructuras axisimétricas
con formas cilindricas o cénicas. Se presentan criterios para modelar dichas estructuras mediante vigas sobre
apoyo elastico.

MODELLING OF ORTHOTROPIC AXISYMMETRIC SHELLS FOR EXCITATION WITH VERY
HIGH FREQUENCY CONTENTS

Summary

Tho goal of this work is the linear analysis of laminar structures subject to dynamic excitations with very
high frequency contents. The proposed numerical method uses for the modelling one-dimensional continuum
elements. The exact solution of this kind of elements is well known and therefore the method is more
suitable for these problems than other conventional ones that need spatial discretization, for example the
Finite Element Method (FEM), that should need a very fine mesh to reproduce the correct behaviour.
The study herein is limited to the case of axisymmetric cylindrical and conical shells. Criteria to model
axisymmetric structures by beams on elastic foundation are presented.
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INTRODUCCION

En este tabajo se analiza la respuesta de laminas ortotropicas de formas cénicas y
cilindricas sometidas a excitaciones con alto contenido en frecuencia. KEste problema se
originé durante el estudio de los efectos dindmicos inducidos en el vehiculo lanzador de
satélites ARTANE 5 (A5 VEB) por un dispositivo pirotécnico que produce la rotura del
anillo que conecta la parte superior del vehiculo. Es necesario estudiar numéricamente los
efectos causados por la propagacién de las ondas originadas por la explosién con el fin
de garantizar que los equipos electronicos vitales para la misién del vehiculo no resulten
dafiados.

En el caso de la explosién pirotécnica en el A5 VEB el contenido en frecuencia de la
carga alcanza 30 000 Hz en la estructura, mientras que la primera frecuencia de vibracién
del vehiculo es aproximadamente 10 Hz. Para este tipo de analisis los métodos basados en
discretizacion espacial, por ejemplo el método de los elementos finitos (MEF), necesitan una
malla muy fina y/o un paso de integracién muy pequeio, lo que hace que cualquier modelo
computacional no sea practicamente eficiente. Por otro lado, la complejidad del problema
lleva asociado un alto grado de indeterminacién tanto en la definicion de la carga como en
el modelo de la estructura, por lo que se precisa un método computacional que permita
realizar estudios paramétricos con suficiente rapidez y efectividad.

Inicialmente se intenté utilizar la teoria de la propagacién de ondas'?3*. Dicho método
presenta un importante problema: el tiempo de calculo crece enormemente con el ntmero
de frecuencias utilizadas para la tranformada de Fourier y con los casos de carga analizados.
Por tanto se decidié utilizar una aproximacién cldsica basada en elementos continuos®?: el
célculo de la matriz de impedancia dindmica utilizando como elementos de modelado vigas
del tipo Rayleight-Timoshenko sobre apoyo eslastico, es decir con deformacién debida a la
flexion al axil y al cortante y que incluya los efectos debidos a la inercia de rotaciéon. En
este sentido la discretizacién puede tener elementos tan grandes como se desee con la tnica
limitacion de cambios en la geometria, en el material o en las condiciones de contorno.

El trabajo llevado a cabo ha seguido dos lineas de actuacion: por un lado, se ha desarro-
llado un extenso programa experimental (todas las probetas se ensayaron en la Divisién Es-
pacio de Construcciones Aeronauticas CASA) y paralelamente se han desarrollado métodos
numeéricos (junto con la correspondiente implementacién en cédigos computacionales) para
reproducir los fenémentos observados experimentalmente.

Los primeros ensayos se realizaron sobre probetas planas con el fin de simplificar los
problemas debidos a la curvatura de la estructura real. En estas condiciones y desde el
punto de vista analitico, el modelo es bidimensional. Los resultados de estos ensayos se
reprodujeron correctamente con el método numérico propuesto.

En una fase posterior se ensayaron probetas con cierta curvatura. Por esta razén se
incluyé en el cédigo la posibilidad de analizar ldminas ortotrépicas. Aunque el tratamiento
de la ortotropia es més complejo, es necesario debido a que la parte estudiada del A5 VEB
estd construida con laminas de aluminio reforzadas con larguerillos y sandviches de fibra de
carbono.

A continuacién se presenta el esquema matematico utilizado para modelar mediante
sistemas equivalentes de vigas, el comportamiento de estructuras laminares, asf como algunos
ejemplos de validacién, en los que se comparan los resultados del método propuesto con
otros de referencia obtenidos tedricamente o mediante modelos de elementos finitos. Especial
hincapié se hace en estructuras con simetria axial, aunque el método es aplicable a cualquier
tipo de geometria, como se pone de manifiesto en el dltimo ejemplo.
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MODELO MATEMATICO

Generalidades

El método matematico se formula en el dominio de la frecuencia. Se calcula la respuesta
estructural para todos los componentes arménicos de la excitaciéon y se obtiene a conti-
nuacién la respuesta temporal aplicando un procedimiento de superposiciéon adecuado. En
el dominio de la frecuencia aplicar el concepto de matriz de rigidez compleja es sencilo
asi como incorporar los efectos de masas concentradas o distribuidas y de los elementos
elasticos y disipativos. Como la solucién exacta de la ecuacién de campo en el dominio de la
frecuencia de elementos continuos monodimensional es conocida, el calculo de la matriz de
impedancia es inmediato mediante la aplicacién de desplazamientos unitarios en los grados
de libertad adecuados.

Mediante la utilizaciéon de los médulos complejos de elasticidad F y de cortadura G
se permite la consideraciéon de diversos tipos de amortiguamiento: viscoso, histerético y
variable con la frecuencia de acuerdo con una ley determinada.

Las ventajas mas interesantes del método son las siguientes:

e El numero de elementos es el minimo compatible con la variaciéon de las propiedades
geométricas y de los materiales.

e Velocidad de cdlculo debido a la posibilidad de estudiar simultdneamente para cada
frecuencia varios casos de carga sin aumento significativo de tiempo de céalculo.

e Se puede calcular ficilmente la respuesta en puntos interiores del elemento, ya que
las funciones de interpolacién son soluciones exactas de las ecuaciones de campo en
el dominio de la frecuencia.

Las masas concentradas se afiaden directamente a la matriz de impedancia. Para el caso
de muelles y amortiguadores que actian entre nudos se decidié duplicar la numeracién
de éstos, distinguir entre nudo inicial y final y referir la direccién del sistema muelle-
amortiguador a una barra de la estructura.

Una vez establecida la matriz de impedancia global D(w) se puede organizar para cada
frecuencia la matriz de carga (una columna para cada caso de carga) F'(w) y obtener el
campo de desplazamientos z(w) mediante la resolucién de la ecuacién

z(w) = D(w) - F(w) (1)
=1 w- z(w) (2)
i=-w z(w) (3)

donde w es la frecuencia angular e ¢ es la unidad imaginaria.

Para calcular la respuesta temporal de interés se utiliza una transformada de Fourier
inversa que superpone las diferentes respuestas en frecuencia. El tratamiento de casos de
carga con diferente contenido en frecuencia es sencillo. La primera parte del proceso se hace
utilizando carga unitaria para cada armoénico, los resultados se multiplican por el contenido
en frecuencia de la carga considerada y finalmente se realiza una transformacién inversa al
dominio del tiempo.



360 J.J. Lépez Cela, C. Huerta y E. Alarcén

Efectos axisimétricos

En este apartado se presentan los principales aspectos del comportamiento de laminas
axisimétricas. El objetivo es modelar estructuras axisimétricas con los elementos descritos:
vigas sobre apoyo eldstico y muelles. Es decir, no se realiza una formulacién en dos
dimensiones propiamente dicha. La estructura considerada es una ldmina con simetria
axial. En la Figura 1 se representa una lamina esférica en la cual los radios cincunferencial
vy meridional son los mismos r; = r,. El andlisis se limita al caso de curvatura meridional
infinita (r; = 00), con lo que solamente se consideran ldminas cilindricas (¢ = 90°) y cénicas
(¢ = variable).

Figura 1. Lamina con simetria axial. Definicién de la geometria

Ley de comportamiento del material

En la formulacion escrita a continuacién los subindices s y 8 se refieren a las componentes
meridional y circunferencial respectivamente, mientras que z representa la coordenada nor-
mal al plano medio de la ldmina.

Si se considera un material con comportamiento ortotrépico, la ley constitutiva viene
dada por las siguients relaciones

E;
El i s S 4
o 1—VSV9(6' + v e0) (4)
Eq
= T 8“5 5
op 1_1/31/9(894-116) (5)
Tsz = Gsz’}/sz (6)

Relaciones cinemadticas

Se establecen ecuaciones que relacionan desplazamientos con deformaciones en el plano
medio de la lamina. Los desplazamientos se definen mediante las componentes meridional
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u, circunferencial v y normal w tal y como se muestra en la Figura 2, donde se han
representado valores positivos. Se acepta el modelo de desplazamientos de la Figura 3,
es decir una fibra de la ldmina situada a una altura z experimenta una translaciéon global
(el subindice O se refiere a los desplazamientos en el plano medio de la ldmina) a la que se
anade otra debida a la rotacion « de la normal al plano de la lamina

up(s) — a(s)z (7
=0 (8)
w = wy(s) (9

Figura 2. Definicién de los desplazamientos

Figura 3. Modelo de desplazamientos utilizado
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La deformacién segun el meridiano es

dug do
Eg = E — Zg (10)

mientras que la deformacién segun la direccion circunferencial depende de u como de w

1
g9 = —(wy + ug cot p — az cot ) (11)
T2

y la deformacion angular es

Ysz = — & + 5 (12)

Ecuaciones de equilibrio

Las ecuaciones de equilibrio se establecen por aplicacién del principio de los trabajos
virtuales

/a:éedV=/X~5udV+/ X - fudA (13)
Q Q 0

donde Q es el dominio y 9 su frontera. X y X representan vectores que contienen las
fuerzas masicas y de superficie.
Para laminas axisimétricas la integral en el volumen se puede escribir como

27 89 h
/dV:/ / / rdfdsdz (14)
Q 0 ER —h

siendo 2h el espesor de la lamina.

Se plantea una formulacién general en la que se incluye la deformacién por cortante con
lo que la deformacién angular v,, es distinta de cero y o # ¢ dw

Si se desprecian las fuerzas de volumen, solamente es necesario considerar las fuerzas
de superficie py, p, y m (pg es nula a causa de la simetria), y entonces la ecuacién (14) se
transforma en

/ / ro0e,dsdz +/ / rogdecgdsdz —i—/ / TTe,0Ys,dsdz =
=/ pbrc;uds—i—/ pzr5wds+/ mréads

Para el caso estudiado en este trabajo las fuerzas de superficie son las de inercia. Dado
que se estd buscando la respuesta ante una excitacién arménica pura, la soluciéon se puede
calcular para cada frecuencia con los que se obtiene la distribucién espacial de las variables.

(15)
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Ecuaciones de campo

Se utilizan dos espesores diferentes 2h, y 2hy para permitir el tratamiento de la ortotropia.
Sustituyendo las relaciones cineméticas (19), (11) y (12) en (15), integrando esta ultima
ecuacién y escribiendo por separado las variaciones de los desplazamientos du, dw y da, se
obtienen las siguientes expresiones

d hs r he
- [r/ Usdz] + —cotp [/ O'gdZ:| = p,r (16)
dS —h T2 —he

h h
s d s
r oodz — — [r/ Tszdz] =p,r (17)

Ty J h. ds h,

d hs r he hs
—— r/ —20,dz| + — cot / —z0pdz| + r/ T.,dz = mr (18)
ds Ch. T2 —hy —hs

Las fuerzas por unidad de longitud son la resultante de las tensiones. Asi usando (16),

(17) y (18)

E A, d 1 1
N, = / o.dz = [ X4 — Vst + — Vg cot 90] (19)
1— v, Vsly | ds Ty T2
EyA 1 1 d
Ny = / Codz = — [—wo + —ugcotp + Veﬂ] (20)
—he 1—v,vy 72 T2 ds
E.I, d 1
M, = / —zo.dz = —on [dj 2V ,a cot go] (21)
Eyl, 1 d
My = / —2opdy = 070 [a— cot o + vy _oz] (22)
o 1—vvg | 7 ds
hs d'LU()
Qsz = / Tszdz = GszAsz |:_ - O{| (23)
h. ds

donde A, y Ay son las areas normales a las direcciones meridional y circunferencial respecti-
vamente, I, e Iy los correspondientes momentos de inercia y A, el area de cortante. Todas
estas caracteristicas son por unidad de longitud.

Eliminando 2 de (19) y (20) y 9= de (21) y (22), se puede escribir la fuerza axil
circunferencial Ny y el momento flector circunferencial My en funcién de las correspondientes
magnitudes meridionales N, y M,

EQAQ 9A9
Ny = t N, 24
o v (wy + ug co go)—i—VOEA (24)
Eyl, E,I,
My = t M, 25
o - acot + v Tl (25)

Sustituyendo estas ecuaciones en (16), (17) y (18), se obtienen las ecuaciones de campo

1d dug 1 1 EyAy
——— |Kyr | — + —r,wy + l/ sug cot @ | | + ——— cot® p(uy + wy tan ) =
rds ds 1y 73 (26)
Ky cotp
= ps — Vp ]Vs
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E(.;A(.} dzw() do K(,a 1
% (’LU[) =+ ug cot SD) -G A, |: ds2 — E =p, — VQZENS (27)
d20( Vg do Cl’LU() 1 Eg]g E(.)Ig
D,—+D,— to— 4+ G, A, | — — a| = — cot t M| —
ds? rgaco P s + [ ds oz] o oLy [ o @co SO—i_yeEsAs "
(28)
en las que se ha empleado la siguiente notacién
LA, EyA B,I, Byl
K,=—" . K,=—2* . p=_—"2°. p,=_—2°%
1—v, 1—v, 1 —v,v 1 —v,1

Aproximacién de las ecuaciones de campo de laminas axisimétricas ortotrépicas
mediante las de elementos monodimensionales

Las ecuaciones de campo generales dadas por las expresiones (26), (27) y (28) se par-
ticularizan para laminas axisimétricas de formas conicas y cilindricas y a continuacién se
comparan con las ecuaciones de campo de elementos monodimensionales con el fin de es-
tablecer bajo qué criterios dichas [dminas pueden ser modeladas mediante vigas.

Laminas cilindricas

El comportamiento longitudinal descrito por la ecuaciéon (26) se puede particularizar para
cilindros teniendo en cuenta que ¢ = 90°, y por tanto r = r, = R = constante

d?uq v, d

S

ds? R ds

La ecuacién (29) coincide con la ecuacién de campo para el comportamiento axil de una

barra, si se desprecia el ultimo término (acoplamiento entre el axil y el flector). Esta aproxi-

macién es valida para cilindros cortos en los cuales son importantes los efectos axisimétricos.
El comportamiento transversal se define particularizando las ecuaciones (27) y (28)

(Kswo) (29)

EyA, dPwy  da ve Ky
R2 W= Gl ( ds> ds) — P R K, N, (30)
o dw,
DSF + GszAsz (E - O[) = —m (31)

Las ecuaciones (30) y (31) (si se desprecia el acoplamiento con el comportamiento axil)
son equivalentes a las de una viga sobre apoyo elastico de rigidez

E(.)Ag
k= 2 (32)
El momento de inercia de la viga es
I
1= : 33
1—v,1 (33)

vy el médulo de la elasticidad
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Laminas cdnicas

Para el caso de laminas cénicas se utiliza la hipotesis de Geckeler que propone considerar
unicamente los términos con la derivada mas alta. Es decir las ecuaciones (26), (27) y (29)
se transforman en

duy  EgAs K, cot v, dw,
—Ksﬁ + "2 cot” p(uy + wy tan ) = p, — VQZ - N, + s (35)
E9A9 d2w0 do Kg 1
: (wy + uy cot ) = -G, A, [W — | =P VQZENS (36)
dZO[ dwo 1 Eg[g Eg[g
D,— + G, A, —a| = —cot t M| — 37
ds? + [ ds a] 2 oLy [ T acoty+ VQESAS " (37)
El dltimo término de la ecuacién (35) se puede despreciar si d;‘;” < %. Se puede ver que

las expresiones (35), (36) y (37) coinciden con las ecuaciones de campo de la viga excepto en
el término £222 cot? p(ug +w, tan @) en la ecuacién (35) y 2222 (wy +uy cot ¢) en la (36), que

T

representan el acomplamiento entre los desplazamientos longitudinal y transversal, debido
en esta ocasién a la inclinacion de la [Amina respecto al eje de simetria. Este efecto se puede
representar mediante una viga sobre un apoyo elastico que actia en la direccién normal al
eje del cono. La fuerza por unidad de longitud experimentada por el apoyo eldstico debido
al desplazamiento w es F' = Kwsin ¢ y la debida a u es F' = Kucos ¢ (Figura 4). Sumando
estos dos efectos

F,, = —K sin @(w, sin ¢ + u, cos ) = — K (u, sin ¢ cos ¢ + w, sin” ¢) (38)
F, = — K cos ¢(w; sin ¢ + ug cos ¢) = — K (ug cos? ¢ + wy sin ¢ cos @) (39)

donde w se refiere a los términos de flexién y a los axiles. Si se toma

EgA
K=—"7 (40)
r3sin” ¢
se obtiene

EgA
F,=-— 79°3 ? (ucot ¢ + w) (41)

EgA
F,=— iz ? cot? p(u + wtan @) (42)

2

que son los términos afiadidos en las ecuaciones anteriores. Ndtese que en estas ecuaciones
ro varia segun el punto del cono que se esté considerando. Como ademds también lo hace
el area transversal Ay, el modelado por razones puramente précticas se realiza mediante
muelles puntuales.
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Figura 4. Modelo para laminas cénicas

EJEMPLOS

En este apartado se analizan varios ejemplos. En primer lugar se verifica que los
criterios para modelar laminas axisimétricas con elementos continuos monodimensionales
son correctos. Para ello se comparan los resultados obtenidos con el método propuesto
basado en elementos continuos de una dimensién, con los que proporciona el método de
los elementos finitos. A continuacién se comprueba que la discretizacion exigida por las
estructuras cénicas no es un problema para altas frecuencias, ya que superado un cierto valor
de la frecuencia, el efecto circunferencial desaparece y las deformadas modales y frecuencias
de estructuras axisimétricas coinciden con las de una estructura equivalente sin curvatura.

Validacién del modelo

Se estudian dos estructuras cilindricas y cénicas en condiciones empotrado-libre con las
caracteristicas geométricas y materiales indicadas en la Tabla 1.

Cilindro 1 | Cilindro 2 Cono 1 Cono 2
Rpax (m) 1 1 2 1
Rpin (m) 1 1 1 2
Longitud (m) 1 0,2 1 0,2
Espesor (m) 1x 1072 1x 1072 1x107% [ 1x1072
p (kg/m?) 2700 2700 2700 2700
E (N/m?) 7 x 107 7 x 10%° 7x 101 | 7 x 100
v 0,3 0,3 0,3 0,3

Tabla I. Estructuras axisimétricas. Caracteristicas geométricas y de los materiales

Las magnitudes comparadas son frecuencias de vibracién y fuerzas por unidad de longitud
ante cargas estaticas. En estos ejemplos el material es isotrdpico, luego las caracteristicas
meridionales son iguales a las circunferenciales.

Para el caso de los cilindros y teniendo en cuenta que el radio es constante, las carac-
teristicas de la viga equivalente son las siguientes

E=E,=7x10" N/m?
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El area circunferencial es constante. Por ejemplo para b = 1 m de profundidad

Ag=th=1x10"7*m’

1, 1 1
I = s —(1x107%)*=9,15 x 10~® m*
oy ~ 10,00 < 21X 107)7 =9,15x107"m

10 -2
= E;_;H _Txl :21 <107 _ 7 x 10° N/m”

Para los conos el modelo se realiza con una viga sobre muelles puntuales que actian en
la direccién normal al eje del cono. Tanto el valor del area y del momento de inercia como
el de la rigidez de los muelles puntuales varia en funcién de la altura del cono, ya que la
profundidad b no es constante. Los muelles se sitiian entre elemento y elemento y el valor
de su constante de rigidez es

k

EgAtb L, + L,

K=
(rosing)? 2

en donde L; y L- son las longitudes de los elementos anterior y posterior al muelle y el radio
es el correspondiente a la posicién de dicho muelle.

Se comparan los valores de las cinco primeras frecuencias de vibracién con un andlisis
con elementos finitos (Tabla IT). Es importante resaltar que el método propuesto no calcula
directamente ni las frecuencias ni los modelos de vibracién. Lo que se hace es calcular la
respuesta de la estructura en el dominio de la frecuencia ante una fuerza que produzca
la misma deformada que la del modo del cual se quiere obtener la frecuencia. En la
historia frecuencial de desplazamientos o aceleraciones aparecerd una gran amplificacién
en la frecuencia del modo. Este procedimiento produce mas errores en el célculo de las
frecuencias que el método propiamente dicho. Como consecuencia, las ligeras discrepancias
que aparecen en la Tabla II hay que atribuir fundamentalmente a dicho procedimiento. Se
calculan 512 frecuencias (de 0 a 100 Hz para cilindros y de 0 a 500 Hz para conos) y el
numero de puntos de la transformada rapida de Fourier es 2048.

Cilindro 1 Cilindro 2
Modo | Propuesto-MEF | Error (%) | Propuesto-MEF | Error (%)
1 792-795 0,3 838-843 0,5
2 810-810 0,0 1572-1546 1.0
3 821-823 0,2 3804-3648 4,0
4 861-862 0,1 6743-6695 7,0
5 946-943 0,3 sin datos -
Cono 1 Cono 2
Modo | Propuesto-MEF | Error (%) | Propuesto-MEF | Error (%)
1 275-286 4,0 78-82 5,0
2 320-330 3,0 109-111 1,8
3 371-379 2,0 180-180 0,1
4 422-429 1,5 305-305 0,1
5 477-483 1,2 485-484 0,2

Tabla IT. Comparacién de frecuencias. Estructuras axisimétricas
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En la Tabla III se recoge el nimero de nudos y elementos utilizados en ambos modelos.
Para cilindros se capturan mediante el método propuesto todas las frecuencias con un solo
elemento. La discretizacién de elementos finitos utilizada es valida hasta un cierto niimero
de modos, después del cual se hace necesaria una discretizacién mas fina. Sin embargo, el
método propuesto no precisa mas que un elemento, lo que constituye un ahorro importante
de tiempo de calculo, sobre todo en el rango de las altas frecuencias, que es para el que
ha sido concebido dicho método. Para el caso de estructuras conicas, como se ha visto con
anterioridad, se necesita una cierta discretizacion.

Cilindros Conos

Propuesto | MEF | Propuesto | MEF

Nodos 2 101 21 101
Elementos 1 100 20 100

Tabla ITI. Numero de nudos y elementos. Estructuras axisimétricas

En las Figuras 5,6,7 y 8 se dibujan la fuerza axil circunferencial por unidad de longitud
(cilindros) y el momento flector circunferencial por unidad de longitud (conos) en funcién
de la longitud de la estructura normalizada a la unidad. La excitacion es una carga
estatica radial aplicada en el extremo libre. Se ve que los resultados obtenidos con el
método propuesto reproducen correctamente los de elementos finitos, especialmente para
cilindros. Las diferencias que se aprecian en las estructuras cénicas son debidas a los
muelles concentrados, los cuales producen saltos bruscos en la respuesta. No obstante,
el comportamiento general se recoge de forma adecauda. Notese que en las Figuras 5 y
7 (cilindro y cono 1) los efectos se amortiguan antes que en las Figuras 6 y 8 (cilindro y
cono 2), lo que significa que la parte de la estructura que resulta afectada por la excitacién
depende de la longitud total de la estructura.

Figura 5. Cilindro 1. Fuerza axil circunferencial por unidad de longitud. Carga radial
estdtica. MEF (linea continua). Método propuesto (circulos)
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Con estos resultados se demuestra la efectividad del método en el rango de las bajas
frecuencias. Dado que la solucién para los elementos continuos monodimensionales es exacta,
el método reproducira el comportamiento dindmico para altas frecuencias.

Figura 6. Cilindro 2. Fuerza axil circunferencial por unidad de longitud. Carga radial
estdtica. MEF (linea continua). Método propuesto (circulos)

Figura 7. Cono 1. Momento flector circunferencial por unidad de longitud. Carga radial
estdtica. MEF (linea continua). Método propuesto (circulos)
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Figura 8. Cono 2. Momento flector circunferencial por unidad de longitud. Carga radial
estdtica. MEF (linea continua). Método propuesto (circulos)

Para una estructura compleja como la del A5 VEB, el método de los elementos finitos
necesita una malla muy fina que hace prohibitivo en tiempo de calculo de ordenador su
analisis. Para comprobar el modelo para altas frecuencias se podrian realizar comparaciones
con resultados experimentales tal y como se ha hecho con excelentes resultados para las
probetas planas del A5 VEB™®. En las referencias®!’ se recogen los trabajos relativos a los
modelos axisimétricos de la estructura del A5 VEB con dos radios diferentes de curvatura
(R=1my R=2,7m). Las probetas ensayadas no son estrictamente axisimétricas, pero
en una primera aproximacion se pueden modelar como si lo fueran. Sin embargo, dado
que en este punto del trabajo ni se ha modelado la estructura realmente ensayada ni la
carga producida por el dispositivo pirotécnico, no es posible realizar comparaciones con los
resultados obtenidos en los ensayos.

Influencia del radio de curvatura en los modos de vibracién

Las deformadas de los modos de vibracion de una viga sobre apoyo elastico coinciden
con los de la propia viga, salvo los posibles modos de sélido rigido de ésta (f = 0 Hz) que
en el caso de existir apoyo eldstico, presentardn una frecuencia no nula debido a la rigidez
del apoyo.

La presencia del apoyo no afecta a la forma del modo, pero incrementa el valor de la
frecuencia. La frecuencia de la viga sobre apoyo elastico estd relacionada con la de la viga
por un factor que depende de la rigidez del apoyo y del modo considerado. Segin aumenta
el modo, el factor tiende a la unidad y las frecuencias a igualarse.

En este apartado se va a estudiar con un modelo axisimétrico de las dos probetas curvas
de la estructura del A5 VEB, en qué momento los modelos de vigas sobre apoyo elastico y
muelles puntuales presentan las mismas frecuencias que modelos constituidos por vigas sin
apoyo que tedricamente coinciden con modelos axisimétricos de radio infinito.

Dicha igualdad de comportamiento dindmico significa que el efecto circunferencial deja
de tener influencia a partir de una frecuencia determinada y que para fenémenos que ocurran
por encima de esa frecuencia es posible representar un cilindro o un cono por un elemento
tipo viga. Esta consideracién es muy importante, ya que indica que la discretizacion del
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cono debe ser la necesaria para recoger el comportamiento hasta dicha frecuencia y que para
valores superiores la discretizacién utilizada no tiene influencia.

Figura 9. Modelo matemdtico de la estructura del A5 VEB

El estudio se ha llevado a cabo con modelos axisimétricos de la estructura A5 VEB con
radios de curvatura 1 m; 2,7 m e infinito. En la Figura 9 se representa el modelo matemadtico
del A5 VEB en su configuracion de ensayo en la que se incluye el pértico al que fue fijado la
probeta mediante unas uniones de aluminio que se han denominado uniones rigidas. Para
conectar el plato portaequipos al cono de fibra de carbono se utilizan uniones con material
aislante para tratar de amortiguar los efecos producidos por el choque pirotécnico el cual
se produce en la unién del cono y del cilindro. Para este estudio se han modelado las
partes axisimétricas de la estructura, es decir el cilindro, el cono y las tres uniones rigidas
y se han calculado los modos y frecuencias para los tres radios indicados. En la Figura 10
se dibuja la frecuencia natural de la estructura frente al nimero del modo para las tres
probetas analizadas. Se puede observar que a partir de cierto valor de la frecuencia, el
comportamiento dinamico axisimétrico de las dos probetas curvas es idéntico al de la plana.
Esta igualdad de comportamiento se produce a 1000 Hz para la probeta de 2,7 m de radio y a
1500 Hz para la de 1 m de radio. La mayor influencia de la curvatura de la probeta pequena
se puede apreciar también en los primeros modos de vibracion, los cuales no coinciden en
la frecuencia ni en la deformada modal. Con una discretizacién suficiente para reproducir
el comportamiento hasta esos valores queda asegurado el buen funcionamiento del modelo
para frecuencias posteriores.
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Figura 10. Influencia del radio de curvatura en los modos de vibracién. Comparacién entre
probetas de radios 1m (circulos); 2,7 m (asteriscos) e infinitos (linea continua)

CONCLUSIONES

Se describe un método basado en elementos continuos monodimensionales para el andlisis
de estructuras compuestas de ldminas axisimétricas ortotropicas sometidas a excitaciones
con alto contenido en frecuencia. Comparando las ecuaciones de campo de laminas axisi-
métricas con las de vigas sobre apoyo elastico, se pueden obtener criterios para modelar las
ldminas con dichos elementos continuos. La principal ventaja del método consiste en que
la solucién en el dominio de la frecuencia de los elementos continuos monodimensionales es
conocida y exacta, y por lo tanto la discretizacion espacial depende solamente de cambios
geométricos o del material y no del método propiamente dicho, a diferencia de otros métodos
convencionales como el método de los elementos finitos. Para el caso de estructuras cénicas
se necesita una cierta discretizacién espacial por dos motivos: el modelado se realiza median-
te apoyos puntuales y el area circunferencial del cono varia con la altura. Sin embargo, se ha
comprobado que superado un cierto valor de frecuencia, el efecto circunferencial desaparece
y el comportamiento de una estructura axisimétrica es el mismo que el de una estructura
plana equivalente. Por lo tanto la discretizacién es necesaria unicamente para reproducir el
comportamiento hasta el valor de la frecuencia arriba mencionado.

Se han relizado algunos ejemplos de validacion. Se han comparado, con respecto a
resultados de elementos finitos, frecuencias de vibracion y sus correspondientes deformadas
modales, asi como fuerzas por unidad de longitud obtenidas mediante aplicaciéon de cargas
estaticas. En todos los casos la corcondancia entre los resultados obtenidos con el método
propuesto y los de referencia ha sido muy buena. Con esto se ha puesto de manifiesto
la bonanza del método en el rango de las bajas frecuencias, lo que implica, dado que la
solucién de las ecuaciones de campo de los elementos monodimensionales es exacta, el buen
funcionamiento en todo el rango de frecuencias.
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