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PROBLEMAS DE RUTAS POR ARCOS
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El objetivo de este articulo es ofrecer una visidn general de la situacidn actual de la in——
vestigacidn en Problemas de Rutas por Arcos, que consisten, bdsicamente, en encontrar rutas
Optimas que atraviesen las aristas o/y arcos de un grafo dade. Se analizan, entre otros el
Problema del Cartero Chino (definido sobre grafos dirigidos, no dirigidos o mixtos), el Pro-
blema del Cartero Rural (dirigido y no dirigide), ast como el Problema de los m-Carteros con
alguna de sus variantes. En todos los casos se ha intentado ofrecer los resultados existen——
tes relativos a: complejidad de los problemas, algoritmos emactos desarrollados, asi como mé
todos heurtsticos con el correspondiente andlisis del peor caso.

ON ARC ROUTING PROBLEMS
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1. INTRODUCCION.

El objetivo de este articulo es ofrecer una

visién general de la situacién actual de la

investigacifn en el &rea que llamaremos gend
ricamente de los Problemas de Rutas por Ar--
cos, (Arc Routing Problems). Estos problemas
consisten, en una primera aproximacién, en -
encontrar rutas 6ptimas gue atraviesen, par-
cialmente o en su totalidad, las aristas o/y
arcos de un crafo dado. El primer problema -
de este tipo fué propuesto por Euler /14/ y

es conocido como el Problema de los Puentes

de Konigsberg.

Los Problemas de Rutas por Arcos tienen apli
cacidén en problemas tales como la recogida -
de basura, reparto de leche o correo, inspec
cidén de sistemas de distribucidn (redes eléc
tricas, de telé&fono o de ferrocarril), lim--

pieza de calles, etc.

En la Seccidn 2 discutimos el problema de en
contrar un circuito de coste minimo que atra
viese cada arista (y/o arco) de un grafo que
puede ser no dirigido (CPP), dirigido (DCPP)
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0 mixto (MCPP). La Seccién 3 estd dedicada al
Problema del Cartero Rural definido tanto en

un grafo no dirigido como en un grafo dirigi-
do (RPP y DRPP) donde solamente un subconjun-
to de aristas (o arcos) debe ser atravesado -
por el circuito solucidn. Finalmente la Sec--
cién 4 trata el problema de encontrar no uno

sino cierto nfimero de circuitos gue conjunta-
mente atraviesen todas las aristas del grafo

(CCPP considerando restricciones de capacidad

y m-CPP sin ellas).

En todos los casos, presentamos, hasta donde
conocemos, los resultados existentes sobre la
complejidad de los problemas, los algoritmos
exactos desarrollados, asi como los métodos -
heuristicos con sus correspondientes andlisis

del peor caso.

A continuacidn, definimos algunos conceptos ba

sicos que serdn utilizados en este articulo.
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Definiciones.

Sea G=(V,E) un grafo ro dirigido, donde V es
un conjunto de n vértices y E es un conjunto
de aristas con costes c, no negatives asccia
dos. El grado de un vértice es el niimero de

aristas incidentes con &l. Un vértice es par
si su grado es un nlimero par. Un grafo no di
rigido es par si todos sus vértices son pa--

res.

Sea G=(V,A) un grafo dirigido con costes c,
no negativos asociados a sus arcos. El1 grado
de entrada de un vértice es el nlGmero de ar-
cos gue le entran y el grado de salida es el
nimero de arcos que salen de &€l. Un vértice
es simétrico si tiene el mismo grado de en--
trada y de salida. Un grafo dirigido es simé

trico si todos sus vértices son simétricos.

Un camino, de vy (vértice inicial) a Ve (vér
tice final) en un grafo no dirigido, es una
sucesidn de vértices y aristas - - - - - - -
P = (vo,ll,vl,...,lk,vk) (los vértices vy/o -
las aristas pueden repetirse) donde la aris-
ta 1i es incidente con los vértices Vi1 Y
Vi l<i<k. En un grafo dirigido, los arcos
li estdn dirigidos desde v, a v;. Diremos

i-1
que las aristas (o arcos) son atravesadas --
por el camino P. Un circuito es un camino cu
yos vértices inicial y final coinciden. Un -
tour en G es un circuito gue atraviesa cada
arista (arco) de G al menos una vez. El cos-
te de un camino, circuito o tour, es la suma
Ge los costes de las aristas (arcos) que con

tiene.

Un grafo no dirigido es conexo si cada par -
de vértices est& unido por un camino. Un gra
fo dirigido es (débilmente) conexo si el gra
fo no dirigido subyacente (considerando los

arcos como aristas) es conexo. Un grafo diri
gido es fuertemente conexo si para cada par

de vértices u y v, existe un camino de u a v
y un camino de v a u.

2. £l PROBLEMA DEL CARTERO CHINO.

2.1 PRO A CARTERO CHINQ EN UN GRA-
FO_NO_DIRIGIDO (cpp)

Sea G=(V,E) un grafo conexo no dirigido con
costes no negativos asociados a sus aristas.
El CPP consiste en encontrar un tour de cos-
te minimo en G.

Este problema fué inicialmente planteado por

el matemdtico chino Mei-Ko /22/.

En el caso en cue el grafo sea par, este pro-
blema puede ser resuelto fdcilmente teniendo

en cuenta el siguiente teorema:

Teorema: Un grafo G, conexo y no dirigido, -
contiene un tour gue atraviesa cada arista -
exactamente una vez (tour euleriano) sii el

niimero de vértices de grado impar es cero.

Ver /6/ para una demostracién.

Por lo tanto, éste seria el tour de coste mi-

nimo.

Si un grafo G contiene un tour euleriano, &s-
te puede ser construido utilizando la siguien
te regla debida a Fleury /21/: Partiendo de -
cualquier vértice, ir recorriendo aristas, --
elimindndolas al mismo tiempo. No atravesar -
una arista si al eliminarla el grafo quedara

dividido en dos componentes conexas (excluyen

do vértices aislados).

Cuando G contiene algilin vértice de grado im--
par, cualouier tour en G contendrd alguna aris
ta mds de una vez. Podemos representar cada re
peticibén por medio de una arista artificial -
(una copia afiadida al grafo original). Enton-
ces pcdemos considerar el CPP como el problema
de encontrar un conjunto de aristas artificia-
les, con coste total minimo, gue al ser afadi-

do al grafo original, hagan &ste par.

Este problema fué formulado y resuelto, como -
un problema de acoplamiento de minimo coste,-
por Edmonds /12/, Busacker y Saaty /4/, -----
Christofides /5/ y Edmonds y Johnson /13/.

El procedimiento de solucidn, que es 0(n3),
puede resumirse como sigue.

Sea V'cv, V'={vl,...,vt} el conjunto de vérti
ces de G de grado impar, cuyo nlimeroc es siem-
pre par; construir el grafo completo G'=(V',E')
donde vi,vjev‘, (vi,vj)eE', y donde el cos-
te s(vi,vj) asociado a cada arista (vi,vj)eE'
es igual al coste del camino mds corto entre -

i
acoplamiento de coste minimo; sea M el conjun

V., Y vj en G. Resolver en G' el problema de --

to de aristas de la solucibn Sptima. Entonces,
afiadiendo a G las aristas artificiales corres-
pondientes a las aristas de G en los caminos -
mis cortos identificados con aristas de M, ob-

tenemos un grafo par. Es f8cil demostrar que -
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cada arista aparece como mi&ximo dos veces en

cualguier solucién Sptima al CPP.

2,2, EL PROBLEMA DEL CARTERO CHINO EN UN GRA-
FO DIRIGIDO (DCPP)

Consideremos ahora el problema de encontrar
un tour de coste minimo en un grafo dirigido.
Sea G=(V,A) un grafo dirigido con costes no
negativos asociados a los arcos de A. El gra
fo debe ser fuertemente conexo para asegurar

la existencia de soluciones al problema.

En el caso en que el grafo G sea simétrico,

el problema es trivial, puesto que:

Teorema: Un grafo G fuertemente conexo y di-
rigido, contiene un tour euleriano sii los -
grades de entrada, dt(v), y los grados de sa
lida, do(v), son iguales V veV.

La regla de Fleury mencionada en el apartado
2.1, puede extenderse facilmente al caso di-
rigido para construir un tour euleriano si

éste existe.

Si el grafo G es no simétrico, el problema -
consiste, como en el caso no dirigido, en en
contrar un conjunto de arcos artificiales, -
con coste total minimo, tales gue al afiadir-
los a G, hacen é&ste simétrico. Esto puede ha
cerse resolviendo un problema de flujo de —-

coste minimo (/13/ y /26/) en el que:

(a) Los vértices veV con D(V)=dt(v)—d0(v)>0,
son considerados fuentes con ofertas ---
D(v).

(b) Los vértices veV con D(v)<0, son conside

rados sumideros con demanda -D(v).

Afiadir una superfuente conectada a todas las
fuentes y un supersumidero conectado a todos
los sumideros. La capacidad de cada arco que
entra en el supersumidero se define como la

demanda de su vértice inicial; la capacidad

de cada arco que sale de la superfuente es -
igual a la oferta del vértice final. Las res
tantes capacidades de los arcos son infinito.
Entonces, resolvemos un problema de flujo de
coste minimo que satisfaga todos los requeri

mientos de las fuentes y sumideros.

A partir del grafo G, construimos el grafo G*
afladiendo a cada arco de G tantos arcos arti

ficiales como unidades de flujo lo hayan atra
vesado en la solucifn al problema de flujo an

terior. El1 grafo G¢* resultante es simétrico.

2.3 ROBLEMA DEL CARTERO CHINO u -
FO MIXTO {(McPP)

Sea G=(V,A,E) un grafo mixto, donde V es un
conjunto de vértices, A un conjunto de arcos
y E un conjunto de aristas; supondremos cos-
tes no negativos asociados & los arcos y aris
tas del grafo; denotaremcs por (i,j)eB el ar-
co de 1 a j y por <i,j>eE la arista gue une -

iy j.

E1 MCPP es el prcblema de enccntrar un tour -
de coste minimo en G, donde las aristas pue--
den ser atravesadas en una o en ambas direc--
ciones. Una condicidén necesaria y suficiente
para gue exista solucidn es que G sea fuerte-

mente conexo.

Diremos que el grafo G es par cuando cada Vér
tice tiene grado par (nimero de arcos y aris-—
tas incidentes con él).

A diferencia con los casos dirigido y no di-
rigido , el MCPP es un problema NP-completo -
como demostrd Papadimitriou /29/, incluso ---
siendo el grafo planar, el grado de los vérti
ces menor o igual que tres y todos los costes

iguales entre si.
Sin embargo, en el caso particular en gue el
grafo es par, existen algoritmos poclinomiales

para resolver el MCPP.

a) El grafo G es par y simétrico. Este caso

es trivial puesto gue existe en G un tour

euleriano. (ver Ford y Fulkerson /15/).

b) El grafo G es par pero no simétrico. En -

este caso, el MCPP puede ser resuelto Op-
timamente en tiempo polinomial utilizando
un flujo de coste minimo que haga el gra-
fo simétrico. El procedimiento, debido a

Edmonds y Johnson /13/, consiste en:

Sea G'=(V,AUU1UU2) un grafo dirigido don-

de los arcos de A tienen costes originales
y capacidad infinita, U1 contiene dos ar--
cos (de direcciones opuestas) por cada a—
rista de E, con costes iguales al coste de
la arista y capacidad infinita y U, contie

ne dos arcos (de direcciones opuestas) por
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cada arista de E, de coste cero y capaci
dad uno. Resolver el problema de flujo -
de coste minimo gque satisfaga todeos los
requerimientos de las fuentes y sumide--

ros de G'.

Si en la solucién Sptima al problema de
flujo anterior, una unidad de flujo atra
viesa un arco de U2, dirigir la corres--
pondiente arista en G en la misma direc-
cién. Afiadir al grafo original tantas co
pias de arcos en Ay U1 como unidades de
flujo los hayan atravesado. E1 resultado
serd un grafo simétrico en el que algu--
nas aristas pueden permanecer sin direc-

cién asignada.

En el citado articulo de Edmonds y -----
Johnson se demuestra la existencia de un
flujo Sptimo gue conserva la paridad de
todos los vértices; sin embargo, no toda
solucién &ptima al problema de flujo de-
finido sobre G' cumple esta propiedad, -
como sefiald Frederickson /17/, quien pro
porciona un algoritmo para hacer el grafo
par, sin coste adicional, a partir de =--
cualquier solucidén Sptima del problema -

de flujo.

Otro algoritmo equivalente al de Edmonds
y Johnson fue propuesto por Minieka en -

/26/.

Si el grafo G no es par, como se menciond an
tericrmente, el problema es NP-completo vV por
de al-
goritmos heuristicos que en tiempo polinemial

lo tanto, es importante el desarrollo

produzcan "buenas" soluciones vosibles para -

este caso general.

2.3.1, ALGORITMOS HEURISTICOS PARA EL MCPP

Los dos procedimientos heurfsticos m&s cono-
cidos han sido estudiados por Frederickson -
/17/. Estos dos algoritmos, llamados MIXED1

y MIXED2, transforman el grafo original en -
un grafo par y simétrico en dos etapas, am--
bas &ptimas por separado pero que pueden pro
ducir una solucidn no &6ptima al MCPP cuando

se aplican conjuntamente.

MIXED1

(a) Transformar el grafo original en un gra-

fo par resolviendo un problema de acopla

miento minimo, donde los caminos mé&s cor
tos entre cualguier par de vértices de -
grado impar se han calculado ignorando -

las direcciones de los arcos.

(b) Hacer el grafo resultante simétrico, uti
lizando el procedimiento de Edmonds y —--
Johnson descrito en el apartado (b) de -
la Seccidn 2.3.

MIXED2

(a) Transformar el grafo original en un gra-
fo simétrico, utilizando el procedimien-
to de Edmonds y Johnson descrito en el -
apartado (b) de la Seccién 2.3.

(b) Sea U, UcE, el conjunto de aristas sin -
una direccidn asignada en la etapa ante-
rior. Hacer par el grafo inducido por U,
resolviendo un problema de acoplamiento
de coste minimo, donde las distancias en
tre cada par de vértices impares se cal-
culan considerando Gnicamente las aris--
tas de U. Afiadiendo al grafo resultante
del apartado (a) una copia de cada aris-
ta duplicada por el acoplamiento, se ob-

tiene un grafo par y simétrico.

En el mencionado articulo, Frederickson de--
muestra aue el ratio del peor caso de ambos
algoritmos es 2 y ademds que esta cota es al
canzable. Sin embargo, utilizando la mejor -
solucidén de entre las producidas por MIXEDI
y MIXED2, el ratio del peor caso es, como ma
ximo, 5/3, aungue hasta el momento s6lo se -
han encontrado ejemplos donde se alcanza la
cota de 3/2. En el caso de grafos planares,
Frederickson presenta un algoritmo cuyo ra--

tio en el peor caso es 3/2.

2.3,3., ALGORITMOS EXACTOS PARA EL MCPP

Hasta el momento, s6lo existe un método exac
to para el MCPP que haya sido detallado com-
pletamente y aplicado a una coleccidn de pro
blemas test. El método, debido a Christofides
et al./10/, serd discutido brevemente a conti

nuacién.

El MCPP puede formularse, en forma parecida a
la presentada por Kappauf y Koehles /20/, co-
mo el siguiente problema de programacién 1li--

neal entera:
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Min

C..X..
(i,jrea 1 <y Frep T T1I 754

c., .
(i,j)ea H

§.a:

Z (1+xi.) + Z V.., = Z (1+xji)

e . ] . .13 L Tee
j FA(l) JQFE(l) JéFA
y.. Vviev (1)
jerg(iy I*
Vig Y yyp 21 V<i,j>eE (2)

(3)

donde xij representa el nlmero de veces gue
cada arco (i,j)eA se repite en la solucién
optima, yij el nimero de veces que la arista
<i,j>¢E aparece dirigida de i a j en la so-

lucidén 6ptima y

Fy(1) = {jev: (i,3)en} , rp(i) =

-1
{jEV:<i,j>EE},TA (1) = {jev: (j,i)eA}

El algoritmo descrito en el articulo antes -
mencionado es un procedimiento Branch and --
Bound, en el gue las ramificaciones se reali
zan sobre las variables yij' en la forma si-
guiente: una rama impone la restriccidn —----—
yij;l y la otra yij=0‘ Las cotas inferiores

utilizadas en el algoritmo estdn basadas en

la relajacién lagrangiana de algunas de las

restricciones del problema. Una de ellas se

reduce a la resolucidn de un problema de flu
jo de coste minimo, resultante de la relaja-
cidn lagrangiana de las restricciones (2). -
La otra cota se obtiene afiadiendo las res---
tricciones de paridad sobre los grados de --
los vértices (redundantes en presencia de --
las restantes restricciones) y relajando la-
grangianamente las restricciones (1), con lo
que su cdlculo se basa en la resolucidn de -

un problema de acoplamiento de minimo coste.

En dicho trabajo, se proporcionan resultados
computacionales de este algoritmo con proble
mas de hasta 50 vértices, 66 arcos y 39 aris
tas.

Otros métodos exactos han sido sugeridos por

Kappauf y Koehler y Minieka:

Kappauf y Koehler /20/ presentan una formula

cifn similar a la anterior y demuestran que

Z c,.(y..+y..) +

ij’ yij’ yji:;o, enteras v(i,j)eA, v<i,j>cE

los puntos extremos del poliedro de solucio-
nes posibles del problema lineal asociado al
MCPP tienen coordenadas enteras excepto para
las variables yij’ qgue pueden tomar el valor
1/2 y que, ademds, si una variable yij toma

el valor 1/2, también lo hace la variable =--
yji' Entonces, como puede demostrarse facil-
mente, podemos obtener soluciones posibles -
para el MCPP haciendo 1 todas las variables

con valor 1/2. Se demuestra tambi&n que la -
solucidn Sptima al MCPP se encuentra entre -
las scluciones posibles asi obtenidas. Asi -
pues, un método para resolver el problema se
ria estudiar todos los puntos extremos de es
te poliedro. Sin embargo, como ellos mismos

seflalan, el MCPP es bastante degenerado y --
normalmente muchas bases corresponden a un -

mismo punto extremo.

Minieka /27/ formula el MCPP como un proble-
ma de flujos con ganancias, de coste minimo,
y con valores enteros, definido sobre un gra
fo transformado del original en el gue por ca
da arista hay gue afiadir dos nuevos vértices
Y c¢inco nuevos arcos. Puesto gue cualguier -
problema de flujos con ganancias es un pro--
blema de programacién lineal, Minieka sugiere
imponer las restricciones de integralidad uti

lizando té&cnicas de planos de corte.

3, EL PROBLEMA DEl CARTERO RURAL.

En esta seccidn consideraremos una generaliza
cién del Problema del Cartero Chino en el sen
tido de gue solamente un subconjunto de las -
aristas (o arcos) del grafo deben ser atrave-
sados por un circuito solucién. Considerare--
mos el caso en el gue el grafo inducido en G

por este subconjunto de aristas (o arcos) "re
gueridos” no es conexo, puesto gue, en otro ca
so, el problema puede resolverse de una forma
similar a la del CPP. Este problema es una ge
neralizacidén del problema del Agente Viajero

(TSP) en el sentido de que cada TSP puede --
convertirse en un RPP. Discutiremos este pro-
blema, conocido como el Problema del Cartero

Rural, definido tanto en un grafo dirigido co
mo no dirigido.

3.1. EL PROBLEMA DEL CARTERO RURAL EN UN GRA-
FO _NO_DIRIGIDO (RPP)

Sea G=(V,E) un grafo conexo y no dirigido, -
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con costes no negativos asociados a sus aris
tas. Dado ERSE(ER#¢), el Problema del Carte-
ro Rural consiste en encontrar un circuito -
de coste minimo que atraviese cada arista de

ER al menos una vez.

Este problema fué considerado por primera --
vez por Orloff /28/ y Lenstra y Rinnoy-Kan -
/23/ han demostrado cue es NP-Completo, ----
Christofides et al. /8/ proporcicnan un algo
ritmo para resolver el RPP gue resumimos a -

continuacién.

Sea VR el conjunto de vértices incidentes -~
R El RPP definido so-
bre G es eguivalente al definido sobre el --

con alguna arista de E

) + |
R,ERuES) donde las aristas de ES

unen cada par de vértices de VR y tienen un

grafo GC=(V

coste igual al del camino mds corto en G en-
tre dichos vértices. Es posible simplificar
el grafo Gé, obteniendo un nuevo grafo -----

= ' . L
Gc—(VR,ERUES),ESgE , con las mismas solucio
nes al RPP, eliminando:

a) todas las aristas (i,j)eEé para las que -

cij=cik+ckj para algln k, y

b) una de las dos aristas en paralelo, si am

bas tienen el mismo coste.

Sean C ,C,,...,C, las componentes conexas =--
1772 k *

del grafo inducido por E_ en Gc' Utilizare--

mos Ci para representar 21 conjunto de vérti
ces de la componente i. Representaremos por
F la familia de las Ci, i=1l,...,k. Si VcF
es una subfamilia de F, utilizaremos N (V) co
mo el conjunto de todos los vértices de los

elementos de V, o sea N(V) = U c

c.ev *
1

El problema puede ser formulado entonces como:

- - 2
Min Z e ¥, + Z Ve c.

e€Ey e€E eéER

5.4a.

E: aie(1+xe) +

eeER

eeES ie’e (mod. 2) VieVR (4)
Z v, 21 YK =
eck, ¢ 7 t
t
=t D eEg] 1N W), JeN W) v oF ) (5)

xe;O Yy entero, Veg&E

(6)
ye;O y entero, VeeEs o)

Donde Xo Yepresenta el nimero de veces que -
la arista eeER es repetida por un circuito,

Yo Trepresenta el ndmero de veces que la aris
ta esES aparece en el circuito y [aie] es la

matriz de incidencia del grafo Gc'

El método descrito en /8/ es un algoritmo de
Branch and Bound en el que las cotas inferio
res se calculan considerando la relajacibn -
lagrangiana de las restricciones (4) en la -
anterior formulacidén. El problema relajado -
puede resolverse, esencialmente, calculando

el Arbol Generador de Minimo Peso, Shortest

Spanning Tree (SST), sobre un grafo "condensa
do" en el que cada vértice representa una -
componente conexa. La cota inferior que se -
obtiene puede ser mejorada afiadiendo, en for
ma lagrangiana, a la funcidn objetivo del --
problema relajado , las restricciones de 2-

conectividad:

>
zz Yo 22 VK
t
que eran redundantes en la formulacidén origi

nal.

La cota superior utilizada fué& obtenida con
un algoritmo heuristico similar al propuesto
por Christofides /7/ para el TSP. Este algo-
ritmo estd basado en el cllculo de un Arbol
Generador de Minimo Peso que conecta todas -
las componentes y un Acoplamiento de MiInimo
Coste que haga par el grafo resultante. Este
algoritmo fué sugerido por Frederickson /17/
y tiene un ratio del peor caso de 3/2 (ver -
/2/ para una demostracidn). En 12 de los 24
problemas probados esta cota fué Sptima y es

td a un 1.3% de la solucidn Bptima en prome-
dio.

La ramificacidn en el &rbol de Branch and -~
Bound se realiza sobre las aristas con vérti
ces terminales en componentes distintas. Una
rama fija la arista a estar en la solucidn y
la otra impide que aparezca. Es, pues, impor
tante la simplificacién del grafo Gé en el -

grafo Gc'

El algoritmo descrito se probd en 24 proble-
mas de tamafios hasta 84 vértices, 180 arig--
tas, 74 aristas requeridas y 8 componentes -
conexas.
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3.2 EI PROBLEMA DEL CARTERQ RURAL EN_UN_GRA- el nimero de repeticiones del arco (i,j)eAy
FO DIRIGIDO (DRPP), y el nimero de apariciones del arco (i, j)eh

S
en cualquier circuito solucibn. Las matrices
Sea G=(V,A) un grafo dirigido y fuertemente

, , B= {b,.] y B=T[b,..] se definen como sigue:
conexo con costes no negativos asociados a - by} ij

. Dado el subconjunto A_cA (A_#¢) = o _
Sus arcos ade J R- R \1 si el arco (l,J)EAR, i,j€v,
de arcos regueridos, el DRPP consiste en en- b, = ?
1 i
contrar un circuito de coste minimo que atra 0 en otro caso
viese cada arco de Ap al menos una vez. sl si el arco (i’j)EAS’ i,jevp
b..= )
H 0 en otro caso

Como en el caso no dirigido, el DRPP es un -

problema NP-Completo /23/. A diferencia con Es f&cil demostrar que las restricciones (8.a)

los casos simétrico y asimétrico del TSP, el o las (8.b) son redundantes en presencia de -

RPP y el DRPP no pueden reducirse uno a otro las restricciones (7).

y por lo tanto, deben desarrollarse técnicas

de solucidn diferentes para cada uno de ellos. En el artfculo mencionado se presenta un algo

ritmo de branch and bound para resolver Spti-

Este problema ha sido estudiado por Christo- mamente el DRPP. Las cotas inferiores se obtie

fides et.al /9/, que proporcionan un algorit nen de la relajacidn lagrangiana de las res--
tricciones (7) y (8.b). El problema relajado -

se resuelve calculando una Arborescencia Gene-

mo exacto para su resolucidn. Utilizando =---
transformaciones andlogas a las realizadas -
en la Seccidn 3.1, el DRPP puede definirse -

radora de Minimo Peso, Shortest Spanning Arbo-

sobre un grafo Gc=(VR’AR"A ), en el gue las

S
componentes Ci’ inducidas por A

’

rescence (SSA), con raiz en la componente CS

R en GC no -=

son necesariamente fuertemente conexas.

en un grafo "condensado" en el que cada vérti-
ceé representa una componente Ci' Este mé&todo -

depende de la eleccién de s, la raiz de la --

El DRPP puede formularse, con respecto a --= SSA; variando s, obtenemos k cotas inferiores

cualquier componente C_, en la forma siguien entre las que podemos elegir la de mayor cos-

te: te.

Min E: c..x.. + 2; c..y.. +

(i,j)EAR 1] 1] (i’j)eAS 1171 Para calcular una cota superior se presenta un

algoritmo heurfstico que consta de dos etapas.
c

R

- i3 La primera consiste en el cdlculo de una SSA -
(1,3)ea que conecta todas las componentes y la segunda,
en la resolucibn de un problema de flujo de --
°e coste minimo que haga el grafo resultante simé
z:(1+xi])b ; Ejyijsij trico. El ratio del peor caso de este algorit-
J mo es a+l /2/, donde o es el menor nfimero real
§3(1+x.h)b-. . E;y 5 viev. (7 para el que se cumple que cijéucji' En 10 de -
3 Jji7 731 R un total de 22 problemas la solucidn proporecio
nada por este heurfstico fué Sptima; en prome-
zz y..>1 dio, la cota superior que proporciona estd a -
(i,i)ex, T un 1.4% del valor &ptimo.

K, = {1, )rea] ieN(yy)r Jenlyy) 'VtCF’CsEVt}

(8.a)
E: y.. 21 ‘ S

L ij que unen vértices de distintas componentes, en
(i,3)€ek,

Las ramificaciones en el algoritmo de branch -

and bound se realizan sobre los arcos (i,3)eA

_ - una forma similar a la del caso no dirigido. -
Kt={(id)€As| ieN(V )y jeN(Vt)’VtCF’csEVt} En el citado articulo se presentan resultados

(8.9) computacionales de 22 problemas con tamafios de
x..>0 y enteras v(i,i)eA hasta 80 vértices, 179 arcos, 71 arcos requeri
.. s
e R (9) dos y 8 componentes.
yijio y enteras v(i,j)eAS

donde xij ey representan respectivamente

ij
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PRO S S (m-—cp

Una extensidn natural del CPP resulta cuando
se plantea el problema de encontrar no uno,
sino m circuitos, todos ellos conteniendo un
vértice especificado (el dep8sito) y que con
juntamente atraviesen todas las aristas del
grafo.

Este problema ha sido estudiado con muchas -
variantes, frecuentemente con el objeto de -
que se ajuste mejor a los problemas que apa-
recen en la préctica, en los que generalmen-
te se dispone de una flota de vehiculos y se
trata de encontrar un conjunto de circuitos
que sean cubiertos (para recoger o repartir
mercancfas) por los vehiculos.

Se pueden imponer varios tipos de restriccio
nes sobre los circuitos que van a ser cubier
tos por los vehiculos, tales como la capaci-
dad de los vehiculos, tiempo mdximo de servi
cio, etc. Ademis, los objetivos que se persi
guen pueden ser diferentes; por ejemplo, se

se puede tratar de minimizar el nfimero total
de vehiculos, la distancia total recorrida,

la mixima distancia recorrida por cualquiera
de los vehiculos, etc. Asimismo, es posible

considerar varios depSsitos o diferentes pun

tos de salida y llegada para los vehiculos.

Se han propuesto un gran nGmero de algorit—-
mos heuristicos para el disenio de rutas de -
autobuses escolares, camiones de riego y lim
pieza de las calles, recogida de basura, etc.
En Bodin y Golden /3/ se da una clasifica---
cidn de este tipo de problemas y de los heu-

risticos propuestos.

Este problema ha sido estudiado, casi exclu-
sivamente, sobre grafos no dirigidos y hasta
donde conocemos no ha sido propuesto ningfin

método exacto de resolucibn. En esta seccibn,
estudiaremos las dos variantes mds conocidas

de este problema.

Sea G=(V,E) un grafo no dirigido y conexo --

con costes cij;O,V(i,j)eE, y sea v,eV un vér

1
tice dado que representard el depdsito.

4,1 FL ™-CPP SIN REST CIONES C CIDA

Dado m>2, consideraremos el problema de en--

contrar m circuitos, todos ellos conteniendo

al vértice Vs que recorran conjuntamente al

menos una vez todas las aristas del grafo y
de forma que se minimice el coste del circui

to de coste méximo.

Frederickson et.al. /16/ demuestran que este
problema, al que denominaremos simplemente -
m-CPP, es NP-completo y proporcionan un algo
ritmo heuristico cuyo ratio del peor caso es
1

2 - =
m

El primer paso de este algoritmo consiste en

resolver el CPP sobre el grafo G, obteniendo

un circuito R=(v1,ei ,vi e

€. ,V
i’ Illl)

2 k
con coste total L. El objetivo del heuristi-

co es dividir este circuito en m secciones,

Rj’ j=1,...,m, cuyos extremos serdn luego co

nectados con vy utilizando caminos mis cor--

tos, obteniendo asi m circuitos que se pre--

tende tengan costes similares.

1

Sea Spax = 3 max {S(Vl’vi,)+c(vi.'vi. ) o+
] J J j+1

+ s(v, 'Vl)} Se divide el coste del cir-

j+1

cuito, L, en m partes con costes %(L—2s

),

max
excepto el primero y el Gltimo que tienen —--

1
costes E(L_Zsmax)+smax' Asi, la suma de

los costes de las j primeras partes es igual

a L. = %(L—Zsmax)+s , para j=1,...,m=-1, ==

J
Llamamos Sij a la seccidén del circuito R en-

max

tre vl Y Vi j<k, y sea c(Si_) su coste.

J ]
Denotaremos por Vp(j—l) y Vp(j) a los vérti-
ces inicial y final de la secci6n Rj’ que --
son calculados de la forma siguiente: para -
cada j=1,...,m-1, encontrar el iltimo vérti-

ce v tal que c(S < L,, y sea -—-

p' () pr (i) <Ly
r.=L_.-c(S_,,.,). Entonces, si
j 3 p' (3)

rj+s(vp'(j)’vl) < C(vp'(j)’Vp‘(j)+1)'rj+5(vp'(j)+l‘v1)’

se toma Vp(j)=vp'(j)

en otro caso,se toma Vp(j)zvp'(j)+l'
Asi,obtenemos Rl=(vl’eil""’vp(l))’
R2=(V

p(l)""’vp(2))""' Rm=(vp(m_l),...vl),

y conectando v, con los vértices inicial y -

final de cada Rj’ obtenemos los m circuitos -
que construyen una solucidn posible para el
m-CPP.
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4,2 EL mCPP CO S CIONES CIDAD

(ccpp) .

Supongamos ahora, que, ademds de los costes
cij;O, existen otras cantidades qij>0 (que -
llamaremos demandas), asociadas a cada aris-
ta (i,j)eE. E1l Problema del Cartero Chino con
Capacidades (CCPP) consiste en encontrar un -
conjunto de circuitos, todos ellos contenien-
do al vértice vyir que atraviesen conjuntamen-
te cada arista de G al menos una vez, con cos
te total minimo y tales que la suma de las --
qij correspondientes a las aristas atravesa--
das por un circuito es menor o igual que una

cantidad dada W (la capacidad de cada vehicu-
lo) .

El CCPP 0'5-aproximado se define como el pro
blema de encontrar una solucidn para el CCPP
cuyo coste sea menor que 1.5 veces el valor
Sptimo. El siguiente teorema ilustra suficien
temente la complejidad del CCPP.

Teorema (Golden y Wong /19/): El CCPP 0.5-
aproximado es NP-Completo.

Por otra parte, Golden y Wong /19/ consideran
un problema mas general, gque denominan CARP y
que se define como el CCPP excepto por el he-

cho de que las demandas q; pueden ser cero y

solamente se requiere atragesar las aristas -
con demanda mayor que cero. Si consideramos -
un sb6lo vehiculo sin limite de capacidad, el
CARP se convierte en el RPP, ya discutido en
la Seccibén 3. En /19/ se presenta una formula
cién lineal entera del CARP con un nfimero de
restricciones que es exponencial en n, y una
formulacién alternativa con un nfimero de res-
tricciones menor que 3 mnz, en la que se uti-

lizan tanto variables enteras como continuas.

4,2 COTAS INFERIORES PARA El CCP

Obviamente, el coste de la solucidén 6ptima -

del CPP definido sobre el grafo G constituye
una cota inferior para el CCPP. Golden y Wong
en el articulo citado, presentan una cota in-
ferior para el CARP, que es vilida también pa

ra el CCPP, y que resumimos a continuacidn.

Sea Ep ¢ E (ER=E en el CCPP) el conjunto de -
aristas con qij>0’ y sea S={sl,...,st} el con
junto de vértices incidentes con un nfimero im

par de aristas de ER. Obviamente, al menos --

M=[§:qij/ﬂ circuitos serin necesarios para

recorrer todas las aristas de ER‘ Supongamos

que dl, el grado de Vyr €S par y no mayor que
2M (si dl fuera impar, hacer dl+dl+l y conti-
nuar el procedimiento).

El grado de v, ten--

1
drd que incrementarse, al menos, en R=2M—dl.
Definimos dos nuevos conjuntos de vértices:
A={al,a2,...,aR} y B={bl,b2,...,bR} Sea G'
el grafo cuyo conjunto de vértices es SuAuB
y con costes dij para las aristas, definidos

como sigue:

el coste del camino m&s corto en G

entre iy j, si i,jeS.

el coste del camino mds corto en G
a. .= entre i y vl, para ieS, jeA.

ij
el coste de la arista de menor peso

incidente con vys para ieA, JjeB.

0, para i, JjeB

%, en otro caso

Sea z el valor del acoplamiento de coste mi-

nimo definido en G'. Se demuestra que

z+(_ Sie €ij es una cota inferior para el
i,j)eEy
CARP.

2 GO UR{STICOS PARA .

Se han propuesto varios algoritmos heurfsti-
cos para el CCPP y problemas relacionados con
€l. En lo gque sigue, ilustraremos algunos de
los distintos métodos utilizados, discutiendo

brevemente tres de estos algoritmos.

Heurfstico de Christofides /5/.

Se dice que un circuito es admisible si con--
tiene a vy Yy su demanda total es menor o ----
igual que W. Ademds, este circuito deberd cum
plir que al eliminar sus aristas del grafo G,
el grafo resultante siguiera siendo conexo. -
Si existe un circuito admisible en G, podemos
encontrarlo utilizando la siguiente estrate--
gia: construir secuencialmente un camino ----
vl,...,vi afiadiendo, si es posible, aristas -
(vi,vj) que cumplan:

a) que al ser eliminadas, el grafo permanece

conexo (excluyendo vértices aislados), y

b) la demanda total del camino (vl,...,v.,vj)

i
més la del camino de menor demanda de v, a

vy (que se puede calcular utilizando un al
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goritmo para el camino mis corto) es como
miximo W.

Si no existe una arista (vi,vj) que cumpla -
estas condiciones, completar el circuito co-
nectando v; con vy utilizando el camino de -
menor demanda y eliminar las aristas corres-

pondientes del grafo.

Repetir esta estrategia hasta que no sea po-
sible encontrar un circuito admisible. Si el
grafo resultante no tiene aristas, hemos ob-
tenido una solucidn posible. En caso contra-
rio, se anaden un conjunto de aristas artifi
ciales con coste original y con demanda cero

como sigue:

1) Si el grado de todos los vértices es par,
y el de v1 no es cero, anadir los dos ca-
minos mds cortos (de aristas artificiales)
calculados en el grafo original, desde Vi

al vértice mis cercano. Si en el grafo re

sultante todavia no existe un circuito ad
misible, anadir los dos caminos m&s cor--
tos desde A al segundo vértice mds cerca

no, y asi sucesivamente.

2) Si existe algfin vértice de grado impar, -
(o vy tiene grado cero), resolver un pro-
blema de acoplamiento de coste minimo pa-
ra hacerlos pares. Si vy tiene grado cero,
desdoblarlo en dos vértices unidos por --
una arista de coste infinito y resolver -

el correspondiente problema de acoplamien
to.

El algoritmo repite estos pasos hasta que ca

da arista de G ha sido cubierta.

Heuristico de Male y Liebman /25/.

Supongamos que el grafo G es planar y que el

nfimero, m, de circuitos es conocido. El algo

ritmo consiste b&sicamente de 5 etapas:

1) Resolver el CPP sobre el grafo G, obte-

niendoe un grafo par Gl'

2) Dividir Gl en un conjunto de circuitos de
forma que cada arista esté contenida en -
un solo circuito y que el nfimero de cir--

cuitos sea el mayor posible.

3) Formar el grafo G2 en el que cada vértice
representa un circuito de los construidos
en 2) y las aristas unen vértices que ---

corresponden a circuitos adyacentes y tie

nen coste cero. Asignar a cada vértice de
G2 una demanda igual a la suma de las de-
mandas de las aristas del circuito corres
pondiente.Afiadir un nuevo vértice, que re
presenta el depdsito, unido al resto de -
vértices con una arista cuyo coste es dos
veces el del camino mds corto en Gl desde
el depSsito al vértice mis cercano del cir

cuito correspondiente.

4) Construir, utilizando el grafo G2, m drbo-
les, con raiz en el depdsito, tales que la
suma de las demandas de los vértices de ca
da uno de ellos no sobrepasa la capacidad
W. Los 4rboles son construidos heurfistica-

mente, intentando minimizar el coste total.

5) Expander los vértices de estos &rboles, ob

teniendo asi m circuitos en G.

Heuristico de Golden y Wong /19/.

Este algoritmo fué propuesto inicialmente por
sus autores para el CARP y puede resumirse co

mo sigue:

1) Construir, para cada arista de ER' un cir-

cuitc que la contenga.

2) Comenzando con el circuito de mayor coste,
ver si es posible afadir una arista de un
circuito de coste menor a otro de coste ma
yor.

3) Teniendo en cuenta las restricciones de ca
pacidad, calcular la disminuci®n total de
coste que se produce al unir dos circuitos
en uno sblo. Unir los dos circuitos que --

producen la mayor disminucidn de coste.

4) Repetir la etapa 3) hasta que se obtenga -
una solucién posible.

La etapa 3) puede programarse de muchas for--
mas que estén siendo estudiadas por sus auto-
res.

5, CONCLUSTONES.

Existe una gran cantidad de problemas en la -
literatura relacionados con el problema de en
contrar circuitos que cubran las aristas (ar-
cos) de un grafo, todos ellos aplicables a --

problemas de gran importancia pré&ctica.

Casi todos estos problemas son NP-completos.

Asi, sblo para el CPP y el DCPP, existen al-
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goritmos polinomiales. El1 MCPP, sin embargo,
es NP-completo y los algoritmos exactos exis
tentes (Christofides et. al./10/) son capa--
ces de resolver problemas de hasta 50 vérti-
ces, 66 arcos y 39 aristas. El Problema del

Cartero Rural, en los dos casos RPP y DRPP,

es también NP-completo y los algoritmos exig
tentes (Christofides et al./8/ y /9/) pueden
resolver problemas de hasta 84 vértices, 180
aristas (arcos), 74 aristas ( arcos) requeri-
das y 8 componentes. El problema del Cartero
Rural definido sobre un grafo mixto no ha si

do objeto de estudio hasta la fecha.

En el problema de los m-Carteros, el trabajo
realizado ha sido menor y no se conoce, has-
ta la fecha, un algoritmo, minimamente desa-
rrollado, que lo resuelva Sptimamente en -—-
cualquiera de sus variantes, por lo que pode
mos decir que s8Slamente son utilizables en -

la pr&ctica algoritmos heuristicos.

Como conclusién general, se constata que la
mayor parte de la investigacidn en estos pro
blemas estd afin por hacer, sobre todo en lo
que se refiere a métodos exactos de resolu--
cibn; aunque es también fundamental el estu-
dio y andlisis de algoritmos heuristicos, da

da la gran complejidad de estos problemas.
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