UN ALGORITMO DE SUBGRADIENTE Y UN FILTRO ADICIONAL
PARA LA RESOLUCION DEL SUBPROBLEMA ENTERO EN LA
PARTICION DE BENDERS

J. BARCELO, L. OLIVELLA

EL método de panticibn de Benders es panticularmente Gtil para rnesolfven mode-
2os matemdticos del tipo de "multicommodity §Lows" o modelos eccnométricos del
tipo de planificacién descentralizada, sin embargo, en alguncs casos, el sub-
problema enterno generado por La descomposicibn duaf es nesuelio deficlentemen
te por Los procedimientos habiftuales de enumeracibn debido a su estructura wma
temdtica, carente de funcién cbjetivo e incluyendo una variable no nestringida

En nuestro trabajo distinguimos dos casos: uno con restriccdones dernlvadasund
camente de Los puntos extremos del politopo duaf y otrno que <ncluye ademds res-

trniccedones procedentes de Los nrayos extremos.

En el prdmen caso, proponemosd

un algonitmo basado en el método del subgradiente y en el segundo una varian-
te del algornitmo del f{iltro de Balas con un §{Ltro parcial calculado a partin

de una nrestriceldn compuesta.

1. INTRODUCTION: EL METODO DE DESCOMPOSICION
DUAL_DE BENDERS

Dado el problema de programacidn lineal ente

ra mixta, /1 /, que denominaremos problema (P)
[(MIN] 2 =cx+ dy (P)
sometida a las condiciones

AX+ By=2bD

X, y > 0, x entero (P)

donde ceRr"1, derR™2, A(m,n;), Blm,n,), berR"

y en particular x es una variable 0-1, es de
cir, X, € {0,1}, ¥i, i=1,..., n,, que es la -
situacidn que consideramos en el presente tra
bajo, dado que todo el problema entero en va
riables acotadas, puede formularse como un

problema de programacién 0-1, a partir de la
descomposicidn binaria de las mismas. Si en
el problema (P) fijamos un vector x a valores
0-1: x=x, el problema gueda reducido al sub-

problema de programacidn lineal:
Z  (X) = cx+[MIN] dy
tal gue:

By 2 b-Ax

(LP)
y =20

cuyo dual es:

* -

0 (D)

en estas condiciones el problema original se

puede reformular como:

z" = MIN{ ¢ x+ MAX {u (b -~ Ax)| u B £ 4,
u > 0}}
x 20

% entero (& xiGiO,l} P ¥, iT1,..0.05)

0, de manera equivalente:

z2¥ = MIN {ex+MAX{ u(b - Ax)| we€T, v(b-Ax)
< 0, veQl!}

x =0 (p")

% entero (6 xi€{0,l}, ¥, i=l,...np)

siendo T el conjunto de todos los puntos ex-
tremos del politopo determinado por la regidn
de soluciones posibles del problema dual (D)
vy Q el conjunto de todos los rayos extremos

del mismo politopo.

Como es bien sabido, el algoritmo de Benders
propone un procedimiento iterativo de resolu
cidén del problema (P') en el gue en cada ite
racién se utilizan subconjuntos de puntos y

rayos extremos del politopo dual, calculados
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en las iteraciones precedentes, para cons--

truir el subproblema entero:

*

z. = [MIN] i,
Z, 2cx+u (b - Ax) uGTk
0 2v (b - AX) vE 0
X)

= 0 y entero (& xié {0,1} Vo
i=l,...nl)

siendo TkEE Ty QkEE 0 los subconjuntos de

puntos y rayos extremos respectivamente, cal

culados en las k iteracciones anteriores.

El objetivo de nuestro trabajo consiste enla
blisqueda de un algoritmo eficiente para re--
solver este subproblema, en aguellos contex-
tos en que tiene que intentarse su solucidn
directamente sin poder introducir alguna mo-

dificacidn simplificadora.

2. ALGUNOS EJEMPLOS DE UTILIZACION DE LA TEC-

CA DE DESCOMPOSICION DE BENDERS

2.1. CASO A: "MULTICOMMODITY Y DISTRIBUTION

SYSTEM" (Geoffrion y Graves 1974),/2/

Se trata de uno de los modelos mis completos
utilizados en los Gltimos afios para el estu-
dio de este tipo de sistemas, el trabajo de
Geoffrion y Graves constituye por otra parte,
desde entonces, una referencia obligada en to
do an&lisis de la utilizacidén del m&todo de
Benders. En sintesis, el modelo propuesto -

es el siguiente:

Dados: i productos, j plantas de produccién,
k posibles emplazamientos de centros

de distribucibn y 1 zonas de demanda.

Si : Sij es la capacidad de produccidn del
producto i en la planta j.
D,y es la demanda del producto i en.la
zona 1
Yk y Gk son respectivamente el minimo
y el méximo "throughput” total anual
permitido para un centro de distribu-

cidn en el emplazamiento k.

fk costes fijos de posesidn y ope-
racidn de un centro de distri-

bucidn en el emplazamiento k,

Vi coste unitario variable del --
"throughput" para un centro de

distribucién ubicado en k.

cijkl coste medio unitario de produ-
cir y enviar el producto i en
Qtiest¥é - V.5, n.° 1 (Marg 1981)

la planta j hasta la zona 1 a través
del centro de distribucidn k.

xijkl cantidad del producto i enviada
desde la planta j hasta la zona
1 a través del centro de distri

bucidén en k.

Y1 Variable 0-1 gque valdrad 1 si el
centro de distribucidn k sirve
a los clientes de la zona 1, Yy

serd 0 en caso contrario.

2y Variable 0-1 que serd 1 si un -
centro de distribucidn opera en
el emplazamiento k y serd 0 en

caso contrario.

El modelo se puede escribir como el programa

lineal entero mixto siguiente:

(perw] 2 o Cigxl X1kl *

xéO,y,Zé{O,l}i,j,krl

k[»fk 2 * Vg D Ykl]

i,1 (1)

sometida a las restricciones:

ya PR
> Xiyk1 © Sy ¥ (e3) (2)
I, 1
Z Xigk1 © Pyp Yxy ¥ (BekeD) (3)

J

= v
Z Ypp =1 1 (4)
K
Z £ <7
Y 2 £LD;y Yy £ T, B Fk (5)

y un conjunto (6) de restricciones de confi-
guracién lineal sobre y y/o Z entre las que

pueden figurar, por ejemplo:

o Cotas superiores y/o inferiores sobre el
nfimero total de centros de distribucidn

permitidos.

o Especificacibn de subconjuntos de centros
de distribucibn entre los cuales como --
midximo uno, al menos uno, exactamente --

dos, etc. han de estar abiertos.

0 Relaciones de precedencia entre los cen-

tros de distribucidén abiertos (no A a me
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nos que B, etc.)

o Restricciones obligatorias 'de &areas de -
servicio; si el centro de distribucidn A
estd abierto debe servir al cliente dela

zona B, etc.

o Restricciones de capacidad més detalladas
sopbre las dimensiones de un centro de dis
tribucidn de lo que

£ L P .
Zk =i Dil Y1 < Vk Zk’ Vk’ permite

Yy
tales como ponderar las capacidades de -
consumo de cada producto © escribir res-
tricciones por separadec para cada produc

to o para subconjuntos de productos.

0 Restricciones sobre la capacidad conjun-
ta de varios centros de distribucidn si
comparten recursos comunes o instalacio-

nes.

O Restricciones de servicio al cliente, co
mo

£

(22tikl Dig Ykl/«zl Dil) = Ty
1

k1

donde tikl es el tiempo medio para hacer
una entrega del producto i a la zona 1

del cliente, después de recibir un pedi-
do en el centro de distribucidn k, y Ti
es una cota deseada del plazo medio de -

entrega para el producto i.

La aplicacidn del método de descomposicidn de
Benders permite resolver el problema mediante
un algoritmo iterativo, en el que en cada ite
racidén, una vez fijadas las variables bina---
rias, el subproblema continuo en x puede sepa
rarse en tantos problemas cldsicos de trans—--
porte como productos, de manera que el proble

ma de transporte del i-&simo producto es de

la forma
[MIN]ZZ CiiR(1)1
i1
X4k < v
zz ijk(1)1 Sij 0 Y (7)
1
i1k = v
z: ijk (1)1 Dy 1]
J
X, .= N 4
19k (1) 130 it
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donde k (1) se define para cada k, como el
Ifndice k para el que Ykl=l (por las restric-

ciones (4}, k(1) es Gnico para cada 1).

La fijacidn de las variables binarias se rea
liza, en cada iteracidn del m&todo de Ben---

ders, resolviendo el subproblema entero:

(MIN] Yo+z [fk Z}z' Vk Z Dil Yli

Y,z€(0,1}y, Yo k i1 (8)

sometido a las restricciones (4), (5), (6) y

S h N h -
Yo +;Z4 M ik Pin Y™ 94815 ¢ PEL
i,k,1 i,J ..., H
(8a)
dondef?h y uh son los vectores de variables

duales de las soluciones del problema global
continuo en la iteracidn h, correspondiendo
fl a las restricciones (2) y u a las restric-

ciones (3) del problema primal.

2.2. CASO B: "UN PROCEDIMIENTO ITERATIVO DE
PLANIFICACION". ( Vegara 1976) /3/

Se trata del modelo: hallar x X

17 Kpree.s X €

y tales que
MIN Z2 = ¢, X + ot Ch xn+ Cy Y
Y =
Al Xyt oot An Xt AO b
Bl Xy = Db (9)

Byx, = by

ann = bn

Kyr Byranes xnéo, ygo,1}

donde Ay (m,ny), By (ms,ny), bER™, bjeij,
cf{an, coeR o,

el modelo representa un sistema productivo -
consistente en un centro de planificacién y

n unidades productivas que deben satisfacer
una demanda global disponiendo de una serie
de recursos comunes, cada unidad productiva
dispone de una capacidad de produccién ya ins-
talada y se halla sujeta a un cierto nfimero
de restricciones especificas; el centro de —--
planificacidén por su parte dispone asimismo
de un cierto nfimero de decisiones relativas a
la creacidn de nuevas capacidades de produc--
cién, las variables continuas x. representan
los niveles de las actividades controladas --
por las unidades productivas. El vector y re
presenta las decisiones controladas por el —--
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centro de planificacidn.

Utilizando un método de descomposicidn basa-
do en una directiva de precios, /4/, /6/, el
problema (8), tiene el siguiente "problema

extremo" asociado; hallar kjk e y tales que:

S A
Z 24 €5k "4k TS ¥
j k

(Min] 2z =
Z Z, Pt gi t By Y= B (10)
j K

ST aaL = 1 W
Z XJk ]
k

A9k20 , ¥§,k

Resolviendo este problema por medio del pro-
cedimiento de Benders aparece en cada itera-
cidn el siguiente subproblema entero: Hallar

Z e y tales que

[MIN] 2 n
Z22c y+ [ (b—-Aoy)+Z ny ()
j=1
y€ {0,1}
Donde

es la solucidn 6ptima del subproblema
continuo

n
Max] w =n( - A, ) +an

j=i
N.€ [MIn . = 1. A. . 12
j [n] ey Ny A5) xy (12)
B Xx. =D
i 73 3
X, 20 v J

(e § la solucibn S6ptima de (10) en la itera
cién anterior).

3, RESOLUCION DE 10S SUBPROBLEMAS ENTEROS

3.1. CASO A.

La estrategia de Geoffrion y Graves consis-
te en no intentar resolver el problema (8)
‘hasta obtener el Sptimo, sino detenerse tan
pronto como se haya obtenido una solucibn -
" posible con un valor menor que una cota UB
menos una tolerancia €. El problema se con
vierte entonces en : buscar Y, Z€{0,1} e YO
que satisfagan las restricciones (4), (5),

(6), (8a) y
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£ -
Z [fk L * Ve )L Dy Yli b YTUB - €
K 1,1

y eliminando Y,: encontrar, Y, Zz€{0,1}que sa
tisfagan (4), (5), (6) y

20f B Yy J Dy Yy - )2 uhij S15 ~
k ik i

. Lim_ _
> N 31y Dip Y 2UB-E,h=1,. .., 8 (13)
ik, 2

Esta formulacidn del problema (8) permite in-—
troducir cualguier funcidén lineal objetivo @

(Y,Z2) apta para producir buenas soluciones -
posibles, con lo que esta etapa de la itera-
cidn se reduce a encontrar una solucidn posi_

ble del problema:

[MIN] @ (Y,2)
Y,2€{0,1}

sometida a; (4), (5), (6), y (13).

OBSERVACION: La transformacién ha converti-

do el subproblema (8) en un problema entero

uro ue puede resolverse mediante cualguie
P ¢ d P —

ra de los algoritmos est&andar.
3.2. CASO B.

El subproblema (11) es el tipico subproblema
entero generado por la particidén de Benders,
se trata de un problema entero no puro, va -
que estd presente la variable Z, gque es una
variable continua no restringida en signo.

La obtencibén de soluciones para este subpro-
blema puede entrafiar en algunos casos serias

dificultades ya que:

o0 Los procedimientos habituales de enumera
cién son muy ineficaces en este caso, pu
diendo llegarse en algunas situaciones a
una enumeracidn casi total. (V&ase, co-

mentarios de Salkin, 1975, /6/ y de Geof

frion y Marsten, 1973, /7/, en el caso -

del FMPS, nivel 5).

o Es diffcil de manejar con los cbdigos es

tandar para programacién matemdtica.

0 S_USUALES PA
SUBPROBLEMA ENTERQO

LA RESOLUCION

Las dificultades sefialadas en el apartado 3.

2. nos llevaron a centrar nuestro interé&s en
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los métodos para resolver el problema (11),

en un intento de encontrar un camino més efi
ciente. El andlisis de la bibliografia a --
nuestro alcance nos llevd a la conclusidn de
que los informes contenidos en /6/ y /7/ eran
bastante representativos y, en general el sub
problema (11) siempre se habfa intentado re-
solver mediante variantes de procedimientos

enumerativos, apareciendo entre ellos el al-
goritmo del filtro de Balas, /8/, como uno -
de los mas eficaces, por lo cual, en una pri
mera etapa nos dedicamos a profundizar en el

estudio de dicho algoritmo.

4.1. Breve resumen del algoritmo del filtro

de Balas,

Formulado el problema en la iteracidn k-esima

de la forma estédndar siguiente:

(M1N]

z

Z @ ub +(c-uA) x , Uu€ T

0 2 v(b-Ax) ;o VEQ (PK)
x €{0,1}

el algoritmo de Balas empieza por relajar las

restricciones de integridad del problema (PK),

convirtiéndolo en el programa lineal ordina-

rio (con la variable Z no restringida en sig

no) :

(MIN] z
Z 2 ub + (c-uA) x y UET
0 2 v(b-Ax) r VEQ (PKR)
04 x 41

la solucibn del dual del problema relajado =
(PKR) proporciona el vector de multiplicado-
res de las restricciones del problema (PK),
gque permiten construir la restriccidén de agre
gacidn, o restriccibn filtro, que nos conduce
al problema filtro (FP):

[MIN] z
az + axébO

x€ 0,1} (FP)

construido de manera que una oportuna reorde
nacidén de variables aié o,¥i, defina un in--
dexado OSptimo tal que ay > a, = il< i2.

El algoritmo se basa en ﬁn pr%cedimiento de
ramificacidn que genera soluciones posibles

para el problema filtro (FP), tales que:

a) La sucesidn de valores de Z sea no decre
ciente.
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b) vx® asociado a una pseudosolucibn, se de-
fine una solucidn posible mediante la re

lacidn

y una vez alcanzado un z° guedan enume-=
radas explicita e implicitamente todas -

las soluciones tales que Z< z5.

A cada solucidn posible para (FP) se le apli
can una serie de tests para comprobar si es
también solucién posible de (PK), en cuyo ca
sO se compara con la mejor solucidn obtenida
hasta el momento y otra baterfa de test com-
plementarios para comprobar si se continfia el
proceso de enumeracidn desde dicha pseudo so
lucidén y en tal caso qué variable se elige -

como variable de ramificacién.

4.2, Experiencias con el filtro de Balas.

Un estudio empirico de la aplicacién del algo
ritmo de filtro a una serie de problemas test

nos llevd a las siguientes conclusiones:

1) en el caso de un problema que Gnicamente
tenga restricciones del primer tipo, es

decir, restricciones de la forma
2 2 uyb + (c-uA) x , u€Tk

debido a la relacidn entre los conjuntos de -
soluciones posibles del problema original --—-
F(PK y del problema filtro derivado

F(FP) : F(PK) = C F(FP)

podemos llegar, en el casoc de conjuntos muy -

diferentes, a una enumeracidn completa.

2) Si tenemos ambos tipos de restricciones,
el filtro nos obliga a generar a priori
muchas soluciones no posibles ya que, —--
Ginicamente las soluciones de 0 2 v(b-2Ax),

vE,Qk, pueden ser soluciones posibles de

(P).
3) Incluso en los casosen que tenemos ambos
tipos de restricciones pueden darse situa
ciones en las que el filtro se comporta
como una restriccidn de sustitucién ("su
rrogate constraint") muy relajada con la
consiguiente pérdida de informacién so--
bre las soluciones posibles. Asf, por -
ejemplo, en el caso del problema

17



[MIN] 2z

AN - - + +

Z 15 7xl l4x2 6x3 12x4
R + + +

Z 2xl 4x2 3x3 6x4
N - - + -

0 23 l3xl 26x2 X5 2x4

el filtro seria:
- - >
1327 37x3 74x4 46

que no nos da informacién sobre X Y Xgy
deja indeterminadas sus posibilidades, -
con lo cual cualquier combinacién de so-
luciones 0,1 para X, Y X, es vélida para
el filtro, siendo (0,1,0,0) 2 = 4 la so-

lucidn buscada.

5. PROPUESTA DE ALGORITMOS ALTERNATIVOS PARA
RESOLVER (PK)

5.1. Un algoritmo de subgradiente.

Los resultados del apartado 4.2. nos llevan
a analizar diferentes posibilidades de solu-
cibn del problema (PK). La primera nos con-
dujo a la siguiente reformulacién del proble

ma (PK):

[MIN] 2z
Z 2 ub+ (c-ud) x , u€.Tk (14)
X€ R : R={x |vAx>vb , VEQ,  x€{0,1}}

para el cual caben los dos casos siguientes:

CASO 1 Q =4

Si el conjunto de rayos extremos es vacio sd&
lo tenemos restricciones del primer tipo y -

el problema (14) puede relajarse de la forma
siguiente:

MIN z
N -
Z ub + (c-uAd) x , uETk (15)
X€R:R={x|0% x%1
que se puede replantear como:
[MAX] {ub + (c-ub)x}
uG.Tk (16)

xER

problema equivalente a su vez a; dado Z, en-

contrar un x tal que % (x) ® % siendo:

Z 2 ub + (c-ud)x

Qilesti 6 — V.5, n.° 1 {(Marg 1981)

ue T (17)
xE R

e introduciendo el cambio de notacidn siguien
te:

c,+ v, X ,1i=1,2,..., |Tk
€ R (18)

XN
17

que es un problema resoluble mediante un al-
goritmo de subgradiente, complementado con -
una proyeccidn sobre la regibn posible R.
Las condicionesde finitud y convergencia del
algoritmo de subgradienﬁe para el problema -
(18) son las generales definidas en /11/, --
adaptadas a la proyeccidn sobre la regidn R,
/5/, /9/, lo cual significa que la sucesibn

{Xm} con:

™= X"+ en v (19)
siendo:
= m
Z-7Z(x") v
om = —m , 0O< pm%22 (20)
Vi |
Vm =c - u"a (21-a)
z (x™ = u"p+ (c-u"a) X" (21-b)
m i m .
u' = {u’} MAX [ci + V; X ]+ i=1,2,...,
lTk|} (21-¢)
y la proyeccibn:
mtl _ m
X = MAX {0,x; +0_ vmi}
i=1l,...,n (22)
m+l _ m ' ’
X = MIN {1,xi-+@m vmi}

serd una sucesibn convergente, puesto que la
regidn R sobre la que se proyecta es convexa
y cerrada (Shapiro, /5/).

E1l ALGORITMO 1 propuesto para resolver el -
subproblema (PK) es un algoritmo de enumera
cidn implfcita que en cada nodo a explorar
utiliza el algoritmo de subgradiente como -
procedimiento de resolucitn del subproblema
(15) , subproblema relajado, para calcular -
cotas y en su caso fijar a 0 6 1 alguna de

las variables enteras.
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ALGORITMO 1

FASE 1 (INICIALIZACION)

1.1, Definicidn del subproblema (PK) en la -
iteraccidn k-&sima del procedimiento de

Banders.

1.2. Definicibn de: Z mejor cota superior

F = {conjunto de varia—-
bles libres}
S = {conjunto de varia--

bles asignadas a 1}

FASE 2 (EXPLORACION DEL NODO 1-&simo)

2.1. Definicidn del subproblema relajado en

el nodo l-é&simo

[MIN] wW(x)
W(x)=MZJaX[cj+xivji] 3=l | Ty | (23)
0€x,£1 ier

Donde:

cj = uj b +Z: (ci - uj aji)’ i€s
i

v,, = ¢, - u., a.. , 1€s
J1 1 J Jjx
2.2. Resclucibn del problema relajado (23)me
diante el algoritmo de subgradiente (19)
a (22).

2.3. Sea X" la solucidn de (23) después de m
iteraciones subgradientes.
si x™€ {0,1} hemos obtenido una solucin
posible de (PK), entonces:

2.3.1, Si w (Xm)<2, entonces X" es la nueva
solucibn incumbente, hacer E=W(Xm), re
definir F y S e ir al procedimiento -
de retroceso (2.5.).

2.3.2. 8i W (xX™)2 Z, no es posible encontrar
una solucidn posible mejor que la in-
cumbente. Ir al procedimiento de re-

troceso (2.5).

si X ¢ (0.1}, como 0¢X™£1. hemos de
decidir si continuamos o no la explc-

racibén del nodo:
2.3.3. Si W (X™)< Z, hay posibilidades de en
contrar una solucién mejor que la in-

cumbente, por lo tanto se continfia ex
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plorando. Ir a (2.4).
SiwW (X™M2Z, noes posible encontrar
una solucidn mejor que la incumbente.

Ir al procedimiento de retroceso (2.5)

2.4, Definido el subproblema del nodo l-&simo
como en (23) hay dos posibles estrate--
gias para continuar la exploracidn, la
primera basada en un anélisis de la res
triccidn de (23) que segin el subgra---
diente nos ha proporcionado el mejor va
lor y la segunda basada en un andlisis
de posibilidades del conjunto de res—--

tricciones.

2.4.1, Sea u™ definido segin (21-c) y m el -
vector correspondiente., Definamos:

Ls = {i |i€ F, AT o}

Si LS = § no hay posibilidad de mejo--
rar. Ir al procedimiento de retroceso

(2.5).

Si LS # # definir el nuevo nodo S =
SL){r}
r = MIN {vmi}

i

i€ s
CONTINUAR LA EXPLORACION
2,4.2, (BEstrategia alternativa).

Definir L = {i |1€F , 3§ = 1,...,
Mk , Vi€ 0}
Si L = # no hay posibilidad de mejora.

Ir al procedimiento de retroceso (2.5).

Si. L # ¢
Definir: ST(i) =

Z vi; G€L, 3€01,2,...,|Tk|)
3

Definir el nuevo nodo S = S\U(r}
r = MIN {ST(i)}
i€L
CONTINUAR LA EXPLORACION

2.5. (Procedimiento de retroceso). Se utili
za el procedimiento ordinario de retro-
ceso de los algoritmos de enumeracifn -
implficita, se define un nuevo nodo y se
vuelve a empezar la fase 2, cuando el -

procedimiento de retroceso indique que

no quedan m&s nodos por explorar se ha
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llegado a fin del algoritmo. La solu--

cibn incumbente es la Optima.
CASO 2 Q £ #
Es este caso el subproblema (PK) planteado -
en la iteraccidn k-é&sima del procedimiento -
de Benders es el formulado segfn (14). E1 -
camino seguido para intentar resolver el pro
blema fue el de adaptar el algoritmo descri-
to en el caso 1, La fase 2 se iniciaba de -
la misma manera y en el punto 2.2 se inclufa

la siguiente modificacidn:

o Si al resolver el problema (23) la solu-
cidn encontrada X" es tal que vA X 2vb,
continuar con los pasos siguientes, en -
caso contrario proyectar sobre la regidn
posible

R={x |0 € x £ 1, vAx2vb, VEQk}
mediante el procedimiento de proyeccidn
siguiente;

a) Definir: I = {i] v* a x™<«v! b, VHEQk}

conjunto de Indices de las restriccio

nes violadas.

b) Calcular

}1‘“ = MIN

i€r (viA) [c—umﬂ

i i, .m
v'b - viAx

¢) Definir

m+1 _ m n

X,7" = Max {o, Xi+).1 vmi}
mn+l m m }
X;'" = MIN {1, X+ opt v

El nuevo algoritmo satisface también las con
diciones de convergencia puesto que la nueva
regidn posible R es, a su vez, una regibn --
convexa y cerrada. Sin embargo, en la préc-
tica el algoritmo tiene una tendencia a un -
efecto de zig-zag, dificilmente resoluble en
este caso debido a la heurfistica del cilculo
del pardmetro en el subgradiente., Este in--
conveniente se puede subsanar modificando el
procedimiento de proyeccibn sobre la regién

posible, una alternativa serfa utilizar un -
procedimiento de proyeccidn sobre las res—--
tricciones activas, de manera similar a la -
del algoritmo de Rosen sin embargo ello nos

lleva a un algoritmo casi tan complejo como
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el de la utilizacidn del simplex en el c&lcu
lo de los filtros, en consecuencia decidimos

explorar una via m&s sencilla.

5.2. Un algoritmo de filtro para el subpro--
blema (PK) cuando Q # f.

Sefialdbamos en 4.2 que cuando Qk # @ el £il-
tro de Balas obliga a generar a priori muchas
soluciones no posibles, puesto gue fGnicamen-
te las soluciones de Oév(b - AX) cuentan en

este caso, una manera de obviar esta dificul-
tad y la indicada en el apartado 3 de 4.2 se

rfa construir un filtro de la forma:

[MIN] Z
a;x + Z R bl (24-a)
a,x 2 b, (24-b)
x€{0,1}

donde (24-a) y (24-b) representan los filtros
correspondientes a las restricciones deriva-

das de los puntos extremés u€Tk y los rayos

extremos ver respectivamente y utilizar un
algoritmo similar al del filtro de Balas pero
generando soluciones finicamente a partir del
filtro (24-b). La experimentacién con tal -
tipo de filtro sugiri® la conveniencia de --
construirlo de manera que el conjunto de so-
2 X3,
fuese tan préximo como fuera posible, al con

luciones posibles para la restricci®én a

junto de soluciones posibles de las restric-
ciones vA=vb, puesto que en este caso se re-
duciria al méximo el nfimero de soluciones no
vdlidas a enumerar, minimizando asf el incon
veniente expuesto en 4.2, situacién que se--
ria 6ptima en el caso de que ambos conjuntos

de soluciones posibles coincidiesen.

Una realizaci6én factible de este planteamien
to se puede consequir si en vez de calcular

el filtro como una restriccibn de sustitu--=
cibn, calculando los coeficientes de la com-
binacién lineal no negativa mediante el sim-
plex dual, calculamos el filtro como una res
triccibén compuesta /10/, que nos garantiza -
la igualdad entre el conjunto de soluciones

posibles de la restriccién compuesta y el --
conjunto de soluciones posibles de las res--
tricciones originales. La restriccién com--
puesta puede calcularse mediante una adapta-

cibn del algoritmo de Kendall-Zionts, /10/.

ALGORITMO 2.
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FASE 1 (CALCULO DE LA RESTRICCION COMPUESTA}
1.1. Dado el problema (PK) en la iteracibn -
k~-ésima del procedimiento de Benders, -
formular las desigualdades vAx = vb de

la forma:

i= 1'2"“'|le
j=1

1.2. Afadir variables de holgura para conver

tirlas en igualdades

—

n=
] aij Xj = Bi i=1,2,..., |Qkf

n, =n +[Q]

siendo las variables de holgura X o4i

Hacer 1 = 1.

1.3, Calcular los coeficientes Al % Az tales

que satisfagan las condiciones siguien-

tes:
n
a) i, =B, - - .-
1 7B jz=‘ial+l’3 MIN{]ai+l,j|}
i+1,3 #
A A S
B, - -
5 i a Otlj MIN{IaiI}
j=1
a
i3 ¥ 0
(siendo qij los % 4 <0)
b) q.., _ M1 - T
Bi+l >, o 141,35 Bi Zi aij
j=1 y =1 no enteros
Al k2

c) Al y XZ primos entre si.

1.4. Calcular la combinacidn lineal con coe-
ficientes Xl v AZ de las restricciones
i-&sima de i+1l-é&sima:

a. = A, o

j 1 %4 iy o j=l,...,n

i+1,3 ’ 1

d =Xr) BI My By

1.5. 8i i+l =| Q| fin del procedimiento, la -
iltima combinacién lineal calculada es
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la restriccién compuesta. Ir a 1.6
si i+l <[l

Hacer 1 = +1

uij =ay 3= 1lreeer ng Bi =4d
i=1i+1

Volver a 1.3 y repetir el proceso combi
nando la Gltima restriccidn compuesta -

con la siguiente restriccidn.
1.6. Formular la restriccién compuesta como
ax € d

suprimiendo las variables de holgura

(aj, j=1,...,n)

FASE 2 (EXPLORACION DEL NODO 1-&simo) .

Sean: F = {conjunto de variables libres}

S = {conjunto de variables asignadas a
1}
Xx® solucién parcial.

2.1. Calecular Y5 = a x° - 4
si Y5 £ 0 entonces X° es una solucibn -
posible.
Ir a 2.2.

En caso contrario continuar la explora-
ci6bn definiendo una variable de ramifi-

cacién.
Definir: LS =

{1 {1€F y 3i€Ml; e é uiaji<0' uiETk}

donde M, = {1,2,..., |T,|}

Si LS = g

ploracién, ir a 2.3 (procedimiento de -

no se puede continuar la ex-
retroceso) .

Si LS # @, definir
ST (1) = 2 (e, - 2 4w a..)

¢ i i S
1€M1 3
Asignar x, = 1, siendo k = MAX {ST (1)}
1€LS
Hacer F = F - {k}
s =sUk
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Volver al principio de la fase 2

Calcular
s _ _ _ s €
t] = wb (c-u A) X_ﬂ%?Tk,Vl M)
Definir
s
t, = MAX {7}
i i
o
i€
1 Ml
Si £y > 7 siendo % la solucibn incumbente -

de (PR), la nueva solucibn posible no es me-

jor gue la incumbente.
Ir a 2.3 (Procedimiento de retroceso).

5i ¢, < Z la solucidn posible obtenida es me
jor qae la incumbente. Almacenarla como nue

va incumbente y hacer 7 = ti
o

Definir:

r=1{1]17, a <0yvyY®+ a <o}
1Ol 1

Si T = @ no se puede mejorar la solucidn ob-

tenida siguiendo la exploracidn.
Ir a 2.3 (Procedimiento de retroceso).

SiT # ¢

Asignar x

= 1, % = MIN {aiol}

1€T
Definir: F = F - {k}
s sk}

Volver a 2.1
2.3. (Procedimiento de retroceso)

El mismo qgue el del Algoritmo 1,

El procedimiento propuestc consta pues de —-

dos algoritmos y se puede esquematizar de la
manera siguiente:

Dado el problema (PK) eh la K-ésima itera---

cidn del procedimiento de Benders si:

Q = @ , se resuelve el problema mediante el
Algoritmo 1 de subgradiente, mientras --

que si
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Q # @, se resuelve mediante el Algoritmo 2
de filtraje a partir de la restriccidn -

compuesta®,

La experiencia de c8lculo ha sido buena en -
una serie de problemas test de dimensiones -
reducidas (hasta 20 variables binarias y 7 -
restricciones), reduciéndose en algunos ca--
sos en un 50% el nlmero de iteraciones nece-
sario. En estos momentos estamos preparando
la experiencia con problemas de mayores di--

mensiones.

Hay que sefialar sin embargo los problemas de
convergencia del algoritmo de subgradiente -
debido a la eleccidn del parédmetro Xm en (20).
En este punto es necesario desarrollar una -
heurfstica adecuada que vaya reduciendo la -
longitud del paso a medida que el algoritmo

progresa. Una heurfstica ensayada con éxito
en nuestro caso ha consistido en reducir Am
a \n/2 la primera vez gue oo ™.

Por lo gue respecta a las restricciones com-
puestas su c8lculo resulta més r8pido que el
de la restriccidn de sustitucidn debido a --
que el cdlculo de los coeficientes requiere

un esfuerzo menor que el del simplex, y en -
cada iteracidn del procedimiento de Benders

no es necesario calcular una nueva restric--
cidn compuesta sino que, si no se ha afladido
ninglin rayo extremo se puede utilizar la an-
terior, y si se ha afiadido un nuevo rayo ex-
tremo, la nueva restriccidn de compuesta es

el resultado de combinar con la nueva restric
cidn precedente del rayo extremo. Si el pro
blema mixto (P),

que se estd resolviendo por
Benders, es un caso de buena convergencia --
del procedimiento de Benders, &ste efectuard
pocas iteraciones, por lo que habrd pocas --
restricciones en el subproblema (PK) y enton
ces las restricciones compuestas presentan -
una clara ventaja frente a las de sustitucion,
gueda por experimentar el comportamiento en
casos de mala convergencia del procedimiento
de Benders y, por lo tanto, de generacibn de

un gran nfimero de restricciones para (PK).
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