ANALYSE DE STRUCTURES DE DONNEES DYNAMIQUES ET HISTOIRES
DE FICHIERS

P. FLAJOLET, C. PUECH

La théorie des histoines de §ichiens permet d'analyser Le coit de suites d'operations portant
sur des fdchiens dont La taille vanie avec Le femps; elle permet donc de comparen, vis & vis
de differentes mesures de cout, plusieuns structures de données dynamiques. Nous -
donnons dcd un panorama de cetie théonie: motivations, principaux resultats et applications .

1. INTRODUCTION

Avant de coder un algorithme dans un langage
de programmation il est nécessaire de faire

un choix sur la mani&re dont seront représen
teées, structurées et manipulées les données

c'est & dire,de choisir une -ou plusieurs-

"structures de données" (on entend par 13 --

une représentation d'un ensemble fini et --
une collection d'algorithmes de base op& -
rant sur cet ensemble). Une bonne connaissan
ce des structures de données existantes et -
des perfomances des algorithmes de base asso
ciés permet de faire le choix le plus appro
prié de la représentation des données en ma-

chine.

Pour mesurer l'efficacité d'un algorithme de
base -et plus gé&néralement d'un algorithme -
quelconque- on peut procéder de maniére expé
rimetale et dérouler l'algorithme sur des ~-
données "text" (géneralemet prises "au ha -~
sard") . On peut aussi, et c'est 1'approche -
qui nous intéressera ici, "analyser" de ma--
niére théorigue l'algorithme, c'est & dire,-
calculer -exactement ou estimer asymptotique
ment- le nombre d'opérations "elénentaires”,
(comparaisons, é&changes, affectations, onéra
tions arithmétiques...), 1'encombrement mémoi
re... ou tout autre param@tre significatif du
colit d'exécution.

Les structures de donn&es gque nous considé--
rons sont des structures dynamiques: leur --
taille varie au cours du temps sous l'effet
d'adjonctions et de suppressions. Les listes
chainées, les arbres,constituent de telles -~
structures. Leur importance pour implanter

de maniere efficace des opérations sur des -
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dictionnaires, files de priorité... est

bien connue /14/ , 71/ . Mais

alors que l'analyse de structures de données
statiques dont la taille n'évolue pas avec le
temps a fait l'objet de travaux nombreux (a-
nalyses de problémes de tri, analyses de par
cours d'arbres considerés comme structures -
statiques de représentation de programmes, -
d'expressions...), les structures de données

dynamiques ont eté& jusqu'ici peu é&tudiées.

La comparaison de deux structures de données
ou de deux implantations d'une méme structu-
re ne peut habituelllement se limiter § la -
comparaison des colits individuels de chaque
algorithme de base; en effet, le plus sou-
vent,une des structures est "meilleure" pour
un des algorithmes, moins bonne pour un au-
tre. C'est pourquoi il est naturel de consi-
dérer le comportement des structures sous --
1'effet de suites "quelconques" d'algorith--
mes de base.

Jean FRANGON, dans /11/ , a proposé& une -
notion d'"histoire de fichiers" gqui permet -
de modéliser le comportement de structures -
(ou fichiers) &voluant "au hasard" et d'obte
nir des informations sur le comportement mo-
Cette

d'"histoire de fichiers" s'est révelé&e trés

yen de telles structures. notion -

riche et a donn& lieu & plusieurs travaux --
/12/1 /5/1 /6/1 /8/1 /3/1 /4/1 /7/1 /10/, ==

dont le but du présent article est de donner

un apergu.

2, UN EXEMPLE

Nous pré&sentons tout d'abord la démarche qui

(France)
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conduit 3 la notion d'histoire de fichier---

sur un exemple simple.

Considérons un fichier dans lequel les opéra
tions permises sont l'adjonction d'un nouvel
€lément dans le fichier et la supression de
l'enregistrement (ou clé) de plus petite va-
leur. On dit gu'un tel fichier est de type -
"file de pridrité&"; on modélise par exemple,
ainsi la file d'attente des utilisateurs ---
d'un syst&me informatigue auguels le systéme
d'exploitation attribue des ressources par -
ordre de priorité; on verra dans la suite --
(cf. modéle avec ré&servoir born&) comment --
traiter le cas d'un ensemble fini d'utilisa-
teurs "autorisés" de priorité&s données; nous
supposerons ici que les priorités (les clés)
sont extraites "au hasard" d'un ensemble or-
donné deux (par exemple R).

Supposons, pour traiter un cas trés simple,
que l'on veuille comparer les performances -
des listes tri&es et des listes non triées -
pour implanter une telle structure (on verra
que l'on peut analyser de maniére analogue
des implantations plus sophistiguées: tour-
nois...). Si les liste sont des listes chai
nées, il est raisonnable de mesurer le coiit
en temps des opérations d'adjonction et de
suppression par le nombre de comparaisons --
entre clés effectufes car ces operations se

raménent essentiellement 3 de telles compa--
raison et & la mise & jour d'un nombre fixe
de pointeurs. Les nombres de comparaisons
entre clés necessaires pur faire une adjonc-
tion ou une suppression du minimum dans un
fichier de taille k (c'est & dire contenant

k clés) sont les suivants

-Suppression du

pressions (S). Soit, par exemple, la suite

] i .
d'opérations: A(3.5)A(8.2)SminA(Z.B)SminSmin
chacune des opérations provoque des comparai

sons de clés qui sont comptabilis&es ci-des-

sous:
AB.5)|A(8.2) Smin A{2.3) smin Smin
liste
non triée 0 0 2 0 2 1
liste
triée 1 1 0 1 0 0

-Adjonction- Min-
min max moyenne | min max | moyenne]
liste
non triée 0 0 0 1 k Egl
liste K
trige 1 k+1 §-+1 0 0 0

ce qui traduit de maniére chiffrée le résul-
tat bien évident: la structure de liste --
triée est meilleure pour 1l'extraction du mi-

nimum mais moins bonne pour l'insertion.

Pour disposer d'un crit@re guantitatif uni-
que pour comparer les deux structures, on se
propose d'étudier leur comportement sur une

suite quelconque d'adjonctions (A) et de sup
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donc, au total, 5 comparaisons pour une lis
te non tride, et 4 comparaisons pur une lis

te triée.

Sachant calculer le cofit d'une suite guelcon
que d'opérations, on souhaite donner un sens
4 la notion de colit moyen d'une suite d'ope-
rations partant d'un fichier vide revenant -
4 un fichier vide, de longueur n (c'est & di
re formée de n opérations). Supposons, com-

me on l'a dit plus haut, que les clés soient

des nombres réels. Le point important est -

de se ramener & un ensemble de référence fi-
ni. Pour ce faire, on remarque tout d'a-
bord que le cofit &tudié ne dépend pas des va
leurs exactes des clé&s mais seulement de --
leurs positions relatives; aussi, on consi-
dere comme éyuivalentes toutes les suites --
des mémes opérations dans lesquelles les or-
dres relatifs des clés sont les mémes (sui-
tes qui ont donc méme coflit), et l'on garde -
comme représentation canonique d'une classe
la suite obtenue 3 partir d'une suite quel-
congue de la classe en remplag¢ant chaque clé
par son rang {compté 3 partir de 0, par exem-
ple) dans l'ensemble des clés présentes dans
la structure. Ainsi la classe d'équivalence
de la suite d'opérations A(3.5) A(8.2) Smin
A(2.3) 8, S ., est représent&e par: A(0)
AL Smin AL Smin Smin
"histoire" (ici de longueur 6).

qui est appel&e une

L'ensemble des histoires de longueur n est
fini: le nombre de possibilités d'adjonction
d'une clé dans un fichier de taille k, c'est
4 dire le nombre de valeurs possibles du ---
effet

&gal & k, et les suppressions op&rent tou--

rang de la cl& gu'on insére est en ::
jours sur la plus petite clé&. On peut donc
calculer le "cofit moyen d4'une histoire" de
longueur n et consid&rer que c'est le cofit-
moyen d'une suite de n opérations (le rempla
cement des valeurs des ciés par leur rang,

pour l'analyse est analogue & ce que l'on -

fait, de facgon classique, pour analyser les
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algorithmes de tri (cf [K73]), oG l'on rem-
place les n clés par une permutation de 1,2,

..,n).

Calculons, par exemple, le cofit moyen des --
histoires de file de priorit& de longueur 6,
dans le cas des implantations liste non: -

tri€e et liste triée envisagé plus haut.

I1 est commode de representer graphiguement
une histoire par un chemin valué dans le ---
plan: le chemin traduit la suite des opé&ra--
(A 8) mises en jeu dite sché&ma de 1l'his
toire, une adjonction correspondant a une --
montée

tions

("/") une suppression d une descente
(" "): la valuation "marque" la suite des --
rangs des clés sur lesquelles elles opd@rent
(dite valuation de l'histoire) par des croix

de hauteur correspondante. Ainsi:

X

est la representation de 1l'histoire A(0)A (1)
S . A{(0)S . S . de schéma AASA SS et de
min min“min

valuation O 00

Il y a 5 schémas possibles d'histoires de --
longueur 6. Pour chacun des schémas on a no
t& c¢i-dessous les valuations des histoires

associées puls leur cofit en nombre de compa-
raisons entre clé&s dans le cas des listes --

non triées et dans le cas des listes triées:

Schémas Valuations
/\/\/\ 000000
000000
/\/\ ) 000100
010000
010100

010000

/\/\ {oooooo

000100

/\/\ {oooooo

000000
001000
002000
010000
011000
012000

La distribution des cofits sur les histoires

de files de priorité de longueur b est done

la suivante:
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Cofits liste non triée

3

B> ;oo

S

A A D

cofit 3 4 5 6
liste non triée| 1 4 4 6
liste trié&e 5 6 3 1

et le colGt moyen d'une histoire de file de
priorité de longueur 6 est 5 pour une im ~-

plantation liste non triée, 4 pour une im--

plantation liste triée.

On peut démontrer plus gé&néralement § 1l'ai-
de des techniques exposées plus loin, qu'u-

ne histoire de file de priorité& de longueur

2n a pour coft moyen Ei%igl dans le cas d'u-
n{n+5)
6

le cas d'une implantation liste triée, ce --

ne implantation liste non triée, dans

qui montre que la liste triée est, en moyen-

ne, deux fois plus rapide quand n est grand.

3, LA NOTION D'HISTOIRE DE FICHIERS

Nous allons donner maintenant les defini --
tions et hypothéses permettant de donner un

sens précis & la notion d'histoire de fi --

chier dans un cadre plus gé&néral.
Une structure de donnée (ou fichier) dynami-
que é€volue avec le temps sous l'effet d'ad-

jonctions, suppressions, modifications, fu-
sions, éclatements, interrogations, réorga-
nisations... Nous ne considérerons ici que

des structures de données soumises aux opé-

rations sulvantes:

Coflit liste tri&e

3

wWod s e W

-~

(o) NN ) B S N )

adjonction d'un enregistrement (ou
clé) dans le fichier.

suppression d'une clé du fichier.

- Q: recherche d'une clé&, ou interroga-
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tion; nous serons parfois amenés &
distinguer les recherches avex suc-
cds (Q") des recherches sans succés

Q7).

Certaines des opérations mentionnés plus ---
haut peuvent se ramener & ces opérations de
base; d'autres demandent des analyses diffe

rentes.

Selon les modes d'utilisations de ces opera
tions, on distingue classiquement les types
de données suivants.

- Dictionnaires (D): accés aux clés par
valeur sans restriction sur les opérations;
ce type est classiquement implant& en memoi
re centrale sous forme de listes, triées ou
non, ou d'arbres, equilibré&s ou non; il est
utilis& pour tenir & jour des tables d'iden
tificateurs, des ensembles d'objets dans des
fichiers...

- File de Priorité (F.P.); accés aux clé&s

par valeur; opérations: adjonctions sans res
triction, suppressions de la clé de valeur
minimale; les files de priorité peuvent s'im
planter comme les dictionnaires, mais il est
avantageux de tirer partie des restrictions
d'accés lors des suppressions en utilisant
les structures d'arbre tournoi, tas, arbre
pagode /13/ /16/ -
elles sont utilis&es lorsqu'on doit gérer

ou arbre binomial

sdus forme de file d'attente (par exemple,

comme on l'a vu plus haut, dans un systéme

d'exploitation d'ordinateur) un ensemble --
d'individus obeissant & un systéme de prio-
rités; on les retrouve dans les algorithmes
de plus court chemin dans les graphes.

- Liste Linéaire (L.L.); accés aux clés -
par positioni les seules opérations permises
sont A et S sans restriction; ce type permet
de tenir & jour des tableaux variables; il -
peut &tre implanté sous forme de listes chai

nées ou de tableaux, mais aussi, de manidre

plus efficace sous forme de tournois de posi

tion /17/.
Table de Symboles (T.S.); cas particu-

lier des dictionnaires ol les suppressions;

op&rent toujours sur la derni®re clé& insérée;
seules les recherches avec succés sont auto-
risées; ces structures s'implantent comme --
des dictionnaires; 1'absence d'interrogation
sans succés est typigue de 1'organisation de
la table des symboles de langages de type Al
gol, Pascal dont tous les identificateurs --
sont declar&s; 1'insertion est effectuge 4

l'entrée dans un bloc, la suppression & la
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sortie de ce bloc.

- Pile (P.): acces aux clé&s par position;
opérations permises: adjonction et suppres-
sion restreintes 3 la clé qui se trouve en
premidre position dans la structure (sommet
de la pile); ces structures trés simples =-
s'implantent sous forme de listes chainées

ou de vecteurs.

D'autres types de données (queues, structu-
res de partition ...) sont intéressantes --

mais ne seront pas étudiées ici.

En supposant la structure de données initia
lement vide, une suite d'opérations de lon-
gueur n est une suite de la forme; Ol(nl),

oz(nz),...,On(nn) ol pour i =1,2,...,n, O

est A,S5,Q0° ou Q et X, une clé; 1'opératio;
0i opére sur la structure vide. Nous suppo
serons que les opérations 0,/05,...,0 sont
telles gu'on ne rencontre pas de suppression
ni d'interrogation positive appliquée au fi-
chier vide (une telle condition est facile

3 formaliser).

Il est nécessaire de preciser de quels ensem
bles sont extraites les clés aux quelles ---
s'appliquent les opérations qu'on considére.
Nous envisagerons ici deux modé&les diffe --

rents:

1) le mod&le avec réservoir borné&; les -
clés sont les &lements d'un ensemble finior
donné&, appelé réservoir initial, de cardi-
nal N; une opération d'adjonction au temps i
(c'est & dire aprés la i®™® opération) con-

=

siste & enlever une clé& du reservoir (A(x.,,)

i+l

n'est donc défini que si x, est &lement du

+1
reservoir au temps i...) etlé 1l'ajouter a la
structure; une op@ration de suppression con
siste, au contraire, 3 enlever une clé de la
structure et & la remettre dans le réservoir;
une opération d'interrogation ne modifie ni
le reservoir, ni l'ensemble des clé&s de la -
structure (la clé& peut cependant conduire &

une redrganisation).

Dans le cadre de ce modéle, on appelle his-
toire de longueur n une suite d'operations
de longueur n, verifiant les contraintes --
précédentes, et telle que le réservoir ini-
tial soit 1l'ensemble {1,2,...,N} (si ce ---
n'est pas le cas ou renumérote arbitraire -

ment les clés du réservoir par 1,2,...,N.
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2) le modé&le "markovien"; ici les clés -
sont les &léments d'un ensemble infini ordon
né dense (par exemple R); si les seules opeé-
rations "élémentaires" portant sur les clés
sont des comparaisons, deux suites d'opéra-
tions "isomorphes pur 1l'ordre" (c'est & di-~
re que les uites des opérations elles mémes
sont identigues ainsi que les ordres rela -
tifs des clés sur lesquelles elles portent)
ont méme cofit en nombre de comparaisons; --
elles sont dites équivalentes.

A toute suite d'opérations 01<c1)’02(c2)

IR

..,On(cn) onassocie son histoire qui est --

Ol(rl),Oz(rz),...,On(rn) oll 1'ona conservé -
2,...,On (dite -
schéma de l'histoire) et ol S SRESYEERNS N (di

la suite des opérations 01,0

te valuation de l'histoire) est la suite des
rangs dans la structure,des clés sur lesquel
les opérent 01,02,...,0n; par convention, -
ces rangs seront compté&s § partir de 0. Deux
suites d'opérations équivalentes ont méme --
histoire et on peut considerer les histoires
comme des représentants canoniques des clas-
ses d'équivalence de suites d'opé&rations.

Le mod&le i reservoir borné& et le mod&le --
markovien seront les deux seuls mod&les que
nous envisagerons ici. On pourrait en &tu-
dier d'autres, par exemple,le "modéle de ---

Kneth" pour lequel nous renvoyons & /12/

Pour chaque type de donnée on peut définir -
une fonction de possibilités qui pour chaque
opération licite sur la structure et pour --
chaque taille de fichier indique le nombre -
de fagons différentes (du point de vue du mo
déle) de réaliser l'opération considérée.
Par exemple, dans le modéle & réservoir bor-
né, lorsqu'on cherche & adjoindre une clé -
dans un fichier de taille k, il reste N-k -
clés dans le réservoir, et donc le "nombre -
de possibilités d'adjonction & niveau k" est
N-k. On a rassemblé& dans le tableau ci-des-
sous les valeurs des diffé&rentes fonctions -
de possibilité.

pos (0,k) est le nombre de possibilités de

au niveau k.

Pour simplifier les &écritures nousposons pos
(a,k) = ak, pos (S,k)
pos (Qk,k) = -

= Skr pos (Q+rk) = q}t,

Notons gu'un type de données est, pour cha-

gue mod&le, enti&rement défini par le quadru
plet (ak,sk,q;,qi)k>0 appelé systéme de pos-
sibilités. Etant donné& un systeme de possi-
bilités, il est facile de calculer le nombre
d'histoires ayant un sch@&ma donné (le schéma
d'une histoire Ol(cl)’02(c2)""'0n(cn) est
01,02,...,0n): le schéma de l'histoire suf-
fit & définir la suite des tailles de la --
structure, dite suite des niveaux de h; ain-
si pour une histoire de schéma A A § Q+. A

Q" S S la suite des niveaux est (0,1,2,1,1,

2,2,1,0); le nombre d'histoires ayant pour

schéma A A S Q+A Q S 8 est donc a, a; szda
a

S, 83 de fagon générale, pour un sche

1 92 S3
ma 01’02""’0n dont la suite des niveaux -
est (ko’kl""’kn)’ le nombre d'histoires -
admettant ce shema est pos (0,+ky) pos (0

).

o
kl)"" pos (On,kn_l
En considérant tous les schémas possibles on
peut calculer (on verra plus loin une autre

fagon de faire le calcul) le nombre d'histoi
res de longueur n, de niveau initial k, de

niveau final 1 gue nous noterons Hk,l,n -—-
(Hk,l,n dans le cas du mod&le & réservoir -
borné si l'on veut faire apparaitre la tai-
lle du reservoir). ©Nous noterons Hk,l,n -
l'ensemble des histoires werifiant les mé -
mes conditions. Comme on le verra les his-
toires partant du niveau 0 et retournant au
niveau 0 font un r8le particulier et, pour

simplifier, nous noterons H

HO,O,n par Hn

0,0,n Par Hn et

Types de
données D. F.P, L.L. T.S. P.
pas(A,k) k+1 k+1 k+1 k+1 1
pas (s,k) k 1 k 1 1
pas(ka) X 0 o k 0 Modé&le markovien
pas(Q,k)  k+l 0 0 0 0
pas (A,k) N-k N-k N~k N-k 1
pas (s, k) k 1 k 1 1 Modé}e 4 réservoir
. borné (formule vala-
pas (Q,k) k 0 bles si 0<k<N; sinon
pas(g,k)  N-k 0 o |[|pas(0,k)=0).
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4, COJT MOYEN D’UNF HISTOIRE

Nous avons défini, dans les deux modé&les en-
visagés, pour tout n, un ensemble fini de ré
fé8rence, l'ensemble Hn des histoires de lon-
gueur n, qui est formé&, comme on l'a vu,soit
de toutes les suites "licites d'opérations
du longueur n, soit d'un échantillon "repré-
sentatif". Nous sommes en mesure de faire
des analyses "en moyenne" des coflits des ---
structures de donnée permettant d'implanter

chaque type.

Nous considérons des fonctions de cofit c dé-
finies pour toute opération 0(x), et additi-
ves sur les opérations, c'est & dire telles

que le colit d'une suite Ol(xl)'OZ(XZ)”"’

0, (x) d'opérations est: C(0,(x,)) +... +
+C(On(xn)). (C peut &tre comme dans 1l'exem-
ple du §2 un nombre de comparaisons entre

clés, ou le nombre de mises 3 jour d'une cer
taine variable, ou le nombre de cases-mémoi

re utilisées...).

A partir du colit d'une suite d'operations,
et donc, en particulier, du cofit d'une his-
toire, on peut définir le coflit moyen d'une

histoire ou colit integré& par:

X = Hi Y cm) (o H_ est le cardinal
n heHrl de Hn)

expression qui dépend , bien entendu, & la
fois de la structure de donnée et du modé&le

choisi.

Remargue l: Le colt moyen que nous calculons
prend en compte toutes les histoires de Hn
affectées du méme "poids", l'ensemble Hn de-
pendant du modé&le envisagé. Rappelons, en
les interpretant, de mani@re un peu différen
te, les deux modéles envisagés: dans le mo-
déle 3 reservoir born&, lors d'une adjonc -
tion, toutes les clés restant dans le réser
voir ont la méme "probabilit&" d'é&tre adjoin
tes, et lors d'une suppression toutes les -
clés de la structure la méme probabilité 4'é&
tre supprimées; cette derni@re hypoth@se res
te vraie pour lessuppressions dans le modé-
le markovien, mais pour les adjonctions dans
un fichier de taille k contenant les clés
cl,cz,...,ck(cl<c2 <eew <ck), 1'hypothése -
est gue chacun des k+l intervalles | -,

= [1 cyiC, [,...,1 ck,+°° [ a la mé&me proba-
bilité& de contenir la clé& gqu'on adjoint.
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Remarque 2: Nous mettons l'accent ici sur -
l'analyse en moyenne mais on verra plus --
loin gue les méthodes utilis&es permettent-
aussi d'obtenir, par le biais de leurs mo-
ments, des :informations sur les distribu --

tions de cofts.

Plutdt que de calculer les colits intégrés &
1'aide de la formule de definition, il est
plus intéressant d'utiliser la formule sui-

vante, dite formule du cofit intégré:

_1
K = H—n}k:[c(llx,k)NAn,k+c(s,k)Nsn’k +

+c(,xINg, | +c(Q, KN, ]

oll, pour toute opération 0; c(0,k) est le

"cofit unitaire" de o au niveau k, NOn k est
’

le nombre total (pour toutes les histoires
considerées) d'opérations 0 & niveau k, dit

nombre de passages de l'opérations o & nive

au k.

La formule du colt intégré& est facile & dé-
montrer si l'on suppose qgue le cofit d'une -
opérations 0 sur une structure de taille k
nedépend que de 0 et de k (ce colt &tant --
alor le colt unitaire de 0 au niveau k).
Mais cette propriété tr2s forte n'est véri-
fi€e par aucune structure usuelle; par exem-
ple pour un arbre binaire de recherche, le
colt d'une insertion dépend & la fois de la
forme de 1l'arbre (laguelle dépend des adjoc-
tions et suppressions antérieures), et de la
position de la clé inséré&e dans l'arbre.
Toutefois, on peut démontrer /12/, -
/8/ que, pour une classe tré&s gé&néra-
le de structures de données, dynamiques, di
tes structures stationnaires la formule du
colit int&gré& reste vraie en prenant pour --
cofit unitaire d4'une opération 0 au niveau -
k le colit "moyen" d'effectuer 1l'opé&ration

o sur un fichier de taille k); les structu-
res de liste simple, liste triée, arbres --
binaires de recherche, arbres tournois ...
et de nombreuses structures sur lesquelles
on n'impose pas des conditions d'&quilibra-

ge sont des structures stationnaires.

La formule du cofit intégré permet de ramener

1'évaluation des cofits intégrés &:

-gvaluer les cofits unitaires.

-évaluer les nombres de passages & ni-
veau k.

-calculer les Hn c'est 4 dire dénombrer
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Tableau 1. Cofit.évalué en nombre de comparaisons des principales structures
stationnaires; dans le cas des files binomiales, k = bi21,
1 . z
vik) = bi et o(k) = % 1bi2 .
¥ - —
Type de donnée Implantation CAk CSk CQk CQk
liste triée (k+2) /2 (k+1)/2 (k+1) /2 (k+2) /2
Dictionnaire liste non triée 0 (k+1) /2 (k+1) /2 k
arbre binaire 1 1
- - 2(1+=)H, -3 {2 (H -1}
de recherche 2(Ry 1) 2 (1) H =3 (1+3) Hy (Fyy
liste triée (k+2) /2 0
arbre binaire
. de. recherche 2(Hk+1 b 0 //
File de
priorité tournois binaire| H ,-1/2 2(H, -2+1/k) 1{
pagode 2(1-Vk+1)) 2(H, -2+1/k) / /
gueue binomial 1+ (k) =-v(k+1) o(k)+v(k)=-1-v(k-1) / /
liste (k+2) /2 (k+1) /2 Z:, //
Liste Lineaire P r—~
tournois e 1
position | 2t 2 (143 Hy -3

les histoires.

~ Les colts unitaires ont des colits mo -
yen qui se calculent par des m&thodes "stan
dard" /1/ . Le tableau 1 -
donne par exemple les colts unitaires d'ad-
joctions, suppression, interrogaion pour dif
férentes implantations classiques des files
de priorité& et des dictionnaires, dans le -~
cas du moddle markovien. Les colits sont 1&

mesurés en nombres de comparaisons:

-~ L'é&valuation des nombres de passage &

.

niveau k se raméne & des dénombrements d'his

toires. En effet, une histoire dans laquel

le se produit l'opération 0 & niveau k,se -
décompose en une histoire partant du niveau
0 et allant au niveau k, l'opération 0 & la
suite de laquelle la structure a pour taille
1 (1 = k,k=1 ou k+1)

tant du niveau 1 et retournant au niveau 0.

et une histoire par --

On en dé&duit:
_ z H .-a, - H
NAk,n = O<i<a 0,k,i “k "k+1,0,n~-i-1
= z H ;8. +H .
Nsk,n = o<i<n O/k,i 7k "k-1,0,n-i-1

+
+ - Y H Leay -H .
NQk n = 0<i<n 0,k,i" %k "k,0,n-i-1

- _ X H .-qy-H i
NOy 1 = o<ien Osksi %k Tk, 0,n-i-1
Il nous reste maintenant 3 voir comment dé-
nombrer les histoires.
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5, DENOMBREMENTS D'HISTOIRES ET FRACTIONS
CONTINUES

Les dénombrements d'histoires peuvent se --

faire:

- soit par des méthodes "combinatoires
géométriques"

- soit par des méthodes "algébrigues".

Les méthodes geométriques developpées dans
/11/, /12/

pondance fondamentale (due & J. Frangon et

sont fond&es sur une corres

G. VE&emot) entre histoires et permutations
qui raméne les décomptes d'histoires & des
décomptes de classes de permutation, gu'on
peut par ailleurs dénombrer directement.

Nous ne développerons pas ici ces mé&thodes

et renvoyons aux références citées.

La dé&couverte par 1'un des auteurs /5/ -=
d'un lieu entre thé&orie des histoires et --
théorie des fractions continues a permis --
d'aborder par des mé&thodes algebriques les

probleémes de dénombrement et de résoudre un
certain nombre de probleémes non résolus par
1'approche géométrigue.

Le théoreme fondamental (prop 7 de /6/ )

€tablit une relation tres g&neérale entrehis
toires et fractions continues. Il s'agit -
d'une indentit& entre la s&rie caracté@risti
que non commutative des histoires et une ---

fraction continue. Cette identitd, trés ri
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che, a de nombreux corollaires. Elle permet

entre autres, d'obtenir, en particularisant:

(i) le nombre H d'histoires d'un type don

né
(ii) le nombre H%gh]d‘histoires de hauteur
inferieure ou &gale a h.

(iii) les nombres Hy 1 p d'histoires de ni-
veau initial k et niveau final 1.

(iv) les nombres Hp e/ d'histoires de lon-
gueur n de colit totale.

Les résultats (i) et (ii) permettent, comme
on l'a vu, gr8ce i la formule du cofit inté-
gré de calculer le cofit moyen d'une histoi-
re. Quant au (iv) il permet d'aborder le -
probléme de la distribution des cofits.

Signalons aussi qu'en dehors du contexte de
1'analyse de structures de données dynami-

gues le lien entre fractions continues et -
histoires a &galement des conséoguences com-

binatoires intéressantes /6/, /9/.

PlGtot gue de donner la forme générale du -
théoreme reliant histoires et fractions con
tinues, nous donnerons ici les formes parti
culiéres qui permettent d'obtenir les quan-
tités (i), (ii), (iii), (iv).

(i) Le calcul du nombre d'histoires d'un

type donnéd se fait en utilisant le theoreme:

Théoréme Le nombre H d'histoires de lon --
gueur n pour un tyvpe de donn&e de systeéme -

de possibilités (ak,sk,qk,qk) vérifie:

z n _ 1
n=0 Hn z a, s, z2
l—qu - a g_z2
1- 7 - 1 2
9, a25322
l—qzz—

(ol q = qi +q]_< )
Dans le cas du mod&le markovien, on obtient
pour les séries génératrices ordinaires ---
H(z) = ann du nombre d'histoires de type
dictionnaires, file de priorité, table de -
symboles, liste liniaire, pile, les develop

pements en fraction continue suivants:

1
DICTy (4) z 2
1-12- iz
2,2
1-3z- 32 5
1-5z 2
1
FPu(g) = 3
1- lz
p)
22
1- 3
3z
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1
T =
SH(Z) 122
1-0.z -
1-1z - 2z 5
1-2z - 3z
_ 1
LLH(z) - 2 2
1- 17z
2.2
1 27z
32 2
1 z
PILE = !
H(z) z
1 -
1 - Z
1.2

Indiquons bri&vement comment on en dé&duit les

coefficients Hn:

- le cas des piles est trivial car la frac-
tion continue vérifie l'equation fonctionel
le

/ 2
—F—— d'ol H(z) = SRR Loz
1-z“H(z) 2z

H(z) =
et donc, comme on s'y attendant (les histoi
res de pile &tant en bijection avec les ar-

bres)

PILE 2n
H. = _1_
2n n+l

n

- les fractions continues correspondant aux
dictionnaires et aux files de priorité sont
un cas particulier de la fraction continue
de Gauss gqui exprime la rapport deux séries
hyporgéométriques contiglies (cf.lW 67]), ce
gui permet d'obtenir
H, = 1.3.5 ....2n-1) PH_ = n!

2n n
- 1'identification des fractions continues
relatives aux listes lin&aires et aux ta --
bles de symboles s'effectue grdce au théo-
réme d'addition de Stieljes-Rogers (cf /18/)
d'ol 1'on déduit:

T Ly 220 1
n=0 2n (2n)! cos z
n Z

= TSHﬁ %T - ee -1~z
n=0 )
et donc:
LL _ . TS, _

H2n = E2n et Hn = Bn , ol E2n est le

2n"i&me nombre d'Euler et Bn le n"iéme nom-
bre de Bell 2-associé.
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Dans le cas du mod&le i réservoir borné le -
nombre de possibilités d'adjoction devient -
nul d8s que le fichier contient toutes les --
clés du réservoir. Aussi les fractions conti
nues se reduisent elles a des fractions ra-
tionnelles. On obtient, par exemple, pour -
les dictionnaires, les files de priorité et
les liste linéaires les fractions rationne-

lles:

1
DH/N/(Z) N 122
1-Nz - = 3
1-Nz - (N-1) 2z
2
1.Nz
l—Nz-—l_Nz
1
FPH/N/(Z) >
Nz
t- 2
- (N-1)z
2
1o (N=2)z
1z
LL_/N/ = 1
H (z) 2
1 N 1z 5
1- (N-1) 2z
] -2(N-1)z
1 - 1Nz

(et aussi
n
T LLy/N/ Z o enY )
=0 n nl
He, (2)
¥P_/N/ I Lo-
H (z) = EEEETET (o0 He (2z) est le poly

néme d'Hermite
2, r
y_ m _f_z
r! (m-2r)! ( 2 )
r
et donc, par exemple:

LLy/N/ _ 1 5 (N} 0N
Ho X 3 (j )( 3)

(ii) La correspondance entre histoires
et fractions continues permet aussi de dénom
brer trés simplement les histoires de lon---
gueur n et de hauteur inférieure ou &gale &
h (c.a.d. telles gue la taille du fichier ne

- . . h
dépasse jamais h), que nous noterons H£ I
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Théoréme

res de hauteur inférieure ou &gale a h est
iéme.

La série gé&nératrice des histoi-

une fraction rationnelle qui est la h
réduite de fraction continue des histoires

de hauteur quelconque:

En utilisant les propriét&s "classiques" des
réduites des fractions continues, on obtient
Corollaire Les histoires de hauteur infé&-
rieure ou &gale & h ont une série génératri-

ce rationnelle donée par:

Ph(z)
Qh(z)

z) =

ol P, et Qh sont les polyndmes definis par

les relations de récurrence:

2
Ppo= (mqpz) Py -3 1542 Py

P.= 0 . PL=1

2
O, = (I-quz) O -ay 18,2 Q)

Q,=1 ¢ 9y = 1-qyz

Les polyndmes qui apparaissent ainsi dans --
[h]
(z)

En effet,
les polynbmes ré&ciprogques des Qh' c'est &8 --

l'expression de la série génératrice H

sont des polyndmes "bien connus’.
dire les polyndmes O, définis par :

Qh(z) = zh+1Q. (E) (Q, est de degré& h+1l) --
n |y h
sont des polyndmes orthogonaux classiques de
fonction génétracie simple (nous supposons -
ici gque le modéle &tudié est le modéle marko
vien pour legquel la fractions continue des -
histoires de hauteur guelconque est bien "in
finie"). Le tableuau 2 donne pour
chacun des types de données le nom de la fa-
mille de polynémes orthégonaux {5h}associée
et sa fonction generatrice ordinaire ou expo
nentielle.
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Tableau 2. Nom de la famille de polyndmes orthogonaux associés et fonction génératrice

pour chaque type de données.

DICT Laguerre z Q1
F.P. Hermite 2 Q-1
L.L. Meixner 9
T.S Charbier z -1
P Tchebicheff T Q

-+
o

|

-

o+
o

=

o+
o

o

o
o

-

o

_Loex <L z
1+t FP \7+¢
2

exp (—%+tz>

=L exp (arctg t.z)
1+t

_ (l+t)z+1 e—t

=2

T 1-zt + t2

(iii) La connaissance de la série généra-
trice H(z) des histoires et des polynbmes --
Qe dénominateurs des réduites de la fraction
continue associée permet aussi de dénombrer
les histoires partant d'un niveau gquelconque

et arrivant 3 un niveau guelcongue.

En effet (les notations sont celles de la --
fin du 83):

Théordme : (modé&le markovien)

. _ n
soit Hk,l(z) = = Hk,l,n 2z . Alors
o (2) = Q-1 (z)
= k T
kl dpay.-- A 57Sy... 87 . @7
ot p=min(k,1l) et » = max(k,l)

En particulier

_ 1

Hop (2) = S1S,... Sy zK (Qk—l(z)H(Z)_%rl(z))
_ 1

Hpol2) = aga .- a, 2% Q. (2 H(2)-F _, (2))

0,x,n €% g 0,n

nent dans les formules donnant le nombre d'o

Rappelons que les H intervien

pérations d'un type donné& & niveau k et done

dans la formule du colit-integré.

(iv) Enfin, la correspondance entre his-

toires et fractions continues permet d'obte-

nir des dénombrements plus fins ceux des -

histoires de cofit donné.

Soit ¢ une fonction de cofit vérifiant les --

propriétés énoncées au début du &4. Si o) T

est le nombre de possibilités de l'opération
0 & niveau k, notons cq(ck) le polynéme en

uCo €1 €01 a
u +u + .+u 0 CpsCyreneiCq 1™
sont les colts de chacune des X possibili-~

tés. La fractions continue permet de "mar--

guer" & l'aide de la variable supplémentaire
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(@, ,(2z) H(z) - P

u le cofit cde chacune des opérations possi --—
bles

marquait précedemmment la longueur n des his

(par u®) de la méme maniére gue l'on --

n, » . .
toires (par z ') & l'aide de la variable z.
On obtient:
Théoréme:

H L.

ZH g 0 e
1-c (g - u "0 w1
u'=o c faj¥c (5,27
1_Cu(q1)_ u 1" "u'”2
Cu(az)cu(sl)?

1-c (q,) -

A_1(2))

Voyons, par exemple, ce gque donne ce th&oré-
me dans le cas de 1'exemple &tudié au §2.

Le fichier considéré était de type file de -
priorité donc q = 0, a = k+l , s =1 puis

gu'on s'était dans le modé&le markovien.

Considé&rons le cas d'une implantation sans
forme de liste triée, le colt de la suppres-
sion du minimum est 0 donc cy = (sk) =1 le
colit d'une adjonction &
2,004,
nombres de comparaisons de clés)donc c (s,)=
u "k
k+1 _  [k+1]
u = u ol [k]

(quand u=1, [ k ] vaut k; on —-

niveau k est 1', ou

on k+1 (les colits sont comptés en -

2
ut+u + ...+

+ okl

= l+ut+
+u’+ ...
note traditionnellement la variable par gq et

k-1
k1=

1+g+ ...+g
-analogue de k; nous avons utilisé& ici u,

on dit que [ = est un g-

q
ayant &t& employé avec un autre sens). D'a-
prés le théoréme ci-dessus, on a donc pour

la distribution des coflts:
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1 1

< n
EHn,/l/ z5 u

- 1 [11]2°
. oul2l 2’
- [3] 2°

Si 1l'on considére maintenant un dictionnai-
re implanté& sous forme de liste triée, le --
cofit d'une recherche sans succds peut étre
1,2,... ou k+1 (dans un fichier de taille
k), le colit d'une recherche avec succés 1,
2... ou k, le cofit d'une adjonction 1,2,...

ou k+1, le colit d'une suppression 1,2,...

ou k; donc, cu(q;) = cu(q;_l) = cu(sk) =
=c, (s y) = ulk], et:
n 1 _ 1
2 Hn,/l/ z- u o= u2[1]222
1-u(f[o+[1 Dz - —2 =22

1-u(l1 K 2])2z -

Les fractions continues, qui se reduisent,
quand u=1, & des fractions continues de ---
Gauss, seront utilisées au §7 pour calculer

les moments de la distribution des cofts.

Elles sont &galement intéressants du fait de

leur interprétation combinatoire (cf /9/).

6. CALCULS DE COOTS INTEGRES: RESULTATS
EXACTS ET EVALUATIONS ASYMPTOTIQUES

A l'aide de la formule du colt intégré 1,des
formules gui donnent le nombre de passages
d niveaux et des dénombrements d'histoires
que nous venons de faire, nous sommes thé&o-
riquement en mesure de calculer les cofits -

intégrés des histoires.

Il est toutefois plus commode d'exprimer,au
préalable,sous une autre forme les Hk,l,n’
forme qui permet d'obtenir une expression
€légante des coflits inté&grés sous forme d'in-

tégrale.

A chacun des types de donée on associe une
forme linéaire sur l'ensemble des polynbmes
définie par <x"> = H, (o H_ est le nombre
d'histoires du type consideré de longueur
n) et par <&f +ug> = Y<I>+u<g>, et un pro--
duit scalaire défini par <f|q>=<f.g>.
Vis & vis de ce produit scalaire,les polynd
mes 6;, polyndmes réciproques des dé&nomina-

teurs des réduites de la fraction continue
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associée au type de données consideré (ou,en
d'autres termes au systéme de possibilités
(ak,sk,qk,qi), vérifient des realtions d'or-

thogonalité:
Théoréme ( W 67 )

115 =<5 re = <1<
<x |Qk_l‘>_<in_lle_l> 0 pour 0<I<k

k= .
<x |Qk_l>>= Aprareee @) SgrSqaeeer Sy

Les relations permettent d'obtenir de nou--

velles expressions des Ho,k,n et Hk,l,n:

u2[2]222

2 2 2
1-u([2 W3]z - 31312

Théoré&me: Le nombre d'histoires finissant 2

hauteur k et ayant longueur n vaut:

n —
—— <x @, _,(x)> ©
1S9 =Sy k-1

De manié&re analogue:

Théoréme: Le nombre d'histoires commengant
d hauteur k, finissant & hauteur &, et ayant

longueur n vaut:

H = 1 <
k,2,n aoal...ak_lslsz...s2
<0, (00, ,(x) x> o
k-1 =1

En quoi les realtions d'orthogonalité& sont
elles utiles pour é&valuer les cofits intégrés?
Nous allons le montrer brié&vement dans un -
cas simple: celui des piles, sous l'hypothe
se markovienne. Comme, dans ce cas 1§,

a =5, =1, q = Ol les pflynémfs ﬁk veri-
fient la relation: Qk =z Qk—l-Qk—Z’ avec

Q,=1,0, =12 d'ol l'on tire immediate-

ment que la série generatrice oridnaire as-
Ll R = k
sociéeQ(z,t) = 2: Q- (2) t7 vaut:

k=0
= _ 1
ez, 8) =y
et donc:
Ck=1Y L .
B,y (2) = L (—1)1< )zk 2
i=20 i

est un polyndme de Tchebicheff (résultat que
nous avions annoncé& au (iii) du §5). Calcu

lons <Q(x,t)> de deux mani@res différentes:
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- d'une part

1 1 1

Q&> =<1y~ " 170 <l—x e
n 1+t2

_ 1 -h t
= Tver XX (1+t2) >

et donc:

n
1

_ t
<Qx,t) >= vz TH) <l+t2>

- d'autre part

~ - = oy k
Dix,8)>= ) Qk_l(x)tk =) Q_y(xhg_{x) €
k=0 k>0
par définition de 6_1, et donc, d'aprés les

relations d'orthogonalité:

0ix,t) =1
1 -4/1-47
Posant t = S -—E, on en déduit:
2
ZH -1 -Vi-4z
n>0 I 2z

résmltat qui avait obtenu plus haut directe-
ment & partir de la fraction continue. Mais
le m&thode de d&monstration ci-dessus permet
d'obtenir bien d'autres résultats: ainsi en

calculant de deux manidres différentes -----
<0(x,u)0(x,t)> on obtient d'une part

= = k, _ 1
kzz Ty (0 Ty ) ufe >= 1o

’

et d'autre part

n

1 = n k t
2 <Q _,;(x)x">u ( ) =
1+t£ Kon k-1 1+¢£2
n

= _1- H uk _L
+E7 ,  70,k,n i+t2

7

d'aprés l'expression vue plus haut, de HOkn
En identifiant

les deux expressions et en posant

comme un produit scalaire.

1 -4/1-422

t = ——>;—— o©on obtient:

z
2: HO X.n tkzn = Z: Hk 0 tkzn =
n,k=0 “r<r n,k»0 </Y/0

1 -v1-4z
= , et donc

222- 2t(1 - 1-4z4)
. k k+1

HO,k(Z) = Hk,O(Z) =z [ B(z)] ol

1 -v1-42z2 2: n
B(2) = ———>—— (et H z) = H

222 ( a,b( ) >0 a,b,nz )

o, (on 1'a vu & la fin du §4) le nombre d'ad
jonctions & niveau k (nombre tota® sur tou-
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tes les histoires) vaut:

ke T 0,%,i % " x+1,0,n-1-1 =
= 2: H .H . , donc:

o<i<n’ 0,k,1 " k+1,0,n-i-1
NA, (2) = n;ONAk’n 2" =z Ho (2)-H) o(2) =
= p2kH2 5, ) 2k+3

Finalement, si KAn = i C(A,k)NAn (partie

k
’
du cofit int&gré relative aux adjonctions):

KA(z) = TKA z" = L ca, 22K+2 (g () ) 2k*3
n k=0
= 22(8(2) 3 ca(z%82%(2)) ot

CA(t) = k
Z ca, t
k=0

est la s8rie g&nératrice des cofits unitaires

d'adjonction pour une implantation de pile.

On peut traiter de la méme maniére les sup-
pressions et obtenir:

Thé&éor&me: Les fonctions génératrices des ~-
cofits unitaires CA(t), CS(t) et des cofits in
tégrés KA(z), KS(z) pour les files sont 1lidé&s

par la transformation linéaire:

Ka(z) = zsz(z)CA(zsz(z))
{KS(Z) = B(z)Cs(2%B2%(2))
oll
1 - v1-422

B(z) = — 55—
Pour les autres types de donné&es, on obtient
par des méthodes analogues:

Théord&me (métodes markovien) Pour des suites
de ré&férences W, dépendant du type de donnée

les séries génétracies triples d'histoires:

ont des expressions don&es par le tableau --

suivant:
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i(u,v,z) w

2

DICT 1 1

1-z (1+u) (1+v) - uv

22/2 zZu+uv+vz 1
FP e e Il
LL (1-uv)cos z-(u v)sin z 1

eZ 1
TS e~ (1+4u) (1+v)-z-u-vl T

Les séries gé&nératrices des cofits s'obtien-
nent 3 partir des séries génératrices des -
cofits unitaires & l'aide de transformations
intégrales comme il est indiqué dans les --
deux thé&oré&mes suivants, (pour simplifier,

on suppose ici que CAk=CSk=CQk=Ck on trouve
ra dans /8/ des enoncés plus généraux).
Théoréme (modele markovien) Soit “%Jk>0 une
famille de colits unitaires d'opérations: Ck
représente le colit d'une op&ration effectuée

4 niveau k . Soit C(u) la série génératrice

des cofits unitaires C(u) E Cp g & o
{wk} est une suite de référence qui dépend
de la structure (mk =1 ou Wy = i%). La sé&
rie exponentielle des colits int&grés -—-—--~--—
- Zn+l ) )

K(z) = EKn TFiT ©st relige & la série des

colits unitaires C(u) par une transformation

intégrale
K(z) =Z(C(w) ; 2z),

ol la transformation £est donnde par la ta-
ble suivante

“k

prer z/ _ Clwydu 1
(1-u) ((-2—) -u)

FP / e ¥c(u) z%:4u au =

tgz
2 2 du L
LL Eg;z,ﬁ clu) ———¢

(1-u) 2tgzz-4u

z/2 2
Z_,_ (e -1) _ 1
1S 2 e® "% / e ——
0

(e%+1-u) 2_4uz

Qilesti'6 - Vv. 5, n.° 1 (Marg 1981)

Théor&me (modé&le & ré&servoir borné&) Pour ~--
les types de donées liste lindire et diction
naires sur population de taille N, la série
birAdmiale des cofits unitaires C(u) =

= s Ck E uk, et la série exponentielle des

colits intégrés

- n+l
_ z . . ,
K(z) = Kn vy sont li&es par la relation
K(z) = cthﬁf/N/[C(u);z] pour les listes
linéaires
- e?X41 N o /N/
K(z) = (=) & [C(u);z] pour les dic-

tionnaires,
. /N/ s
ot la transformation? est dé&finie par
2N (cw;zl =

2
_ /th z/2 c(w du
0 (1 w¥1ow) V(1 uw ‘th®z-4u

Dans le cas des files de priorité& (modé&le --
markovien) 1'expression intégrale peut &tre
simplifiée par application d'une transforma
tion de Laplace-Borel, et on obtient le ré&-

sultat trés simple:

Théoréme (modéle markovien) Pour le type de
données file de priorité, la série gé&nératri
ce des cofits int&grés dé&finie par

R(t) =ZK, &7

sontliges par la relation

- 1 .t

RK(t) = —— C (=) ol
ot i-t

Tw = ) (ca, +cs, ) yutl

k=0

Applications:

Il est clair 3 ce point gu'on dispose d'un-

mode de calcul effectif des cofits int8grés -
de toutes les structures stationnaires dont

les cofits unitaires poss@dent des séries gé

nératrices de forme simple. Or, 3 1'excep -

tion des files binomiales, les cofits unitai
res des structures usuelles sont des combi-

naisons linéaires des fonctions de k suivan-
tes:

1, k, k% ;

R = 144
R’ HK = 1-+2 +ooot

=

(voir au tableau len fin de 4 les cofits unitai
res d'adjonction, suppression, recherche, --
pour différentes implantations des types de-
données considerés)
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Cofits intégrés des structures de dictionnaires.

liste non triée liste trié&e

nombre
de L 2,307 L _3n .1
comparaisons 10 1015 12 4 6

dont les séries génératrices ont les formes

simples:
1 1 2-x 1 1 1
— £n =— ; = £€n 5= -x ;
- ’ - ’ _ ’
1-x (1—x)2 (l—x)3 1-x X 1-x
1 1
== " 1%

Les calculs, parfois fastidieux, se ramé&nent

=

essentiellement & des déterminations de pri-
mitives de fonctions &l&mentaires -produits
de logarithmes et de fonctions algébriques-
puis aux développements en séries de Taylor.
On obtient, par exemple, pour les structures

de dictionnaires (modé€le markovien):

Pour les files de priorité (modéle markovien)

on obtient les cofits integrés du tableau 3

Les calculs de coflits integrés de files de --
priorité implantées sous forme de files bino
/16/

cette structure) par les méthodes ci-dessus

miales pour une description de--

~

n'aboutissent pas, & cause de la forme par-
ticuliére des cofits unitaires dans ce cas:
si k =23bi2l est la décomposition binaire de
. . 1l . i
k, v,(k) min {1|bi # 0} et o(k) xZib,2
les cofits unitaires d'adjonction et de sup-

pression valent: ([B 781]) cay = vy (k),

Tableau 3. Cofits intdgrés des files de

arbre binaire de recherche

2nH_ - 2 n+0(log’n)
C8y1 = o(k) = v,y(k), de sor;e que C(u) =
=Z (CA +C8y ) W =Z0]|k) v n'a pas d'ex-

pression simple.
On peut, toutefois obtenir une stimation as-
symptotique du colit intégré grice au théore-
me suivant /3/, /4/:

Théoréme Pour des cofits unitaires Ck "regu-
liers" les cofits intégrés de files de priori
té vérifient:

_ /1/2
K, =n
Zn 0

Ce théoréme permet, dans tous les cas oll ---

dt

“In 975

1+ocd

nous avions st calculer pr&cédemment le colt

intégré,d'obtenir trés rapidement un equiva-

1ent.assymptotiq%ede ce coﬁ% (ey T 1 >% ™n
r. ~I =
Ck_— k > K2n T Ck l+§+"'+i
K2n’Vn log2 n)

I1 permet de plus d'analyser des implanta -
tions plus elaborées des files de priorité,

comme les files binomiales. En effet, apres

priorité; par convention n?=1,3.5...2n-1

%n In n + 0(n)

pagode

Implantation Colit inteqgré
liste non trié&e n(?;Z)
liste triée n(t;S)
arbre binaire 21 i? I:i(2n_i -1) 4 2071 49 20
de recherche n? |, G, 3T 2i-1 n-i T L —2n
=n lnn + 0(n)
N S ' T n-i n

tournoi binaire %é l 2: %;.[ﬁiéz_i_:i_ H . +5 2 Tl] +52-1]_9n

? \1<gen b 1~ n-i n-i n 2

identique aux arbres binaires de recherche

Qiiestié — V. 5, n.° 1 (Mar¢ 1981)
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une étude fine de (k) (rappelons -que Ck =

= (k)) on peut prouver:

Théoréme ([ Ch 81]) Le cofit int&gré des his-
toires de file de priorife implant&es sous
forme de files binomiales vaut:

K, =n log, n+n P(log,n) + o(n)

ol P est une fonction continue,de période 1

dont on peut calculer les coefficients de --

Fourier.

Ce résultat est conforme aux valeurs des --——
cofits intégrés gue l'on peut calculer numéri
guement puisque, comme on le voit sur la fi-
gure ci-dessous la guantité

K2n

Q(x) = - " lngn

au comportement quasi-périodique.

n
—3»
50 ) 200 300 a0 500 600

4,2
- s —>

Signalons qu'on peut aussi obtenir une esti-
mation asymptotique des cofits integrés des

structures de type dictionnaire:

Théoréme /3/
"reguliers" les colts integrés de dictionnai

res verifient:

Pour des cofits unitaires

_ n/fl/q (1+2t)(CA[tn]+CS(tn})+2t CQ[th
0

2n Vicat

1
at (140 o)

7. DISTRIBUTION DE COOTS

Nous avons indiqué au §5(iv), comme dernié

re application de la correspondance entre hig
toires et fracitons continues, comment denom
brer les histoires en fontion de leur coft;
nous avons montré& qu;, par exemple, pour des
files de priorité& implantées sous forme de -
listes trifes (modéle markovien} le nombre
Hn/ﬂ/ d'histoires de longueur n de colit £ -~
(compté&-en nombre de comparaisons de clés)

Qtiestidé - Vv. 5, n.? 1 (Marg 1981)

est tel que:

zu s/ 2™t = 1
ny 1 ulil] z
2
1 ul2]z" .
1 ul3]z

Nous allons voir maintenant, sur ce méme —--—
exemple, comment on peut calculer la varian-
ce et les moments d'ordre supérieur de la -
de cette
distribution n'est autre que le cofit intégré

distribution des cofits (la moyenne

des histoires qui vaut ici, on l'a vu & la -
fin de §6, Ei%;él)-

Remarquons tout d'abord que si 1'on note:
£ n
z ot =
Hn/l/ zu EHn(u)z

Hzn(U) est un polynéme en u, de valuation n

et de degré Bi%ill

car le nombre de comparai
sons entre clé&s dans une adjonction & niveau
k est au moins un et au plus k 1; les histoi
res de cofit n étant celles pour lesquelles -~
toutes les adjonctions se font avec des clés
de rang 0, il y en a autant que de schémas -
de files de priorité& ou encore d'histoires

de pile c'est & dire

2n 2n
i et H = L .
n+1 n 2n,/n/ n+l !

n

par contre

H n(n+l) = 1l:
N

il y a une seule histoire de cofit maximal,

1'histoire A(O),A(l),...,A(n—l)SminSmin,...,
Snip = Le fait que le colt considéré est qua
dratique dans le plus mauvais cas provient -
de ce gu'ils s'agit d'un paramétre cumulatif
(c'est le cas de toutes les fonctions de cofit
que nous considérons ici puisque nous suppo-
sons que le cofit d'une suite d'opérations est

la somme du cofit des opérations).

Remarquons aussi que H2n(l) est le nombre to
tal d'histoires de files de priorité de lon-
gueur 2n et vaut donc 1.3.5...(2n-=1).
Calculer les moments de la distribution des
colits revient & calculer les valeurs au point

1 des dérivEes successives de Hzn(u).

On sait en effet que la distribution a pour:
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HL (1)
-moyenne H =
2n H2n(l)
n T 2 1
-variance o = Hzn(l) - Hzn(l) +(H2 w
an T H, (D T |E, (D |5, @

La série génératrice Z Hn(u)zn n'a pas d'ex-
pression analytique & 1l'aide de fonctions --
élémentaires (Touchard /15/ a montré gu'el
le s'exprimait en termes de fonctions ellip-
tigues). Aussi doit on essayer de dé&duire -
les propriété des polyndmes 6k(z,u) (polynd-

mes réciproques des dénominateurs des ré&dui-
tes de la fraction continue), & savoir rela-
tions de récurrence et propietés d'orthogo-

nalité&, pour obtenir des propriétés des —----

H2n(u) .
~ -n
Soit HZn(u) = u Hzn(u). On a
u

T H (u)z2n = 1

2n 2

1 [1] 2z
1 - [2] 22
1 - [3] 2°

La série génératrice eulerienne des polynd-
mes reciproques des dénominateurs de cette -
fraction continue
= k
Y
K(t,z,u) = 2: Qk_l(z,u) S
k>0 firar...0xl

(Ir] = l+utu® + ... +u"

vérifie 1'&guation aux différences:

K(ut,z,u)-K(t,z,u)
(u-1)t

(z-t)K(t,z,u) (2)

(cette &quation est une conséquence de la re
lation de récurrence vérifiée par les [
ces polyndmes se réduisent aux polyndmes ---
d'Hermite quand u = 1; et alors 1'équation -
aux différences se réduit a:

5t = (z-B)K qui a pour solution

t
- =+t . . s - =
e 2 z gui est bien la série géneratrice

exponentielle des polyndmes d'Hermite).

En ordonnant par rapport & z, notons:

n

%
K(t,z,u) =Z 0. (z,n) =2Rn(t,u)z

Qtiestiié - V. 5, n.° 1 {(Marg 1981)

En calculant de 2 manidres différentes
<K(t,z,u)> (comme on l'avait fait au §6),
ol la forme lingaire est ici définie sur --
1'espace des polyndmes en z & coefficients
polynémes en un par <z = Hn(u), et en uti
lisant les propri&tés d'orthogonalité des
%k—l’ on obtient:

z Rn(t,u)Hn(u) =1 (3)

En développant au voisinage de 1 1'équation

au differences (2) on obtient

2
9K 3 K
ﬁ(t'z'l)' a2

(t,z,1)...

d'oll en extrayant le coefficient de 2"

3R 3’ R

n
*5u—(t,l), (t,1)...

o
9 u2
valeurs que l'on rapporte dans les équations
obtenues en dérivant (3) par rapport & u
et en faisant u = 1l... éguations qui permet-
tent alor de déterminer successivement -----
N N Y

1 n
H2n(l),H2n(l),H2n(l)...

Revenant aux H2n(w) on obtient alors:

Theor@me: La distribution du nombre de compa
raisons entre clés dans les histoires de fi-
les de priorité sous forme de liste triée a

pour caractéristigues:

v _ n{(n+5) o2 = n{n-1) (n+3)
2n 6 2n 45
Nous renvoyons & /10/ ol 1'on trouve

raditaillée prevue gui n'a &té gqu'esquissié
ci-dessus ainsi que d'autres analyses de dis
tributions de cofits pour des implantations
simples de files de priorité& et de diction-
naires. On y montre en pariculier que les
caracteristiques de la distribution du nom-
bre de comparaisons pour les files de priori
t& implant&es sous forme de liste non triée

sont:

_ nin 2) 5% = n(n-1) (2n+1)
Yoan T T3 °n T i5

La figure ci-dessus montre les positions des

deux distributions pour n = 25

0.03 listes trides
0.62 lifes non frides
0.0l
> comp
[ 100 1% 200 250 00
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