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EL METODO DE MONTE CARLO APLICADO AL CALCULO DE BLINDAIJES
DE FOTONES
CONSIDERACIONES ACERCA DE LA OPTIMIZACION DEL TAMANO

DE LA MUESTRA
PEDRO COLL BUTI
UNIVERSIDAD POLITECNICA DE CATALUNA

Se propone una metodologia basada en la utilizacidn de operadores matriciales para el andli-
sts del problema de la transmisién de fotones a través de una placa. Considerando el importan
te papel que,en la implantacidn de las téenicas de Monte Carlo, desempefian las consideracio-
nes relacionadas con el error estadistico (Variancia) asociado a los resultados obtenidos, se
dan unas estimaciones de dichos errores, al objeto de optimizar el tamafio de la muestra.

Keywords: A MONTE CARLO METHOD, PHOTON SHIELDING, ERRORS ESTIMATORS,

PHOTON ATTENUATION.

INTRODUCCION.

Como es sabido, el método de Monte Carlo per
mite resolver numéricamente problemas de la
fisica matemdtica mediante la simulacién de
variables aleatorias. Su utilidad y eficacia
se ha hecho cada vez m&s palpable a medida
que se ha incrementado la potencia de cilcu-
lo y memoria de los ordenadores y se usa ,
tanto para simular procesos en cuya marcha
intervienen variables aleatorias, como para
resolver problemas matemd3ticos (ecuaciones),
aunque é&stos no tengan relacibn con procesos
aleatorios.

Con el apoyo de medios informiticos adecua-
dos, en teorfa,el método presenta grandes
ventajas. Sin embargo, cabe advertir del im-
portante papel que, en su implantacidn, de-
sempefian las consideraciones relativas al -
error estadistico (variancia) asociado a los
resultados obtenidos, el cual va Ifntimamente
ligado al tamafio de la muestra (nfmero de
historias) y a las leyes de probabilidad em-
pleadas. La optimizaci6én préctica de este as
pecto ha conducido a la aplicacib6n de una se
rie de técnicas complementarias, al objeto
de reducir el error o el tamafio de la mues-
tra. Entre dichas té&cnicas cabe citar, por
su uso habitual, la introduccidén de los de-
nominados factores de peso /1/, /2/, el uso

de leyes de probabilidad (variables correla-
cionadas) distintas de las que gobiernan el

fenémeno real, siempre que se cumplan cier-

tas condiciones, /3/, /4/, etc.

En el presente articulo, se trata el problema
clédsico de la interaccidén de un haz de foto-
nes sobre una placa con el objetivo b&sico de
proporcionar unos estimadores previos de la
variancia (acotacidn del error) para las di-
versas magnitudes consideradas en la resolu-
cidn del problema. Asimismo, se aporta un mé-
todo basado en operadores matriciales para el

seguimiento de las historias de cada fotén.

Para una mayor claridad conceptual de los ob
jetivos indicados se analiza el problema plan
teado utilizando las probabilidades reales .
No obstante, la metodologia utilizada podré
aplicarse sin dificultades a casos en que se
usen factores de peso o variables correlacio-

nadas.

0S PRINCIP C0S M .

Como es conocido, el fundamento del mé&todo
de Monte Carlo hay que buscarlo en el teorema
del limite central de la teoria de probabili-
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dades. Segfin ello, el valor medio de una va-
riable aleatoria, §,puede estimarse a partir
del valor medio de N valores resultantes del
sorteo de la variable, el cual se distribuye
aproximadamente seglin una ley normal, cuya

variancia viene dada por d@ /VN.

En general, los valores de la variable £ se
obtienen partiendo de un sorteo de la varia-
ble aleatoria ¥ equiprobable en el intervalo
(0,1), es decir, generando nimeros aleato-

rios en dicho intervalo mediante las diver-
sas técnicas existentes al respecto. La re-

lacién entre los valores de vy y de & , viene

dada por:

£
Yy = j pi{x)dx (1)

a

siendo p(x) la densidad de probabilidad co-
rrespondiente a la variable aleatoria & ,

definida en un intervalo (a,b).

A menudo resulta dificil explicitar analiti-
camente la funcién £ = f(y), a partir de la
ecuacidn (1), en cuyo caso suele recurrirse
a procedimientos numéricos (m&todos de Neu-

mann), /2/, /5/, /6/.

3. APLICACION AL ANALISIS DE LA TRANSMISION
DE_FOTONES A TRAVES DF UNA PIACA PLANA.

Se trata de un clésico problema de radiopro-
teccibn. Supbngase que se trata de analizar
la proporcién de fotones que logran atrave-
sar una placa de espesor finito y dimensio-
nes laterales infinitas, sin haber sufrido
ninguna interaccién, asi como la proporcién
que atraviesa habiendo sufrido una o varias
interacciones de dispersidn (efecto Compton)
en el seno de la placa y los fotones retro-
dispersados, es decir, aquellos que emergen.
de dicha placa por el mismo plano de inciden
cia.

Supbngase, a efectos simplificativos, que se
trata de un haz paralelo y monoenergético de
fotones de energia Eo' incidiendo normalmen-
te sobre la placa de espesor t, tal como se

indica en la Figura 1.

Sean u(Eo) el coeficiente de atenuacidn del
material de la placa (homogé&neo e is&tropo)

Yy uc(Eo) el coeficiente o seccidn eficaz

microscOpica para las interacciones Compton,
ambos dependientes de la energia de los foto-
nes.

La probabilidad de gque un fotdn incidente de
energila Eo recorra una distancia r en el inte
rior de la placa, sufriendo una interaccién

entre r y +dr seréa:

pl(r)dr = u(Eo)e_U(Eo)rdr (2)

Partiendo de un valor Yo de la variable alea-
toria equiprobable en el intervalo (0,1), el
correspondiente sorteo de la variable r pro-
porciona, de acuerdo con (1) y (2), un valor

r tal que se tendri:

o
Jrov —u(Eo)r
Yo = u(Eo) dr
[}
es decir:
r.= TED in (1 yo)_ TED) 1n Yo (3)
o o
ya que la variable 1 - y tiene la misma dis-

tribucidén que y.

Si T, > t el fotén atraviesa la placa sin -
interaccionar. Si ro < t 1la interaccién de
ese fotén puede conducir a una absorcidn o

a una dispersién en el interior de la placa.

Un nuevo niimero aleatorio Yio (tipo ruleta

rusa) definird el tipo de interaccién.

Si Yto > uc(Eo)/u(Eo) habfa que considerar
el fotbn absorbido.

Si Yig € uc(Eo)/u(Eo) serd dispersado por --
efecto Compton.

El an&lisis se complica en el caso de que se
de la segunda eventualidad, ya que dicho fo-
t6n dispersado tendr& una energfa que seri -
funcidén del &ngulo polar de dispersién ¢ vy

dicho &ngulo no es equiprobable.

De acuerdo con la formulacidn del efecto Comp-

ton, se tendri:

Eo Eo EO(Mev)
E1= ————  con k= 5 = — (4)

1+k (1-cos0) m,c 0,511

La seccibén eficaz microscSpica diferencial de

Klein-Nishina para la dispersién Compton, vie
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ne dada, /7/, por:

dabﬁe} ~
[s19]
L2 -2 2. k% (1-cos0)?
=3 ro[l+k(l—cos®)] [l+cos O+TTETT:55§67]
(5)

el radio equivalente del electrdn

siendo r
° . -13

(ro=2,8l7.10 cm) .
La seccidn eficaz microscSpica total viene

dada por:

0=mr2%§ﬂh@}ﬂh%ﬂ&Mh&Lh% 5 (6)
¢ ° 1+2k k 2%k (1+2k)

L k
La probabilidad de que, en la colisidén, el fotdn
sea dispersado con un &ngulo polar comprendi

do entre 0 y © + dO, serd

p(e)do = 1 doc(®) p45enedo 7
Oc da

El sorteo de un valor para el &ngulo polar
deber& proporcionar un valor Ol tal que se

cumpla:

5,
v(eq) =j ~i— do¢ 27senodo
A ¢ dg

es decir:

vy = 2my{vy) (10)

Una vez conocidos esos valores, habrd que sor

tear la nueva distancia recorrida rl, cuyo va

lor sera:

Iny
u(E,) 1

1
Si & es el &ngulo formado por la nueva direc-
cibén del fotdén con la normal a la placa, para
saber si dicho fotén ha salido o no de la mis
ma, habrid que considerar las siguientes rela-

ciones:

Si ro+rlcos®>t el fotbén escapa por la cara

posterior.

Si ro+rlcos®<0 el fotdn escapa por la cara

anterior.

Si Osro+rlcos¢st el fotbn sufrird otra inter-

accidn en el seno de la placa.

Para una correcta determinacién en cada coli
sidén del &ngulo § , proponemos la siguiente
metodologia basada en operadores matriciales
que permitan, para cada recorrido del fotén
entre dos colisiones Compton, conocer exacta-
mente su posicién definiendo un vector que

coincida con la trayectoria del mismo.

1

v(@,) =¢- - €0s®y -
1 1+k (1-cose, ) K K2 1o

kz-zgl k)
k +

2+6k+KkS | mr

+ 1In [1+k(1- cosoq)] +
) 3 o

Como es bien conocido, para la energfa de -
los fotones de inter&s en el cdlculo de blin
dajes, la dispersifn Compton es bastante isd
tropa, por lo que es bastante habitual en
esos casos utilizar este tipo de aproxima-
cibn, con la cual se simplifica considera-
blemente el sorteo del dngulo polar, al te-

ner, para dispersiones isStropas:

cosoy = 1 - Zy(el) (9)

Dado que el &ngulo azimutal y es equiproba-

ble, su sorteo conduciri a un valor:

(1+k(1-cose,)

43? +

(8)

Utilizando unos ejes cartesianos, con el eje
0Z normal a la placa, de acuerdo con la Figu-
ra 2, existird una relacién entre dos vecto-
res consecutivos correspondientes a dos tra-
mos recorridos por el fotén. Conocidas las
componentes del vector Gn—l’ de mbdulo ro-

Y energia En—l’ el sorteo de los &ngulos On

y wn, asi como el del médulo T definird

> s
el vector Vo sigulente:

Sean i', j' v k' tres vectores unitarios si-
tuados sobre los ejes 0'X', 0'y' y 0'2', ta-
les que 0'Z' coincida con la direccién v

-1
y 0'Y' sea perpendicular a 0X.
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>
Las componentes del vector v

n €h esos ejes
seran:

Las componentes de i', j' y k', tomando co-

mo referencia los ejes OX, OY y 0Z, definen

una matriz cambio de base gque permite tener

> . .
las componentes de v respecto a dichos ejes.

Es decir:
VP YA Y (11)
Vp T n-1 “n
r
n-1

‘/,/7‘////////
v

Figura 1: Haz de fotones incidentes sobre

una placa plana.

4
/

Figura 2: Relacidn entre dos tramos consecu-

tivos de la trayectoria.

siendo:
-

2 +V2
i V2,n-17 V3,n-1

vV¥2 n-1"3,n-1

V1,n-1 tY2un-l Y3,n-1 "n-1

A(-> | — s I E— ’

v ):‘
-1 T 7
e Va.n-1"Y3,n-1 Vo n-1*V3,n-1

_Vin-1 V3,n-1

Tz
VV2 n-1*V3,n-1

YV2 n-17V3,n-1

r 7
jseno seny .

"
g L
seno cosy,

|
!
2 |
{ c0sS© i
i

=]
| E—

L

La relacibn:

define una secuencia que permite ir obtenien
-
do los sucesivos vectores Vv , sorteando cada
vez los &angulos On Yy ¥, (gque proporcionan
ar E ) r
u .
n?Y ®n) ¥ Ty
El primer vector a considerar, serd

3O(O,O,ro) y los siguientes:

r -
Vl = e A(vo)u1= rlul
0
r
> 2 TN p Fa ﬁl
V2 = ——"r A(Vl) 2 2A(U1) 2
1
7\; = ___3_ A(VZ)UI - r A(A('Gl) _GI)'GI
3 r, 3 3 1 2’73

Tn una notacién m&s compacta, se tendr4:

v {n-1) 3!
v, rn A Up (12)

Al cabo de n interacciones, la componente Z

del vector Ezn, es la que permitir& averi-
guar la situacién del fotdn:

v1,n-1

V2,n-1

[
Xe]
8]
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N
Si 2 vy n>t habrd atravesado la placa en el
n=0 ~’

sentido de flujo.

N
Si 2 Vs n<0 habréd atravesado la placa en
n=0 ~'
sentido contrario.

N

Si 0s § vy oSt sufrird una nueva interaccién.
n=0 ~'

El espectro direccional de los fotones que
atraviesan la placa vendrd dado por el dlti-
mo vector posicional Vo de forma que se ten
dra cos¢=v3,n/rn, siendo & el &ngulo formado
por la direccidn del fotdn emergente con la

normal a la placa.

El espectro energético de dichos fotones ven
dr& dado por la distribucién de los valores

En.
El"grado de degradacién" o nfimero de colisio
nes sufridas por los fotones emergentes ven-

dr& dado por los respectivos valores de n.

El punto de emergencia vendri dado por las
componentes x e y del vector zgn'

Este algoritmo présenta una indeterminacién
en el caso en que algunos de los vectores
Gn—l tengan nulas la segunda y tercera com-
ponente. Esta indeterminacién se soslaya --

utilizando,en tales casos, la matriz:

-1

Alvp_q)

En la Figura 3 se da una representacién es-
quemética de las secuencias de c&lculo para
el problema analizado.

4, ESTIMACION DEL ERROR DE [0S RESULTADQS
QBTENIDOS.

De acuerdo con la aplicacién del teorema del
limite central, para valorar el error asocia
do a cualquiera de las variables obtenidas,

debe conocerse la variancia de la ley de pro

babilidad correspondiente.

En el caso de la placa analizado, para la

proporcién de fotones que la atraviesan en el

sentido del flujo sin interaccionar, la ley
de probabilidad vendrd dada por una variable
aleatoria v , cuyos valores son 1 y 0, con -

Ut -ut

probabilidades respectivas e y 1l-e , la

cual puede expresarse en la forma:

Su valor medio <v> vy su variancia v, valen:

<VU> = e'Ut

v, = e-ut_ e-Zut

La relacidn entre el error relativo y el ta-
mafio de la muestra (nGmero de historias), de
acuerdo con el teorema del limite central y

considerando un intervalo de confianza #30,

serd:
. = 3Ve'”E§1-e'”E)
L (13)
Para una placa con ut = 1, el nfimero de his-

torias necesario para tener un error del 5%,
serfa N=6.186, con <v> = 0,367.

Si la variable considerada fuese la propor-
cidn de fotones que atraviesan la placa en
el sentido del flujo, habiendo sufrido una
inica colisifn de dispersifn, la probabili-
dad correspondiente, p+(l), puede estimarse
seglin:

193
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Figura 3 Diagrama de lasecuencia de cdlculo para ta transmision
de fotenes a traves de una placa con un numero total
de historias N
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=t == =; _u'e
+(1)= ue’“x(fﬁq —l—seneu‘e cose 1
P X x/8=0 b2 cos ©

=0/ z=t-

habiendo considerado, a efectos simplificati

vos, la isotropia de las dispersiones, un

mismo valor u'para el coeficiente de atenua-
cidén después de la colisidn y siendo z la --
proyeccidn, en direccidn del flujo, de la --

distancia recorrida tras dicha colisidn.

La integral tiene la siguiente solucidn ana-
litica:

1 u
2

p*(1)=

siendo El Yy E2 respectivamente las funciones
integrales exponenciales de primer y segundo
orden, /8/, /9/.

Definiendo como antes la variable aleatoria
+
v (1) en la forma:

La relacibn entre el error y el tamafio de --
muestra, seri:

(16)

Para una placa con ut=1 y con los valores
u'=8u vy uc=0,7u, (apropiados para fotones
con energias cercanas a 1 Mev), se obtiene
p' (1)=0,0087, con lo que, si se utiliza el
mismo nfimero de historias halladas anterior
mente (N=6186), el error asociado a la esti
macidn de la proporcidn de los fotones que
atraviesan la placa en el sentido del flujo,
habiendo sufrido una colisién, seréd del -

40,7%.

Para la probabilidad de que, con una {inica
colisién, la particula salga de la placa,

en direccién contraria (retrodispersién),se
tendré:

u

- u' - 'I
< {-e Lt+E2(u't)+ e 1‘lt[El(u't)-El[(u'-u)t)+'|n L ]
u

dxdzde  (14)

Con los mismos valores anteriores, se obtie
ne p (1)=0,2 con un error asociado del 26,7%,
para el mismo tamafio de muestra.

Es interesante destacar que la probabilidad

de que una particula, después de una inter-

u'-u

(15)

accidn de dispersidn (supuesta isStropa) re
corra una distancia hasta la siguiente coli
sién, tal que su proyeccién en direccién --
normal esté& comprendida entre z y z+dz, vie

ne dada por:

" ['u _ HZ
P(Z)dz = -—2—— ) zgg g e cos® dedz
0

- ® < g < ®

expresidn que puede ponerse en funcién de la
integral exponencial de primer orden, en la
forma:

u

p(z)dz - > Ey(ulzidz (18)

ley de probabilidad cuyo valor medio y va-
riancia son, respectivamente, <z> = 0 y

_ 2
v, = 2/3u°.
Para el caso general, es decir, para la pro-
babilidad de que una particula atraviese la
placa, en el sentido del flujo, habiendo su

frido n colisiones, se tendri:

L UC -ut f u! -ut N [
p (1)= T 1-e™"E,(u t)+-—~—[e Ep(u't)-g; ((u+u')t)+|nlﬁ§aj} (17)
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n-2
t -9 &j
+ oot -z b2, (ue g 1=8
p (n)=(—’-)(uoe Yo Odzoj (—’)p(zl)dzl
Yo ') -z H1
0 o n-2

Puede hallarse una cota inferior de p+(n) de

la siguiente forma (n>2):

(—ﬁ—’ﬂ-’-l)p(zn_l)dzn_1 p(zn)dzn

z
i
i=0

0

(19)

-1
T By

1 - t
p+(n);(uc’°)(l-e_uot)_E_EZ(unt) %% (Hcd)[ p(zﬂdzi=
i=1

Y, Y o

n-1

Los valores del coeficiente “i’ en general,
ir&n aumentando, al aumentar el nlmero de co
lisiones debido a la degradacién de la ener-
gia. En consecuencia, en funcién de la media
geométrica (uc’i/ui), para i=0,1,...,n-1, se
podr& poner:

pH(n)s—- (u—C—‘)n (1-e7"0%) £, (u,t) (1-E2(uot))n'1

MM

Dependiendo del nfimero de colisiones habidas,

el valor de Ez(unt), puede ser muy pequefio
(un muy elevado), lo cual puede conducir a
estimaciones demasiado pequefias de la cota
inferior de la probabilidad. Para evitar es-
te inconveniente, puede suponerse, de forma
aproximada:

- u .
o) (120 Byl TT (220 (1)

(20)

(21)

(22)

t
+ 1 He,i ' n-1 -
P (n)?:f(———’—) (1-Ep(ugt)) " | upe™M0%0dz | p(z, )dz =
u.
! o] t-zo
1 u. ;\h=1 n-1
= - 1(2) (1-Ex(u,t)) (1)
2PN oy e

A partir de esta estimacibén, podri relacio-
narse el error relativo con el tamafic de la

muestra, es decir:

3Wp*(n) - (p*(n)?
P*(n) N

g(n) =

La probabilidad global de que una particula
atraviese la placa en el sentido del flujo,
seré:

o0

D+ = ngo p+(n) (23)
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Una metodologia parecida podria utilizarse
para estimar o acotar previamente la proba-
bilidad de que una particﬁla atraviese la
placa con un &ngulo ¢ dado respecto a la --
normal y poder, en consecuencia, programar

el nimero de historias necesarias para obte
ner, con un error dado, el espectro direccio

nal de salida.

>, CONCLUSIONES.

En los Gltimos afios ha sido muy notoria la
introduccibén de las técnicas de Monte Carlo
en el Ambito de los c&lculos de blindajes en
radioproteccién, asi como en la resolucidn
de la ecuacibn del transporte para el estu-
dio del comportamiento de una poblacidén de
particulas en un medio determinado. El pro
blema analizado acerca de la transmisidn de
fotones a través de una placa es cl&sico vy
suele abordarse mediante el método de Monte Car
lo utilizando variados modelos simplificados.
En este articulo se ha tratado el problema -
mediante el uso de operadores matriciales y

adoptando las leyes de probabilidad reales.

Dado el elevado nGmero de historias necesa-
rias para obtener errores pequefios en las
estimaciones de las variables, es fundamen-

tal, en este método, analizar previamente la

variancia de las leyes de probabilidad al ob

jeto de poder minimizar el tamafio de la mues-
tra y consecuentemente el tiempo de uso de
ordenador. En esta lfinea se ha presentado --
una metodologia para la determinacién de una
cota inferior del error para las probabilida
des de salida de la placa en funcién del nfi-

mero de colisiones habidas en la misma.
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