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RESUMEN

Se realiza una breve introduccién a los disefios experimentales. Se estudia su modelo ma-
tematico, sefialdndose las matrices caracterfisticas. Se resumen los distintos tipos de di
sefios experimentales presentes en la bibliograffa y se introducen los disenos axiales y -

sus ventajas précticas.

SUMMARY

It is made a little introduction to the experimental design. The caractheristic matrix -
are described and a list of the experimental designs is given. Finally the axial designs

are introduced and their properties are pointed.

INTRODUCCION

Frecuentemente en el campo de la investigacién quimica, el experimentador se -
halla ante la necesidad de establecer unas condiciones 6ptimas de operacién. Ciertamente,
en todo estudio existirdn una serie de variables controlables (factores), como pueden ser
la concentracién de los reactantes, la presién, la temperatura, etc., y una serie de varia
bles dependientes de las primeras como pueden ser la pureza de un producto, el costo de -
una operacién, etc.. El problema consiste en establecer qué combinacifén de los factoes pro

porciona un conjunto de una o varias respuestas mds adecuadas.

El problema se puede tratar bajo dos enfoques distintos. El primero de ellos
es efectuando una investigacién de tipo fundamental, y el segundo mis préctico y econdmi-

co es empleando técnicas de investigacibén operativa.

Existen varios métodos de optimacidn dentro del campo de la investigacién ope-
rativa (en un artfculo previo se hizo un estudio comparativo de los mismos (1)), pudiéndo-

se esquematizar de la forma siguiente:

(*) Departamento de Qufmica Técnica. Facultad de Quimica. Universidad de Barcelona.
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Simplex y modificaciones
Empiricos Complex y modificacicnes

Métodos de Aleatorio

optimacidn

Semiempirico de Box-Wilson (2)

De todos ellos el semiempirico de Box-Wilson es el mds efectivo, y para su --
utilizacién se requieren ajustes polinomiales a la superficie de respuesta, que conduzcan

a ecuaciones representativas del fendmeno.

Ajuste de superficies de respuesta y disefio experimental

En general, toda respuesta 7, dependiente de una serie de k variables ?l’§2’:

...,?k estd relacionada con las mismas por medio de cierta funci desconocida:

LR 1. WO g (1)

Para el estudio de dichas superficies de respuesta se utilizan una serie de variables es-

tandarizadas X4 de acuerdo con (3-5):

By &~ (2)

;iu - gi

S
i
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donde ;iu es el nivel de la variable i-&sima en el u-ésimo punto experimental, y ;i es el

valor medio de las ;iu' Si viene dado por la siguiente expresidn:
P
N (;iu - ;i)
Si = (3)
u=1 N/c

donde N es el n@mero total de experimentos y ¢ un factor de escala que, en principio,adop

ta el valor unidad.

El programa de N experimentos a realizar en términos de las nuevas variables,
constituye un disefio experimental y se representa mediante una matriz D (Nxk), denominada

matriz de diseno.

Ajuste polinomial a la superficie de respuesta

En general la funcién j (ecuacibn 1) podrd representarse por un polinomio de
orden d, obtenido por desarrollo en serie de Taylor de 7 alrededor del punto central de -

la regién. Asi, la respuesta en el u-€ésimo punto experimental vendrd dada por:
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Un disefio que incluya k factores y permita estimar todos los coeficientes has
ta orden d, se denomina disefio k-dimensional de orden d. Evidentemente el nimero de expe

rimentos a realizar debe ser superior al nfimero de coeficientes a estimar:

k d

> +
N — (5)
Ajuste polinomial por el método de minimos cuadrados
Los coeficientes de la ecuacién 4 que, en forma matricial seré:
n=XB8 (6)
se estiman de forma conveniente por minimos cuadrados, de acuerdo con la ecuacidn:

B= (X' )" txy=TyY (7
donde X es la matriz denominada de las variables independientes y X“se transpuesta. Y, -
es el vector de las respuestas estimadas y B el vector de los coeficientes estimados:

e(B) = 8
(8)
e(Y) = n (9)
La matriz T se denomina matriz de transformacién del diseno, y es igual a:
Ty Tk
T = (X“X) "X (10)

. =1 . . i :
La matriz (X7X) representa las varianzas y covarianzas de los coeficientes estimados, y

recibe el nombre de matriz de precisién del disefio.

Si el modelo representado por la ecuacién 6 no resulta adecuado y son necesa-

rios Ll términos adicionales Xlﬂl’ es decir,

= + X, 8
LR 1 84 (11)

entonces los estimados B vendrdn sesgados segflin:

€(B)= B'!‘AB'L
(12)

siendo A la matriz de sesgo del diseno:

=, (] -1 1
A = (X'X) X%y (13)

Disenos experimentales ortogonales y rotatorios
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Disefio ortogonal

Los disefios ortogonales son aquellos gue poseen la matriz X“X, denominada ma-
triz momento,diagonal. Sus ventajas consisten en que los coeficientes se estiman de mane
ra sencilla, independientemente y con varianzas minimas.

No obstante, la ortogonalidad es una propiedad un tanto ficticea, pues depen-
de de la orientacién particular del diseno respecto a la superficie; en este sentido son

preferibles los disefios rotatorios que a continuacidén se comentan.

Diserio rotatorio

Los disefios rotatorios vienen caracterizados fundamentalmente por una distri-

bucién esférica de la varianza, es decir, la varianza de una respuesta estimada depende -

exclusivamente de la distancia del punto considerado al centro del disefio.

Ademids todos los momentos de un disefio rotatorio estén ligados a una serie -

de constantes caracteristicas, )2,> , etc. siendo nulos los de orden impar.

Las tablas 1 y 2 muestran los disefnios de primero, segundo y tercer orden més

importantes presentes en la bibliografia.

SUPERFICIES DE PRIMER ORDEN Y DISENOS AXIALES

Importancia de las superficies de orden 1

'E1l ajuste de una superficie de orden uno reviste especial importancia cuando
se trata de aplicar el método de ascenso de méxima pendiente propuesto por Box y Wilson -
(2). Aunque si bien es posible seguir &ste en una superficie de segundo orden, los célcu
los necesarios para obtener la la linea de ascenso son, ciertamente, complicados. Por --
otro lado, si se reduce la ecuacidén a variables candnicas(2), y se asciende por el eje de
la cbnica correspondiente, no se obtiene mayor simplificacién operativa, ya que,de nuevo,
los cilculos son realmente laboriosos. Es, por consiguiente, de sumo interés el ajuste -
de una ecuacién de primer orden, va que, en este caso, la obtencidén de la linea de ascen-

so méximo, se puede decir gue es inmediata (1,2).

Los disefios axiales para la estimacidn de superficies de primer orden

Se ha adoptado la denominacidn de disefios axiales para aquellos cuya matriz -
de disefio tiene la forma de la matriz expresada en la tabla 3. De esta manera, en dos di
mensiones, el disefo axial corresponde a un cuadrado con sus vértices situados en los --
ejescoordenados. En tres dimensiones los disefios axiales constituyen octaedros, mientras

que en espacios k-dimensionales, forman figuras andlogas al octaedro (hiperoctaedros) .

Los disefios axiales son excelentes disefios secuenciales de primer orden. En =
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k=2

= Triéngulo (3 ptos. experimentales)
- Cuadrado (4 ptos. experimentales)
- Pentdgono (5 ptos. experimentales)
= Ete,

k=4

- Figura andloga al tetraedro (k+1 ptos.
- Figura andloga al octaedro (2k ptos.

- Figura ané&loga al hexaedro (2k ptos.

k=3

- Tetraedro ( 4 ptos experimentales)
- Octaedro (6 ptos. experimentales)
- Hexaedro (8 ptos. experimentales)

- Icosaedro (12 ptos. experimentales)

- Dodecaedro (20 ptos. experimentales)

experimentales)
experimentales)

experimentales)

TABLA 1.- Disehnos experimentales de primer orden

k=2

k=3

- Diseno factorial compuesto
- Combinacién de icosaedros
- Combinacidén de dodecaedros
k=4

- Diseno factorial compuesto

- Disenios Simplex-Sum

Disenos de Box-Draper

cos de puntos equidistantes (n=7).

Formados por combinacién de dos o mis anillos concéntricos de puntos equidistantes (Pentd

gonos, Hex&dgonos, Heptdgonos, Disefio factorial compuesto, etc.). Siempre n=5

TABLA 2

Disenos rotatorios de segundo orden

y de tercero.

Los disefos de tercer orden estd&n formados por combinacién de dos o mds anillos concéntri

S6lo tienen interés para k=2.

a 0 0 0
-a 0 0 s 0
0 a 0 . 0
0 -a 0 . 0
0 0 a 0
0 0 -a 0
0 0 0 s a
0 0 0 o =R
0 0 0 - 0
0 0 . 3 0

TABLA 3

Matriz general de un diseno axial
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efecto, dada la especial ortogonalidad de las columnas de la matriz de disefno, es posible
la reduccidn selectiva de una variable determinada, sin modificar el nivel de las demis.
Esto equivale a decir que,con la sola repeticién de dos puntos experimentales, una ecua-

‘cién estadisticamente no significativa, puede pasar a serlo.

En lineas generales, el procedimiento a seguir en su aplicacidn secuencial, -

se puede esguematizar en los siguientes puntos:

i) Obtencidén de una ecuacibn de primer orden mediante un diseno axial.

ii) Estudio de la ecuacién y de la significacién de cada uno de sus coeficien-
tes.

iii) Si el desajuste de la ecuacién resulta significativo, se procede a la re-
duccién selectiva de la variable (o en su caso variables) gue méds contri-

buya al mismo.

iv) Se realiza un nuevo disefio axial con las ecuaciones de cambio de variable
(real a variable de diseno) modificadas de acuerdo con lo efectuado en 1iii).

v) Vuelta a ii).

No obstante los puntos de procedimiento expuestos, existen numerosas posibilidades de ac-
tuacidén. Asi, si ﬁna variable o un grupo de variables resultan no significativas, pueden
permanecer en sus niveles iniciales, a lo largo de posibles y sucesivas reducciones de -
los niveles de las demds, o bien, si se cree conveniente, pueden asimismo modificarse se-
lectivamente, en el sentido de incrementar el intervalo experimental al que van ligadas.
Las combinaciones a gue puede dar lugar los disenos axiales, son mltiples y distintas, -
siendo su principal caracteristica la gran fliexibilidad derivada dela especial ortogona-
lidad de las variables entre sf, es decir, al no depender en un experimento, el nivel de
una variable del de las demés.

Por otra parte, las propiedades estadisticas de un diseno axial son compara-

bles a las de cualquier otro disefio de orden unoc (2,3).

Ventajas en la utilizacién pr&ctica de los disefios axiales

Cabe sefialar como ventaja primordial de los disefios axiales, la referida al -
nlmero de experimentos a repetir en el caso de que la ecuacién estimada fuese no signifi-
cativa, ya que permiten la contfaccién selectiva del intervalo experimental de una sola -
variable. Asi pues, repitiendo tan solo dos experimentos, es posible la estimacién de -
una nueva ecuacién. A partir de ella se tomard la decisifén de repetir dos experimentos -
mis, o caso de obtenerse ya la ecuacién significativa, seguir adelante con la investiga-
cién propuesta.

Cabe senalar ademds la extremada sencillez de cdlculo necesario para la obten
cidén de la ecuacibén y del andlisis de varianza consiguiente, gque se deriva de la especial
ortogonalidad de la matriz de disefio. Debe pensarse ademds que, an en el caso mis desfa

vorable (repeticién finalmente completa de la totalidad de los puntos del disefio axial -
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inicial) la cifra de experimentos resulta comparable con la de los demds disenos, los -
cuales no poseen la opcibén de la repeticién selectiva por variables.

En lo que se refiere al sesgo de los coeficientes estimados, los disefos axia
son igualmente comparables, ya que al igual que ocurre con los disefos factoriales y frac
cionados adecuados, el sesgo es nulo para todos los coeficientes que estiman,salvo el es
timado de bO'

Otro detalle importanté, es el relativo al nmero de puntos necesarios para
completar un disefio axial. En efecto, 2k puntos, m&s los centrales que se desee, es un -
nGmero muy apropiado, acercdndose al valor recomendado por Draper (6)-

Otra ventaja, que por su singularidad merece ser destacada, es la que poseen
los disefios axiales, al permitir incorporar una nueva variable al estudio, sin tener que,
para ello, repetir un nimero de puntos igual a los del disefio. En efecto, la adicibn de
dos nuevos puntos experimentales permite el ajuste de una nueva ecuacibn en el espacio -
k+1 dimensional, siendo k la dimensién del espacio primitivo.

Al margen de lo expuesto, conviene asimismo constatar que los disenos axiales
constituyen una base desde la cual es posible la construccién de un disefio apto para la -
estimacién de una ecuacibn de segundo orden.

Como fltima ventaja de los disefios axiales, mencionar que permiten una estima
cidén uniforme del error experimental,sin tener que, para ello, duplicar la totalidad de -
los puntos del disefio. Esto es asf, ya que resulta posible duplicar los experimentos co-

rrespondientes a un eje coordenado, sin que el disefio pierda su ortogonalidad.

BIBLIOGRAFIA

(1) Costa J., Mata J. y Domingo F.J.; Ing. Quim. 122 (1979)

(2) Box G.E.P. y Wilson K.B.; J.Roy. Statist., Series B, 13, (1951)
(3) Box G.E.P. y Hunter J.S.; Ann. Math. Statist., 28, No.l, (1957)
(4) Box G.E.P.; Biometrika, 39, (1957)

(5) Mata J. y Costa J.; Ing. Quim. 123, (1979)

(6) Draper N.R.; Ann. Math. Statist., 31, (1960)

NOMENCLATURA

A Matriz de sesgo del disefio ; x.  Valor de la variable i en el punto
B Vector de los coeficientes experimental u

& Factor desesgala Y Vector de las respuestas observadas
4 oOrden del disefio ﬁ Vector de coeficientes a estimar

k Ndmero de dimensiones del espacio Vector de respuestas a estimar

N Nonezo de eperinentos A SR i, e o s
81 IRERSORIES ponseragy de. 1a variable gi ., Valor de la variable i de cierta fun-
T Matriz de transformacién del disefio cién ¢ en el punto u

X Matriz de las variables independientes é Funcibén desconocida

X. Matriz de las variables independientes

adicional
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