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RESUMEN

La utilidad del tratamiento de las redes trifésicas a través de las componentes simétricas se de-
be fundamentalmente a que la conocida transformacidn de.Fortescue/Stokvis diagonaliza 2 una clase
de matrices denominadas circulantes ; &stas forman un anillo conmutativo con elemento unidad. Asf
pues sumas y productos de matrices circulantes se reducen a sumas y productos efectuados con sus
valores propios, lo que conduce al estudio de los sistemas trifésicos a través del estudio de
tres subsistemas correspondientes a cada uno de los valores propios.

La utilidad de la transformacién, no obstante, quedari en entredicho cuando se manejen matrices
que no sean circulantes por lo que el método en estos casos no serd de gran utilidad (antes al
contrario, entorpece decisivamente relaciones tensién/corriente sencillas). En el § 5 se da la
forma que se cree mas conveniente para el tratamiento de estos casos.

El artfculo termina con un apéndice en donde se comprueba la utilidad de la transformacién orto-
normalizada, dando asimismo la clase de matrices oue son diagonalizadas mediante la transforma-
cién de Concordia (utilizada ouando dos valores propios de una matriz circulante coinciden) por
lo que su uso puede extenderse a casos que, incluso, no son abarcables mediante la transformacidn
de Fortescue/Stokvis (en el sentido, claro est, de la diagonalizacién de la matriz correspon—
diente).

SUMMARY

The utility of treatment of three~-phase networks through symmetrical components is due fundamen-
tally to the fact that the known Fortescue/Stokvis transformation diagonalizes some kind of ma-
trices denominated circulating matrices ; these constitute a conmutative ring with identity
element. Thus, additions and products of circulating matrices are reduced to additions and
products accomplished by using their eigenvalues. It leads to the siudy of three-phase systems
through the study of three subsystems correspondent to each one of the eigenvalues.

The utility of the transformation, howewer, will be interdicted when non-circulating matrices
are managed. For that reason in these cases the method will not be of great utility (on the
contrary, it decisively benumbs simple ratios voltage/current). In § 5 the way believed to be
the most convenient for the treatment of such cases is given.

The article finishes with an appendix where the utility of the orthonormalized transformation
is verified giving likewise the kind of matrices that are diagonalized by means of Concordia
transformation (which is used when two eigenvalues of a circulating matrix coincide). So, its
use can be extended to some cases that even Fortescue/stokvis transformation does not include
(in the sense of diagonalization of the correspondent matrix, of course) .

* Adjunto Electrotecnia.

Dedicado al Profesor FREIXA con motivo de su jubilacidn.
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$ 1. RELACIONES ENTRE TENSIONES Y CORRIENTES EN UN GENERADOR REAL

Bs sabido que un generador real puede ser representado (de cara a la carga que alimente) de acuer-—

do con la fig. 1 3 el punto N puede estar rfgidamente unido al suelo (EN = 0) 6 bien estar aisla=—

do (¥, = 0).

Ia

($a3.4)

¥ Ve v $\./c

La particularidad mas notable estriba en que, en el generador real, existen acoplamientos magné-
ticos no reciprocos (1a fase A influye en la fase B en un término de c.d.t. ENEA siendo el
efecto de la fase B en la A, en cuanto a c.d.be., de 2 I 35 Z £ en general) debidos a 1la

; <[y~ T

influencia de giro del alternador , con lo aue tal efecto se presentari en toda mauina eléctri~
ca giratoria (alternadores, motores).

Estando la méaquina simétricamente construfda y sin presentar defecto alguno de funcionamiento,
es claro que Em determina la influencia de una fase cualquiera con respecto a la que le sigue
en la secuencia ; ¥y En 12 influencia de una fase con respecto a la anterior en la misma secuen—
cia 3 por filtimo, se notaréd por éf a la impedancia propia del devanado constitutivo de una fa-
S€.

Aplicando la 28 ley de Kirchoff al conjunto generador/tensiones/tierra/neutro resulta ,

Byom Bl + Zly+ Blo+ I+ gy
E = v 11
By - L, b By + Bl Gy v Gy ) W)
- A
By =zl + By + Bdo+ Lo+ By

4 bien, al ser _2_[_N=_I_ + I+
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“h - ey =yr~B =nr—C =i
Bym oI+ L+ BLo+ Ty (42)
E =2° * -+ " \'i
E, I+ 3L + 2% 4 ¥

con, Zp=Ze+ Ly 3 IR YL s Lt

Las relaciones (1.2) se escribirén de forma condensada ,

B=2 I+ (1.3) ®)
siendo ,
T
{Eﬂ T &
E(3x1) = QB\ s V(3x1) = ¥ y B3 = 1) L,
5 v
J T L
O
Z ,‘\= L T Ad r
g(3l3) z Zg z;
A A

La resolucidn de cualquier problema eléectrico (blsqueda de tensiones, V , y corrientes , I) debe-
rfa resolverse, pues, mediante la ecuacién (1.3) asf como con la relacién impuesta por la carga
(bien a través de una matriz de impedancias, V = ZI , & matriz de admitancias, I = YV § a tra-

vés de una relacién hibrida).

§2, PROPIEDADES DE LA WATRIZ 2
53
La matriz ZF avarecida en el anterior apartado es de un tipo especial , recibiendo el nombre

de circulante (en general, no simétrica). Es claro que su diagonalizacién aportaria ventajas de-

cisivas a la ecuacién (1.3) ya que separaria las relaciones tensién—corriente (1a ecuacién 1.3

(%)

=1
Muchas veces es conveniente escribir la igualdad con , (Yg = Zg )

YE=I + YV
g g
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no permite determinar el potencial de una sola fase mediante el conocimiento exclusivo de la

corriente que circule por ella).

Queda asimismo claro que la utilidad de la digggnalizaoién de Zg lo seri para matrices circu-
lantes y no otras (es mas, la transformacidn gque diagonalice a Zg entorpece decisivamente
cualquier relacién tensién-corriente que no lo sea a través de una matriz circulante, por lo que
en estos casos la utilidad de tal transformacién quedars en entredicho).

Es un ejercicio algebraico de rutina diagonalizar Zg gue proporciona g (Zl " 22 ’ ZO valores

ropios § w W, w. vectores propios correspondientes)
7 TR 2 T

2,.

7 w7 7 #
Ly =i+ 2Z 4+ %,
» 2. 2.4 ’
= Z° 7 . *

B, I+ i + ok (24) (#)
g mE + 5+ L,

I ) 1

4 2
F=oolw 5w sw)s=—»1a2a 8 1 (%)
1 2 0 JE;
2
a a 1

en donde a es el conocido nfimero complejo , a = 1 Z27T/3 = =1/2 4+ j {3 /2.
Asf{ pues, si se nota por D a la matriz diagonal , diag(ﬁl e QE N go) resultars ,

-1, *
D=P 4F=F4F
g &

va cue F es unitaria (F*' - transpuesta conjugada de F ; F = F ),
Es importante destacar el hecho (que da la utilidad al método y apoya definitivamente el subraya-—

do anterior) que la transformacién F es finica para todas las matrices circulantes . A F se le

denomina transformacién de Fortescue/stokvis.

268

(%) Bs Gtil observar que es,

ém
i
b
p

2 2
= -+ aZ $ = aZ Z
2 = & aZ + 2, 5 L=y v, v ag,

que demestran claremente la influencia de gN.

(%%) Ver apéndice.
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Be muy Gtil (para cdloulos posteriores) disponer de las inversas de las relaciones (2.1) ; fa-

cilmente se obtiene,

& 4

L~ g+ 23+5

. 4 2

7e = 3 (qgl % ad. 9 4 (2.2)
e A uil

z° = 3(a§1+ag,2+z)

§ 3., ESCRITURA DE LAS RELACIONES TENSION-~CORRIENTE

Partiendo de la relacién (1.3) se tiene ,

*

F*E = (F*ZgF)(F I) + F*v
8 bien ,

E =DI + V (3.4)
s S 8

habiendo utilizado la notacién ,
+* * +*
E =FE 3 I_=FI ;3 V =FY (3.2)

(y consecuentemente , E = FE. 3 I=F_ 3 V= FVS)

Asf pues, siempre se tiene (para cualquier vector complejo

A, 2
=T ﬁ(£A+a§B+a§C)

A 2 {
E = —(E + aE + a&) 3.3)
2 '3 A =C
2 1
B o=« o1 (B +EB+.E)
<0 = ¢

= A

§ 4. INTERPRETACION ELECTRICA DE LA TRANSFORMACION F

La interpretacién eléctrica se sigue inmediatamente de

ser ,

E iR, ~Bppw Byl

resulta que el vector E se descompone en ,

éﬂ

gﬂ

la

de tres componentes) ,

4 (E, + E_+ B
TE ST =T S

)
) (3.4)

(az_lv:l-i- a§2+ _1;30

ﬁll‘ ml‘ w

matriz cambio de base ;3 en efecto al

sistema de "secuencia directa" , cuyo vector fundamental (fase A) es §1/V§

A
§2w2 = gistema de"secuencia inversa" , cuyo vector fundamental (fase 4) es §2/J§
_E_Jowo = sistema de "secuencia nula" (homopolar) cuyo vector fundamental es _E_io / \r';
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La ecuacidn (3.1) nos dice que cada secuencia (1, 28 0) actéa separada e independientemente de
las demés (a efectos de tensiones y corrientes) s ahora bien, al haber escogido F como una trans—

formacién unitaria , la separacién subsiste para las potencias aparentes complejas. En efecto,

r:

sea , por ejemplo, la potencia suministrada por el generador a la carga ,

* * * * *
¥ = (F T ) = B =I5
( 'Is) (F s) Isus :'1}:'1 . '1'2'}22 iz 'I-O'E'O

{*

a
»)

que es igual a la suma de las potencias suministradas por cada componente.

€5, RESOLUCION D& PROBLENAS CON LAS CONPOWENTES SIIHTRICAS

#s sabide cue la parte simétrica de une red (aouella que expresa relaciones entre ff.ee.mm./ten~
siones/oorrientes a través de relaciones circulantes) es apta para ser tratada mediante el com=
portamiento separado de cada secuencia (consecuencia directs de la diagonalizacién) $ en conse=
cuenciz serd aplicable el teorema de Thevenin a cada componente simétrica de la red. Bste es el
principio para 1é geterminacidén de las corrientes de cortocircuito en las rgdas trifisicas ¢ de-

terminar los subesouemas Thevenin para cada componente "vistos" desde el punto de defecto.

s{ pues, el problema real de la geterminacién de las corrientes de defecto, se reduce al estudio

Lo

del comportamiento de un generador ficticio al oue se le conecta una carga no secuencial v dese-
quilibrads (impedancias en estrella 6§ tri&ngulo no iguales). 21 método de resolucidn clésico con-

siste en ,

a) Aplicar las ecuaciones (3.1) al generador ficticio obtenido.

b) Obtener las relaciones V -1 impuestas por la carga (8 defecto) § es evidente que tal
S

nfimero de relaciones debe ser de 3 , ya gue en caso contrario el problema podria no cguedar

determinado & bien ser incompatible.
¢) Vediante el planteo de los apartados (a) ¥ (b) resolver el sistema de 6 ecuaciones con 6 in=
céenitas planteado ;5 con ello se obtendrén, VS i Is i
d) Determinar V , I a través de (3:4) -
La parte diffcil del problema estriba en el apartado (b) a1 intentar aplicar el método a defec-

tos (8 cargas) cuya relacién V - I no sea circulante (la mayoria de casos de cortocircuito en-

tran aguf , salvo el cortocircuito franco de las tres fases) 3 por ello , se propone la utiliza=

cidn sistemftica del m&todo de acuerdo con los siguientes pasos ,
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Mediante 1 laci 2.2) determi 5t , BT . 8.
a) iante las relaciones (2.2) determinar Zp 92,5 2]

b) Aplicar las relaciones (1.3) al generador ficticio obtenido.

¢) Obtener las relaciones V — I impuestas por la carga (& defecto).

d) Determinar V e I a través del sistema de 6 ecuaciones con 6 incégnitas obtenido en los

apartados (b) y (¢).

$ 6. ESTUDIO DE CIRCUITOS MEDIANTE EL METODO PROPUESTO

Bn todos los casos discutidos aquf se tendrd presente oue se determinarin vreviamente Z; P

P R

%2’ y Z° mediante las relaciones (2.2).
-n ~=m

6.1) Bstudio del cortocircuito Tase 4 / tierra (»/T).

Las condiciones de defecto son , IB & lc =0 3 V, =0 3 las ecuaciones (1.3) propor-
2 =a
cionan aqui ,
-1
G 0 0 5
L ¢ { =4
V. = & 1 (¢] B
=B =m g
6.2) Bstudio del cortocircuito fase A / fase B (F/F).
Las condiciones de defecto son , lﬁ + lﬁ N lC = 0 3 EA = EB ;5 las ecuaciones
(1.3) proporcionan aguf ,
-1
Zr - 5" 1 0 &
lA -i r 2r T =4
= A 1 (0] j
XA “n T =p J sl
7" -7 0 1 o
llc “n = E‘C

Tstudio del cortocircuito fase A / fase B / tierra (F/F/T).

Las condiciones de defecto son , EC = 0 4 Xq = EB = 0 3 las ecuaciones {1.3) proporcio=-

nan aguf ,

=1
. g2 7 E
Ly Zf =1
| = | & % =3
z” a o]
EC =n .Zm =0

Los resultados que se obtienen en estos tres casos estin resumidos en las tablas 6.1 y 6.2
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TABLA 6.1
De{ed:‘“‘a‘" Covvientes Tewsioves Obsevvacio
u
Vp = — [a®-
F/T La = J_uz’ BT [«
3 4y u
VC: F 14-541 |
3 Ey=Eg=Ecs
= UN3
2
u e e Kz ;
T - AR = | ——— Z
F/F Tp=Tg= — b K= =2
Z ’2—‘(4—'.(2! zs
i y
c.: ZVA 2’
Re= 222 |
. u a - Ki zZ
e/khr A V32% | 1-KiKa v U ,14- 4(542-!{1)*“2(&2-9)]
Tox u A"~ Kz E
B* |
32k | 4-Kkike |
_ u
Blefe | Te B -
Bz, Bzg|Lsa'Kmeak)
TABLA 6.2 :
Magw. Covvientes Tewnsiownes Ob .
Defecto Valoves ev A A [vefevencia | Valoves ew V Valoves .. PRSI
U .2
u : Vg= — |a%K] = |a%K
FAT | Iye = P TR ﬁ’ = lak]
£
V, = Ji.]ﬁ-—51 v = }a-—&[
L :
Ep=Eg=Ec-
" =UN3
u o . :V T i - =3 L
F/F' IA:I = 48:4,6: E Va ’ 2V3 ’UZ Vé 4
22;']4-‘}() # u &
Ver — v = 1 Ki=Kz=K
73 R
F/F/F =
U A-K . a-K Yefevemcm.
IA o e 53 Ay = l (c.c.{vt?olav)
FIF/T V32Zf [ 4- K2 1+K | y. U 22K v |2+K
N C—E 1+K o 1+ K (24:22)
LI L S N ) 1
AT 7S Rl B A P
u
AR | T
V5 2z} -]

27F2
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6.4) Cargas cualesquiera en estrella & tridngulo.

6.4.1) Carga en estrella (D cerrado).

N 4 — L4 Es claro que se verifica,
G Ei —» I®
= = i VA Z .
3L . Ic V=2l = diag{Z , 2 ,2 } I

que junto con (1.3) proporciona,
Val Vel Ve : m
-B| X a b
1 =g 4 2) 8
= g

iz
6.4.2) Carga en estrella (D abierto).
Dado que las magnitudes eléctricas desconocidas (corrientes fases y !mw) son ten-

siones y corrientes , las ecuaciones (1.3) se escribirén eligiendo como vector in-

cbgnita uno de caracterfsticas hibridas ; asf ,

é; E; é% - =1 ¢ ﬁgc 120 ! —=FN
luego ,
2 -2°4 2 2" -2 3 B B
=A =f =m  =p e T —=A
iz - E, - &, Zp = Z,+ 5 & B

6.4.3) Carga en triingulo.

i s
Qe Es claro que en este caso se verifica,
G — I8
32e oy Y 4+ Y Y
it =t = = ﬁ!b
I = Y X k4 -
yA b.\_/g Ve =g —a+ =g Ia, v
vV ¥
=Y =Y
Ty l 4% — I+X
Asf pues , (ver nota que acompafia a (1.3))
-1
V=(Y+Y) YE
g £
273
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€ 7. BJEMPLO NUMERICO

Con los datos de la tabla, hallar corrientes y tensiones de defecto en barras de salida de TR2.

&l o e i
i
TKL
=
4H=5 Z
Gl 0,004 + j0,150 e
02 0,003 + j0,100 o
el 0,035 + j0,550 0,042 4 jO,660
TR2 0,005 + 30,115 ——
TR3 0,010 4+ jO,070 0,024 4+ jO,16¢
Lo, 0,020 + 30,020 ¢,070 + j0,03C
L13 0,050 + j0,130 0,100 + j0,400
Ly, 0,050 + 30,100 0,090 + 30,400
by 0,030 + §0,055 —
TRl 6,010 + 30,100 _—
rea
(La impedanciz correspondiente a resto red se ha determinado mediante la potencia de cortocir-

cuito presente on squel punto).

Las redes para la secuencia directa e inversa son las mismas (para la secuencia inverss eliminar
los generadores) ; en la figura 2 ‘se han completado con el esquema Thevenin equivalente visto
desde H=K.

La red de secuencia homopolar asi como su equivalente Thevenin se muestran en la figura 3.

A}
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0,050 0,130
== ] 0,040 0,070 0,030 0,055

0,035 0,550
I

0,020 0,020 4] 0,050 0,400f e i o
=] — i
0,04432
0,40690
+*
Ok X
K (Thevenin H/K)
(f49.2)
0,400 O,L00
S M
| 0,070 0,030 M 0,090 0,400
0,024 006431
0,042 !
0168 0,251474
0,660 !
N N
< \
({4‘%_3) (Thevenin M/N)
Lo cplicroiédn de las expresiones (2.2) (o,
45 = 10,0310 + j0,1552 ;4% = 47 = 0,0167 + 30,0453
y mediante los resuliedos de la tabla 6,2 se tiene (valores en p.u.)
?/#/¥ (corriente referencia) = 9,2720
cortocireuito fase A / tierra (F/7) : I, = 63485 3 Y= 1,1613 Ty = 152245
cortocireuito fase 4 / fase B (F/F) : Ty = by = 6,0208 3 V, =¥y =0,5 ;3 V.=
cortocircuito fase A / fase B / tievra (F/F/T) : IA_ = 8,5977 3 Iy 851538 VC
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APENDICE

Bs mas corriente encontrar la transformacién de Fortesoue/stokvis bajo la forma,

1 1 ¢
2
P =
1 a a X
2
a a 1

ahora bien, esta filtima (Fl) no es unitaria, por lo que aparecerén coeficientes en las poten~
cias (elementos diagonales de FTFl) s ello parece una complicacidn totalmente innecesaria., Es-
te punto parece esencial por cuanto posteriormente ocasiona confusiones 3 en efecto, en el caso

de ser g; = g; (acoplamiento recfproco) las expresiones (2.1) se transforman en,

5, = Z = 4 - <
Z. =2° i
=0 =f + 2.Z.m

in este caso la transformacién F (& Fl) continfia siendo vilida j; no obstante al ser 2 simé—
g

trica,
Z° 2 zZ°
=g s -m
7 = . . .
" |5 & B
7° 7° 7”
“m -m e

son asimismo vectores propios linealmente independientes,

2 0 1
-1 : 1 3 1
-1 -1 1

con la ventaja de utilizar tan solo n@meros enteros j; ahora bien la transformacién inducida por
tales vectores presentars problemas con las potencias (que en este caso dan lugar a los coefi-
cientes, 6 , 2 , 3) anflogamente a la transformacién de E. Clark § parece muy superior el esco-
ger la matriz de cambio con tales vectores ortonormalizados, lo que da (Concordia),

2/\6 0 /\3
¢ = afE Nz N3

ANE aNE N3

Es importante sefialar aqui que la t{pansformacién de Concordia no se limita a la diagonalizacién

de las matrices simétricas del tipo Zg sino de todas aguellas que presentan la forma,
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Z Z Z
5 -m -m
Z’m Ef gp on -Z-+ZWL=Z++E?
L, L, %

= 7 -

2, -2 - 2
B,-2, -
Boo

o =2 * 2%,

que amplian notablemente el campo de utilizacién de tal transformacién, incluso en casos en los

gue la transformacién de Fortescue no es @til (matrices no circulantes). Un caso de tal utili-

zacién especialmente importante lo constituye el tratamiento de cargas conectadas en triéngulo

con sélo dos lados iguales.

CONCLUSIONES

La utilizacidén sistemftica de las componentes simétricas en aguellas relaciones que no son cir—
culantes parece totalmente innecesariaj; en estos casos se preconiza la utilizacidn sistemética
descrita en el . § 5 5 que adem8s de simplificar conceptualmente el problema proporciona un ca=-

mino mas directo de determinacidén de magnitudes eléctricas que el habitualmente utilizado.
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