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RESUM

L'anilisi de dades multivariants constitueix un grup de diferents métodes entre els
quals hi figura el de les components principals, motiu d'aquest article. Amb aquestes técni-
ques estadistiques tenim una forma de descriure i interpretar el que s'amaga darrera una ma-
tpiu de dades de dimensions més o menys considerables. Aquestos métodes abarguen un extens
camp d'aplicacid, com per exemple, la ind@stria, marketing, biologia, sociologia...

Amb les té&cniques d'andlisi factorial es disposa de mitjans de control i de reduccid de
dades. De manera sencilla podem reconstruir aproximadament la taula inicial a partir de les
dimensions retingudes, les quals ens permeteran entendre millor el fendmen estudiat. L'ana-
lisi en components principals pretén extreure la informacid continguda en la taula de dades
i suministrar una representacid grdfica més facil d'interpretar.

A efectes de divulgacid de la metodologia, hem escollit com a cas pridctic una taula de
caracteristiques socio-econdmiques preses dels palsos de la 0.C.D.E.

SUMMARY

Multivariate data analysis is a set of different methodes. One of those is the so ca-
lled Principal Components, object of this paper. With this technique we can recover what
lays behind a data matrix of high dimension. The scope of applications of Principal Compo-
nents analysis is very wide: marketing, biology, sociology, industry.

With factorial analysis techniques we have a device for control and data reduction. In
a simple way, it unable us to reconstruct the original high dimension data matrix from re-
duce dimension one. This permits us to improve our knowledge of the object under study.

On the other hand, Principal Components analysis give us a useful graphical represen-

tation of the raw data. In our exercise, we explain how to use this technique using socio-
economic data from several 0.C.D.E. Countries.

*Becaris de la Catedra d'Estadistica
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1. INTRODUCCIO

1.1. Classificacid de 1'analisi factorial

L'angdlisi factorial abarca un extens camp de diferentes tecniques. Anem a veure com es

classifiquen segons la taula de dades i 1l'cbjectiu que persegueixen.

A) En els casos en que la matriu inicial sigui del tipus individus x variables se'ns

poden presentar els casos seguents:

a.1) Els individus formen un grup homogeni. Si les variables formen un grup homogeni hi
han dugues té&cniques: andlisi en components principals i analisi factorial de correlacions.
En la primera, l'objectiu que es persegueix &s reduir el nombre de variables de manera que
expliquin el mdxim de la variabilitat total, mentres que en la segona, les noves variables

han d'explicar el mdxim de les correlacions entre les antigues.

. . . . . . . . ~ . . .
Si les variables es divideixen en varis grups s'utilitza 1l'analisi de correlacions ca-

i . ; : 0
noniques per a explicar les relacions existents entre aquests grups.

a.2) Els individus procedeixen de varies poblacions.
Si volem estudiar la significacid de les diferéncies entre els grups d'individus s'uti
litza 1'andlisi factorial discriminant. Si en canvi l'objectiu és trobar criteris per a elas

. . 3 . . . -~ . . . . .
sificar nous individus, recurrim a l'analisi discriminant.

B) Si la matriu inicial no &s la del cas A), podem utilitzar les seglents técniques:

b.1) La matriu inicial &s de diferéncies entre individus.
Quan es pretén definir grups homogenis d'individus, es fa servir 1'analisi clister.
Si volem representar les relacions entre individus en un espai de poques dimensions, utilit-

zem els escalogrames multidimensionals.

b.2) Els elements de la matriu de partida sbén les frecuéncies que ens relacionen dos
conjunts.
En aquest cas utilitzem 1'andlisi factorial de correspondéncies per a trobar les rela-

cions existents dintre els dos conjunts i entre ells mateixos.

1.2. Descripcid del problema.

Es disposa d'una taula amb n files i p columnes, on les files representen individus u
observacions i les columnes variables o caracteristiques. Els n individus poden ser consi-

derats com n punts d'un espai RP. La proximitat entre dos d'ells en aquest espai ens mesura
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la semblanga entre els dos individus.
Ara tenim n x p elements, pero existiran dependéncies entre les p variables. Es tracta

de veduir de manera sistemitica les p variables en un nombre inferior de valors tenint en

compte els 1lligams entre elles i sense perdre excessiva informacid.

2. BASES TEORIQUES

2.1 Interpretacid geométrica

Designarem per R la matriu de partida d'ordre n x p on ri sera la i-&sima observacid
per' la variable j. Volem reduir la dimensid de 1l'espai rRF i despres fer una descripcid del

fenomen que s'ajusti als resultats obtinguts.

El primer pas consisteix en colocar el centre dels nous eixos en el centre de gravetat

del nfivol de punts de partida. Aixd es consegueix mitjangant el canvi:

i ;j és la mitja de les mesures per

] . . ; ; :
On r; és la i-&sima observacid per la variable "j

la variable "j".

Degut a la diferéncia d'escales en les variables, haurem de realitzar encara una altre
transformacid que pot consistir en dividir per la desviacid tipus de la variable j o per la
diferéncia entre el valor maxim i minim d'aquesta variable. Normalment es fa lo primer amb

lo qual el terme general de la matriu de partida transformada serd:

] _J
J B, =B
X. = —
i if
Sj vn

Amb aquest canvi conseguim ajustar un subespai que ens expliqui més aproximadament el

fendmen. La rad que apareixi vm és la posterior formacid de coeficients de correlacib.

2.2. Bisqueda del subespai de RP

Comengarem per buscar un subespai d' una sola dimensid que realitzi el millor ajusta-

ment possible del nfivol de punts. Aixd sera una recta que evidentment passara pel centre de
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gravetat d'aquest nfivol,

(=3

Sigui u el vector unitari en aquesta direccié. Les n projeccions OHi dels punts Mi so-
bre aquesta recta seran les n components del vector Xu on cada una de les linees de la ma-

triu X és un vector-individu de RP.

Per a fer 1l'ajustament, utilitzem el criteri clissic dels "minims cuadrats", lo qual
n
es tradueix en fer minima la suma I (MiHi)z' Si apliquem el teorema de Pitigoras a cada
i=1
un dels n triangles rectangles del tipus HiOMi trobem la relacid:

3 _ 2 2
Z(MiHi) = Z(OMi) - Z(OHi)

com Z(OMi)2 €s una constant caracteristica del nfivol, haurem de fer maxima la suma Z(OHi)

que es pot escriure en funcid de X i u de la forma:
Z(0H)? = (Xu)'Xu = u'X'Xu {1}
Per a trobar Uy hem de buscar el maxim de u'X'Xu amb la condicid que u'u =" 1.

La matriu X'X &s exactament la matriu de correlacions entre variables, cuadrada, simé-

trica, per tant amb tots els valorspropis reals no negatius i els vectors propis ortogonals.
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El subespai de dugues dimensions que millor s'ajusta al nfivol ha de contindre forgosa-
- ->
ment el subespai engendrat per ug-. Podem buscar dong u,, segon vector de la base d'aquest

subespai, que sigui ortogonal a u, i que faci mdxim u;X'sz.

De forma anidloga buscarem les seguents direccions que ens donguin el millor subespai

en el sentit dels minims cuadrats.

Per a trobar la solucid a {1} s'utilitzen els multiplicadors de Lagrange, que porten a

1'expressid:

Per tant:

On A é&s un multiplicador de Lagrange.

=
L

> > — - a .
A continuacid, hem de trobar el vector u,, ortogonal a uy tal que uéX'Xu2 sigui maxim. E1

és dong el vector propi de la matriu X'X corresponent al valor propi més gran %1.

resultat obtingut pels multiplicadors de Lagrange, és altre cop:

=
On u, és el vector propi corresponent al segon valor propi més gran %2, i per la

0-&sima direccid principal es compleix la relacid:

Aixi dong, la blisqueda de la base del subespai es redueix a trobar els vectors propis

corresponents als valors propis més grans de la matriu de correlacions X'X.

2.3. Relacid dels ajustaments entre g i "

5 A o 5 B
Considerem are l'espai R on els p punts sén punts-variables. Com en el cas R, les
projeccions dels punts-variables sobre els eixos principals seran les components del vector
X'Va on v, és el vector unitari corresponent a la direccid a. Per tant, per a trobar els

vectors i valors propis hem de maximitzar:

(X'v)t X'v = v'XX'w

amb la condicid de que v'v = 1
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P 2 A = i
En R° teniem X XU, = Aquy {2}

n : v .
En R tenim XX 2B A2 . {3}

On Ay i g sén els valors propis més grans de les matrius X'X i XX' respectivament. Si
multipliquem {2} per X, tenim (XX')XG1 = Alxﬁz. El vector Xai és el vector propi correspo-
nent al valor propi A, de la matriu XX'. Per tant Ay < py. 8i multipliquem {3} per X' tenim
(X'X)X'31 = u1X'$1 on X'Gl €s el vector propi corresponent al valor propi uy de la matriu

X'X. Per tant My < Xl,Aamb lo qual arribem a la conclusié que Al = My En general, Aa = My

El vector Xu, té per norma Ag> Ja que u'a X'Xu, = Aa' Per tant, de les relacions

(XX")Xu, = A (Xu ) i XX'v_ = A v deduim que v_ = L % per A # O. De la mateixa for-
o o o a’a o o o -
1 . P
ma trobem que L X'vu.-Amb aquestes dugues relacions, ajustant en R° podem trobar di-
"o
rectarment l'ajust en R" i viceversa.

Direm que les coordenades dels punts en els eixos factorials sén les components princi-

pals.

La a-&sima component principal qu serd dong les projeccions dels n punts sobre el

o-&sim eix principal. Aquestes seran les n components del vector Xua. Com que qu =

= VYA, .+ Vg4, les coordenades dels punts en un eix factorial en RP

N sén dong proporcionals a

. . . n . .
les components de l'eix principal en R corresponent al mateix valor propi.

2.4, Correlacions

Com hem dit abans, la matriu X'X &s la matriu de correlacions entre variables, ja que

el terme general és:

1/n § (ri - rj) (rij' - rj,)
3t
S By
34
c.., &s el coeficient de correlacid entre les variables j i j'. Es pot comprovar que

33
la distancia entre dos punts variables j i j' en R" &s:

85 ) =2 - 2 g
Js3 b

per tant, si ij' = 1 (fortament correlacionades), la distdncia serd molt petita; si

ij' = -1 (inversament correlacionades), la distdncia serd molt gran i si cjj' = 0 (no es-

tan correlacionades) estaran a una distdncia mitjana.
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Els p coeficients de correlacid existents entre les coordenades dels punts sobre un

eix i les p variables sbn les p components del vector X'v, = uavxa ja que l'abecisa d'un

punt-variable sobre un eix és el coeficient de correlacid entre aquesta variable i la va-

2.5. Percentatge de varianga explicada.

L e g ! . 5 P s 0 3 ; P
Tenim la relacid qu = /k@ Vg pels a-&sims eixos de R* 1 R . Si multipliquem els dos

membres per u'o 1 sumem, obtenim:

P P
e 1
X X u, - u' = I /Aa. Ve + U
o=1 a-1
P
Perd I u, .u& = I ja que els vectors u, sbén unitaris i ortogonals. Ens queda:
o=1
P ——
X'= "B oA, sV, & 0l {u}
o o o
a=1

Per tant, tenim una manera de reconstruir la taula X a partir dels Aa’ u, i v, asso-

ciats.
Si despreciem els (p-q) valors propis més petits, tenim:

/Au . Vg oo ul {5}

q
2 o
=1

(o]

Una manera d'avaluar la qualitat de reconstruccid de la taula X és:

1]
™

K12/ 32 = tr XRIXE/

ted  * 4ls &

tq
trX ¥

on Tq és la tasa d'inércia o porcentatge de varianga relatiu als g primers factors.

Sustituint X i X% pels seus valors a {4} i {5}, s'obté:

El coeficient Tq &s inferior o igual a 1, i ens diu el percentatge d'informacid retin-

guda.
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3. EXEMPLE

3.1. Descripcid de les taules de 1l'andlisi.

L'exemple que exposem a continuacid consta d'una matriu de 18 variables socioecondmi-

ques mesurades en 18 palsos de 1'0.C.D.E. (Veure Bertier).

En les taules I i Ia) hi figuren la llista de variables i d'individus amb els seus cé-
dis respectius. La taula II conté les dades del problema. En la taula III a) s'ha trobat la

matriu de correlacions i en la III b) les mitges i desviacions tipus de les variables.

Les direccions principals vindran donades pels vectors propis corresponents als valors

propis més grans.

En la taula IV a) figuren els valors propis i el percentatge de varianga explicada per
cada un d'ells. Tal com s'ha explicat, aixd es troba dividint el valor propi corresponent
per la traga de la matriu de correlacions que coincidira sempre amb el nombre de variables,

en aquest cas.

PERCENTATGE DE VARIANGA PERCENTATGE DE VARIANGA
EXPLICADA PER CADA FACTOR EXPLICADA ACUMULADA
ler. factor : 7.}2902 = 39,86123 39,66123
2on. factor : 3'—2;—13—3 = 16,89628 56,55751
3er. factor : %15511 = 12,86177 69,41928

Es a dir, amb aquestos tres factors principals expliquem casi el 70% de la variabili-

tat total.

En la taula IV b) hi han les correlacions entre variables i factors que es troben de

la forma seglient:

Correlacid de la variable "i" amb el factor "j" = VAj u%; siguent u% la component

"i" del vector unitari u, en la direccid principal "j" i Aj el valor propi "j". Analit-
zant les correlacions de les variables en cada eix, veurem quines ens expliquen millor ca-

da direccid principal.

100 Quaderns d'enginyeria 2 (1980) 1



®
La taula V a) ens dona les components principals, que sén les projeccions de cada ob-

. p . . . ) b = > . -
servacid en els eixos principals. Aquestes s'obtenen fent N = X U siguent u, el vector

unitari en la direccid o i 5& la G-esima component principal.
Les columnes de la taula V b) representen els gquadrats dels cosinus acumulats dels an-
gles que formen les observacions amb els eixos principals, lo qual ens mesura la bondat de

la representacid de cada pais.

A partir de les taules IV b) i V a) s'obtenen els grifics seglents:

XN

®ELEC
®LOG

®TATO

XSF .YEFC XN xS
3 NL PNBe o 1 xCDN ®POPU
XA i PNBe
8 o cal"MX e aD USAX
XSE XRUN Axe 1— 1 eEDUC EXPT_ T.V .
1 X o MPT |Axe 1
XF
NER px RESO
1 *DENS XDK gTESC ®RECC
DENS

JAPX|

Eixos

uUsax

11 2

3.2. Comentaris de l'exemple

®ELEC
xB RUNX ¢ aiND

e CAL

Eixos 1 i 3

Amb tres factors hem conseguit tenir en compte el 63,42% del total de la varianga del

nfivol de punts. Aixis dong, hem lograt passar d'un espai ge

de la informacid. Passem ara a analitzar cada un dels factors.

a un espai R3 perdent el 30%

Per el primer factor s'observa que les correlacions més elevades sén amb el PNB (0,893),
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Importacions (0,848), Exportacions (0,847), TV (0,934). En contraposicid tenim percentatge
de PIB en l'agricultura (-0,905) i percentatge d'actius en agricultura i pesca (=0,887). El
primer factor contraposa els paisos més industrialitzats amb els més agricoles. Paisos com
Estats Units i Alemania s'oposen a pafscs com Grécia, Portugal, Irlanda i Espanya. Per re-
colzar aquesta explicacid veiem en la taula III a) que les correlacions entre les variables
explicatives del primer factor sén altes, com per exemple, la correlacid entre T.V. i PNB
val 0.815, entre actius de pesca i agricultura amb percentatge de PIB en agricultura val
0.922 i entre aquesta i TV val -0.806. Es comprova també en la matriu de partida que, per
exemple, per USA i Grééia respectivament, el PNB val 4.660 i 950 i el percentatge de PIB

en agricultura val 2,90 i 20,30.

El segon factor oposa els ingressos corrents (0.759) i els gastos d'educacid (0,713)
a la poblacid total (-0,640) i a les reserves oficials (-0,606). La interpretacid en aquest
cas &és més dificil i les correlacions menys prdximes a 1. Aquest factor oposa els paisos
ndrdics de tenddncia socialista (Sudcia, Noruega, Dinamarca i Finldndia) amb els paisos de
capitalisme lliberal (USA sobre tot, Alemania, Japd, Portugal® i Espanya) on la intervencid

de 1'Estat &s menys forta.

E1l tercer factor oposa el nombre de vivendes (0,739) i la formacid bruta de capital
fixe (0,714) a la consumicid de calories per habitant (-0,734). Es pot observar que paisos
com Japé i Grécia venen contraposats a palsos com Anglaterra, Bélgica e Irlanda. Aquest eix
és encara més dificil d'interpretar, pero d'alguna manera explica el grau de joventut eco-

némica del pais.

3.3. Conclusions

Considerant la proximitat entre palsos, observem que es formen diferents grups. Per
una banda tenim USA aillat. Per altre banda veiem que els paisos del mercat com@ estan bas-
tant agrupats, encara que Alemania cau entre ells i USA. Junt amb aquestos ens apareix Ca-

nada. Un altre agrupament el formen els paisos Nordics.

Finalment, tenim els paisos més pobres com un altre grup d'individus.

* Aquestes dades estan preses abans del canvi de r&gim a Portugal.
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AGRAIMENTS
Agraim a 1'empresa Enher les facilitats informatiques prestades.

Agraim al professor Albert Prat Bartés de la catedra d'Estadistica el seu assessorament
al llarg del treball.
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