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RESUMEN

El andlisis de los distintos elementos y pardmetros que intervienen en una transmisidn
por engranajes, permite formular las ecuaciones de movimiento de dos ruedas dentadas. El1 -
sistema de cuatro grados de libertad resultante, después de unas simplificaciones, llega a
convertirse en el modelo masa, muelle, amortiguador. La aplicacidén al modelo de distintas
hipdtesis de comportamiento de la rigidez del sistema,o de la carga externaspermiten aplican
do distintos métodos de resalucién de la ecuacidn diferencial o del sistema de ecuaciones di
ferenciales resultantes determinar el factor de ampliacién dindmica. Fsto se hace sobre
las ruedas constituyentes de un cambio de marchas de la industrfa automotriz. Como se dedu-
ce de los resultados, al considerar ciertos grados de amortiguamiento, el F.A.D. es siempre
inferior a dos.

SUMMARY

The analysis of different elements and parameters intervening in geared transmission
allows the formulation of the equations of motion of two gear wheels. The resulting system
with four degrees of freedom becomes after some simplifications the mass-spring-damper ro-
del. The application to the model, of different hypothesis of behaviour concerning: the vigi
dity of the system or the external load and the use of different solution methods of the re
sulting differential equations or system of differential equations make it possible to deter
mine the dynamic magnification factor. In the automotive industry this is done on the gears
of a gear - boses. Considering certain degrees of damping the dynamic magnification fac-
tor is always lower than two as it is deduced from the results.

* E.T.S.I.I.T., C&tedra de Cinemitica y Dinimica de Miquinas.
** Dpto. Labor. y Experienca SEAT.
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1 . Modelo vibratorio.

£l sistema de ruedas engranando puede describirse en la forma indicada por la Fig. 1. En

este caso se parte del supuesto de que las ruedas estén -
‘ff%\ montadas en ejes flexibles, siendo su contacto entre dien
tes simulado por un muelle. Esta visién en "macro" del -
fendmeno, puede concretarse en un modelo mds detallado con

las suposiciones siguilentes:

1. Se consideran como {inicas vibraciones posibles las de

flexién de los dientes como ménsula y las de torsibn

de las ruedas.

2. El movimiento angular oscilatorio de las ruedas, se -
FIG. 1 transformard en un movimiento lineal a lo largo de la

linea de contacto con las masas de las ruedas y dientes sostenidas a lo largo de la misma.

Con ello puede establecerse el siguiente modelo lineal.

1.1 Ecuacibn de movimiento.

Se configura pues un sistema con cuatro grados D
de 1libertad, cuyas ecuaciones de gobierno son: }lg
7 pl+)
M, %, =p-K, (x;-%5) =D (X;-X,) P j T ; K2 b
11 1% *1 %2 t My M, te—
e B s S 2 Y x
M?'.x2 PHK, (x,=x,)+ D (%,-%,) N 3 | % 7 -
mx3=Kl(Xl X3) ( ) le T
mx —p(+) K2(x4 2)
X,4mXg > e FIG. 1.a

1.2 Breve andlisis de las magnitudes involucradas.

Estas cinco expresiones reunen unas macritudes tales como el error, la rigidez y el amor-

tiguamiento que deben ser analizadas.

1.2.1 Rigidez.- Si se piensa que el muelle K representa la rigidez de una viga (en voladizo)
en la que: el perfil, o sea, la seccidn resistente es variable, el punto de aplicacidn de la
carga es variable, se inicia para un diente en la cabeza para finalizar en el pie y que segln
la fase de engrane puede compartir la transmisién de la carga con otro u otros pares de dien-
tes, se adivina la variedad y complejidad de la expresidén de K en funcidn del punto de contac-
tos

En dientes rectos esta rigidez varia de la forma indicada en la Fig. 2.

Rigidez
relativa | ‘ l .
| o
. Ll4\-
2r e dos dient.
20} \
’ | | | un diente
RN —
: e
| | l ! L Fase de L | enar
FIG. 2. '| I P | | engmne cabeza pie
1dos | uno I dos | pares de
o dientes FIG. 3.

Se observa que es una funcidn periddica.
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(1)

Segfin Weber para un par de dientes engranando unicamente, la rigidez del par es de la

forma indicada en la figura 3.

con un valor medio en los engranajes comunes de acero

X = 350.000 Kp/cm por cm. (dientes rectcs)
K = 1.000.000 Kp/cm por cm. (dientes helicoidales).
1.2.2 Error.- Como bien define Nayak(z)pueden distinguirse dos tipos de errores, el estd~

tico y din@mico. Recuerdese que el término error significa separacifn en dimensién angular
o0 lineal equivalente de su punto tebrico de contacto. En el modelo de partida la e tiene =
una significacibn estdtica o sea motivada por la variacidn de rigidez o bien por su diferen
cia respecto al perfil tebrico de evolvente. Como se deduce también resulta una funcibn re
riddica.

1.2.3 Amortiguamiento.

En este término se introducen los efectos debidos a:

- Friccidn entre las caras de los dientes.
- Cojinetes.
- Histéresis.

Su valor se comprueba que es mayor que el de su C equivalente estructural. Pueden adop
tarse unos valores de 0,02 a 0,035 Cc en el caso de vibraciones de pequefa amplitud, ahora -

bien, en general en el caso de engranajes puede tomarse un valor de O,1 Cc (Newman)(3),

2 . Forma general de movimiento (expresiones).

Asi pues resulta que:

K1=FK (wrt)
K=F T(wt) © = Fo (0ptyuyt) Hgk=ey
o Fi, g

w2£=62

Por consiguiente las ecuaciones anteriores en su forma mis general quedarfian en la forma:
1=P—fK%(wIt) {xl—x3} - D 1x1-x2}

2=—P+f 5 (mzt) {x4—x2} + {xl—x2}

3=fK; (wypt) {xl~x3} = (P)+

Xy = = fKy (wyt) {x,-x,} + (P)+

4
“X5 > fe (wIthZt)

83 8 2 %

B W N e

De estas expresiones, a partir del andlisis de Fourier y por solucidn del sistema de ecua
ciones, podria encontrarse el resultado, pero aplicando una serie de criterios 16gicos, puede

reducirse el sistema para un andlisis m&s inmediato.

3 . Simplificacidn del sistema de ecuaciones.

La relacidn entre velocidades angulares de las dos ruedas, relacidn de transmisidn, permi
te poner las anteriores funciones como dependiendo de una sola velocidad angular de referencia

como F (wlt).

El amortiguamiento equivalente viscoso adem8s de ser proporcional a la velocidad, se con-

sidera que podrd tener una expresibn en funcidn de los desplazamientos, o sea que:

Quad. Eng., 1(1979)3

e
[}
(93]



D(xi—xj) = fd(xi—xj)
Lo que equiparard este coeficiente de la ecuacibn en cuanto a considerarlo como funcidn

de engrane con los otros dos, error y rigidez.

supfngase gue no haya nunca separacidn entre los dientes, ello implica el que (p+) sea -

siempre positiva.

En el caso de una cajé de cambios en que el nfimero de dientes no es muy alto, larelacién
entre la masa del diente y de la rueda es muy pequefia, menor del 10%. Observando el sistema
se adivina dos modos claros de vibracién. Uno en el que las dos masas se encuentran separadas
por las rigideces de los dos dientes y otra en la que el movimiento de los dientes se estable-
ce con respecto a las masas de las ruedas. Estos dos modos se encuentran muy separados en fre
cuencia y experimentalmente se ha comprobado que su amplitud es menor del 10% de la vibracién

primaria. Eso permite establecer que las masas de los dientes pueden despreciarse.

Con ello el sistema queda de la forma:

Faw)
[T Recordando que el sistema de dos muelles en
- serie puede reducirse a uno solo, tal que:%=%+%
fh % fk2 P I GDWD4 eDwD4 4 ep D122
M, AN A 2M%=  que M = L~ 1 - 1 N 1
1 Rb 2 2 2 2 2
2 32.R7.cos“0 32D, “cos“o 8cos‘u
X1 e ‘ X2 1 1 1
‘ 12 epﬂDg
MR 2
FIG. 4. b2 8cosa
como resulta 5
D, w M D
Bi=5£= 1/% ﬁl= 12— l/r2 M2=r M1
2 71 2 D
2
Esta relacidn aclara o matiza el valor dado por Kholer(3), en cuya tesis adopta el valor
de M2 = r Ml que se cumple unicamente para relaciones muy bajas.
Todo lo dicho, aplicado, convierte el sistema en: thﬁ
un sistema de dos grados de libertad, cuyas ecuaciones J [}
de gobierno son: A
X : M & My [P
- _ . 3 r _ h! ‘,
Mlxl—P FK(wt){Xl X2+Fe(ut)} Fd(wt) 1x1 X2j X1 e‘a i Xz
Qom0 _ ) ; Fsg isoge
r Mlxz— P+FK(wt){xl x2+Fe(mt)} +Fd(w£)ixl X1 &
4 . Reduccidn al sistema standard. . FIG. 5.

Como se observa estas dos ecuaciones y sus soluciones responden a movimientos absolutos de
una y otra rueda, pero precisamente la carga dindmica es consecuencia del movimiento relativo
entre ambas ruedas, por consiguiente este sistema permite unicamente haciendo la sustitucién X,
X=X encontrar el sistema equivalente de una masa muelle de igual rigidez y por consiguiente

de la misma frecuencia. natural de vibracidn buscando la masa eguivalente.

Para el sistema con dos grados de libertad

(o]
K .. 11/ K .2
By LYK K2
g Wy 2 ¥myom,

£

Il
[T
Bix

L
m

1 K K 1
LIELE 43
2 'm m, 2 2 1

1

BIN
[y
+
i
{1

K
My

304 Quad. Eng., 1(1979)3



Para el sistema con un grado de libertad

2 K
W = =
n m
e
Por tanto
1 _ 1 1 _o MM
m Tom tmo e = m_m
e 1 2 1+72
Quedando pues: "
m X+F 5 (ut) k+ {x+Fe (wt) } F, o (wt) =P

Tomando el coeficiente de amortiguamiento medio D y la rigidez media K, la expresién que-

da en la forma:

m x Dx =P-K {x+Fe(wt)}

X +

=
b
=]}
=i

x = P-K F_(wt)
e

2

- ; K e s
Este sistema,es la forma usual,con lo que su frecuencia natural; W= o Y su coeficiente

. . e
de amortiguamiento es:

D

2M w
e n

L =

Con este sistema,varias son las suposiciones de carga y de contorno a realizar.

La carga

en el diente vendr& en todos ellos indicada por la:?(x+Fe(th,por consiguiente el factor de am

pliacidn din8mica seri:

i3 (x+F _ (wt))

P
o

5 . Célculo de valores caracteristicos para una reduccidn de la industria automotriz.

Para la caja de cambios considerada, los datos de partida de que disponemos son los si-

guientes:

MARCHA PRIMERA SEGUNDA TERCERA CUARTA

N° DE DIENTES 12 43 17 38 22 32 47

49

RADIO DE BASE mm.

14,1925150,8565(21,0385 (47,0275|27,688| 40,274631,6855( 33,0339

RADIO PRIMITIVO mm

15,3615|55,045 |21,945 49,054 |28,926{ 42,074 |34,4518|35,9175

PAR R.P.M 2000 93,8 1263 {93,8 787 93,8 511 93,8 366
m N 3000 111 1495 111 931 111 605 111 434
6000 87,7 1181 (87,7 7:35 8% 5 474 87;7 343
Teniendo en cuenta estos valores
i .1 1
mg Ml MZ 4
«Te€eD p.T.Q.D .
I p ) 6 siendo p (conductor, &rbol
32 i 1g 32 _
P primario)
r2 IG I G (conducido secunda=
m, = G B _
e 2 rio)
RG(IG+r Ip)
resulta:
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MARCHA NE N r DG eq ] IG DP ep IP mg (Kg)
PRIMERA 43 18 3,58 |110,09 | 14,3 | 16209 | 30,7 16 110 42,8.103
SEGUNDA 38 17 2,23 98,11 | 13,5 | 9651 | 43,9 12,9 | 369 64,31.103
TERCERA 32 22 1,45 84,15 | 13 5029 | 57,85 | 11,9 | 1028 85,76.10+3
CUARTA | 49 47 1,04 71,85 | 12,8 | 2630 | 68,9 12,5 | 2174 96,47.103

En el caso de amortiguamiento equivalente viscoso, tal como se ha indicado

P—— CASO NORMiL CASO DESFAYQRABLE
C=D 1.2\/K.m c=o,01.2‘/K.m
1 e e
12 925 92,5
a
2 1134 113,4
3% 1310 131
42 1390 139
[ = Kg/s
Carga externa aplicada
, PAR
MARCHA 3000 6000  RADIO BASE  FUERZA(N)
TERCERA 113 0,027 4000
CUARTA 113 0,032 3500
TERCERA 89,4 0,027 3100
CUARTA 89,4 0,032 2750

Asi pues la tabla de valores a utilizar:

MARCHA PRIMERA SEGUNDA TERCERA CUARTA
Me(Kg) 42,87.107° 64.31.107° 85,76,10_3 96,5,10'3
92,5 113 131 139
C(Kg/s) 925 1130 1310 1390
Z(N/m) cm. 5.10° 5.10° 5. 10° 5.10°

Estos valores permiter determinar la frecuencia natural del sistema:

it 28 3@ 42
W c/s 1,07.10> 8,s.10® 7,6.10* 7,2.10%
rev/min. l,OZ.lO6 8,4.105 7,25.105 6,8.105
H, 1,7.104  1,4.10* 1,2.10*  1,13.10%
6 . Posibilidades de contorno consideradas.

Situados en esta posicién en gue por una parte se dispone de un modelo de comportamiento
y por otra de las magnitudes fisicas incluibles en &l, pueden establecerse distintos casos de

comportamiento.
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Recordando que la expresidn es: m, X + D& +Ex=p - E-Fe wt)
Los casos que se supondrén seran:
1. Sin error

carga constante.

3. Con error

¥y

2. Sin error y carga variable.
y carga constante.
Y

4. Sin error carga brusca.

6.1 Sin error y carga constante.

La expresidn queda de la forma: m_ %+ D% +Kx="D
Cuya solucidn es de la forma conocida, solucidn de la homogenea m&s la particular:
P
o
2
e Yn

. - 9 i 2 -
x(t)= X zunt, sen ([/1-¢ w t @) +

m

El factor de magnificacidn dindmica es de la forma expuesta en la grédfica siguiente:

En el caso particular consideradog = 0,1

%;. 2 /,\v5<7 en consecuencia el factor de ampliacién din&mico
o4 jl \ no supera el valor de 2.
1 s 2
/ \> I 6.2 Sin error y carga variable.
A
0 \ IA; | i
4 6 8 12 14 La expresibn quedard de la forma:
FIG. 6. m, x +D %+ K x = P sen wt

Se supone que la rueda es solicitada por un par variable en forma armbnica, consecuencia de

la forma progresiva de engrane y carga-descarga del diente.

En este momento nos es de interé&s la tabla siguiente:

MARCHA RPMp RPM RP_ N/S s/D.107°
PRIMERA 3000 839 14 602 1,66
SEGUNDA 3000 1342 22,4 800 1,17
3000 2069 34,5 1154 0,9
TERCERA
6000 4125 68,7 2200 0,45
3000 2878 48 2352 0,425
CUARTA
6000 5755 112,6 5516 0,18

La cuarta columna indica el n°® de dientes que pasan por el punto primitivo por segundo.
En el caso mis desfavorable de relacidn de contacto 1, serfia como si se transmitiese la fuerza
por esta frecuencia de carga, gque en su forma mds ideal fuese por una sefal cuyo valor medio
fuese el valor nominal y oscilase en forma arménica o sea, se introdujese la perturbacidn a tra
vés del eje, por su causa. Es como si estudidsemos la consecuencia del acoplamiento entre una

vibracidn del eje y una de torsidn de la rueda.

La solucidn de este sistema es la clésica del sistema amortiguado. Por tanto la respuesta
del sistema se tendrd en funcidbn w/wn. Para las distintas marchas, oscila en este caso entre
0,01 y 0,1, zona en la que la respuesta es bastante semejante para pequefios coeficientes de amor

tiguamiento, siendo el coeficiente de amplificacidn dinfmica de 1,1 a 1,4.
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En el caso en que la carga no sea de forma armdnica sino periddica, se tendri expresada
en términos de la exposicidn de Fourier.

- " n=D
m x+DXx+Kx= ¥ {P
e B 1.8

COS (nwt) + P sen (nwt)}

2'n
En consecuencia esta expresidn tendrd solucidn para amplitud y frecuencia. Cada término de

la serie de Fourier responderd a la forma

m X +D%x+Kx = P COS (nwt + @n)

cuya solucidn serd de la forma indicada anteriormente, por consiguiente corresponderd a los -
armdnicos superiores la mayor amplitud de respuesta,de forma que esta, puede llegar a valer diez
veces mds que la amplitud del armdnico de la fuerza excitadora, en el nw =W, pam el valor pe-
queio de 3 = c/cc de nuestro caso particular. O sea que puede esperarse el pico alto, en el and
lisis en frecuencia,hacia el quinto arménico en funcidén de la onda asumida,como por ejemplo, en

el caso de una cuadrada.

6.3 Con error y carga constante.

La ecuacidn queda en la forma

m x+Dikx+Kx+P-KF_ (ut)
e e
De la misma forma que el caso anterior, el error geométrico aqui considerado debido a las
modificaciones del perfil podré& tener forma periodica o armdnica o sea:
me x+D%Xx+Kx=P-K- En- COS (n wt + @ n)
En ambas posibilidades la respuesta serd de la forma indicada por la figura para cada n.
Zn el caso de que el error sea arménico puro, n vale 1. Obsé&rvese que en este caso la longi-

tud de onda es el espacio ¢ intervalo entre dientes o sea la frecuencia del error es la del

contacto entre dientes, por tanto en el caso de EAD
marchas aqui estudiadas,seria la respuesta seme ‘
jante a la relacionada anteriormente. c i
- . ) . ]\@:Q]
6.4 Sin error y respuesta transitoria. 4
Un sistema utilizado para caracterizar y =
analizar el comportamiento de un sistema vibran :
te es estudiar la respuesta del mismo a un tran
sitorio. Por ello se analiza la respuesta y du 2 /
racidn de aplicacibn el tiempo de engrane entre 1
un par de dientes. Puede imaginarse que la # ‘\\\\~
transmisidn de potencia entre un par de ruedas 1 e —]
es la repeticidn continuada de estos transito- 0 1 2 Q%b
rios. FIG. 7. "
La respuesta se obtiene por diferencias finitas. El programa realizadg muestra su fiabi-

lidad, por la exactitud de valores con los ejemples dados por W. Thompson(4) en su Theory of vi

brations.

Asi, han analizado el caso de la marcha directa y la tercera gue son los que tiene el tiem
po de integracidn més corto. En la primera gré&fica, se muestra la equivalanecia de respuestas

para la tercera y cuarta marchas, con un intervalo de excitacidn igual a un régimen de 3000 rpm.

Obsérvese que la rueda estd sometida debido a la carga dindmica a una fatiga con un factor
de ampliacibn de carga méxima de 1,9. Con un amortiguamiento de 0,01 C. la oscilacién permane

ce después de la aplicacibn de la carga a un nivel méximo de Po.
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En la segunda grédfica se observa claramente el efecto del amortiguamiento en la cuarta mar

cha. A mayor amortiguamiento, menor F.A.D.

Por filtimo lo mismo con la tercera marcha.

7 . Resultados.

Como conclusibén y sintesis puede decirse que la vibracidn de la rueda por la estructura y

configuracién descrita justifica:
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a) Coeficiente de mayoracién de carga en el cdlculo del médulo un
engranaje vale 2.

b) Aparicidén de picos de considerable amplitud en armdénicos supe-
riores en un andlisis espectral de frecuencias tanto de vibra-
cidn como ruido.

RUEDAS CORRESPONDIENTES A LA DIRECTA

6000 REM

Na10> F | Ne10> F | to®
64 6 61
54 5 54
4 4 i)
Nl A

1+ T |

s

m R ©O W L MO

-
B

p (+)
mi

310

s S | / [\
® \/\\jm\j' 103 s 'U/\U/\U] 103 o’ r\/ \/ Vf

o

c=0 c=001cc o=l

Escala mm: %’72-1(_)6 s

FIG. 10.

NOMENCLATURA
Amortiguamiento. Mi (masas equivalentes de las ruedas).
amplitud de error. Ii (momento polar de inercia de las ruedas.
angulo de presidn. N (NGmero de dientes).
carga transmitida. Ci Par transmitido.
densidad. abi (Radio de base de la rueda i)
desplazamiento de la masa i. Dﬁ {Radio primitivo).
error. iy relacidn de transmisidn.
factor de amortiguamiento. K rigidez.
Fuerza entre caras de dientes. W, velocidad angular de la rueda 1i.
(masa de los dientes)
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