Marjorie Senechal
Department of Mathematics
Smith College
Northampton, MA 01063
USA

French translation:
Traduction frangaise .

Jean-Luc Raymond

31

THE ALGEBRAIC ESCHER

ABSTRACT

M.C. Escher’s colored monohedral tessellations of the plane are a
useful tool for exploring many concepts of abstract algebra,
including groups, subgroups, cosets, conjugates, orbits, and
group extensions.

1. INTRODUCTION

M.C. Escher's colored tessellations of the Euclidean plane now
appear in many high school and college level mathematics text-
books, where they are used to enliven the presentation, to illustrate
isometric mappings, and as geometrical representations of the
two dimensional crystallographic groups. Students and teachers
alike are intrigued by Escher's wiggly animals interlocked into
wholes which are greater than the sum of their parts.

Although Escher claimed to be ignorant of mathematics, he had a
great deal to say to mathematicians in his own language, the
language of graphic art. His tessellations invite us to join a visual
dialogue: inspecting the tessellations helps us to discover the

L’ALGEBRE D’ESCHER

RESUME

Les pavages monoédriques et coloriés du plan réalisé par M.C.
Escher constituent un outil utile dans I'exploration de plusieurs
concepts d’algébre abstraite : les groupes, les sous-groupes, les
classes, les conjugués, les orbites, et les extensions de groupe.

1. INTRODUCTION

Les pavages coloriés du plan euclidien réalisé par M.C. Escher
apparaissent maintenant dans plusieurs manuels de mathéma-
tiques de niveaux secondaire et collégial; on les y utilise afin
d'égayer la présentation, pour illustrer les applications isomé-
triques, et comme représentations géométriques des groupes
cristallographiques de dimension deux. Les étudiants comme les
enseignants sont intrigués par les animaux tortueu x d’Escher qui
s'imbriguent dans des entités qui sont plus grandes quela somme
de leurs parties.

Méme si Escher se déclarait ignorant en mathématiques, il avait
énormément de choses a dire aux mathématiciens a I'aide de son
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underlying mathematics, and in return the mathematics helps us
to appreciate the tessellations.

Unfortunately, in most of the textbooks that | have seen, the
dialogue is rather superficial; the tessellations are given a nod and
the discussion maoves on. Yet Escher’s tessellations can be used
— really used, not just displayed — in a variety of college
mathematics courses. These obviously include courses with
geometric content such as linear algebra, transformation geome-
try, and courses on tilings and patterns. It is less obvious that the
tessellations can illuminate courses in abstract algebra. indeed,
the dialogue with Escher may be the most profound on the theory
of groups.

Group theory pervades the mathematical analysis of colored
periodic tessellations, and in turn the tessellationsillustrate a great
many concepts of elementary and not-so-elementary group the-
ory. | have found that a careful study of the tessellations can lead
students to discover (or at least help them to understand) the
following concepts, among others: the definition of a group,
commutativity and noncommutativity, group action, orbits, gen-
grators, subgroups, cosets, conjugates, normal subgroups, stabi-
lizers, permutations and permutation representations, and group
extensions. It also helps them to make the transition to abstract
thought, and to appreciate its inherent beauty.

Because there does not seem to be any systematic discussion of
the “algebraic Escher” in the voluminous Escher literature, this
article is devoted to an outline of some of the ways that Escher’s
art entails these topics.

For simplicity, we will consider only tessellations which are
monohedral, that is, in which all the tiles are congruent, and in
which each tile has a single color.

propre langage, le langage des arts graphiques. Ses pavages nous
invitent & participer a un dialogue visuel ; I'examen des pavages
nous aide a découvrir les mathématiques sous-jacentes, et en re-
tour les mathématiques nous permettent d’apprécier les pavages.

Malheureusement, dans la plupart des ouvrages que j'ai vus, le
dialogue demeure plutdt superficiel; on présente les pavages,
voil, et la discussion passe & autre chose. Pourtant, les pavages
d’Escher peuvent étre utilisés — vraiment utilisés, non seulement
présentés — dans un grand nombre de cours de mathématiques
collégiales. Evidemment, ony trouve les cours & contenu géomé-
trique tels que ’algébre linéaire, la géométrie des transformations,
et des cours sur les pavages et les mosaiques. Il est moins évident
que les pavages puissent éclairer des cours d'algébre abstraite. En
fait, c'est au sujet de la théorie des groupes que le dialogue avec
Escher peut étre le plus profond.

Lathéorie des groupes se retrouve dans toute I'analyse mathéma-
tique des pavages périodigues coloriés, et a leur tour les pavages
illustrent un grand nombre de concepts de théorie élémentaire (et
pas-si-élémentaire) des groupes. J'ai observé qu’une étude con-
sciencieuse des pavages peut amener les étudiants a découvrir
(ouaumoins les aider a comprendre) les concepts suivants, parmi
d'autres : la définition de groupe, la commutativité et la non-
commutativité, I'action d’un groupe, les orbites, les générateurs,
les sous-groupes, les classes, les conjugués, les sous-groupes
normaux, les stabilisateurs, les permutations et leurs représenta-
tions et les extensions de groupe. Cela les aide aussi a faire le
passage a |a pensée abstraite et & apprécier sa beauté inhérente.

Puisqu'il ne semble pas exister d’exposé systématique de
I'«algébre d'Escher» dans la volumineuse littérature concernant
Escher, cetarticle se veut un apergu de quelques-unes des fagons
qu’utilise I'art d’Escher pour induire ces sujets.

Pour rendre plus simple I'exposé, on ne considérera que les
pavages monoédriques, ¢'est-a-dire ceuxdonttous les pavés sont
congruents et dont chaque pavé n'a qu'une couleur.
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2. SYMMETRY GROUPS OF TESSELLATIONS

Although the symmetry aspects of Escher’s tessellations have
been thoroughly discussed elsewhere, especially in reference [1],
we will review them here to establish terminology and notation.
Until further notice, we will ignore the colors of the tiles, and
assume that they are identical in every respect.

The isometries of the plane are translation, rotation, reflection, and
glide reflection. A symmetry of a tessellation is an isometry which
maps the tessellation onto itself.

The Pegasus tessellation (Figure 1) is a good place to begin the
study of symmetries because the only isometries which map this
tessellation onto itself are translations (assuming of course that
the pattern is infinite in extent). The other isometries of the plane
can also map tessellations onto themselves: rotation, reflection
and glide reflection are nicely illustrated in Figures 2, 3 and 4, in
which they are combined with translations.

The fact that the set G of symmetries of a tessellation satisfies the
axioms foragroupis the firstimportant result that can be deduced
from a study of Escher’s tessellations. By examining first Figure
1, and then the others, it is easy for students to “see”, by following
the journey of a single tile under successive isometries, first that
theisometries are symmetries, and then that the set of symmetries
is closed under composition, and contains inverses and the iden-
tity. The path of a tile is its orbit. In almost all of Escher’s mono-
hedral tessellations, forany pair oftiles Xand Y there is at least one
isometry g in G which maps X onto Y. This means that alf the tiles
belong to a single orbit. In other words, G acts transitively on the
tiles, and the tessellation is isohedral. (Students usually need, and
welcome, this technical terminology.)

By inspection one finds that in each tessellation the translations
alone forma group T, which is usually a proper subgroup of G. In
Figure 1, G=T; in the other tessellations T is properly contained
in G. Since translations can be represented by vectors, the stu-
dents will easily discover that T is an infinite commutative group
(and that in general G is noncommutative).

33

2. LES GROUPES DE SYMETRIE DES PAVAGES

Méme si I'on a présenté en détail les aspects symétriques des
pavages d'Escher dans d'autres textes, en particulier dans la
référence [1], on en fera ici une révision afin d’établir la termino-
logie et la notation. Jusqu’a nouvel ordre, on ne considérera pas
la couleur des pavés, et on supposera qu'ils sont identiques sous
tous leurs égards.

Les isométries du plan sont la translation, 1a rotation, la réflexion
et la réflexion glissée. On entend par symétrie d’'un pavage, une
isométrie qui laisse invariant le pavage auquel elle s'applique.

Le pavage Pégase (figure 1) constitue un bon point de départd’une
étude des symétries car les seules isométries qui laissent ce
pavage invariant sont des translations (en accepta nt évidemment
que le motif s’étend a l'infini). Les autres isométries du plan
peuvent aussi laisser invariants des pavages; lesfigures 2, 3 et 4
illustrent agréablement les effets de rotation, de réfiexion et de
réflexion glissée ; elles sont ici associées & des translations.

Le fait qu'un ensemble G de symétries d'un pavage satisfasse les
axiomes de groupe est le premier résultat important qu’on peut
déduire de I'étude des pavages d’Escher, En exami nant premiére-
ment la figure 1, et ensuite les autres, il est simple pour les
étudiants de «voir», en suivant le parcours d'une tuile particufiére
soumise aux isométries successives, que, toutd’ab ord, lesisomé-
tries sontdes symétries, et que I'ensemble des symétries estfermé
sous la composition et contient les inverses et l'identité. Le
parcours d’un pavé estson orbite. Dans presque tous les pavages
monoédriques d'Escher, pour toute paire X et Y de pavés, il existe
au moins une isométrie g appartenant a G qui envo ie XsurY. Ceci
signifie que tous les pavés n'appartiennent qu’'a une seule orbite.
En d’autres mots, G agit transitivement sur les pav és et le pavage
est isoédrique. (Les étudiants ont habituellement besoin de cette
terminologie technigue et l'accueillent bien.)

L'observation permettra de trouver que, dans chague pavage,
I'ensemble des seules translations constitue un groupe T, qui est
habituellement un sous-groupe propre de G. Dans la figure 1,
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FIGURE 1

From [1], Plate 14.
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FIGURE 2

From [1], Plate 19.

Tiré de [1], planche 19.

FIGURE 3

From [1], Plate 25.

Tiré de [1], planche 25.

FIGURE 4

From [1], Plate 17.

Tiré de {1}, planche 17.
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FIGURE 5

FIGURE 6a

By choosing points (one in gach tile) which are equivalent under
translation, a point lattice is formed. Marking the lattice points on
tracing paper and shifting the paper over the pattern, it is easy to
see that the lattice is independent of the chosen point. The lattice
thus represents the repeat pattern of the tessellation. By inspecting
the lattice, we find that it can be generated by any lattice parallelo-
gram which contains lattice points only at its vertices, not else-
where on its edges orinits interior. This means that the translation
subgroup T has exactly two generators, corresponding to a pair of
parallelogram edges. The students will have little difficulty in
discovering that a necessary and sufficient condition for a pair of
translations to be generators of T is that they define such a pa-
rallelogram. They will also see that although the generators cannot
be chosen arbitrarily, they can be chosen in infinitely many ways
(Figure 8). Finding an algebraic criterion for this is an intriguing
problem. Thus there is a wealth of fundamental concepts lurking
in this simple tessellation.

[tis challenging exercise for students to investigate other ways in
which rotations, reflections and glide reflections can be combined
with translations to form groups. A little experimentation leads
immediately to the recognition of constraints, which is the real
significance of the axiom of closure.

FIGURE 6b

G=T; dans les autres pavages, T est strictement inclus dans G.
Puisque les translations peuvent &tre représentées a l'aide de
vecteurs, les étudiants pourront facilement découvrir que T est un
groupe commutatifinfini (et qu’en général G est non-commutatif).

En choisissant des points (un dans chaque pavé) qui soient
équivalents sous la translation, on construit un réseau de points.
Entragant les points du réseau sur du papier calque et en glissant
le papier au-dessus du motif, on peut facilementvoir que le réseau
est indépendant du choix du point. Le réseau représente ainsi le
motif répété du pavage. L'examen du réseau révéle qu’on peut le
générer & I'aide de n'importe quel parallélogramme de réseau ne
contenant des points de réseau qu’en ses sommets, et non sur ses
arétes ni dans son intérieur. Ceci signifie que le sous-groupe T des
translations posséde exactement deux générateurs, correspon-
dant & une paire d’arétes du parallélogramme. Les étudiants
n‘auront que peu de difficulté & découvrir que le fait qu’une paire
detranslations définisse un tel parallélogramme est une condition
nécessaire et suffisante pour étre des générateursde T. lIs verront
aussi que méme si on ne peut choisir arbitrairement les géné-
rateurs, ils peuvent étre choisis d'un nombre infini de fagons
(tigure 5). La recherche d’un critére algébrique pour ce choix est
un probléme fascinant. Ainsi, ce simple pavage renferme une
grande richesse de concepts fondamentaux.

Les étudiants trouvent un défi dans la recherche d'autres fagons de
combiner les rotations, les réflexions et les réflexions glissées aux
translations afin de former des groupes. Un peu d’expérimentation
ameéne a la reconnaissance de contraintes ; ¢'est la véritable signi-
fication de I'axiome de fermeture.

Un des aspects placés sous contrainte par I'axiome de fermeture
est I'ordre des rotations compatibles avec T. Cette contrainte est
connue sous le nom de restriction cristallographique, par réfé-
rence & sonimportance dans la classification des cristaux. Dans le
plan, un argument bien connu détermine ce critére. On considére
un réseau bidimensionnel ainsi qu’un centre P de rotation d’ordre
m(figure 6). Puisque deuxtranslations génerent le réseau, il existe
une infinité de tels centres et il y a un minimum pour la distance
entre deux de ces centres. Soit P’ un tel centre ch oisi a distance
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One thing that is constrained by the closure axiom is the possible
orders of rotation which are compatible with T. This constraint is
known as the crystallographic restriction, because of its impor-
tance in the classification of crystais. For the plane this criterion is
easily determined by a well-known argument, Consider a two
dimensional point lattice, and a center of rotation P of order m
(Figure 6). Since the lattice is generated by two translations, there
are infinitely many such centers and there is a minimum distance
betweenthem. Let P’ be such a center at minimum distance from
P; thenthere must be m—1 additional equidistant centers arranged
in a circle about P. In order that no two of these centers be closer
to one another than the radius of the circle, m must be less than
or equal to 6. On the other hand, by considering also the m
equidistantcentersabout P’, wefindthatm cannotequalfive. Thus
a rotation which maps a lattice ontoitself can only be of order one,
two, three, four or six.

With this result in hand, the students will be able to discover many
of the seventeen two dimensional crystallographic groups. After
this, they can be referred to references [1], [2] and [3], which will
help them to identify the groups illustrated by Escher’s tessella-
tions.

3. MORE SUBGROUPS

Subgroups abound in Escher’s tessellations. In particular, the
isometries fixing a single tile X are easy to determine. It is
intuitively clear that they form a finite group; this is the stabilizer
subgroup S(X) of the tile. Because a finite group of isometries
must have at least one fixed point (the centroid of an orbit) and
must map tiles to whole tiles, it is easy to see that the other finite
subgroups of G must fix certain vertices of the tilings, or map
certain edges onto themselves (or both). From this the student can
conclude that the finite subgroups of G are either cyclic or dihedral.
On the other hand, the translations of the pattern form an infinite
subgroup.

minimale de P; il doit exister alors m—1 centres équidistants
additionnels placés en un cercle autour de P. De fagon & ce que la
distance entre toute paire de ces centres ne soit pas plus petite que
le rayon du cercle, m doit étre inférieur ou égal a 6. D'autre part,
en considérant les m centres équidistants par rapport & P”, on
découvre que m ne peut &tre égal a cing. Ainsi une rotation qui
laisse invariant un réseau ne peut étre que d’ordre un, deux, trois,
quatre ou six.

Avec ce résultat en main, les étudiants seronta méme de découvrir
plusieurs des dix-sept groupes cristallographiques bidimension-
nels. Aprés cela, on peut les référer aux textes [1], [2] et [3], qui
les aideront & identifier les groupes illustrés par les pavages
d’Escher.

3. D’AUTRES SOUS-GROUPES

Les pavages d’'Escher abondent en sous-groupes. En particulier,
on peutfacilementidentifier les isométries qui laissent fixe un seul
pavé X . Intuitivement, il est clair que ces isométries forment un
groupefini; c'estenfait le sous-groupe stabilisateur S(X) du paveé.
Puisqu'un groupe fini d’'isométries doit posséder au moins un
point fixe (le centre d’une orbite) et qu'il doit associer les pavés a
des pavés entiers, on peut facilement voir que les autres sous-
groupes finis de G doiventlaisser invariants certains sommets des
pavages, ou associer certaines arétes a elles-méme (ou les deux).
De cela, I'étudiant peut conclure que les sous-groupes finis de G
sont cycliques ou diédraux. D'autre part, I'ensemble des transla-
tions du motif constitue un sous-groupe infini.

SiXetYsontdes pavés d'un pavage isoédrique, les sous-groupes
stabilisateurs S(X) et S(Y) devraient étre en étroite relation. La
mise en lumiére de cette relation constitue un exercice intéressant.
On examine, par exemple, les pavés de |a figure 2. On choisit une
paire de scarabées et on les nomme X et Y. La réflexion m qui fait
correspondre X & lui-mé&me peut étre réalisée directement, ou de




If X and Y are tiles in an isohedral tessellation, the stabilizer
subgroups S(X) and S(Y) should be closely related. It is an
interesting exercise to make this relation precise. Look, for ex-
ample, at the tiles of Figure 2. Choose a pair of beetles and call
them X and Y. The reflection m that maps X onto itself can be
performed directly, or in a more roundabout way: translate X to Y
via the appropriate translation t, reflect Y in its mirror using
reflection m’, and then translate back to X again via t-'=-t. The
result is the same: m =t-'m’t. In other words, m and m” are
conjugate. This is a very clear and simple way to introduce the
concept of conjugacy, and it is one which gets to the heart of the
matter: conjugate group elements do the same things in different
places. More generally, if g is an isometry that maps tile X to tile
Y, then g-' maps Y to X, and all the mappings gS(X)g~' map Y onto
itself, so gS(X)g-' < S(Y). Similarly g-'S(Y)g < S(X). Thus
S(Y) = gS(X)g", from which we conclude that S(X) and S(Y) are
conjugate.

If we now distinguish among tiles of different colors, we find that
each symmetry of atessellation effects a permutation of the colors
of the tiles. We can determine the permutations by inspection. For
example, the symmetries of a checkerboard must either permute
the colors of the squares, or keep them fixed. The four-fold
rotations at the vertices of the squares are associated with the
permutation of order two which interchanges the colors, and the
four-fold rotations atthe centers of the squares are associated with
the identity permutation.

Like the checkerboard, Escher’s colored tessellations are perfectly
colored, which means that the color permutation associated with
a symmetry of the tessellation is unique. It follows from this that
if an element g of G maps one tile of color 4 onto a tile of color b,
it must map {a}, the set of all tiles of color a, onto {b}, the set of all
tiles of color b. Since g is an isometry, {a} and {6} must be
congruent and so we see that the tiling consists of a finite number
of sets of tiles which are identical except for color and orientation!
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fagon plus détournée: ontranslate Xvers Y a l'aide de latranslation
appropriéet, on effectue une réflexion de Y dans son propre miroir
en utilisant la réflexion m’, puis on refait une transl ation de retour
vers X & I'aide de t~'= —t. Le résultat est le méme: m=t-"m’t. En
d’autres mots, metm’ sont conjugués. Ceci constitue une fagon
simple et trés claire d’introduire le concept de conjugaison, et elle
nous mene au coeur du probléme : des éléments conjugués d’un
groupe font le méme travail en des endroits différents. De fagon
plus générale, sig estune isométrie qui envoie le pavé X surle pavé
Y, alors g~ envoie Y sur X, et toutes les applications gS(X)g™
envoient Y sur lui-méme; ainsi gS(X)g~' ¢ S(Y). De fagon sem-
blabie, g-'S(Y)g < S(X). Ainsi, S(Y) = gS(X)g~' ; on peut donc
conclure que S(X) et S(Y) sont conjugués.

Si on distingue maintenant les pavés selon leurs différentes
couleurs, onvoitque chaque symétrie d’un pavagea poureffetune
permutation des couleurs des pavés. Un examen nous permet de
déterminer les permutations en question. Par exemiple, les symé-
tries d’un échiquier doivent effectuer une permutation des cou-
leurs des carrés ou les laisser fixes. Les rotations d’ordre quatre
aux sommets des carrés sont associées a la permutation d'ordre
deux qui interchange les couleurs, et les rotations d’ordre quatre
au centres des carrés sont associées a la permutation identité.

Comme I'échiquier, les pavages coloriés d'Escher sont parfaite-
mentcoloriés ; ceci signifie gue la permutation de couleur associée
a une symétrie du pavage est unique. ! s’ensuit que si un élément
g de G envoie un pavé de couleur a sur un pavé de couleur b, il
doitenvoyer{a}, 'ensemble de tous les pavés de cou leur a, sur{b},
I'ensemble de tous les pavés de couleur b . Puisque g est une
isométrie, {a} et {b} doivent &tre congruents et on veit ainsique le
pavage est constitué d'un nombre fini d’ensembles de pavés qui
sontidentiques sauf en ce qui concerne la couleur et /’orientation!

Soit H(a) I'ensemble des éléments de G qui envoient {a} sur lui-
méme. Puisqu’ily a une propriété de fermeture, H(a) est un sous-
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FIGURE 7

From ‘Magic art:
exhibition Escher’,
Isetan Museum of Art,
Tokyo (1981), Plate 55.
Tiré de ‘Magic art:
exhibition Escher’,
Isetan Museum of Art,
Tokya (1981). planche
55.

FIGURE 8

From "M.C. Escher’s
Universe of Mind Pfay’,
Fuji Television Gallery,
Tokyo (1983), Plate
E118, Michael S, Sachs
Collection.

Tiré de ‘M.C. Escher’s
Universe of Mind Play’,
Fuji Television Gallery,
Tokyo (1983), planche
E118, Michael S. Sachs

Coflection.
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LetH(a) be the set of elements in G which map {a} onto itself. Since
this is a closure property, H(a) is a subgroup of G. The set of
elements in G which map {a} onto {6} is gH(a), a coset of H(a). It
follows that the number of colors is the index of H(a) in G! (If
[G:H(a)] = k, we say that the tessellation is perfectly k-colored.) if
H(b) is the subgroups of G which fixes (b} we find, arguing as
above, that H(a) and H(b) are conjugate.

When the mappings which constitute H{a) also fix {b}, we have
gH(a)g™" = H(a); if H{a) fixes all k colors sets it is equal to all its
conjugates and so it must be a normal subgroup of G. This means
that we can determine whether H{a) is normal by rapid inspection.

Other results follow immediately. For example, from Figures 1, 2,
3and 4wequickly discover thata subgroup of index2 must always

groupe de G. L’ensemble des éléments de G qui envoient {a} sur
{b} est gH(a), une classe de H{a). Il s’ensuit que le nombre de
coufeurs est I'indice de H(a) dans G! (Si [G:H(a)] = k, on dit que le
pavage est parfaitement k-colorié.) Si H(b) est le sous-groupe des
éléments de G qui laissent invariant (b} on a, pour les mémes
raisons gue ci-dessus, que H{a) et H(b) sont conjugués.

Lorsque les applications guiappartiennent & H{a) laissent aussi {H}
fixe,onagH(a)g~" = H(a) ; si H(a) laisse fixes tous les k ensembles
de couleurs, il gst alors &gal & tous ses conjugués et, ainsi, il doit
étre un sous-groupe normal de G. Ceci signifie qu'il est possible de
déterminer la normalité de H(a) & I'aide d’un examen rapide.

D'autres résultats suivent immédiatement. Par exemple, on dé-
couvre rapidement a'examen des figures 1, 2, 3 et 4 qu’un sous-




FIGURE 9
From 'M.C. Escher’s

Universe of Mind Play',

Plate E55.

Tiré de 'M.C. Escher's
Universe of Mind Play’
planche £55

FIGURE 10
From [1]. Plate 39.

Tiré de [1], planche 39.

be normal: since the subgroup defines a perfect 2-coloring, the
symmetries that fix {2} must also fix {6}. Figures 7-10areincluded
as an exercise in detecting normal subgroups.

Can the stabilizer subgroup of a tile be a normal subgroup of the
symmetry group G? No: since T is doubly periodic we are guaran-
teed conjugate subgroups with distinct fixed points which there-
fore cannot coincide. More generally, no finite subgroup of a
crystallographic group can be normal.

On the other hand the translation subgroup T is always normal in
G. This is most easily seen by imagining the tiles to be recolored
so that tiles of the same orientation form single-color sets. Then
it is obvious that T maps the set of tiles of each color onto itself!
What is index of T in G?

39

groupe d’indice 2 doit toujours &tre normal : puisque le sous-
groupe définit un 2-coloriage parfait, les symétries quilaissent {a}
invariant doivent aussi laisser {6} invariant. On peut utiliser les
figures 7-10 comme un exercice de détection des sous-groupes
NOrmaux.

Le sous-groupe stabilisateur d'un pavé peut-il étre un sous-
groupe normal du groupe de symétrie G ? Non : T étant dou-
blement périodique, on est assuré d'avoir des sous-groupes
conjugués possédant des points fixes distincts qui ne peuvent
donc coincider. Plus généralement, aucun sous-groupe fini d’un
groupe cristallographigue ne peut étre normal.

D'autre part, le sous-groupe T des transiations, est toujours
normal dans G. Ceci est plus facile a concevoir en imaginant un
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4. PERMUTATION REPRESENTATIONS

As noted above, in a perfectly colored tessellation each symmetry
in its symmetry group G effects a permutation of the colors. Since
the colors correspond to the cosets of some subgroup, it also
effects a permutation of the cosets. Either way you look at it, it is
easy to check that the permutation corresponding to a composite
mapping gh is the composite of the corresponding permutations.
This establishes a homomorphism from G into the symmetric
group S, , where k is the number of colors or cosets. Thus the
patternillustrates a permutation representation of G. What is more
fun, every subgroup of G of finite index k which contains S(X) for
some tile X defines a permutation of G and thus a k-coloring of the
uncolored tessellation. The search for perfect k-colorings is thus
closely related to the search for subgroups of G of index k, and is
a very instructive exercise in the theory of groups. For further
details of this aspect of the algebraic Escher, see reference [4].

recoloriage des pavés de telle sorte que les pavés de méme
orientationforment des ensembles d’une seule couleur. [lestalors
évident que T envoie I'ensemble des pavés de chaque couleur sur
[ui-méme ! Quel est I'indice de T dans G ?

4. LES REPRESENTATIONS SOUS FORME DE GROUPES DE
PERMUTATIONS

Comme on I'a vu précédemment, chaque symétrie du groupe des
symétries G d’un pavage parfaitement colorié a comme effet une
permutation des couleurs. Puisque les couleurs correspondent
aux classes d'un certain sous-groupe, la symétrie effectue aussi
une permutation des classes. Quelque soit le point de vue, il est
simple de vérifier qu'une permutation correspondant a I'applica-
tion composée gh est le composé des permutations correspon-
dantes. On établit ainsi un homomorphisme de G vers le groupe
symétrique S,, ol k est le nombre de couleurs ou de classes. Ainsi,
lamosaique illustre une représentation de G sous forme de groupe
de permutations. Ce quiest encore plus plaisant, tout sous-groupe
de G d’indice fini k contenant S(X), pour un certain pavé X, définit
une permutation de G et ainsi un k-coloriage du pavage non-
colorié. La recherche des k-coloriages parfaits est donc intime-
ment reliée a la recherche de sous-groupes de G d’indice k, et cela
constitue un exercice trés instructif en théorie des groupes. Pour
plus de détails sur cet aspect de I'algébre d’Escher, on peut con-
sulter [4].




5. GROUP EXTENSIONS

We have already seen that the symmetry group G of an isohedral
tessellation contains a normal translation subgroup T, and the
index of T in G is finite. Thus G/T is isomorphic to a finite group
which we will denote by S. Clearly G is some sort of product of S
and T, but what sort? The first thing to observe is that it cannot be
a direct product, because S, being finite, is not normal in G. It is
natural to ask what other kinds of products these tessellations
might represent, and this raises the problem of group extensions
in a natural way. | don’t know of any other way of motivating this
problem that is quite so effective.

Since the students know how to spot the fixed points of finite
subgroups in a pattern, it is not difficult for them to determine
whether or not G contains subgroups isomorphic to S, If it does,
then the product meets the requirements for being semidirect: T
is normal in G, S is a subgroup of G, and G/T is isomorphic to S.
All of the tessellations shown in this article, except those of
Figures 1 and 4, illustrate semidirect products. In Figure 1
S = {1}, in Figure 4 the elements of G, which are translations and
glide reflections, have no fixed points and thus G has no nontrivial
finite subgroups even though |8 = 2. (This pattern thus demon-
strates both the need for a theory of extensions, and something of
its complexity.)
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5. EXTENSIONS DE GROUPE

On a déja vu que le groupe de symétrie G d’'un pavage isoédrique
contient un sous-groupe normal, le sous-groupe T des transla-
tions, et que I'indice de T dans G est fini. Ainsi G/T est isomorphe
aun groupe fini qu’on désignera par S. De fagon évidente, G esten
quelgue sorte un produit de S et de T, mais comment ? On note
tout d’abord que ce ne peut étre un produit direct, car S, étant fini,
n‘estpasnormaldans G. Il est naturel de se demand er quels autres
types de produits ces pavages peuvent représenter, et ceci mene
naturellement au probléme des extensions de groupe. Je ne
connais aucune autre motivation de ce probléme qui soit aussi
efficace.

Comme les étudiants savent comment identifier les points fixes de
sous-groupes finis dans un motif, il ne leur est pas difficile de
déterminer si G contient ou non des sous-groupes isomorphes &
S. Sic'est le cas, le produit posséde alors les exigences pour étre
semi-direct : T est normal dans G, S est un sous-groupe de G, et
G/T est isomorphe & S. Tous les pavages de cet article, a
I'exception de ceuxdes figures 1 et 4, illustrent des produits semi-
directs. Dans la figure 1, S = {1} ; dans la figure 4, les éléments de
G, qui sont des translations et des réflexions glissées, ne pos-
sédent pas de points fixes et ainsi, G n'a pas de so us-groupe fini
nontrivial mémesi |S|=2. (Ce motif montre ainsi a la fois le besoin
d’une théorie des extensions et un apergu de sa complexité.)
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6. CONCLUDING REMARKS

The dialogue between Escher and the mathematicians does not
end here; indeed it has notended yet! Butevenifa student chooses
to join in the discussion for only a short while, she will enjoy
participating in the discovery of theoretical concepts of generality,
depth and meaning beneath the surface of Escher’s art.

The beauty and intellectual fascination of mathematics consists at
least in part in exploring both the freedom permitted by and the
restrictions imposed by constraints (usually presented in the form
of axioms and definitions, or real-world boundary conditions).
This is also a key to the beauty and substance of Escher’s work.
Although Escher’s own analysis of his patterns reflected artistic
rather than mathematical concerns, see reference [5], the solu-
tions he arrived at for the problems he set himself are mathemati-
cally satisfactory as well. This is not surprising since Escher
imposed severe geometric constraints upon his work, which
necessarily resulted in a limited number of solutions. Perhaps
more than any other artist he shows us how imaginatively these
solutions can be presented, and challenges us to discover the
mathematics which underlies them.

I would like to thank Doris Schattschneiderand H.S.M. Coxeter for
helpful comments on the manuscript.

6. REMARQUES FINALES

Le dialogue établi entre Escher etles mathématiciens ne prend pas
fin ici ; en effet, il n'est pas encore terminé. Mais méme si un
étudiant choisit de ne se joindre a la discussion que pour un court
laps de temps, il appréciera sa participation & la découverte de
concepts théoriques généraux, profonds et significatifs sous la
surface de I'art d’Escher.

La beauté et la fascination intellectuelle des mathématiques rési-
dent au moins en partie dans I'exploration de I'espace de liberté
ainsi que des restrictions imposées par des contraintes (habituel-
lement présentées sous laforme d’axiomes et de définitions, ou de
conditions aux limites issues de la réalité). C’est aussi une clé de
labeauté et de la substance des travaux d’Escher. M&me si Escher
basait I'analyse de ses propres motifs sur des considération pius
artistigues que mathématiques, voir la référence [5], les solutions
qu’il a trouvées aux problemes qu’il a lui-méme posés sont tout
aussi satifaisantes d'un point de vue mathématique. Ce n'est pas
surprenant car Escher imposait a ses travaux des contraintes
géomeétriques séveres, ce qui limitait nécessairement le nombre
de solutions. Peut-étre plus que tout autre artiste, il nous a montré
de quelle fagon imaginative ces solutions peuvent étre présentées,
etil nous met au défi de découvrir les mathématiques qui les sous-
tendent.

L'auteur tient a remercier Doris Schattschneider et H.S.M. Coxeter
pour les commentaires fort utiles qu'ils ont formulés au sujet du
manuscrit de cet article.
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