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THE ALGEBRAIC ESCHER 

ABSTRACT 

M.C. Escher's colored monohedral tessellations of the plane are a 
useful tool for exploring many concepts of abstract algebra, 
including groups, subgroups, cosets, conjugates, orbits, and 
group extensions. 

1. INTRODUCTION 

M.C. Escher's colored tessellations of the Euclidean plane now 
appear in many high school and college level mathematics text- 
books, where they are used to enliven the presentation, to illustrate 
isometric mappings, and as geometrical representations of the 
two dimensional crystallographic groups. Students and teachers 
alike are intrigued by Escher's wiggly animals interlocked into 
wholes which are greater than the sum of their parts. 

Although Escher claimed to be ignorant of mathematics, he had a 
great deal to say to mathematicians in his own language, the 
language of graphic art. His tessellations invite us to join a visual 
dialogue: inspecting the tessellations helps us to discover the 

L 'ALCEBRE D'ESCHER 

Les pavages monoedriques et colories du plan realise par M.C. 
Escher constituent un outil utile dans I'exploration de plusieurs 
concepts d'algebre abstraite : les groupes, les sous-groupes, les 
classes, les conjugues, les orbites, et les extensions de groupe. 

1. INTRODUCTION 

Les pavages colories du plan euclidien realise par M.C. Escher 
apparaissent maintenant dans plusieurs manuels de mathema- 
tiques de niveaux secondaire et collegial; on les y utilise afin 
d'egayer la presentation, pour illustrer les applications isome- 
triques, et comme representations geometriques des groupes 
cristallographiques de dimension deux. Les etudiants comme les 
enseignants sont intrigues par les animaux tortueu x d'Escher qui 
s'imbriquent dans des entites qui sont plus grandes que la somme 
de leurs parties. 

Mdme si Escher se declarait ignorant en mathematiques, il avait 
enormement de choses a dire aux mathematiciens a I'aide de son 



underlying mathematics, and in return the mathematics helps us 
to appreciate the tessellations. 

Unfortunately, in most of the textbooks that I have seen, the 
dialogue is rather superficial; the tessellations are given a nod and 
the discussion moves on. Yet Escher's tessellations can be used 
- really used, not just displayed - in a variety of college 
mathematics courses. These obviously include courses with 
geometric content such as linear algebra, transformation geome- 
try, and courses on tilings and patterns. I t  is less obvious that the 
tessellations can illuminate courses in abstract algebra. Indeed, 
the dialogue with Escher may be the most  profound on the theory 
of groups. 

Group theory pervades the mathematical analysis of colored 
periodic tessellations, and in turn the tessellations illustrateagreat 
many concepts of elementary and not-so-elementary group the- 
ory. I have found that a careful study of the tessellations can lead 
students to discover (or at least help them to understand) the 
following concepts, among others: the definition of a group, 
commutativity and noncommutativity, group action, orbits, gen- 
erators, subgroups, cosets, conjugates, normal subgroups, stabi- 
lizers, permutations and permutation representations, and group 
extensions. It also helps them to make the transition to  abstract 
thought, and to  appreciate i ts inherent beauty. 

Because there does not seem to  be any systematic discussion of 
the "algebraic Escher" in the voluminous Escher literature, this 
article is devoted to an outline of some of the ways that Escher's 
art entails these topics. 

For simplicity, we wil l consider only tessellations which are 
monohedral, that is, in  which all the tiles are congruent, and in 
which each tile has a single color. 

propre langage, le langage des arts graphiques. Ses pavages nous 
invitent a participer a un dialogue visuel : I'examen des pavages 
nous aide a decouvrir les mathematiques sous-jacentes, et en re- 
tour les mathematiques nous permettent d'apprecier les pavages. 

Malheureusement, dans la plupart des ouvrages que j'ai vus, le 
dialogue demeure plut6t superficiel ; on presente les pavages, 
voila, et la discussion passe a autre chose. Pourtant, les pavages 
d'Escher peuvent &re utilises --raiment utilises, non seulement 
presentes - dans un grand nombre de cours de rnathematiques 
collegiales. Evidemment, on y trouve les cours a contenu geome- 
trique tels que I'algebre lineaire, la geometrie des transformations, 
et des cours sur les pavages et les mosa'iques. II est moins evident 
que les pavages puissent Bclairer des cours d'algebre abstraite. En 
fait, c'est au sujet de la theorie des groupes que le dialogue avec 
Escher peut &re le plus profond. 

La theorie des groupes se retrouve dans toute I'analyse mathema- 
tique des pavages periodiques colories, e t a  leur tour les pavages 
illustrent un grand nombre de concepts de theorie elementaire (et 
pas-si-elementaire) des groupes. J'ai observe qu'une etude con- 
sciencieuse des pavages peut amener les etudiants a decouvrir 
(ou au moins les aider a comprendre) les concepts suivants, parmi 
d'autres: la definition de groupe, la commutativite et la non- 
commutativite, I'action d'un groupe, les orbites, les generateurs, 
les sous-groupes, les classes, les conjugues, les sous-groupes 
normaux, les stabilisateurs, les permutations et leurs representa- 
tions et les extensions de groupe. Cela les aide aussi a faire le 
passage a la pensee abstraite e t a  apprecier sa beaute inherente. 

Puisqu'il ne s tmb le  pas exister d'expose systematique de 
I'Q algebre d'Escher )) dans la volumineuse litterature concernant 
Escher, cet article se veut un aperGu de quelques-unes des fa$ons 
qu'utilise I'art d'Escher pour induire ces sujets. 

Pour rendre plus simple I'expose, on ne considerera que les 
pavages monoedn'ques, c'est-a-dire ceuxdont tous les paves sont 
congruents et dont chaque pave n'a qu'une couleur. 
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2. SYMMETRY GROUPS OF TESSELLATIONS 

Although the symmetry aspects of Escher’s tessellations have 
been thoroughly discussed elsewhere, especially in reference [ l ] ,  
we will review them here to establish terminology and notation. 
Until further notice, we will ignore the colors of the tiles, and 
assume that they are identical in every respect. 

The isometries of the plane are translation, rotation, reflection, and 
glide reflection. A symmetlyof a tessellation is an isometry which 
maps the tessellation onto itself. 

The Pegasus tessellation (Figure 1) is a good place to begin the 
study of symmetries because the only isometries which map this 
tessellation onto itself are translations (assuming of course that 
the pattern is infinite in extent). The other isometries of the plane 
can also map tessellations onto themselves: rotation, reflection 
and glide reflection are nicely illustrated in Figures 2,3 and 4, in 
which they are combined with translations. 

The fact that the set G of symmetries of a tessellation satisfies the 
axiomsfora group is the first important resultthat can be deduced 
from a study of Escher’s tessellations. By examining first Figure 
1, and then the others, it is easy for students to “see”, by following 
the journey of a single tile under successive isometries, first that 
the isornetries are symmetries, and then that the set of symmetries 
is closed under composition, and contains inverses and the iden- 
tity, The path of a tile is its orbit. In almost all of Escher’s mono- 
hedral tessellations, for any pair of tiles Xand Y there is at least one 
isometry g in G which maps X onto Y. This means that all the tiles 
belong to a single orbit. In other words, G acts transitively on the 
tiles, and the tessellation is isohedral. (Students usually need, and 
welcome, this technical terminology.) 

By inspection one finds that in each tessellation the translations 
alone form a group T, which is usually a proper subgroup of G. In 
Figure 1, G=T; in the other tessellations T is properly contained 
in G. Since translations can be represented by vectors, the stu- 
dents will easily discover that T is an infinite commutative group 
(and that in general G is noncommutative). 

2. LES GROUPES DE SYMETRIE DES PAVAGES 

M h e  si I’on a presente en detail les aspects symetriques des 
pavages d’Escher dans d’autres textes, en particulier dans la 
reference [l], on en fera ici une revision afin d’etablir la termino- 
logie et la notation. Jusqu’a nouvel ordre, on ne considerera pas 
la couleur des paves, et on supposera qu’ils sont identiques sous 
tous leurs egards. 

Les isometries du plan sont la translation, la rotation, la reflexion 
et la reflexion glissee. On entend par symefrie d’un pavage, une 
isometrie qui laisse invariant le pavage auquel elle s’applique. 

Le pavage Pegase (figure 1) constitue un bon point de depart d’une 
etude des symetries car les seules isometries qu i  laissent ce 
pavage invariant sont des translations (en accepta nt evidemment 
que le motif s’etend a I’infini). Les autres isornetries du plan 
peuvent aussi laisser invariants des pavages ; les figures 2,3 et 4 
illustrent agreablement les effets de rotation, de reflexion et de 
reflexion glissee ; elles sont ici associees a des translations. 

Le fait qu’un ensemble G de symetries d’un pavage satisfasse les 
axiomes de groupe est le premier resultat important qu’on peut 
deduire de I’etude des pavages d’Escher. En examinant premiere- 
ment la figure 1, et ensuite les autres, il est simple pour les 
etudiants de ((voir )), en suivant le parcours d’une tuile particuliere 
soumise aux isometries successives, que, tout d’ab ord, les isome- 
tries sontdes symetries, et que I’ensembledes symetriesestferme 
sous la composition et contient les inverses e t  I’identite. Le 
parcours d’un pave est son orbite. Dans presque tous les pavages 
monoedriques d’Escher, pour toute paire X et Y de paves, il existe 
au moins une isometrie g appartenant a G qui envo ie X sur Y. Ceci 
signifie que tous les paves n’appartiennent qu’a une seule orbite. 
En d’autres mots, G agit transitivement sur les paves et le pavage 
est isoedrique. (Les etudiants ont habituellement besoin de cette 
terminologie technique et I’accueillent bien.) 

L’observation permettra de trouver que, dans chaque pavage, 
I’ensemble des seules translations constitue un groupe T, qui est 
habituellement un sous-groupe propre de G. D a m  la figure 1, 

TOPOLOGI€STRUCTURALE PF 15 
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FIGURE 1 

From [ l ] ,  Plate 14. 

Tire de [ l ] ,  planche 14. 

FIGURE 2 

From [ l ] .  Plate 19. 

Tire de [ l ] ,  planche 19. 

FIGURE 3 

From [ l ] ,  Plate 25. 

Tire de [ l ] ,  planche 25. 

FIGURE 4 

From [ l ] ,  Plate 17. 

Tire de [ l ] ,  planche 17 
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By choosing points (one in each tile) which are equivalent under 
translation, a point lattice is formed. Marking the lattice points on 
tracing paper and shifting the paper over the pattern, it is easy to 
see that the lattice is independent of the chosen point. The lattice 
thus represents the repeat pattern of the tessellation. By inspecting 
the lattice, we find that it can be generated by any lattice parallelo- 
gram which contains lattice points only at its vertices, not else- 
where on its edges or in its interior. This means that the translation 
subgroup T has exactly two generators, corresponding to a pair of 
parallelogram edges. The students will have little difficulty in 
discovering that a necessary and sufficient condition for a pair of 
translations to be generators of T is that they define such a pa- 
rallelogram. They will also see that although the generators cannot 
be chosen arbitrarily, they can be chosen in infinitely many ways 
(Figure 5). Finding an algebraic criterion for this is an intriguing 
problem. Thus there is a wealth of fundamental concepts lurking 
in this simple tessellation. 

It is challenging exercise for students to investigate other ways in 
which rotations, reflections and glide reflections can be combined 
with translations to form groups. A little experimentation leads 
immediately to the recognition of constraints, which is the real 
significance of the axiom of closure. 

FIGURE 6b 
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G=T; dans les autres pavages, T est strictement inclus dans G. 
Puisque les translations peuvent &re representees a I'aide de 
vecteurs, les etudiants pourront facilement decouvrir que T est un 
groupe commutatif infini (et qu'en general G est non-commutatif). 

En choisissant des points (un dans chaque pave) qui soient 
equivalents sous la translation, on construit un reseau de points. 
En traqant les points du reseau sur du papier calque et en glissant 
le papier au-dessus du motif, on peut facilement vo ir  que le reseau 
est independant du choix du point. Le reseau represente ainsi le 
motif repete du pavage. L'examen du reseau revele qu'on peut le 
generer a I'aide de n'importe quel parallelogramme de reseau ne 
contenant des points de reseau qu'en ses sommets, et non sur ses 
arQtes ni dans son interieur. Ceci signifie que le sous-groupe Tdes 
translations possede exactement deux generateu rs, correspon- 
dant a une paire d'arQtes du parallelogramme. Les etudiants 
n'auront que peu de difficulte a decouvrir que le fait qu'une paire 
de translations definisse un tel parallelogramme est une condition 
necessaireetsuffisantepour Qtre desgenerateursde T. llsverront 
aussi que mQme si on ne peut choisir arbitrairernent les gene- 
rateurs, ils peuvent &re choisis d'un nombre infini de fagons 
(figure 5). La recherche d'un critere algebrique pour ce choix est 
un probleme fascinant. Ainsi, ce simple pavage renferme une 
grande richesse de concepts fondamentaux. 

Les etudiantstrouvent un defi dans la recherched'autresfaqonsde 
combiner les rotations, les reflexions et les reflexions glissees aux 
translationsafin deformer des groupes. Un peu d'experimentation 
amene la reconnaissance de contraintes ; c'est la veritable signi- 
fication de I'axiome de fermeture. 

Un des aspects places sous contrainte par I'axiome de fermeture 
est I'ordre des rotations compatibles avec T. Cette contrainte est 
connue sous le nom de restriction cristallographique, par refe- 
rence a son importance dans la classification des cr istaux. Dans le 
plan, un argument bien connu determine ce critere. On considere 
un reseau bidimensionnel ainsi qu'un centre P de rotation d'ordre 
m (figure 6). Puisque deux translations generent le reseau, il existe 
une infinite de tels centres et il y a un minimum pour la distance 
entre deux de ces centres. Soit P' un tel centre ch oisi b distance 
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One thing that is constrained by the closure axiom is the possible 
orders of rotation which are compatible with T. This constraint is 
known as the crystallographic restriction, because of its impor- 
tance in the classification of crystals. For the plane this criterion is 
easily determined by a well-known argument. Consider a two 
dimensional point lattice, and a center of rotation P of order m 
(Figure 6). Since the lattice is generated by two translations, there 
are infinitely many such centers and there is a minimum distance 
between them. Let P’ be such a center at minimum distance from 
P; then there must be m-1 additional equidistant centersarranged 
in a circle about P. In order that no two of these centers be closer 
to one another than the radius of the circle, m must be less than 
or equal to 6. On the other hand, by considering also the m 
equidistantcentersabout P’, we find that m cannotequalfive.Thus 
a rotation which maps a lattice onto itself can only be of order one, 
two, three, four or six. 

With this result in hand, the students will be able to discover many 
of the seventeen two dimensional crystallographic groups. After 
this, they can be referred to references [ l ] ,  [2] and [3], which will 
help them to identify the groups illustrated by Escher’s tessella- 
tions. 

3. MORE SUBGROUPS 

Subgroups abound in Escher’s tessellations. In particular, the 
isometries fixing a single tile X are easy to determine. It is 
intuitively clear that they form a finite group; this is the stabilizer 
subgroup S(X) of the tile. Because a finite group of isometries 
must have at least one fixed point (the centroid of an orbit) and 
must map tiles to whole tiles, it is easy to see that the other finite 
subgroups of G must fix certain vertices of the tilings, or map 
certain edges onto themselves (or both). From this the studentcan 
concludethatthefinitesubgroupsof G areeithercyclic ordihedral. 
On the other hand, the translations of the pattern form an infinite 
subgroup. 

minimale de P ; il doit exister alors m-1 centres equidistants 
additionnels places en un cercle autour de P. De faGon ace que la 
distance entre toute paire de ces centres ne soit pas plus petite que 
le rayon du cercle, m doit dtre inferieur ou egal a 6. D’autre part, 
en considerant les m centres equidistants par rapport a P’ , on 
decouvre que m ne peut dtre egal a cinq. Ainsi une rotation qui 
laisse invariant un reseau ne peut dtre que d’ordre un, deux, trois, 
quatre ou six. 

Avec ce resultat en main, les etudiants seront a m i m e  de decouvrir 
plusieurs des dix-sept groupes cristallographiques bidimension- 
nels. Apres cela, on peut les referer aux textes [l] ,  [2] et [3], qui 
les aideront a identifier les groupes illustres par les pavages 
d’Escher. 

3. D’AUTRES SOUS-GROUPES 

Les pavages d’Escher abondent en sous-groupes. En particulier, 
on peutfacilement identifier les isometries qui laissent fixe un seul 
pave X . Intuitivement, il est clair que ces isometries forment un 
groupefini ; c’est en fait le sous-groupe stabilisateur S(X) du pave. 
Puisqu’un groupe fini d’isometries doit posseder au moins un 
point fixe (le centre d’une orbite) et qu’il doit associer les paves a 
des paves entiers, on peut facilement voir que les autres sous- 
groupesfinis de G doivent laisser invariants certains sommets des 
pavages, ou associer certaines ardtes a elles-mGme (ou les deux). 
De cela, I’etudiant peut conclure que les sous-groupes finis de G 
sont cycliques ou diedraux. D’autre part, I’ensemble des transla- 
tions du motif constitue un sous-groupe infini. 

Si X et Y sont des paves d’un pavage isoedrique, les sous-groupes 
stabilisateurs S(X) et S(Y) devraient dtre en etroite relation. La 
mise en lumiere de cette relation constitue un exercice interessant. 
On examine, par exemple, les paves de la figure 2. On choisit une 
paire de scarabees et on les nomme X et Y. La reflexion m qui fait 
correspondre X a lui-mdrne peut dtre realisee directement, ou de 
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If X and Y are tiles in an isohedral tessellation, the stabilizer 
subgroups S(X) and S(Y) should be closely related. It is an 
interesting exercise to make this relation precise. Look, for ex- 
ample, at the tiles of Figure 2. Choose a pair of beetles and call 
them X and Y. The reflection m that maps X onto itself can be 
performed directly, or in a more roundabout way: translate X to Y 
via the appropriate translation t, reflect Y in its mirror using 
reflection m’, and then translate back to X again via t - l=  -t. The 
result is the same: m = t-lm’t. In other words, m and m’ are 
conjugate. This is a very clear and simple way to introduce the 
concept of conjugacy, and it is one which gets to the heart of the 
matter: conjugate group elements do the same things in different 
places. More generally, if g is an isometry that maps tile X to tile 
Y, then g-l maps Y to X, and all the mappings gS(X)g-l map Y onto 
itself, so gS(X)g-l c_ S(Y). Similarly g-lS(Y)g c S(X). Thus 
S(Y) = gS(X)g-l, from which we conclude that S(X) and S(Y) are 
conjugate. 

If we now distinguish among tiles of different colors, we find that 
each symmetry of a tessellation effectsa permutation of the colors 
of the tiles. We can determine the permutations by inspection. For 
example, the symmetries of a checkerboard must either permute 
the colors of the squares, or keep them fixed. The four-fold 
rotations at the vertices of the squares are associated with the 
permutation of order two which interchanges the colors, and the 
four-fold rotationsat thecenters ofthe squaresareassociated with 
the identity permutation. 

Like the checkerboard, Escher’s colored tessellationsare perfectly 
colored, which means that the color permutation associated with 
a symmetry of the tessellation is unique. It follows from this that 
if an element g of G maps one tile of color a onto a tile of color b, 
it must map la), the set of all tiles of color a, onto {b l ,  the set of all 
tiles of color b. Since g is an isometry, (a1 and Ibl must be 
congruent and so we see that the tiling consists of a finite number 
of sets of tiles which are identical except for color and orientation! 

faqon plus detournee : on translate Xvers Y a I’aidede la translation 
appropriee t, on effectue une reflexion de Y dans son propre miroir 
en utilisant la reflexion m’, puis on refait une translation de retour 
vers X a I’aide de t - l=  -t. Le resultat est le mQme : m = t-’m’t. En 
d’autres mots, m et m’ sont conjugues, Ceci constitue une facon 
simple et tres Claire d’introduire le concept de conjugaison, et elle 
nous mene au coeur du probleme : des elements conjugues d’un 
groupe font le mQme travail en des endroits differents. De facon 
plus generale, si g est une isometrie qui envoie le pave X sur le pave 
Y, alors g-’ envoie Y sur X, et toutes les applications gS(X)g-l 
envoient Y sur lui-meme; ainsi gS(X)g-l c S(Y). De  faqon sem- 
blable, g-lS(Y)g E S(X). Ainsi, S(Y) = gS(X)g-l ~ on peut donc 
conclure que S(X) et S(Y) sont conjugues. 

Si on distingue maintenant les paves selon leurs differentes 
couleurs, onvoitquechaquesymetrie d’un pavageapoureffet une 
permutation des couleurs des paves. Un examen nous permet de 
determiner les permutations en question. Par exemple, les syme- 
tries d’un Bchiquier doivent effectuer une permutation des cou- 
leurs des carres ou les laisser fixes. Les rotations d’ordre quatre 
aux sommets des carres sont associees a la permutation d’ordre 
deux qui interchange les couleurs, et les rotations d’ordre quatre 
au centres des carres sont associees a la permutation identite. 

Comme I’echiquier, les pavages colories d’Escher sont parfaire- 
rnentco/ories;ceci signifiequelapermutationdecouleurassociee 
a une symetrie du pavage est unique. II s’ensuit que si un element 
g de G envoie un pave de couleur a sur un pave de couleur b ,  i l  
doit envoyer la}, I’ensemble de tous les paves de cou leur a ,  sur(b1, 
I’ensemble de tous les paves de couleur b . Puisque g est une 
isometrie, l a le t  {bl doivent &re congruents et on voit ainsi que le 
pavage est constitue d’un nombre fini d’ensembles de paves qui 
sont identiques sauf en ce qui concerne la couleur e t  I’orientation! 

Soit H(a) I’ensemble des elements de G qui envoient {a1 sur lui- 
mQme. Puisqu’il y a  une propriete de fermeture, H(a) est un sous- 

TOPOLOGIE STRUCTURAL€ No 15 
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FIGURE 7 
From 'Magrc art: 
exhibition Escher'. 
lsetan Museum of Art, 
Tokyo (1981), Plate 55  
Tire de 'Maglc art: 
exhibition Escher', 
lsetan Museum of Art, 
Tokyo (1981). planche 
55. 

FIGURE a 
From 'M.C. Escher's 
Universe of Mind Play' 
Fuj i  Television Gallery, 
Tokyo (1983), Plate 
El 18, Michael S Sachs 
Collection. 
Tire de 'M.C. Escher's 
Universe of Mind Play' 
FUJI Television Galley, 
Tokyo (1983). planche 
E118. Michael S. Sachs 
Collection. 

_____ __-. 
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Let H(a) be the set of elements in G which map { a )  onto itself. Since 
this is a closure property, H(a) is a subgroup of G. The set of 
elements in G which map {a1 onto {bl  is gH(a), a coset of H(a). It 
follows that the number of colors is the index of H(a) in G !  (If 
[G:H(a)] = k, we say that the tessellation is perfectly k-colored.) If 
H(b) is the subgroups of G which fixes lbl we find, arguing as 
above, that H(a) and H(b) are conjugate. 

When the mappings which constitute H{a) also fix { b l ,  we have 
gH(a)g-' = H(a); if H(a) fixes all k colors sets it is equal to all its 
conjugates and so it must be a normal subgroup of G. This means 
that wecan determine whether H(a) is normal by rapid inspection. 

Other results follow immediately. For example, from F i g u r e s  1 , 2 ,  
3and4wequicklydiscoverthatasubgroup ofindex2 mustalways 

groupe de G. L'ensemble des elements de G qui envoient {a}  sur 
(b )  est gH(a), une classe de H(a). I1 s'ensuit que le nombre de 
couleurs est I'indice de H(a) dans G! (Si [G:H(a)] = k, on dit que le 
pavage est parfaitement k-colorie.) Si H(b) est lesous-groupe des 
elements de G qui laissent invariant {bl  on a, pour les m&mes 
raisons que ci-dessus, que H(a) et H(b) sont conjugues. 

Lorsque les applications qui appartiennent a H(a) laissent aussi {bl 
fixe, on a gH(a)g-l = H(a) ; si H(a) laissefixes tous les kensembles 
de couleurs, il est alors egal a tous ses conjugues et, ainsi, il doit 
i t re  un sous-groupe normal de G. Ceci signifie qu'ilest possible de 
determiner la normalite de H(a) a I'aide d'un examen rapide. 

D'autres resultats suivent immediatement. Par exemple, on de- 
couvre rapidementa I'examen des figures 1 , 2 , 3  et 4 au'un sous- 
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FIGURE 9 

From M C Escher s 
Universe of M ind  Play 
Plate E55 

Tire de M C Eschers  
Universe of Mind Play 
pianche E55 

be normal: since the subgroup defines a perfect 2-coloring, the 
symmetries that f ix la)  musta lso f ix lb ) .  Figures7- lOare included 
as an exercise in detecting normal subgroups. 

Can the stabilizer subgroup of a tile be a normal subgroup of the 
symmetry group G? No: since T is doubly periodic we are guaran- 
teed conjugate subgroups with distinct fixed points which there- 
fore cannot coincide. More generally, no finite subgroup of a 
crystallographic group can be normal. 

On the other hand the translation subgroup T is always normal in 
G. This is most easily seen by imagining the tiles to be recolored 
so that tiles of the same orientation form single-color sets. Then 
it is obvious that T maps the set of tiles of each color onto itself! 
What is index of T in G? 
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groupe d'indice 2 doit toujours etre normal : puisque le sous- 
groupe definit un 2-coloriage parfait, les symetries qui laissent {a )  
invariant doivent aussi laisser {bl invariant. On peut  utiliser les 
figures 7-10 comme un exercice de detection des sous-groupes 
normaux. 

Le sous-groupe stabilisateur d'un pave peut-il W e  un sous- 
groupe normal du groupe de symetrie G 7 Non T etant dou- 
blement periodique. on est assure d'avoir des sous-groupes 
conjugues possedant des points fixes distincts qui ne peuvent 
donc coincider Plus generalement aucun sous-groupe fini d'un 
groupe cristallographique ne peut Btre normal 

D'autre part, le sous-groupe T des translations, est toujours 
normal dans G .  Ceci est plus facile a concevoir en imaginant un 

FIGURE 10 

From [ l ]  Plate 39 

Tire de [ l ]  planche 39 
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4. PERMUTA TlON REPRESENTA TIONS 

As noted above, in a perfectly colored tessellation each symmetry 
in its symmetry group G effects a permutation of the colors. Since 
the colors correspond to the cosets of some subgroup, it also 
effects a permutation of the cosets. Either way you look at it, it is 
easy to check that the permutation corresponding to a composite 
mapping gh is the composite of the corresponding permutations. 
This establishes a homomorphism from G into the symmetric 
group S,, where k is the number of colors or cosets. Thus the 
pattern illustrates a permutation representation of G. What is more 
fun, every subgroup of G of finite index k which contains S(X) for 
some tile X defines a permutation of G and thus a k-coloring of the 
uncolored tessellation. The search for perfect k-colorings is thus 
closely related to the search for subgroups of G of index k, and is 
a very instructive exercise in the theory of groups. For further 
details of this aspect of the algebraic Escher, see reference [4]. 

recoloriage des paves de telle sorte que les paves de m h e  
orientation forrnent des ensembles d'une seule couleur. II est alors 
evident que T envoie I'ensemble des paves de chaque couleur sur 
lui-mime ! Quel est I'indice de T dans G ? 

4. LES REPRESENTATIONS SOUS FORME DE GROUPES DE 
PERMUTA TIONS 

Comme on I'a vu precedemment, chaque symetrie du groupe des 
symetries G d'un pavage parfaitement colorie a comme effet une 
permutation des couleurs. Puisque les couleurs correspondent 
aux classes d'un certain sous-groupe, la symetrie effectue aussi 
une permutation des classes. Quelque soit le point de vue, il est 
simple de verifier qu'une permutation correspondant a I'applica- 
tion composee gh est le compose des permutations correspon- 
dantes. On etablit ainsi un homomorphisme de G vers le groupe 
symktrique S,, oh kest le nombre de couleurs ou de classes. Ainsi, 
la mosai'que illustre une representation de G sousforrne de groupe 
de permutations. Ce qui est encore plus plaisant, tout sous-groupe 
de G d'indice fini k contenant S(X), pour un certain pave X, definit 
une permutation de G et ainsi un k-coloriage du pavage non- 
colorie. La recherche des k-coloriages parfaits est donc intime- 
ment reliee a la recherche de sous-groupes de G d'indice k, et cela 
constitue un exercice tres instructif en theorie des groupes. Pour 
plus de details sur cet aspect de I'algebre d'Escher, on peut con- 
sulter [4]. 
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5. GROUP EXTENSIONS 

We have already seen that the symmetry group G of an isohedral 
tessellation contains a normal translation subgroup T, and the 
index of T in G is finite. Thus G/T is isomorphic to a finite group 
which we will denote by S. Clearly G is some sort of product of S 
and T, but what sort? The first thing to observe is that it cannot be 
a direct product, because S, being finite, is not normal in G. It is 
natural to ask what other kinds of products these tessellations 
might represent, and this raises the problem of group extensions 
in a natural way. I don’t know of any other way of motivating this 
problem that is quite so effective. 

Since the students know how to spot the fixed points of finite 
subgroups in a pattern, it is not difficult for them to determine 
whether or not G contains subgroups isomorphic to S. If it does, 
then the product meets the requirements for being semidirect: T 
is normal in G, S is a subgroup of G, and G/T is isomorphic to S. 
All of the tessellations shown in this article, except those of 
Figures 1 and 4, illustrate semidirect products. In Figure 1 
S = { I ] ;  in Figure 4 the elements of G, which are translations and 
glide reflections, have no fixed points and thus G has no nontrivial 
finite subgroups even though IS1 = 2. (This pattern thus demon- 
strates both the need for a theory of extensions, and something of 
its complexity.) 

5. EXTENSIONS DE GROUPE 

On a deja vu que le groupe de symetrie G d’un pavage isoedrique 
contient un sous-groupe normal, le sous-groupe T des transla- 
tions, et que I’indice de T dans G est fini. Ainsi G/T est isomorphe 
a un groupe fini qu’on designera par S. De fa$on evi dente, G est en 
quelque sorte un produit de S et de T, mais comment ? On note 
tout d’abord que ce ne peut dtre un produit direct, car S, etant fini, 
n’estpas normal dansG. IIest nature1 desedemanderquelsautres 
types de produits ces pavages peuvent representer, et ceci mene 
naturellement au probleme des extensions de groupe. Je ne 
connais aucune autre motivation de ce probleme qui soit aussi 
eff icace. 

Comme les etudiants savent comment identifier les pointsfixes de 
sous-groupes finis dans un motif, il ne leur est pas difficile de 
determiner si G contient ou non des sous-groupes isomorphes a 
S. Si c’est le cas, le produit possede alors les exigences pour dtre 
semi-direct : T est normal dans G, S est un sous-g roupe de G, et 
G/T est isomorphe a S. Tous les pavages de cet article, 
I’exception de ceuxdes figures 1 et 4, illustrent des produits semi- 
directs. Dans la figure 1, S = (1) : dans la figure 4, les elements de 
G, qui sont des translations et des reflexions glissees, ne pos- 
sedent pas de points fixes et ainsi, G n’a pas de so us-groupe fini 
nontrivial rndme si IS/ = 2. (Ce motif montreainsi a lafois le besoin 
d’une theorie des extensions et un aper$u de sa complexite.) 

TOPOLOGIE STRUCTURAL€ N) 15 
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6. CONCLUDING REMARKS 

The dialogue between Escher and the mathematicians does not 
end here; indeed it has not ended yet! But even if a student chooses 
to join in the discussion for only a short while, she will enjoy 
participating in the discovery of theoretical concepts of generality, 
depth and meaning beneath the surface of Escher's art. 

The beauty and intellectual fascination of mathematics consists at 
least i i  part in exploring both the freedom permitted by and the 
restrictions imposed by constraints (usually presented in the form 
of axioms and definitions, or real-world boundary conditions). 
This is also a key to the beauty and substance of Escher's work. 
Although Escher's own analysis of his patterns reflected artistic 
rather than mathematical concerns, see reference [5], the solu- 
tions he arrived at for the problems he set himself are mathemati- 
cally satisfactory as well. This is not surprising since Escher 
imposed severe geometric constraints upon his work, which 
necessarily resulted in a limited number of solutions. Perhaps 
more than any other artist he shows us how imaginatively these 
solutions can be presented, and challenges us to discover the 
mathematics which underlies them. 

I would like to thank Doris Schattschneiderand H.S.M. Coxeter for 
helpful comments on the manuscript. 
.11111. 

6. REMARQUES FINAL ES 

Le dialogue etabli entre Escher et les mathematiciens ne prend pas 
fin ici ; en effet, il n'est pas encore termine. Mais m6me si un 
etudiant choisit de ne se joindre a la discussion que pour un court 
laps de temps, il appreciera sa participation a la decouverte de 
concepts theoriques generaux, profonds et significatifs sous la 
surface de I'art d'Escher. 

La beaute et la fascination intellectuelle des mathematiques resi- 
dent au moins en partie dans I'exploration de I'espace de liberte 
ainsi que des restrictions imposees par des contraintes (habituel- 
lement presentees sous la forme d'axiomeset de definitions, ou de 
conditions aux limites issues de la realite). C'est aussi une cle de 
la beaute et de la substance des travaux d'Escher. M6me si Escher 
basait I'analyse de ses propres motifs sur des consideration plus 
artistiques que mathematiques, voir la reference [5], les solutions 
qu'il a trouvees aux problemes qu'il a lui-rn6me poses sont tout 
aussi satifaisantes d'un point de vue mathematique. Ce n'est pas 
surprenant car Escher imposait a ses travaux des contraintes 
gbometriques severes, ce qui limitait necessairement le nombre 
de solutions. Peut-6tre plus que tout autre artiste, il nous a montre 
de quelle faqon imaginative ces solutions peuvent 6tre presentees, 
et il nous met au defi de decouvrir les mathematiques qui lessous- 
tendent. 

L'auteur tient a remercier Doris Schattschneider et H.S.M. Coxeter 
pour les commentaires fort utiles qu'ils ont formules au sujet du 
manuscrit de cet article. 
.11111. 




