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Recent Advances in the Generic Ridigity of Structures

by Tiong-Seng Tay and Walter Whiteley *

Résumé Topologie structurale #9, 1984

Développements récents sur la rigidité générique des structures

Nous présentons ici un apergu des théorémes et des conjectures qui décrivent les
graphes qui produisent des structures génériquement rigides dans un espace a
n dimensions. Les structures prises en considération comprennent les charpentes
constituées de corps rigides et de barres, les charpentes constituées de corps rigides
articulés sur charniéres, et les charpentes constituées de barres et de joints. Cet
article se veut un résumé des présentations de travaux faites par un certain nombre
de personnes, en aofit 1983, 4 I'atelier de Bielefeld sur les applications de la théorie
des matroides.

Abstract Structural Topology #9, 1984

We present a survey of theorems and conjectures which describe graphs that
produce generically rigid structures in n-space. Structures considered include body
and bar frameworks, body and hinge frameworks, and bar and joint frameworks.
The survey summarizes work described by a number of people at the Bielefeld
workshop on applied matroid theory in August 1983.

Introduction

A I’occasion d’un atelier portant sur les applications de la théorie des matroides, et tenu en
aolit 1983 a I'Université de Bielefeld, sept chercheurs qui travaillent sur la rigidité des
charpentes et des structures apparentées se sont trouvés réunis: Henry Crapo, Andreas
Dress, Laszlo Lovasz, Andras Recski, Tiong-Seng Tay, Neil White et Walter Whiteley.
Les nombreuses présentations et les tout aussi nombreuses discussions qui eurent lieu au
cours de cette semaine nous amenérent a conclure que I’étude visant a identifier les
graphes qui engendrent des structures génériquement rigides a maintenant franchi une
nouvelle étape. Le texte qui suit décrit briévement I'état de la question.

Charpentes constituées de barres et de corps rigides

Les charpentes constituées de barres et de corps rigides dans un espace & n dimensions sont
les stuctures les plus générales (et les plus simples a étudier).

* Nos travaux ont été subventionnés en partie par le CRSNG du Canada. Le manuscrit fut
rédigé durant un semestre ou je fus invité & McGill University.

Introduction

A workshop on applied matroid theory, held at the University of Bielefeld in August 1983,
was the occasion for a gathering of seven workers on the rigidity of frameworks and
related structures: Henry Crapo, Andreas Dress, Laszlo Lovasz, Andras Recski, Tiong-
Seng Tay, Neil White and Walter Whiteley. From the extended series of talks and
discussions which occured during this week, we concluded that the study of which graphs
provide generically rigid structures has reached a new stage. We will summarize this
current stage.

Bar and body frameworks

The most abstract (and the simplest) structures to study are the bar and body frameworks
in n-space.

* Work was supported, in part, by a grant from NSERC Canada. The manuscript was
prepared during a visiting semester at McGill University.



Définition 1. Une charpente constituée de barres et de corps rigides dans un espace a
n dimensions est un multigraphe G = <V, E> associé a une application P: E — R? x R"
telle que P(i, j) # (a, a) pour n’importe quelle aréte.

En pratique, puisque la rigidité infinitésimale est un invariant projectif, P est considéré
comme une application sur les segments de droites projectives de R™ (un espace de
dimension d = n(n +1)/2). La notation utilisée pour le segment de droite liant ajetajest
Par convention, la notation v est utilisée pour la taille de V, e pour la taille de E, etc. Pour
simplifier la notation, (i, j) est utilisé pour n’importe quelle aréte liant les sommetsi et j, et
le terme graphe est utilisé au lieu de multigraphe, sauf au début de I’énoncé d’un théoréme,
d’une conjecture, etc.

Tout corps rigide est présumé occuper une portion de I’espace, et subira un mouvement
rigide de ’espace décrit par un centre de torsion (un vecteur dans un espace de dimension
d=n(n + 1)/2).

Définition 2. Un mouvement infinitésimal de la charpente <G, P> constituée de barres et
de corps rigides est une affectation d’un centre S; & chacun des sommets v; de telle sorte que

pour chaque barre aa;:

[Siaiaj] - [Sjalaj] = 0

Un mouvement infinitésimal est trivial s’il n’y a qu’un seul centre S tel que S, =S pour tous
les corps rigides.

Une charpente constituée de barres et de corps rigides est infinitésimalement rigide si
chacun de ses mouvements infinitésimaux est trivial.

Définition 3. Un multigraphe est génériquement isostatique, dans le cas d’une charpente
constituée de barres et de corps rigides dans un espace a n dimensions, si ce graphe admet
au moins une réalisation, sous forme de charpente constituée de barres et de corps rigides
dans un espace a n dimensions, pour laquelle la charpente est infinitésimalement rigide, et
la suppression de n’importe quelle barre permet un mouvement non trivial.

Théoréme 1 (Tay 1982). Pour un multigraphe G, les énoncés suivants sont équivalents:
1) G est génériquement isostatique dans le cas d’une charpente constituée de barres et de
corps rigides dans un espace a n dimensions.
II) e=d(v - 1), et, pour n’importe quel sous-graphe G’, & <d(v' — I).
I11) G est l'union de d arbres partiels sans arétes communes.

Remarques. L’équivalence deI) et IT) constitue le théoréme original de Tay. La démons-
tration en fut faite par induction directe [Tay 1982].

L’équivalence de II) et IIT) constitue un des théorémes de [Tutte 1961] et de [Nash-
Williams 1961]. Leur affinité avec le théoréme de Tay a été mise en évidence par Lovasz.

L’équivalence directe de I) et IIT) découle aussi d’une simple décomposition d’un détermi-
nant de la matrice de rigidité standard [White et Whiteley & paraitre, Whiteley 1983]. Ceci
fournit une démonstration trés directe du théoréme de Tay (voir aussi [Tay 1983]).

Definition 1. A bar and body framework in n-space is a multi-graph G =<V, E>> together
with a map P: E — R x R" such that P(i, j) = (a, a) for any edge.

In practice, because infinitesimal rigidity is projectively invariant, we think of P as a
mapping into the projective line segments of R” (a space of dimension d =n(n + 1)/2). We
write aja; for the line segment joining a; and a.

Asaconvention, we will write v for the size of V, e for the size of E, etc. For simplicity we
also write (i, j) for any edge joining vertices i and j and we refer to the multi-graph as a
graph, except in the first line of theorems, conjectures, etc.

Each body is assumed to occupy a piece of the space and will undergo a rigid motion of the
space described by a screw center of motion (a vector in a space of dimension d =n(n + 1)/2).

Definition 2. An infinitesimal motion of the bar and body framework <G, P> is an
assignment of a center S; to each vertex v; such that for every bar a;a;:

]
[Siaiaj] - [Sjalaj] =0

An infinitesimal motion is trivial if there is a single center S with S; = S for all bodies.

A bar and body framework is infinitesimally rigid if every infinitesimal motion is trivial.

Definition 3. A multi-graph is generically isostatic for bar and body frameworks in
n-space if, for some realization as a bar and body framework in n-space, the framework is
infinitesimally rigid and removing any one bar leaves a non-trivial motion.

Theorem 1 (Tay 1982). For a multi-graph G the following are equivalent:
1) G is generically isostatic for bar and body frameworks in n-space.
II) e = d(v — 1) and, for any subgraph G’, & < d(v' - 1).
I11) G is the union of d edge disjoint spanning trees.

Remarks. The equivalence of I) and II) is the original theorem of Tay. It was proven by a
direct induction [Tay 1982].

The equivalence of IT) and III) is a theorem of [Tutte 1961} and of [Nash-Williams 1961].
The connection with Tay’s theorem was pointed out by Lovasz.

The direct equivalence of I) and III) also follows from a simple decomposition of a
determinant of the standard rigidity matrix [White and Whiteley to appear, Whiteley 1983].
This provides a very direct proof of Tay’s theorem (also see [Tay 1983]).

32



33

Structures constituées de corps rigides articulés sur charniéres

Bien que cela n’ait pas été évident de par le passé, il est maintenant clair que, dans I’ordre
décroissant de simplicité, arrivent ensuite les structures constituées de corps rigides
articulés le long d’espaces de codimension 2: des joints du type punaise dans le plan, des
charniéres sur une droite dans I’espace a trois dimensions, des charniéres sur un plan dans
P’espace 4 quatre dimensions, etc. Une élégante théorie découle du fait que ces liaisons et
les centres de torsion ont la méme dimension.

Définition 4. Une structure constituée de corps rigides articulés sur charniéres dans un
espace & n dimensions est un multigraphe G =<V, E>associ¢ a une application P de E sur
les (n — 1)-extenseurs d’un espace projectif a n dimensions: P(i, j) = Lj;.

Un mouvement d’une structure constituée de corps rigides articulés sur charniéres est une
affectation de centres de torsion S; (de dimensiond =n(n + 1)/2) a chacun des sommets v;
du graphe de telle sorte que pour chaque aréte (i, j):

S; — §; = wyL;; pour un certain scalaire w;;
Comme précédemment, le graphe est génériquement rigide s’il existe au moins une de ses
réalisations, sous forme de charpente constituée de corps rigides articulés sur charniéres,
qui n’admet que des mouvements triviaux.

" Théoréme 2 (Tay, Whiteley). Pour un multigraphe G, les énoncés suivants sont équivalents:

1) G est génériquement rigide dans le cas des structures constituées de corps rigides
articulés sur charniéres dans un espace a n dimensions.
II) G renferme d arbres partiels qui utilisent n’importe quelle aréte au plus d — 1 fois.
II) (d — e = d(v — 1), et, pour n’importe quelle partition des sommets de G qui crée un
sous-graphe induit G', en identifiant ces sommets et en supprimant les boucles,
d-1De=dv - 1).

Remarques. Pour n = 3, ce résultat avait fait I'objet d’une conjecture de [Baracs 1979]. La
démonstration de ce théoréme a été observée indépendamment cet été par Tay et par
Whiteley, et fut communiquée a 'occasion de I'atelier. La démonstration de Tay n’impli-
que qu’un ajustement mineur de sa démonstration par induction directe du Théoréme 1.
La démonstration de Whiteley découle d’un examen de la démonstration par recouvre-
ment avec des arbres partiels du Théoréme 1.

La caractérisation en termes de partition peut étre interprétée comme une formule pour
établir le degré de liberté interne d’une charpente. Pour un graphe général réalisé sous la
forme d’une structure constituée de corps rigides articulés sur charniéres, le degré de
liberté interne est mesuré par:

max(d(v' — 1) - (d = 1)¢’| G’ = <V’, E’> est induit par une partition de V)

Ce résultat peut aussi étre vérifié a aide des démonstrations du théoréme de Tay.

Plusieurs structures constituées de corps rigides articulés sur charniéres sont soumises a
des exigences additionnelles. En architecture, par exemple, il arrive que soient utilisés des
panneaux «plats», sur lesquels toutes les charniéres sont coplanaires. En chimie molécu-
laire, les molécules peuvent étre représentées par des atomes rigides liés par des charniéres
disposées sur les «axes des liens», de telle sorte que toutes les charniéres d’un atome sont
concourantes. Il est 3 noter que c’est 1a le dual projectif naturel du cas architectural.

Body and hinge structures

Although it was not obvious in the past, it is now clear that the next simplest class of
structures are those with bodies articulated along spaces of codimension 2: pin joints in
the plane, line-hinges in 3-space, plane hinges in 4-space, etc. These connections are the
same size as the centers of motion and lead to a nice theory.

Definition4. A body and hinge structure in n-space is a multi-graph G =<V, E> together
with a mapping P from E into the (n — 1)-extensors of projective n-space: P(i, j) = Lij-

A motion of a body and hinge structure is an assignment of screw centers (of dimension
d =n(n + 1)/2) S, to each vertex v; of the graph such that for every edge (i, j):

S; — S; = w;L;; for some scalar w;;
We define generic rigidity as before — with some realization being a body and hinge
framework with only trivial motions.

Theorem 2 (Tay, Whiteley). For a multi-graph G the following are equivalent:
I) G is generically rigid for body and hinge structures in n-space.
II) G contains d spanning trees which use any edge at most d — 1 times.
III) (d— )e=d(v — 1) and, for any partition of the vertices of G creating an induced subgraph
G’, by identifying these vertices and removing loops, (d — 1)’ = d(v' — 1).

Remarks. For n = 3 this result was conjectured by [Baracs 1979]. The proof of this
theorem was observed independently this summer by Tay and Whiteley and communi-
cated at the workshop. Tay’s proof involves a small adjustment of his direct induction for
Theorem 1. Whiteley’s proof follows from an examinatin the tree-covering proof for
Theorem 1.

The characterization in terms of partitions can be understood as a formula for counting
the internal degree of freedom of the framework. For a general graph realized as a body
and hinge structure, the internal degree of freedom is measured by:

max(d(v' — 1) - (d — De’| G" =<V’, E’>is induced by a partition of V)

This result can also be verified from the proofs of Tay’s theorem.

Many body and hinge structures are built under additional constraints. For example in
architecture «flat» panels may be used in which all hinges are coplanar. In molecular
chemistry, we can model molecules by rigid atoms hinged along the «bond lines» so that
all hinges to an atom are concurrent. This is the natural projective dual of the architectu-
ral condition.



Conjecture 1 (Tay et Whiteley). Un multigraphe est génériquement rigide, dans le cas des
structures articulées sur charniéres dans un espace a n dimensions, si et seulement si il est
génériquement rigide dans le cas des structures articulées sur charniéres dans un espace a
n dimensions pour lesquelles toutes les articulations adjacentes a un corps rigide v, sont
situées sur H;, un hyperplan de ’espace.

Remarques. Dans le cas du plan (n = 2, toutes les articulations ponctuelles étant
disposées sur une droite), cette conjecture, qui fut formulée il y a cinq ans, n’est toujours
pas démontrée. A la suite de développements récents touchant les structures «réelles» de
I’espace tridimensionnel, le probléme a acquis une importance accrue.

Ce n’est que dans I’espace tridimensionnel que la dualité projective transforme une
structure articulée sur charniéres en une autre structure articulée sur charniéres.

Une autre étape de cette investigation consiste a tenter de savoir ce qui se produit
lorsqu’un certain nombre de charniéres sont disposées sur un méme espace. Ceci équivaut
a effectuer une partition des arétes, et a assigner a tous les éléments d’une classe donnée le
méme extenseur dans la réalisation. Une fagon simple de satisfaire 4 ces exigences consiste
a utiliser un graphe biparti ayant un ensemble de sommets V (pour les corps rigides) et H
(pour les charniéres), et une relation d’incidence I C V x H pour I’ensemble d’arétes.

Définition 5. Une charpente constituée de corps rigides articulés sur charniéres est dite
identifiée si elle correspond & un graphe biparti G =<B, H; I >et 4 une affectation P de H
sur des (n — 1)-extenseurs dans un espace projectif a n dimensions.

Un mouvement infinitésimal d’une telle charpente est une affectation de centres de torsion
(des d-vecteurs) S; a chaque corps rigide B, de telle sorte que, pour chaque paire de corps
rigides B;, B, adjacents a une charniére commune H,:

S, - Sj = Wiijk pour un certain scalaire Wik

A Paide de ces graphes bipartis G, une partition des sommets B est effectuée, et des
sous-graphes bipartis G’, exempts d’arétes multiples, sont produits.

Théoréme 3 (Tay et Whiteley). Pour un graphe biparti G =<B, H; I>, les énoncés suivants
sont équivalents:
) G est génériquement rigide dans le cas d'une structure identifiée constituée de corps
rigides articulés sur charniéres dans le plan.
1) 2i = 2h + 3b — 3, et, pour n'importe quelle partition de B produisant le graphe G’,
20 =2h + 30 - 3.

Remarque. Ce théoréme est aisément déduit du théoréme de Laman (lequel apparait 4 la
section suivante). Il pourrait peut-étre aussi étre démontré directement a partir du
Théoréme 1, ce qui fournirait une nouvelle démonstration du théoréme de Laman.

Conjecture 2 (Tay et Whiteley). Pour un graphe biparti G = <B, H; 1>, les énoncés

suivants sont équivalents:

I) G is génériquement rigide dans le cas des structures identifiées constituées de corps
rigides articulés sur charniéres dans un espace a n dimensions.

II) (d - D)i=(d - Dh +d(b) — d, et, pour toute partition de B induisant un graphe biparti
G, (d-Di"=(d - Dh’ +d(b’) - d.

Lorsqu’entre les corps rigides des liaisons par vrilles (qui associent a tout déplacement

relatif de deux corps rigides liés une rotation proportionnelle d’un corps par rapport a

I'autre dont I'axe se confond avec la direction du déplacement), qui sont plus générales

Conjecture 1(Tay and Whiteley). A multi-graph is generically rigid for hinged structures
in n-space iff it is generically rigid for hinged structures in n-space with all hinges of body
v; in a hyperplane H; of the space.

Remarks. For the plane (n = 2 with all pins along a line), this conjecture was made 5 years
ago, but remains unsolved. With the recent breakthrough for «real» structures in 3-space,
the problem becomes more important.

Only in 3-space does projective duality convert a hinge structure to a new hinge structure.

We can go further and enquire what happens when a number of hinges are specified to lie
along the same hinge space. This amounts to partitioning the edges and insisting that all
elements of a class receive the same extensor in the realization. The easy way to record this
information is to switch to a bipartite graph with vertex sets V and H (the bodies and
hinges) and an incidence relation I C V X H for the edge set.

Definition 5. An identified body and hinge framework in n-space is a bipartite graph
G =<B, H; I> and an assignment P from H to (n — 1)-extensors in projective n space.

An infinitesimal motion of such a framework is an assignment of screw centers (d-vectors)
S; to each body B; such that for each pair of bodies B;, Bj sharing a hinge H,:

S, - S;= Wi Hy for some scalar Wik
With these bipartite graphs G we will partition the vertices B and induce bipartite
subgraphs G’, without multiple edges.

Theorem 3 (Tay and Whiteley). For a bipartite graph G = <B, H; I>> the following are
equivalent:

) G is generically rigid for identified body and hinge structures in the plane.
1) 2i = 2h + 3b — 3 and, for each partition of B inducing the graph G’, 2i" = 21’ + 3b' — 3.

Remark. This theorem is an easy consequence of Laman’s theorem (given in the next
section). Perhaps this result can also be proven directly from Theorem 1, which would
provide a new proof of Laman’s theorem.

Conjecture 2 (Tay and Whiteley).
equivalent:
I) G is generically rigid for identified body and hinge structures in n-space.
I) (d - 1)i=(d - I)h +d(b) - d and, for any partition of B inducing a bipartite graph G’,
(d-Di"=(d - Dh’ +d(b") - d.

For a bipartite graph G = <B, H; [ > the following are

If we allow more general screw connections between bodies, the conjecture is true for all n.
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que les articulations sur charniéres, sont admises, la conjecture devient vraie pour toute
valeur de n.

Définition 6. Une structure identifiée constituée de corps rigides liés par vrilles dans un
espace 4 n dimensions est un graphe biparti G =<B, H; I>>associé 4 une affectation P de
H sur des (n — 1)-vrilles (des sommes arbitraires de (n — 1)-extenseurs ou de d-vecteurs
pour lesquels d = n(n + 1)/2).

Les définitions de mouvement infinitésimal et de rigidité infinitésimale employées pour les

charpentes identifiées constituées de corps rigides articulés sur charniéres s’appliquent ici

aussi.

Théoréme 4 (Whiteley). Pour un graphe biparti G =< B, H; I>, les énoncés suivants sont

équivalents:

I) G est génériquement rigide dans le cas des structures constituées de corps rigides liés par

vrilles dans un espace a n dimensions.

1) (d— 1)i=(d— Dh+d(b) — d, et, pour toute partition de B induisant un graphe biparti G’,
(d—-Di'=([d—- DN +db)—d

Remarques. Ce théoréme est aisément déduit d’un nouvel analogue du théoréme de
Laman, lequel s’applique dans un espace a n dimensions & des structures construites en
disposant des (n — 1)-vrilles dans un espace 4 n dimensions, et en les mettant en contrainte
avec des 2-vrilles (voir a la section suivante). Lorsque n = 2, ce théoréme et le théoréme 3
sont équivalents, puisque les (n — 1)-vrilles deviennent des points.

En dépit de ce théoréme et de la conjoncture, une difficulté subsiste: il n’existe aucune
caractérisation des graphes impliqués par recouvrement avec des arbres partiels. Reste a
trouver une extension du théoréme de Tutte et de Nash-Williams qui nous fournirait une
bonne idée de la signification des comptes.

Charpentes constituées de barres et de joints

Les structures les plus simples a concevoir, mais aussi celles pour lesquelles les résultats
demeurent les moins faciles 8 démontrer, sont sans contredit les charpentes constituées de
barres et de joints.

Définition 7. Une charpente constituée de barres et de joints dans un espace a
n dimensions est un graphe G = <V, E>> associé a une affectation P: V — R" telle que
P(i) = P(j) si (i, j) € E.

Un mouvement infinitésimal d’une charpente constituée de barres et de joints dans un
espace a n dimensions est une affectation M: V — R telle que, pour toute aréte (i, j) € E:

- (M(@) - M()) - (P() - P()) =0

Un mouvement infinitésimal est trivial s’il existe un mouvement euclidien T de I’espace &
n dimensions tel que T(P(i)) = M(i) pour tous les sommets i.

Théoréme S (Laman). Pour un graphe G = <V, E>, les énoncés suivants sont équivalents:
1) G est génériquement rigide et minimal dans le cas des charpentes constituées de barres et
de joints dans le plan.
II) e = 2v — 3, et, pour n’importe sous-graphe G’ ayant plus d’'un sommet, e’ < 2V' — 3.
111) Pour n’importe quelle aréte de G, si cette aréte est doublée, alors le multigraphe qui en
résulte est I'union de deux arbres partiels sans aréte commune.

Definition 6. An identified body and screw structure in n-space is a bipartite graph
G =<B, H; I> and an assignment P from H to (n — 1)-screws (arbitrary sums of (n — 1)-
extensors or d-vectors with d = n(n + 1)/2).

The same definitions of infinitesimal motions and infinitesimal rigidity used for identified
body and hinge frameworks apply here.

Theorem 4 (Whiteley). For a bipartite graph G = < B, H; I>> the following are equivalent:
1) G is generically rigid for identified body and screw structures in n-space.
I) (d - i = (d — 1)h + d(b) — d and, for any partition of B inducing a bipartite graph G’,
(d—Di =(d— )i +d®) - d.

Remarks. This theorem is an easy consequence of a new analogue of Laman’s theorem
which holds in n-space for structures which are formed by placing (n — 1)-screws in
n-space and constraining them by 2-screws (see the next section). If n =2, then this result
coincides with Theorem 3, since (n — 1)-screws become points.

One difficulty with this result and with the conjecture is the absence of a «tree-covering»
characterization of the graphs involved. We need some extension of the theorem of Tutte
and Nash-Williams to get a good feeling for the significance of the counts.

Bar and joint frameworks

The simplest structures to imagine, but the hardest to prove results about, are the bar and
joint frameworks.

Definition 7. A bar and joint framework in n-space is a graph G = <V, E> with an
assignment P: V — R™ such that P(i) # P(j) if (i, j) € E.

An infinitesimal motion of a bar and joint framework in n-space is an assignment M: V —R"
such that, for any edge (i, j) € E:

(MG - M@)) = (P() - P(§)) = 0

An infinitesimal motion is trivial if there is a Euclidean motion T of n-space with
T(P(i)) = M(i) for all vertices i.

Theorem 5 (Laman). Given a graph G = <V, E>> the following are equivalent:
1) G is generically rigid and minimal for bar and joint frameworks in the plane.
1I) e = 2v — 3 and, for any subgraph G’ with more than one vertex, e’ < 2V’ — 3.
I11) For any edge of G, if this edge is doubled then the resulting multi-graph is the union of
2 edge disjoint spanning trees. ‘



Remarques. L’équivalence deI) et deIT) constitue le théoréme original de Laman, lequel
a fait I’objet de plusieurs démonstrations [Laman 1970, Asimow et Roth 1979].

L’équivalence de II) et de III) est une légére généralisation du théoréme de Tutte et de
Nash-Williams.

L’équivalence de I) et de III) est un résultat de [Recski 1981], lequel est un léger
raffinement d’un résultat de [Lovasz et Yemini 1982]. L’équivalence de I) et de I1I) peut
aussi étre tirée du théoréme de Tay (Théoréme 1) lorsque ce résultat est généralisé et
appliqué aux graphes recouverts par deux arbres partiels. La théorie propres a ces
k-charpentes, et cette démonstration simple du théoréme de Laman, est exposée dans
[Whiteley 1983 et White et Whiteley a paraitre].

Whiteley a généralisé cette démonstration simple pour I’appliquer a ’espace projectif a
n dimensions afin de caractériser les multigraphes qui sont génériquement isostatiques
lorsqu’ils correspondent a des (n — 1)-vrilles mises en contrainte par des 2-vrilles, et
lorsque pour ces graphes e = (d — 1)v — d, et que, pour tous leurs sous-graphes G’,
¢’<(d - 1)v' —d. Il semblerait que cette méme caractérisation puisse aussi étre appliquée
aux graphes qui sont génériquement isostatiques lorsqu’ils correspondent a des
(n — l)-extenseurs mis en contrainte par 2-extenseurs (par exemple des droites dans
’espace tridimensionnel mises en contrainte par des droites dans I’espace tridimensionnel).

Théoréme 6 (Lovasz et Yemini). Un graphe 6-connexe, du point de vue des sommets, est
génériquement rigide dans le cas des charpentes constituées de barres et de joints dans le plan.

Remarque. Ladémonstration de ce résultat se base sur le théoréme de Laman [Lovasz et
Yemini 1982].

Le probléme prééminent du champ de la rigidité générique est celui qui consiste & décrire
les graphes qui sont génériquement rigides dans le cas des charpentes constituées de barres
et de joints dans I’espace tridimensionnel. Lors de la conférence, une conjecture a été
proposée par Andreas Dress, et elle n’a pu étre infirmée par aucun des exemples vicieux
auxquels Neil White et Tiong-Seng Tay la soumirent.

Pour présenter cette conjecture, une nouvelle notation est requise. Pour tout bloc d’arétes
U. .

i
3 si U; posséde un seul sommet

dU;) = 5 si U; posséde deux sommets
6 si U; posséde trois sommets ou davantage
Conjecture 3 (Dress). Pour n’importe quelle charpente constituée de barres et de joints

dans I’espace tridimensionnel, le degré de liberté interne est:
max(2d(Uy) - d(UU) - 3 {ilae Ugl - D) + Z(| fila, 2’ e U — 1)

avec: max sur toutes les partitions U; des arétes étant donné le graphe induit G, Z, sur tous
les sommets a, et 2, sur toutes les paires de sommets a #a’ qui se partagent au moins un U;.

Remarques. Cette formule est issue de travaux portant sur la mobilité des molécules
chimiques, et a été publiée dans [Dress, Dreiding et Haegi 1983]. Ces travaux de chimie
structurale ont fait apparaitre un certain nombre de d’autres problémes mathématiques
intéressants, et des avenues de solution originales.

Une premiére vérification de cette formule consisterait a I'utiliser pour analyser les
charpentes constituées de corps rigides et de joints dans I’espace tridimensionnel, c’est-a-

Remarks. The equivalence of I) and II) is the original theorem of Laman, and has several
proofs in the literature [Laman 1970, Asimow and Roth 1979].

The equivalence of II) and III) is a slight generalization of the theorem of Tutte and
Nash-Williams. '

The equivalence of I) and I11) is a result of [Recksi 1981], which refines slightly a result of
[Lovasz and Yemini 1982]. The equivalence of I) and III) can also be derived from Tay’s
theorem (Theorem 1) once this result is generalized to graphs covered by 2 spanning trees.
The theory of such k-frames, and this simple proof of Laman’s theorem is presented in
[Whiteley 1983 and White and Whiteley to appear].

It is this simple proof which Whiteley has generalized to projective n-space to characterize
multi-graphs which are generically isostatic for (n — 1)-screws constrained by 2-screws as
graphs with e=(d — 1)v —d and, for all subgraphs G’,e’<(d — 1)v' —d. We conjecture that
this same characterization applies to graphs which are generically isostatic for
(n — 1)-extensors constrained by 2-extensors (e.g. lines in 3-space constrained by lines in
3-space).

Theorem 6 (Lovasz and Yemini). If a graph is 6-connected in a vertex sense, then it is
generically rigid for bar and joint frameworks in the plane.

Remark. The proof of this result relies on Laman’s theorem [Lovasz and Yemini 1982].

The outstanding problem in the field of generic rigidity is the problem of describing the
graphs which are generically rigid for bar and joint frameworks in 3-space. At the
conference a conjecture was presented by Andreas Dress, and it passed the test of all the
perverse examples which Neil White and Tiong-Seng Tay could throw at it.

To present the conjecture we need some notation. For any block of edges U;:
3 if U; has one vertex

5 if U; has two vertices
6 if U, has three or more vertices

4 =

Conjecture 3 (Dress).
freedom is:

max(Zd(U) - dUU) - 3(Z(|fila e U}| - 1)) + Zy(l il 2, 2" e U| = 1)

For any bar and joint framework in 3-space the internal degree of

with: max over all partitions U; of the edges with induced graphs G}, X, over all vertices a,
and 2, over all pairs of vertices a +# a’ which share at least one U,.

Remarks. This formula is a product of work on the mobility of chemical molecules and
has appeared in [Dress, Dreiding and Haegi 1983]. This work in structural chemistry
raises a number of other interesting mathematical insights and problems.

A first step in a verification of this formula would be an analysis of body and joint
frameworks in 3-space, i.e. frameworks with full dimensional bodies which are articulated
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dire les charpentes constituées de corps rigides ayant trois dimensions et articulés sur des
joints dans I'espace. Ces structures sont plus simples que celles a barres et a joints, et
d(U;) = 6 pour tous les éléments.

Les caractérisations décrites aux sections 1 et 2 et dans le théoréme de Laman laissent
entrevoir I'usage d’algorithmes polynomiaux pour I'identification de tels graphes. La
formule proposée par Dress ne semble pas admettre un tel algorithme polynomial, ce qui
laisse planer un doute sur I’existence de cet algorithme.

Toutefois, disposer d’une conjecture efficace sur la rigidité générique des charpentes
constituées de barres et de joints dans I’espace tridimensionnel constitue un développe-
ment prometteur. Il est aussi évident que les formules qui décriraient des charpentes dans
des espaces a dimensions plus élevées seraient d’autant plus complexes que les dimensions
des espaces seraient élevées.

Finalement, il reste encore a mentionner une autre conjecture sur la rigidité des charpentes
dans I’espace tridimensionnel.

Conjecture 4 (Lovasz et Yemini). Un graphe 10-connexe, du point de vue des sommets,
est génériquement rigide dans le cas des charpentes constituées de barres et de joints dans
’espace.

Remarque. Puisque la démonstration du théoréme équivalent dans le plan se base sur le
théoréme de Laman, aucune approche ne peut étre suggérée pour la démonstration de la
présente conjecture.
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at joints in space. These simpler structures would have d(U;) = 6 for all elements.

The characterizations described in sections 1, 2 and in Laman’s theorem all lead to
polynomial algorithms for recognizing such graphs. This conjectured formula of Dress
would not lead to such a polynomial algorithm, and it may be that there is no such
algorithm.

However, it is a nice step forward to have an operating conjecture for generic rigidity of
bar and joint frameworks in 3-space. It is also clear that the desired formulae in higher
dimensions will become increasing complex as the dimension of the space increases.

Finally we mention one other conjecture about rigid frameworks in 3-space.

Conjecture 4 (Lovaszand Yemini). Ifagraphis 10-connected in a vertex sense, then it is
generically rigid for bar and joint frameworks in space.

Remark. Since the proof of the result for the plane depended on Laman’s theorem, there
are no suggested methods for attacking this conjecture.
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