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  Presentación 
 

 

 

El presente curso es una continuación natural del curso de mecánica racional. En él se 
han enunciado las leyes básicas de la mecánica newtoniana y se han analizado sistemas 
mecánicos de complejidad creciente, desde el punto material o partícula hasta el sólido 
rígido, pasando por la mecánica de los sistemas de partículas. De hecho la mecánica del 
sólido rígido resulta de introducir una condición cinemática a las partículas de un sis-
tema, obligándolas a mantener fijas las distancias entre sí. 

La mecánica del sólido rígido se desarrolla después dando lugar a la mecánica de sis-
temas de sólidos rígidos que se aplica al análisis de una extensa clase de máquinas y 
mecanismo. 

La mecánica del medio continuo parte de la mecánica de sistemas de partículas que 
interaccionan para dar lugar a un modelo material, sólido o fluido, mucho más genérico 
que el de sólido rígido. En este tipo de modelo pueden incorporarse además las leyes de 
la termodinámica, de la transferencia de calor y del electromagnetismo a fin de repre-
sentar adecuadamente la complejidad de muchos fenómenos físicos de interés técnico. 

La mecánica del medio continuo evoluciona posteriormente en dos direcciones bien 
definidas, la mecánica de sólidos deformables y la mecánica de fluidos. En el primer 
caso, y por extensión de la mecánica racional, puede llegar a formularse la mecánica de 
sistemas de sólidos deformables. 

Por último es posible desarrollar una mecánica acoplada entre sistemas fluidos y siste-
mas sólidos a fin de representar situaciones en las que ambos tipos de sistema interac-
cionan. 

En este primer curso de mecánica del medio continuo se centrará la atención sólo en 
aquellos aspectos puramente mecánicos dejando la interacción con otras disciplinas 
como la termodinámica, la transferencia de calor o el electromagnetismo para cursos 
más avanzados. También se dejará para cursos posteriores el análisis detallado de la 
mecánica de los sólidos deformables y de los fluidos así como sus aplicaciones tecno-
lógicas. El principal objetivo del curso consiste pues en establecer las bases físicas y 
matemáticas comunes a todas estas disciplinas bajo un único cuerpo de doctrina. 
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En la figura adjunta se muestra una perspectiva global de los diversos campos de la 
mecánica. 
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 Postulados básicos 

1.1. Introducción 

La materia, en estado sólido líquido o gaseoso, está formada por partículas que interac-
cionan. En los gases dicha interacción es muy débil por lo que no presentan ni forma ni 
volumen propios. En los líquidos es algo mayor y, aunque no presentan una forma 
propia, su volumen se mantiene al pasar de un recipiente a otro. En los sólidos reales la 
interacción en mucho mayor y tienen una forma y volumen propios cuando no están 
sometidos a acciones exteriores. 

La mecánica racional presenta un modelo extremo de sólido al que denominamos sóli-
do rígido. El sólido rígido está formado por partículas unidas entre sí por vínculos infi-
nitamente rígidos, de modo que la distancia entre dos partículas cualesquiera siempre 
se mantiene constante. Esta idealización resulta muy útil para estudiar la cinemática y 
la dinámica de un sólido cuando la variación de su geometría es despreciable frente a 
los movimientos de conjunto. Sin embargo no puede explicar cómo se transmiten las 
fuerzas por el interior del sólido ni permite evaluar su comportamiento resistente frente 
a las cargas aplicadas. 

La idealización de sólido rígido presenta problemas con enlaces redundantes, en los 
que las ecuaciones de la mecánica racional son incapaces de determinar la totalidad de 
las acciones de enlace. Evidentemente tampoco permite tratar sistemas materiales en 
estado líquido o gaseoso donde los vínculos entre partículas son mucho menores y la 
idealización de sólido rígido carece de todo sentido. 

Por estos y otros motivos es necesario introducir un modelo mecánico más detallado 
para el análisis macroscópico de los sistemas materiales reales, que considere de forma 
más realista la interacción entre las partículas que los constituyen. Para ello es por ahora 
suficiente con eliminar la condición de que las distancias entre partículas se mantengan 
constantes. Así pues un medio material real puede ser considerado, a nivel microscópi-
co, como un sistema de partículas que interacción entre sí. De este modo es posible abor-
dar no sólo los problemas relacionados con la mecánica de los sólidos reales sino también 
la de los fluidos, sean líquidos o gases. 
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1.2. Dinámica de un sistema de partículas que interaccionan 

Como quiera que la mecánica de un sistema de partículas es el punto natural de inicio 
para el estudio de los medios materiales resulta conveniente recordar algunos conceptos 
de la dinámica de partículas, en un sistema de referencia inercial, y en concreto de la de 
sistemas de partículas que interaccionan entre sí. 

1.2.1. Propiedades de las fuerzas de interacción 

Sobre las partículas de un sistema con interacciones internas actúan fuerzas exteriores 
F  y fuerzas interiores f  de interacción entre las partículas, en adelante fuerzas de 
interacción. El conjunto de las fuerzas de interacción está sometido al principio de 
acción y reacción, en consecuencia dichas fuerzas aparecen en parejas colineales de 
igual módulo y sentidos opuestos. Por tanto, el conjunto de las fuerzas interiores de 
interacción entre partículas tiene resultante nula y momento resultante nulo respecto a 
cualquier punto cuando se evalúan sobre la totalidad del sistema. 

Fuerzas sobre la partícula i: .
ip ik ij i i

k j
F F f F f= + = +∑ ∑

.

Puesto que las fuerzas de interacción, por el principio de acción y reacción, forman 
parejas de igual magnitud y dirección pero sentidos opuestos su resultante total es nula: 

0i
sistema

f =∑

Como además las parejas antes mencionadas son colineales, el momento de cada pareja 
respecto a cualquier punto es siempre nulo, con lo que el momento resultante total 
también lo es: 

0i i
sistema

OP f∧ =∑  

Por otra parte el trabajo realizado por las fuerzas interiores en un desplazamiento infini-
tesimal de las partículas depende sólo del desplazamiento relativo entre las mismas y 
no del movimiento global del sistema: 

( )ij ji j ij i ij i j

ij ij ij

dW f d x f d x f d x d x

dW f d x

= × + × = × −

= ×

Resultante fuerzas exteriores sobre i 

Resultante fuerzas interiores sobre i 
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Así pues dicho trabajo es nulo sólo en la idealización de sólido rígido, ya que en ese 
caso las distancias entre partículas no varían. El sistema de fuerzas interiores es con-
servativo si el trabajo realizado por las mismas en un desplazamiento finito no depende 
del camino seguido. 

NOTAS: En un medio material real, y a efectos de la modelización de su comporta-
miento desde un punto de vista macroscópico, las fuerzas de interacción entre partícu-
las dependen de la distancia entre ellas y/o de su velocidad relativa. 

La mecánica del medio continuo no considera las fuerzas internas que garantizan la 
cohesión interna de la materia sino sólo su variación respecto a un estado inicial de 
referencia. 

1.2.2. Principios básicos de la dinámica de un sistema de partículas 

En este apartado se enuncian, a nivel de recordatorio, los principios básicos de la diná-
mica de los sistemas de partículas que después serán generalizados para el estudio de 
medios continuos. 

Principio de la cantidad de movimiento (2ª Ley de Newton) 

La resultante de las fuerzas exteriores que actúa sobre un sistema de n partículas que 
interaccionan, es igual a la derivada temporal de la cantidad de movimiento total del 
sistema: 

i i i
sistema sistema

dF m v
dt

 =  
 

∑ ∑  

En un sistema de masa constante, se obtienen el enunciado clásico de la 2ª Ley de Newton: 

i i i G
sistema sistema

F m a M a= =∑ ∑

siendo M la masa total del sistema y Ga  la aceleración de su centro de gravedad. 

Conservación de la cantidad de movimiento 

Si la resultante de las fuerzas exteriores actuante sobre un sistema de partículas que 
interaccionan es nula, entonces su cantidad de movimiento total se conserva: 

.i i
sistema

m v cte=∑
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Teorema del momento cinético 

El momento resultante de todas las acciones exteriores que actúan sobre un sistema de 
partículas que interaccionan, calculado respecto a un punto fijo en el espacio, o alrede-
dor de su centro de masas, es igual a la derivada temporal de su momento cinético: 

i i i i i
sistema sistema

dOP F OP m v
dt

 ∧ = ∧ 
 

∑ ∑  

 

Conservación del momento cinético 

Si el momento resultante de todas las acciones exteriores que actúan sobre un sistema 
de partículas que interaccionan, calculado respecto a un punto fijo en el espacio o alre-
dedor de su centro de masas es nulo, entonces su momento cinético permanece cons-
tante. 

.i i i
sistema

OP m v cte∧ =∑  

 
Teorema de las fuerzas vivas 

El teorema de las fuerzas vivas para un sistema de partículas que interaccionan, esta-
blece que en un intervalo de tiempo ∆t definido entre dos instantes t1 y t2, el trabajo de 
las fuerzas exteriores más el trabajo de las fuerzas interiores es igual al incremento en 
la energía cinética del sistema. 

 

  
La forma instantánea de este teorema se obtiene dividiendo ambos miembros por ∆t y 
pasando al límite cuando ∆t tiende a cero. 

2 112 c cW E E
• • •

= −  

 
Este resultado implica que, en cualquier instante, la suma de la potencia de las fuerzas 
exteriores más la potencia de las fuerzas interiores es igual a la velocidad de variación 
de la energía cinética del sistema en dicho instante. 

Esta última forma del teorema de las fuerzas vivas se deriva en forma directa del prin-
cipio de la cantidad de movimiento para cada partícula sin más que multiplicar sus dos 
miembros por la velocidad de la partícula. 

Conservación de la energía 

Si todas las fuerzas actuantes sobre un sistema de partículas, externas y de interacción, 
son conservativas, es decir existe una función energía potencial, entonces la suma de la 
energía cinética y potencial se conserva. 

2 112 c cW E E= −
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.c pE E cte+ =  
 

Teorema de las potencias virtuales para un sistema de partículas 

En un sistema de partículas que interaccionan, el trabajo realizado por unidad de tiem-
po por todas las fuerzas, exteriores, de inercia y de interacción, en una distribución 
arbitraria (virtual) de velocidades es nulo. 

 

1.2.3. Equilibrio de un sistema de partículas 

Se dice que un sistema de partículas está en equilibrio, en una referencia dada, cuando 
las velocidades y aceleraciones de todas sus partículas en dicha referencia son nulas, o 
sea cuando está en reposo relativo. 

La condición necesaria y suficiente de equilibrio para una partícula es que en algún 
momento se anule su velocidad y la suma de todas las fuerzas que actúan sobre ella, 
tanto si son exteriores al sistema de partículas ikF  como si resultan de la interacción de 

ésta con sus vecinas ijf . 

0 0ik ij i i
k j

F f F f+ = ⇒ + =∑ ∑  

 

En un sólido rígido la condición de suma de fuerza exteriores y suma de momentos 
exteriores nula es condición necesaria y suficiente de equilibrio. Sin embargo en un 
medio material, conceptuado como un sistema de partículas genérico, dichas condicio-
nes no son suficientes para el equilibrio, sino sólo necesarias. En efecto: 

extendiendo el sumatorio de fuerzas a todo el sistema, estando éste en equilibrio: 

0i i
sistema sistema

F f+ =∑ ∑  

 
Pero el término ifΣ  es nulo por tratarse de fuerzas de interacción (que cumplen el 
principio de acción y reacción). En consecuencia el término iFΣ  debe ser también nulo 
por serlo la suma total. 

Por tanto, la condición 

 

 

es condición necesaria de equilibrio, es decir si el sistema está en equilibrio dicha con-
dición debe cumplirse. Sin embargo la inversa no es necesariamente cierta, por lo que 
no es condición suficiente. 

0i
sistema

F =∑
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En forma análoga, si se evalúa el momento resultante respecto a un punto cualquiera de 
todas las fuerzas exteriores e interiores actuantes sobre el sistema, estando éste en equi-
librio, se tiene: 

0i i i i
sistema sistema

OP F OP f∧ + ∧ =∑ ∑
 

 

Pero el término i iOP fΣ ∧  es nulo por tratarse de fuerzas de interacción, en conse-

cuencia el término i iOP FΣ ∧  debe ser también nulo por serlo la suma total. 

Por tanto, la condición 

0
ii i oOP F M∧ = =∑ ∑  

 

es condición necesaria de equilibrio, es decir si el sistema está en equilibrio dicha con-
dición debe cumplirse. Sin embargo la inversa no es necesariamente cierta, por lo que 
no es condición suficiente. 

Otra forma de ver que estas condiciones son necesarias para el equilibrio consiste en 
observar que el estado de reposo relativo implica que la aceleración del centro de gra-
vedad es nula por lo que debe serlo la suma de fuerzas exteriores. Por otra parte tam-
bién resulta nula la variación del momento cinético por lo que el momento de las 
fuerzas exteriores debe ser también nulo. 

La mecánica racional muestra que en el caso de un sólido rígido las anteriores condi-
ciones son necesarias y suficientes para el equilibrio, no siendo así para los medios 
materiales reales. 

 

Teorema de los trabajos virtuales para un sistema de partículas en equilibrio 

En un sistema de partículas que interaccionan y que se encuentre en equilibrio, el traba-
jo realizado por todas las fuerzas, exteriores y de interacción, en un desplazamiento 
virtual compatible con los enlaces, es nulo. 

 

1.3. Principios de la termodinámica 

La termodinámica constituye una ampliación de la mecánica clásica que permite tratar 
sistemas en los que interviene el calor como fuente de energía. Esta ciencia se funda-
menta en dos principios básicos que se enuncian a continuación. 
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1.3.1. Principio de la conservación de la energía (Primer principio de la 
termodinámica) 

Si un sistema evoluciona de un estado 1 a otro estado 2 por aportación de energía exte-
rior en forma de trabajo mecánico y calor, la energía interna del sistema se incrementa 
en una cantidad igual a las aportaciones realizadas: 

 
 
 
∆U = ∆W + ∆Q 
 
 

 
En un pequeño cambio infinitesimal se tiene:  dU = dW + dQ 
 
Dividiendo por un diferencial de tiempo se obtiene una versión instantánea de este 
principio en términos de potencias: 

U W Q
• • •

= +  
 

1.3.2. Segundo principio de la termodinámica 

El primer principio no establece direccionalidad en los procesos. Este segundo princi-
pio indica en qué dirección se producen las transformaciones termodinámicas física-
mente posibles. Se basa en el concepto de entropía y se enuncia del siguiente modo: 
Cuando en un sistema aislado tiene lugar una transformación irreversible aumenta la 
entropía del sistema. 
 
A pesar de ser un principio básico de la física, no va a ser utilizado durante el presente 
curso y se incluye aquí su enunciado sólo para completar la lista de todos los principios 
básicos relacionados con la mecánica del medio continuo. 
 
 
1.4. Transformación de la configuración geométrica de un sistema 

de partículas 

Otra dificultad de la idealización de sólido rígido reside en la no-descripción de los 
fenómenos físicos relacionados con tránsito de fuerzas a través de él. El modelo gené-
rico de partículas que interaccionan da una explicación mucho más detallada a esta 
cuestión, generalizable además a otros tipos de medio continuo. 
 
Para simplificar, supongamos un medio material sólido en el que las fuerza de interac-
ción entre partículas sean sólo función de la distancia relativa entre ellas (medio mate-
rial elástico). 
 
Cuando un sólido real como éste es sometido a un sistema de fuerzas exteriores, direc-
tamente aplicadas y reacciones de enlace, las partículas afectadas se desplazan y la 

U1 U2 U1 

∆W 

∆Q 
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geometría del sistema se modifica hasta que la variación de las fuerzas interiores per-
mite alcanzar una situación en la que las partículas quedan en una nueva posición de 
equilibrio. Pueden imaginarse también transformaciones infinitamente lentas en las que 
cualquier situación intermedia es un estado de equilibrio. 

 
 
Por ejemplo, cuando en el punto A, en el que se encuentra la partícula P, hacemos cre-
cer una carga F lentamente, esta partícula se desplaza acercándose a sus vecinas. Al 
alterarse la distancia entre partículas se genera una fuerza de interacción que empuja a 
las partículas vecinas y así sucesivamente hasta que la acción alcanza a las partículas 
situadas en los puntos de enlace. La posición inicial de las partículas, a la que llamare-
mos configuración inicial (sin deformar), se altera y el proceso sigue a través de una 
sucesión de estados de equilibrio. Finalmente el movimiento de las partículas cesa y la 
posición de todas ellas se ha alterado dando lugar a lo que denominaremos configura-
ción final (deformada). 

Al vector que une las posiciones inicial y final de cada partícula se le denomina vector 
corrimiento u . Conocido dicho vector para cada una de las partículas es posible pasar 
de la configuración inicial a la final y viceversa. 

El comportamiento de un fluido en reposo es, en algunos aspectos, semejante al de un 
sólido. Sin embargo si el fluido está en movimiento aparecen fuerzas de interacción 
función de la velocidad relativa de las partículas, por lo que en lugar de tener interés el 
campo de corrimientos lo tiene el campo de velocidades. 
 
 
1.5. Introducción al concepto de medio continuo 

De lo visto hasta aquí parece deducirse que los medios materiales reales, formados por 
átomos o moléculas, pueden ser tratados como sistemas de partículas que interaccio-
nan. Si bien esto es teóricamente correcto en la práctica no es posible, ni tan siquiera 
necesario, seguir la cinemática y dinámica de cada una de las muchísimas partículas 
que constituyen la materia. La experiencia demuestra que la mayor parte de los pro-
blemas de interés tecnológico relacionados con los medios materiales pueden ser trata-
dos a nivel macroscópico con suficiente aproximación sin tener en cuenta de manera 
explícita su estructura microscópica ni las fuerzas de cohesión interna de la materia. 
 
En consecuencia es necesario introducir un enfoque más potente para el análisis mecá-
nico de los medios materiales reales. Dicho enfoque recibe el nombre de mecánica del 
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medio continuo y se fundamente, como se verá a continuación, en un paso al límite en 
el que el enfoque discreto de la mecánica de partículas es substituido por los métodos 
matemáticos de análisis de funciones continuas. 
 
Veamos pues como es posible abandonar el enfoque microscópico derivado del análisis 
partícula a partícula. Para ello analicemos, por ejemplo, una caso simple consistente en 
una barra de material elástico sometida a tracción. 
 

 

Podemos imaginar que el material de la barra está formado por una serie de cadenas 
longitudinales de partículas que interaccionan entre sí a través de fuerzas función de la 
distancia, representamos en la figura mediante muelles. 

 
 
Sobre cada una de estas cadenas actuará cierta fracción, muy pequeña ∆F, de la carga 
total aplicada. Como consecuencia su acción cada partícula experimentará un corri-
miento en la dirección longitudinal x. El corrimiento en dicha dirección x lo representa-
remos como u. 
 

 
 
Como dicha fuerza actúa sobre cada eslabón de la cadena podemos simplificar aún más 
la cuestión centrando el análisis sobre dos partículas vecinas: 
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Llamando K a la rigidez del “muelle” equivalente a las fuerzas de interacción podemos 
escribir: 

∆F = K (ui+1 − ui) 
 
Sin embargo, a nivel macroscópico, no podemos distinguir las partículas como entida-
des aisladas. De hecho no sabemos dónde están exactamente las partículas i e i+1, ni 
cuál es la distancia entre ellas a. No obstante sí podemos localizar puntos materiales 
sobre el medio identificándolos con el punto del espacio que ocupa sus mismas coorde-
nadas en la configuración inicial y seguir su evolución hasta la configuración deforma-
da, pudiendo medir su corrimiento. 

La idealización del continuo evita la necesidad de tratar el problema partícula a partícu-
la considerando que todo el volumen ocupado por el medio material está repleto de 
materia, de forma totalmente continua. Para enlazar esta nueva concepción del medio 
material con la anteriormente expuesta de sistema de partículas, se realiza un paso al 
límite en el que se identifica la distancia entre partículas a con una distancia infinitesi-
mal ∆x. El corrimiento de cada punto del material se considera como una función con-
tinua de la coordenada x. Entonces puede escribirse: 

 

 
y en consecuencia 

( ) ( )( )F K u x x u x∆ = + ∆ −  

 
Con ello se consigue obviar la consideración de las partículas como entidades discretas 
y la materia pasa a considerarse continuamente distribuidas en el espacio, lo cual equi-
vale a suponer que en cada punto espacial existe una partícula material. Por su parte los 
corrimientos dejan de ser un número finito de valores discretos para pasar a expresarse 
como funciones continuas de las coordenadas. En general se supone también que son 
funciones continuas del tiempo. 

La idealización macromecánica que implica la aproximación de medio continuo es 
sumamente útil puesto que permite utilizar todos los recursos matemáticos asociados al 
análisis de funciones continuas. Así por ejemplo, si se multiplica y divide el miembro 
izquierdo de la igualdad por ∆x, y pasando al límite aparece el concepto de derivada de 
la función corrimiento según x 

 
 

 

Como quiera que tampoco no es posible establecer la fuerza infinitesimal dF que actúa 
sobre cada cadena de partículas es más conveniente, referirse a la fuerza aplicada sobre 
un elemento infinitesimal de superficie dS, de éste modo al ser el cociente dF/dS un 
concepto intensivo, no es necesario distinguir una a una las partículas que se encuen-
tran sobre el dS. 

( ) ( )1i i iu u x u u x x u u+= = + ∆ = + ∆

( ) ( )u x x u x duF K x dF K dx
x dx

+ ∆ −
∆ = ∆ ⇒ =

∆
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dF K dx du
dS dS dx

=  

 
En esta expresión aparecen tres parámetros de gran importancia en la mecánica del 
medio continuo, especialmente en el análisis de sólidos elásticos. El término dF/dS es 
una fuerza por unidad de área, más adelante definiremos y generalizaremos este con-
cepto como tensión mecánica t. El término du/dx puede interpretarse como un incre-
mento de longitud por unidad de longitud y más adelante lo identificaremos con el 
concepto de deformación longitudinal unitaria ε. El término K dx/dS es una medida 
macroscópica de la intensidad de las fuerzas internas en función de la variación de las 
distancias entre partículas. La experiencia demuestra que en un sólido elástico esta 
cantidad es un valor característico del material denominado módulo de Young E. 

En consecuencia podemos escribir: σ = E·ε  ecuación que se conoce con el nombre de 
ley de Hooke y que es la base de un apartado importante de la mecánica del medio 
continuo denominada elasticidad lineal. 

 

1.6. Propiedades mecánicas intensivas 

Tampoco es posible tratar las propiedades másicas partícula a partícula por lo que se 
introducen conceptos de tipo intensivo (que no dependen de la cantidad de materia) 
como la densidad, el peso específico etc. 

A este respecto hay que destacar que existe un umbral para el tamaño del volumen a 
partir del cual puede considerarse que una propiedad intensiva es independiente del 
volumen considerado. Esto es debido a que para volúmenes muy pequeños extraídos de 
un mismo medio material, el número de partículas puede no ser constante. Sin embargo 
dicho valor umbral es lo suficientemente pequeño como para que su existencia no inva-
lide la aproximación continua en las aplicaciones de ingeniería. Así por ejemplo defi-
nimos la densidad como: 

lim
V V

M
V

ρ
′∆ →∆

∆
=

∆
 

 

donde V ′∆  es un elemento de volumen muy pequeño pero lo suficientemente grande 
para que contenga una cantidad representativa de partículas que permita el enfoque de 
medio continuo. Esta matización sin embargo se deja de lado para facilitar el tratamien-
to pasándose a una definición puramente matemática del siguiente estilo: 

0
lim
V

M dM
V dV

ρ
∆ →

∆
= =

∆
 

 

donde se postula que el límite existe y es una cantidad finita. Este mismo postulado se 
admite para cualquier propiedad intensiva definida sobre el medio continuo. 
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F∆

En la mecánica del medio continuo se supone que todas las propiedades que describen 
su comportamiento quedan definidas adecuadamente por funciones continuas y deriva-
bles de las coordenadas y del tiempo. 

 

1.7. Fuerzas de superficie y fuerzas de volumen 

Tal como se señalaba anteriormente las fuerzas exteriores puntuales, aplicadas sobre 
una sola partícula, no tienen sentido en el contexto de la mecánica del medio continuo. 
En su lugar las fuerzas exteriores se tratan como fuerzas intensivas (fuerzas por unidad 
de área o volumen). 

Dichas fuerzas exteriores pueden actuar sobre la superficie del medio, si resultan de la 
interacción de éste con su entorno en forma de acciones de contacto, o directamente 
sobre su volumen, si resultan de la acción de campos de fuerzas a distancia. 

Las fuerzas que actúan sobre la superficie, en adelante fuerzas de superficie f , se 

expresan en términos de fuerza por unidad de área (dimensionalmente F/2). Como 

quiera que f  no tiene porqué ser constante su valor en cada punto se refiere a un ele-
mento infinitesimal de superficie en dicho punto tal como se ve en la siguiente figura. 

  

 ∆S 

 
0

lim
S

F d Ff
S dS∆ →

∆
= =

∆
 

 
 
De igual modo las fuerzas que actúan sobre el volumen, en adelante fuerzas de volu-
men b , se expresan en términos de fuerza por unidad de volumen (dimensionalmente 
F/3). Como quiera que b  no tiene porqué ser constante su valor en cada punto se 
refiere a un elemento infinitesimal de volumen en dicho punto tal como se ve en la 
siguiente figura. 

   
  
 
 
 

La resultante de las fuerzas exteriores sobre un medio continuo de volumen V y super-
ficie S se expresa como: 

 

0
lim
V

F d Fb
V dV∆ →

∆
= =

∆

∆V 

F∆



Postulados básicos 

25 

S V
R f ds b dV= +∫ ∫  

El momento resultante de las fuerzas exteriores respecto a un punto O se expresa como: 

 

 O r  
 0 S V

M r f dS r b dV= ∧ + ∧∫ ∫  

 
 
 
 
 

1.8. Tensiones internas. Postulado de Euler-Cauchy 

Las fueras de interacción entre partículas se transmiten a través de todo el volumen del 
medio continuo. Dichas fuerzas internas pueden caracterizarse a nivel macroscópico 
atendiendo a la fuerza transmitida por unidad de área a través de cualquier superficie 
imaginaria interior al medio. A este tipo de fuerza intensiva interior se la denomina 
tensión t  y substituye convenientemente a las interacciones partícula a partícula.  

El análisis detallado de las tensiones se desarrollará en el capítulo 3. 

 
 
  
 
 ∆S 

 
0

lim
S

F d Ft
S dS∆ →

∆
= =

∆
 

 
 
Por otra parte cualquier subdivisión arbitraria del medio considerada aisladamente, 
constituye un sistema de partículas que interaccionan. Como se vio anteriormente la 
dinámica de un sistema de este estilo depende sólo de las fuerzas exteriores y sus mo-
mentos. En el caso de la subdivisión arbitraria, las fuerzas y momentos exteriores se 
determina a partir de: las tensiones sobre las fronteras interiores con el resto del medio, 
las fuerzas sobre las superficies exteriores y las fuerzas sobre el volumen. Esto justifica 
el postulado de Euler-Cauchy: 
 
"Las tensiones existen a través de cualquier elemento de superficie interior, y las leyes 
vectoriales del movimiento para cualquier subdivisión arbitraria del medio, incluido el 
elemento infinitesimal de volumen así como el medio en su conjunto, pueden expresar-
se a partir de ellas y de las fuerzas exteriores de superficie y de volumen" 

Este postulado queda corroborado por el hecho de que las conclusiones que de él se 
derivan están de acuerdo con la evidencia experimental. 

∆F
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                                                   R2 
                                                                                                             R1 
 
                         R1                                                                          V 
 
 Se 
 
La resultante de las fuerzas exteriores sobre una subdivisión del medio continuo de 
volumen V, superficie exterior Se y frontera interior Si se expresa como: 

1
e i

R e iS S V
R f ds t ds b dV= + +∫ ∫ ∫  

 
El momento resultante de las fuerzas exteriores sobre una subdivisión del medio conti-
nuo respecto a un punto arbitrario 0 se expresa como: 

10R
e i

e iS S V
M r f dS r t dS r b dV= ∧ + ∧ + ∧∫ ∫ ∫  

 
Evidentemente si el medio continuo considerado en su conjunto está en equilibrio, 
sobre cualquier parte del mismo deberá verificarse la condición necesaria de equilibrio: 

1 100 0
RRR M= =  

 
NOTA: En este enfoque de la mecánica del medio continuo se omite la posible exis-
tencia de momentos distribuidos. Existe un enfoque más avanzado de la mecánica del 
medio continuo debido a Crosseraut en el que si se incluye este efecto. En el presente 
curso se seguirá no obstante el enfoque de Cauchy. 

 

1.9. Homogeneidad e isotropía 

Se dice que un medio es homogéneo cuando sus propiedades mecánicas intrínsecas son 
las mismas en todos sus puntos. 

Se dice que un medio es isótropo cuando sus propiedades mecánicas intrínsecas en un 
punto dado son las mismas independientemente de la dirección en que se evalúen. 

Los medios materiales reales no son en general homogéneos ni isótropos. Sin embargo 
en muchas ocasiones pueden aceptarse estas hipótesis desde un punto de vista macros-
cópico con suficiente aproximación. 

Homogeneidad e isotropía no son hipótesis esenciales de la mecánica del medio conti-
nuo sino sólo hipótesis convenientes en orden a simplificar el análisis. 

Si 
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Cinemática del medio continuo 
 

 

 

2.1. Introducción 

En este capítulo se analiza los procesos de transformación geométrica de un medio 
continuo desde un punto de vista puramente cinemático, sin atender a las causas que los 
producen. 

Para el análisis de dichas transformaciones es preciso definir previamente ciertos con-
ceptos esenciales: 

− Denominaremos punto a una posición concreta fija en el espacio. 

− Denominaremos partícula (o punto material) a un elemento infinitesimal de volumen 
de un medio continuo que contiene una cantidad constante de materia. 

− En un instante de tiempo t, un medio continuo que tiene un volumen V y una superfi-
cie límite S, ocupa una región R del espacio físico. La identificación de las partículas 
con los puntos del espacio que ocupan en un instante t respecto a un conjunto adecuado 
de ejes coordenados define la configuración del medio continuo en dicho instante. 

Se define el concepto de deformación como toda transformación geométrica de un 
medio continuo consistente en un cambio en su forma y/o volumen entre una configu-
ración inicial sin deformar (o de referencia), y otra configuración final deformada (o 
actual). 

Se define la velocidad de deformación como una medida del ratio de variación de la 
deformación respecto al tiempo. 

Hay que observar que son posibles transformaciones geométricas que no impliquen 
cambio en la forma y/o volumen, dichas transformaciones corresponden a movimientos 
de sólido rígido y no implican por tanto la deformación del medio 

En general toda transformación geométrica puede incorporar una parte correspondiente 
a un movimiento de sólido rígido y otra parte puramente deformacional. 
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2.2. Hipótesis de partida 

Como hipótesis fundamental se considerará la continuidad de la transformación geo-
métrica. Además se admitirá que, dado que la materia no aparece ni desaparece durante 
la transformación, a cada punto de la configuración inicial le corresponde un único 
punto transformado en la configuración final y viceversa, por lo que existe una corres-
pondencia biunívoca entre ambas configuraciones. 

Si llamamos X1, X2, X3 a las coordenadas de una partícula del sólido antes de la trans-
formación (configuración de referencia correspondiente al instante inicial t = t0) y x1, 
x2, x3 a las coordenadas de esa misma partícula después de la misma (configuración 
actual correspondiente a un instante t), ambos conjuntos de coordenadas estarán rela-
cionados entre sí: 

Desde el punto de vista matemático, y como consecuencia de las hipótesis fijadas, estas 
funciones son uniformemente continuas y tienen inversa única. Esta última hipótesis 
constituye uno de los postulados básicos de la mecánica del medio continuo. La condi-
ción necesaria y suficiente para la existencia de las funciones inversas es que el deter-
minante jacobiano de la transformación no se anule: 

det 0i

j

x
J

X
 ∂

= ≠ 
∂  

Además se supondrán funciones derivables con derivadas parciales continuas hasta 
cualquier orden ya que la experiencia demuestra que los resultados que se derivan de 
esta suposición son adecuados. 

La continuidad de la transformación implica que: 

− Dos puntos infinitamente próximos antes de la transformación permanecen infinita-
mente próximos después de la misma 

x
X ( ),i ix x X t=

( ),i iX X x t=

( )1 2 3, ,p x x x

1 2 3( , , )P X X X

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 2 3 1 1 1 2 3

2 2 1 2 3 2 2 1 2 3

3 3 1 2 3 3 3 1 2 3

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , , ,

x x X X X t X X x x x t

x x X X X t X X x x x t

x x X X X t X X x x x t

= =

= =

= =
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− Una línea continua antes de la transformación sigue siendo continua después de la 
misma, y si aquella es cerrada ésta también lo es y viceversa. 

− Una superficie continua antes de la transformación sigue siendo continua después de 
la misma, y si aquélla es cerrada ésta también lo es, y viceversa. 

Quedan por tanto excluidos de este análisis aquellas situaciones en las que no se cum-
plan estos supuestos: por ejemplo cuando se formen grietas o huecos en el interior del 
material durante el proceso de transformación. 

2.3. Enfoques lagrangiano y euleriano 

El análisis de la transformación geométrica de un medio continuo puede realizarse 
según dos enfoques. En el primero, denominado lagrangiano, cada partícula queda 
identificada por las coordenadas del punto que ocupa inicialmente (también denomina-
das coordenadas materiales) X1, X2, X3 que se toman como variables independientes. En 
un enfoque lagrangiano se denomina trayectoria de una partícula a la curva espacial 
definida por la ecuación: 

y es el lugar geométrico de todas las posiciones ocupadas por una misma partícula a lo 
largo del tiempo. 

En el segundo enfoque, denominado euleriano, se centra la atención en un punto fijo 
del espacio de coordenadas x1, x2, x3 (También denominadas coordenadas espaciales) 
que puede ser ocupado por distintas partículas en tiempos distintos. En este caso las 
variables x1, x2, x3 juegan el papel de variables independientes. 

Ambos planteamientos son equivalentes ya que, al ser invertibles las funciones que 
definen la transformación, dadas las coordenadas iniciales de una partícula es posible 
determinar su posición en cualquier instante y dada la posición de una partícula en un 
instante dado es posible determinar su posición inicial. La elección de uno u otro plan-
teamiento queda condicionada por el tipo de problema a resolver y por el hecho de si se 
desea poner el énfasis en el seguimiento de una partícula dada o en la descripción de lo 
que sucede en cierto punto fijo del espacio. 

Para el desarrollo de este curso se ha utilizado el enfoque lagrangiano en la formula-
ción de la mecánica de los sólidos deformables ya que en este caso la geometría cono-
cida es la geometría antes de la deformación. Sin embargo en los aspectos relacionados 
con el movimiento y flujo de sistemas fluidos, se aplicará el enfoque euleriano puesto 
que entonces es mucho más cómodo referir el problema a puntos fijos en el espacio. 

X
x

( ),x x X t=
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2.4. Concepto de derivada material 

Durante todo el curso va a ser necesario evaluar la rapidez de la variación temporal de 
diversa magnitudes asociadas a partículas materiales, es decir aquella que sería medida 
por un observador que viajara con la partícula. Para ello se introduce el concepto de 
derivada material definido del siguiente modo: 

La derivada material es una medida de la rapidez de variación en el tiempo de cual-
quier propiedad del medio (escalar, vectorial o tensorial), referida a una partícula mate-
rial específica tal como se observaría en la referencia de estudio. Se denota por D / Dt. 

Así por ejemplo, la derivada material del vector de posición de una partícula es su 
velocidad: 

 
Dx x v
Dt

•

= =  i
i

dx
v

dt
=  

NOTA: En este curso, excepto que cuando se indique de forma expresa, se 
supondrá que la referencia de estudio es galileana y que todas las derivadas 
temporales se realizan expresando las magnitudes físicas en una base fija. 

La derivada material puede evaluarse utilizando un enfoque lagrangiano o un enfoque 
euleriano del siguiente modo: 

Sea P una propiedad cualquiera (magnitud escalar o componente de un vector o un 
tensor). Si P se expresa en coordenadas materiales (descripción lagrangiana), su deri-
vada material es: 

( ), al ser la posición inicial dada por 0
independiente del tiempo

P X tDP DX X
Dt t Dt

∂  
= =  ∂    

ya que X  no varía con el tiempo. Sin embargo si P se expresa en coordenadas espacia-
les (descripción euleriana), la derivada material toma la forma: 

( ) ( ), ,
i

i i

P x t P x t d xDP
Dt t x d t

∂ ∂
= +

∂ ∂∑  

puesto que en este caso las coordenadas x  si son función del tiempo y debe aplicarse 
la regla de la cadena. Como: 

i
i

d x
v

d t
=  

queda:     

  

 

grad
T

i
i i

DP P P Pv v P
Dt t x t

∂ ∂ ∂
= + = + ×

∂ ∂ ∂∑

local convectiva 
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Expresión presenta dos componentes denominadas local y convectiva respectivamente. 
La parte local denota la variación de la propiedad asociada al cambio temporal en la 
posición actual, mientras que la parte convectiva denota la variación de la propiedad 
asociada al cambio de posición de la partícula. 

Por ejemplo, en el flujo de un fluido dentro de un conducto de sección variable, y su-
puesto que el caudal se mantiene constante, la velocidad de una partícula presenta sólo 
cambio convectivo debido a la variación de la sección al pasar ésta de un punto a otro. 
Sin embargo si el caudal varía con el tiempo aparece también el término de variación 
local de la velocidad en un punto fijo del espacio. 

     Q   A1               v1       A2           v2 

Q = A v 

Se define el operador derivada material del siguiente modo: 

i
i i

D v
Dt t x

• ∂ • ∂ •
= +

∂ ∂∑

en forma desarrollada: 
1 2 3

1 2 3

g ra d
TD v v v v

Dt t x x x t
• ∂ • ∂ • ∂ • ∂ • ∂ •

= + + + = + × •
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Se define el régimen estacionario como aquel en el que se anula la parte local de la 
derivada material, es decir: 

2.5. Vector corrimiento 

2.5.1. Concepto de corrimiento 

En muchos problemas de la mecánica del medio continuo el interés se centra en el 
estudio de la transformación geométrica existente entre dos configuraciones definidas y 
no en el proceso continuo en el tiempo que ha llevado de una hasta la otra. Para estos 
procesos es especialmente útil el estudio a partir del concepto de corrimientos que se 
expone en este apartado. 

Supongamos que la transformación del medio es continua y del tipo uno a uno. Cada 
punto P del cuerpo experimentará un desplazamiento u , de componentes (u 1, u 2, u 3), 

0
t

∂ •
=

∂
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desde su posición inicial X  antes de la transformación, hasta su posición final x  des-
pués de la transformación, a dicho desplazamiento, definido por la diferencia: 

 

se le denomina vector corrimiento. El conjunto de los corrimientos de los infinitos 
puntos materiales del medio forman un campo vectorial, las componentes del vector 
corrimiento son funciones continuas y derivables. 

El vector corrimiento puede expresarse en 

coordenadas lagrangianas: 

 

o en coordenadas eulerianas: 

 

 

siendo el significado físico de ambas expresiones distinto. En el primer caso se expresa 
el vector corrimiento de la partícula que inicialmente está en la posición X  de la con-
figuración de referencia, mientras que en el segundo se expresa el vector corrimiento 
de cualquier partícula material que en el instante t ocupa la posición espacial dada por 
las coordenadas x  en la configuración actual. 

Como quiera que el concepto de corrimiento es especialmente útil para el análisis de la 
mecánica de medios sólidos deformables y en este caso la descripción lagrangiana es 
más adecuada, el resto de la explicación se ceñirá a este enfoque. 

 

2.5.2. Análisis de corrimientos en el entorno de un punto 

Imaginemos otro punto material Q, infinitamente próximo y distante de P un d X . 
Dicho punto experimentará un corrimiento u  + du . En virtud de la deformabilidad del 
medio, y a diferencia de lo que ocurriría en un sólido rígido, la distancia entre P y Q, d
x después de la transformación, puede ser distinta a la existente antes de la misma. 

NOTA: Se utiliza la nomenclatura d x  aún cuando no se corresponde con el concepto 
de diferencial total en el sentido matemático puesto que se evalúa sobre una misma 
configuración, correspondiente a un instante de tiempo fijo, haciendo variar sólo las 
coordenadas materiales. En un sentido estricto debería escribirse: 

 

 

 

 pero como                              y i
i

x xd x d X d t
X t

∂ ∂
= +

∂ ∂∑ it
i

xd x d X
X

∂ = ∂∑. 0t cte dt= → =

u x X= −

( ) ( ), ,u u X t x X t X= = −

( ) ( ), ,u u x t x X x t= = −
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3 

1 2 

q Q 

P 

0 

p 

Los vectores d x y d X  están relacionados geométricamente del siguiente modo: 

por geometría: 

simplificando: 

sustituyendo y sacando factor común d X

[ ] [ ]( ) [ ]X
d x I M d X F d X= + =

Si [ ] 0
X

M =  en todo punto del medio, la transformación corresponde a una traslación 

de sólido rígido. 

La matriz [F] se denomina tensor gradiente de deformación. 

[ ]
( )

( )
( )

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

1
1

1

u X u X u X
F u X u X u X

u X u X u X

+ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 = ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ 

Evidentemente [F] también puede escribirse a partir de la relación existente entre las 
variables lagrangianas y eulerianas. 

1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

grad
u X u X u X

P u X u X u X u
u X u X u X

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
   = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ =   
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

d X du d x+ =

d X u du u d x+ + = +

u; de   es el  gradiente de[ ]du M d X= [ ]M
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1 1 1 1 2 1 3 1

2 2 1 2 2 2 3 2

3 3 1 3 2 3 3 3

dx x X x X x X dX
dx x X x X x X dX
dx x X x X x X dX

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     
    = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

 

de esta expresión queda patente que el tensor gradiente de deformación es igual a la 
matriz jacobiana de la transformación y por lo tanto: 

[ ] [ ]F J=

En virtud de lo dicho anteriormente para que la transformación sea invertible el deter-
minante jacobiano de [F] debe ser distinto de 0, además debe ser > 0. En efecto puede 
demostrarse que det[F]=dV/dV0  donde dV0 y dV son, respectivamente, el diferencial de 
volumen antes y después de la transformación. 

( ) ( )1 2 3 1 2 30d V d X d X d X d V d x d x d x= ∧ × = ∧ ×

Al principio del proceso de deformación dV=dV0 con lo que det[F ]=1, como det [F ] 
debe ser ≠ 0 durante todo el proceso, se sigue que det [F ] > 0. Cualquier campo de 
corrimientos debe cumplir esta condición para ser físicamente posible. 

2.6. Vector velocidad 

2.6.1. Concepto de velocidad 

En otros muchos problemas de la mecánica del medio continuo la velocidad de cambio 
de la geometría durante el proceso de transformación es el factor dominante. En dichos 
casos el análisis atemporal entre dos configuraciones realizado a partir de los corri-
mientos resulta insuficiente y es necesario un análisis instantáneo. Un concepto básico 
es entonces el de velocidad. 

La velocidad de una partícula es la derivada material de su vector de posición, 
Dxv
Dt

=

si se escribe éste en función de las coordenadas iniciales y del vector corrimiento en 
cada instante se obtiene: 

x X u= +
DX Du Duv
Dt Dt Dt

= + =

ya que la posición inicial es fija e independiente del tiempo. 

Si el vector corrimiento se expresa en forma lagrangiana, entonces el vector velocidad 
se obtiene también en forma lagrangiana: 

[ ]detJ F=

(=0) 
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( ) ( ) ( ), ,
,

Du X t u X t
v X t

Dt t

∂
= =

∂
 

Del mismo modo, utilizando un enfoque euleriano se obtiene: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
, ,i

i i

Du x t u x t u x t
v x t v x t

Dt t x

∂ ∂
= = +

∂ ∂∑  

que también puede escribirse de forma más compacta como: 

( ) ( )
[ ] ( )

,
, ,

x

u x t
v x t M v x t

t

∂
= +

∂
 

 

2.6.2. Campo de velocidades 

En el enfoque euleriano resulta especialmente útil para el análisis de flujos, asociar a 
cada punto del espacio el vector velocidad de la partícula que lo ocupa instantáneamen-
te, dando lugar a un campo vectorial de velocidades. Si el flujo es estacionario dicho 
campo será constante el tiempo mientras que no lo será si existe variación local de la 
velocidad. 

Se define la línea de corriente como aquella línea trazada en el interior del flujo y que 
es tangente en cada punto a los vectores velocidad. Excepto en puntos singulares, por 
cada punto del espacio pasa una sola línea de corriente por lo que éstas no intersectan 
entre sí. Si d es el elemento infinitesimal de longitud de una línea de corriente, a lo largo 
de la misma se cumple: 

31 2

1 2 3

dd d
v v v

= =
 

 

Debe diferenciarse la línea de corriente de la trayectoria de una partícula, definida 
como el lugar geométrico de las sucesivas posiciones de la partícula, 

 

 ( ),x X t  

 

de la línea de emisión, o traza, que es el lugar geométrico de las posiciones que en un 
instante dado ocupan todas las partículas que han pasado por cierto punto del espacio. 

Se denomina superficie de corriente a una superficie engendrada por líneas de co-
rriente. Se denomina tubo de corriente al volumen delimitado por una superficie de 
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xd
 

3 

1 2 

p 

x
 

q 

pv
 

[ ]q p pv v dv v L d x= + = +

[ ]
1 1 1 2 1 3

2 1 2 2 2 3

3 1 3 2 3 3

grad
v x v x v x

L v v x v x v x
v x v x v x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  = = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

corriente, engendrada por una curva cerrada no coincidente con una línea de corriente y 
todas las líneas de corriente que la intersectan. 

 

 

 

 

 

 

 

Como quiera que el concepto de velocidad es especialmente útil para el análisis de la 
mecánica de fluidos y en este caso la descripción euleriana es más adecuada, el resto de 
la explicación se ceñirá a este enfoque. 

 
2.6.3. Análisis de velocidades en el entorno de un punto 

Es interesante realizar un análisis detallado del campo de velocidades en el entorno de 
una partícula, semejante al que se realizó anteriormente con el campo de corrimientos. 
Para ello considérese una determinada configuración en el tiempo t. Sea p una partícula 
que en dicho instante se mueve con una velocidad pv . Sea q otra partícula situada a 
una distancia infinitesimal de p. En virtud de la continuidad, la velocidad de q, qv  
diferirá sólo en una magnitud infinitesimal de la velocidad de p. Por la teoría de las 
funciones continuas ambas velocidades se relacionan matemáticamente del siguiente 
modo: 

 

 

 

  

 

  

 

 

donde [L] es el gradiente de velocidad. Si [L] = 0 en todo punto del medio, el campo de 
velocidades corresponde al de una traslación de sólido rígido. 

v

v
v

v
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Podemos realizar paralelamente un razonamiento de tipo físico para relacionar pv  y .qv  
Para ello imaginemos una referencia relativa solidaria al entorno inmediato del punto p. 
La velocidad absoluta del punto q, en base al esquema habitual de composición de 
velocidades, puede considerarse como una velocidad de arrastre formada por la veloci-
dad absoluta de p, pv , más una velocidad de giro de q en torno a p que resultaría de 
imaginar a q fijo respecto a la referencia solidaria a p, más una velocidad relativa de q 
respecto a p en la referencia solidaria a p. Este último término resulta evidentemente 
del hecho de que el medio continuo puede deformarse. En un sólido rígido tal término 
no existiría. 

El gradiente de velocidad [L] puede descomponerse en una parte simétrica y otra anti-
simétrica del siguiente modo: 

En componentes: 

1 1
2 2

j ji i i
ij ij ij

j j i j i

v vv v v
L D W

x x x x x
   ∂ ∂∂ ∂ ∂

= = + + − = +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

siendo [D] un tensor simétrico (Dij = Dji) y [W] un tensor antisimétrico (Wij = -Wji). 

La expresión de la velocidad de q queda entonces del siguiente modo: 

[ ] [ ]q pv v W d x D d x= + +

expresión que debe ser equivalente a la anterior. 

relq p qv v d x vω
•

= + ∧ +

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]1 1
2 2

T TL L L L L D W= + + − = +

xd
 

3 

1 2 

q 

pv

relq p qv v d x vω
•

= + ∧ +

qv

p 

Ref 
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Vorticidad 

Identificando ésta última expresión con la resultante de la interpretación física realizada 
anteriormente se ve que el término antisimétrico se corresponde con el operador velo-
cidad angular del entorno de p-producto vectorial. Por este motivo al tensor [W] se le 
denomina tensor vorticidad, en efecto: 

[ ]

31 2 1

2 1 3 1

12 13
32 1 2

12 23
1 2 3 2

13 23

3 31 2

1 3 2 3

1 10
2 2

0
1 10 0
2 2

0
1 1 0
2 2

vv v v
x x x x

W W
vv v vW W W

x x x x
W W

v vv v
x x x x

    ∂∂ ∂ ∂
− −   ∂ ∂ ∂ ∂    

     ∂∂ ∂ ∂   = − − = −     ∂ ∂ ∂ ∂     − −   
   ∂ ∂ ∂ ∂

− −    ∂ ∂ ∂ ∂    

 

Es fácil comprobar que: [ ]W d x d xω
•

= ∧  con 
23

13

12

1 1rot
2 2

W
W v q
W

ω
•

− 
 = = = 
 − 

 

Al vector q  se le denomina vector vorticidad o vector torbellino, mientras que al vector 

ω
•

 se le denomina, debido a su interpretación física, vector velocidad de rotación. 

Se dice que el campo de velocidades es irrotacional si el tensor vorticidad se anula en 
cualquier punto: [W] = 0. 

En el enfoque euleriano también resulta útil para el análisis de flujos asociar a cada 
punto del espacio el vector torbellino de la partícula que lo ocupa instantáneamente, 
dando lugar a un campo vectorial de vorticidades, también conocido como campo de 
torbellinos. 

Se define la línea de vorticosa como aquella línea trazada en el interior del flujo y que 
es tangente en cada punto a los vectores vorticidad. Excepto en puntos singulares, por 
cada punto del espacio pasa una sola línea vorticosa por lo que éstas no intersectan 
entre sí. Las líneas vorticosas y las líneas de corriente en cada punto son perpendicula-
res entre sí. 

Se denomina superficie vorticosa a una superficie engendrada por líneas vorticosas. Se 
denomina tubo vorticoso al volumen delimitado por una superficie vorticosa engendra-
da por una curva cerrada no coincidente con una línea vorticosa y todas las líneas vorti-
cosas que la intersectan. 

Se define la intensidad H de un tubo vorticoso como: rot
S

H v n ds= ×∫  

Donde S es una sección transversal cualquiera del tubo. H es independiente de la elec-
ción que se haga de S. 
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L

H v d= ∫ 



A partir del teorema de Stokes es inmediato ver que la circulación del vector velocidad 
sobre la línea cerrada que define el contorno de S es igual a la intensidad H. 

 

Velocidad de deformación 

El término simétrico resultante de la descomposición de [L ], se relaciona con la velo-
cidad relativa de q respecto a p y es por tanto la componente de velocidad no atribuible 
a un movimiento de sólido rígido, asociada a la velocidad de deformación del medio. 

 [ ]relqv D d x= con

El tensor [D] recibe el nombre de tensor velocidad de deformación y, como se verá 
posteriormente, es una medida del cambio de forma y/o de volumen por unidad de 
tiempo que experimenta el medio en el entorno del punto p. Es un tensor simétrico de 
2º orden y disfruta de todas las propiedades matemáticas de este tipo de tensores. 

Si [D] = 0 en todos los puntos, el medio presenta un campo de velocidades de sólido 
rígido. 

Si dividimos ambos miembros de la expresión que da la velocidad relativa de q respec-
to a p por el módulo de d x  se obtiene una forma más útil de medir la velocidad de 
deformación del medio en el entorno de p puesto que el resultado resulta independiente 
de la magnitud de d x  y depende sólo de la dirección pq  alrededor de p definida me-
diante un vector n  En efecto, se define el vector velocidad de deformación asociado 
a la dirección pq  del siguiente modo: 

[ ]

Velocidad de cambio
por unidad de tiempo y
por unidad de longitud

asociada a la deformación

relq

d x
vd x d n D n d
d

•

 
 
 = ⇒ = = = 
 
  





L S 

d 
v 

[ ]

( )

31 1 2 1

1 2 1 3 1

32 2

2 3 2

3

3

1 1
2 2

1
2

vv v v v
x x x x x

vv vD
x x x

vsim
x

    ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  ∂∂ ∂ = +  ∂ ∂ ∂ 
 

∂ 
 ∂ 
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[ ]
0 3

rt D
D =

Siendo n  un vector unitario (versor) en la dirección pq  y d d x=  

Si proyectamos el vector velocidad de deformación sobre la propia dirección pq  se 

obtiene una medida de la velocidad de deformación longitudinal en la dirección pq : 

[ ]T T
n d n D n nε ε ε

• •• •

= × = =  

Puede definirse también el vector velocidad de deformación transversal como la com-
ponente del vector velocidad de deformación perpendicular a la dirección de pq  

 g
•

 q 

 d
•

 

   

                                                       p 

A partir de esta expresión es fácil ver que las componentes de la diagonal de [D] son 
las velocidades de deformación en las direcciones definidas por los versores de la base. 
En efecto: 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]11 22 33

1 0 0
1, 0, 0 0 0, 1, 0 1 0, 0, 1 0

0 0 1
D D D D D D

     
     = = =     
     
     

 

Las componentes no diagonales de [D] tienen el significado físico de velocidades de 
variación de los ángulos formados por cada pareja de versores de la base. Esta interpre-
tación se justificará más adelante. 

El tensor velocidad de deformación puede ser descompuesto como suma de dos tenso-
res que aíslan los fenómenos de cambio de forma y cambio de volumen del siguiente 
modo: 

 

     siendo  

  

 

donde [D0] se denomina parte esférica y da cuenta de la velocidad de deformación por 
cambio de volumen, mientras que [d] se denomina parte desviadora y caracteriza de la 

2 2
g d ε
• • •

= −

[ ] [ ] [ ]
0 11 0 12 13

0 0 12 22 0 23

0 13 23 33 0

0 0
0 0
0 0

D D D D D
D D d D D D D D

D D D D D

−   
   = + = + −   
   −   

ε
•

n
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velocidad de deformación por cambio de forma. Más adelante se justificará el signifi-
cado físico de esta descomposición. 

 

2.7. Vector aceleración 

2.7.1. Concepto de aceleración 

Se define la aceleración de una partícula material como la derivada material de su vec-
tor velocidad. En el sentido clásico de la mecánica se trata de una medida de la varia-
ción por unidad de tiempo del vector velocidad. 

Utilizando el enfoque lagrangiano se tiene: 

 

 

Alternativamente, en el enfoque euleriano se tiene: 

 

.. 

Esta expresión puede reescribirse como: 

( ) [ ] [ ] [ ], v va x t L v W v D v
t t

∂ ∂
= + = + +

∂ ∂
 

de donde operando se obtiene otra forma de expresar la aceleración habitualmente 
utilizada en mecánica de fluidos: 

( ) 21, 2 grad
2

va x t v v
t

ω
•∂

= + ∧ +
∂

 

Esta expresión, debida a Lagrange, admite la siguiente interpretación física: 

− El término v
t

∂
∂

 es la aceleración local medida en un punto espacial fijo. 

− El término 
2grad

2
v

 es la aceleración convectiva debida al cambio en el módulo de la 

velocidad al pasar de un punto a otro. 

− El término 2 vω
•

∧  es la aceleración convectiva debida al cambio de dirección del 
vector velocidad al pasar de un punto a otro. 

( ) ( ) ( ), ,
,

Dv X t v X t
a X t

Dt t

∂
= =

∂

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
, ,i

i i

Dv x t v x t v x t
a x t v x t

Dt t x

∂ ∂
= = +

∂ ∂∑
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2.8. Transformaciones infinitésimas 

En la mecánica de sólidos deformables existe una amplia clase de problemas en los 
que, debido a la naturaleza física de los materiales utilizados, existe realmente muy 
poca diferencia geométrica entre la configuración inicial (o sin deformar) y la configu-
ración actual o deformada. En este tipo de problemas es habitual admitir, como hipóte-
sis simplificativa adicional, que los corrimientos y sus derivadas respecto a las 
coordenadas son cantidades infinitesimales, con las implicaciones que ello comporta en 
su tratamiento matemático. 

  

  

  

 

A este tipo de transformaciones se las denomina transformaciones infinitésimas, y en 
ellas es posible confundir en una sola las formulaciones lagrangiana y euleriana. En 
estas condiciones, las derivadas de cualquier propiedad respecto a las coordenadas 
lagrangianas y eulerianas son casi iguales. En efecto, sea una propiedad P cualquiera. 
entonces, y a título de ejemplo: 

31 2

1 1 1 2 1 3 1

xx xP P P P
X x X x X x X

∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
= + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

pero: xi = Xi + ui 

y por tanto: 3 31 1 2 2

1 1 1 1 1 1

1 1 ; ;
x ux u x u

X X X X X X
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + ≈ = << = <<
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

con lo que, y en virtud de la hipótesis realizada: 

31 2

1 1 1 2 1 3 1 1

1
uu uP P P P P

X x X x X x X x
  ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= + + + ≈ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 

al despreciar todos los infinitésimos de orden superior. 

 

2.8.1. Campo de corrimientos infinitésimos 

En una transformación infinitésima, el campo de corrimientos es análogo al campo de 
velocidades. En efecto, sea P la posición inicial de una partícula y pv  su velocidad 
inicial. La velocidad de otra partícula Q infinitamente próxima la obtenemos del estu-
dio de composición de velocidades: 

R0 

 
R 

 

1iu <<<

1i iu X∂ ∂ <<<
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relQ P Qv v d X vω
•

= + ∧ +

Es de observar que en este análisis centramos el estudio en la configuración inicial 
(formulación lagrangiana). Por tratarse de una transformación infinitesimal podemos 
obtener el estudio del campo de corrimientos simplemente multiplicando esta igualdad 
por ∆t, siendo ∆t el tiempo necesario para pasar de la configuración inicial a la final, y 
suponiendo que las velocidades se mantienen constantes durante dicho intervalo de 
tiempo: 

relQ P Qt u u d X uω×∆ ⇒ = + ∧ +  

En esta expresión Pu  es el corrimiento del punto P, ω  es una rotación de sólido rígido 
y Qu  es el corrimiento relativo de q respecto a p debido a la deformación del medio tal 
como se deduce de la siguiente construcción geométrica: 

Matemáticamente puede obtenerse una expresión análoga a la obtenida con anteriori-
dad para el análisis de velocidades, descomponiendo el tensor gradiente de corrimiento 
en una parte simétrica y otra antisimétrica: 

 

En componentes: 1 1
2 2

j ji i i
ij ij ij

j j i j i

u uu u u
M

X X X X X
ε

   ∂ ∂∂ ∂ ∂
= = + + − = + Ω      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

Siendo ij jiε ε=  y ij jiΩ = −Ω  y por tanto: 

[ ] [ ] [ ]Q P Pu u M d X u d X d Xε= + = + Ω +

Identificando términos se obtiene el significado físico de ésta descomposición para una 
transformación infinitésima. 

p 

Q´´ 
Q´ 

q 

ω 

Q 

P 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ] [ ]1 1
2 2

T TM M M M M ε= + + − = + Ω
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Componente antisimétrica: 

rotación de sólido rígido del en-
torno de P. 

Componente simétrica: 

Corrimiento relativo debido a la defor-
mación del medio. 

[ ] d X d XωΩ = ∧ [ ] relQd X uε =

Hay que observar sin embargo que aunque la descomposición matemática en parte 
simétrica y antisimétrica de [M] es siempre posible, su interpretación física sólo tiene 
sentido en una transformación infinitésima. 

Como consecuencia de dicha interpretación física, al tensor [Ω] se le denomina tensor 
rotación, y al vector ω  se le denomina vector rotación infinitésima. 

[ ] d X d XωΩ = ∧  con 
23

13

12

1
2

rot uω
−Ω 

 = Ω = 
 −Ω 

El tensor [ε ] recibe el nombre de tensor deformación (más exactamente tensor de 
deformación lineal lagrangiano para distinguirlo de otros desarrollos más elaborados). 

 

A las relaciones que determinan a las componentes de [ ]ε  en función de las compo-

nentes de u  se las conoce como relaciones cinemáticas. 

[ ]

31 2 1

2 1 3 1

12 13
32 1 2

12 23
1 2 3 2

13 23

3 31 2

1 3 2 3

1 10
2 2

0
1 10 0
2 2

0
1 1 0
2 2

uu u u
X X X X

uu u u
X X X X

u uu u
X X X X

    ∂∂ ∂ ∂
− −   ∂ ∂ ∂ ∂    

Ω Ω     ∂∂ ∂ ∂   Ω = − − = −Ω Ω     ∂ ∂ ∂ ∂     −Ω −Ω   
   ∂ ∂∂ ∂ − −    ∂ ∂ ∂ ∂    

[ ]

( )

31 1 2 1

1 2 1 3 1

32 2

2 3 2

3

3

1 1
2 2

1
2

uu u u u
X X X X X

uu u
X X X

u
sim

X

ε

    ∂∂ ∂ ∂ ∂
+ +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    

  ∂∂ ∂ = +  ∂ ∂ ∂  
∂ 

 ∂ 
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2.8.2. Análisis de deformaciones infinitésimas 

El tensor deformación así definido contiene toda la información referente a la deforma-
ción del medio por lo que su estudio detallado resulta de especial interés. El campo 
tensorial formado por los tensores deformación en cada punto, define el estado de de-
formación del medio continuo. 

Vector deformación unitaria 

Se define el vector deformación unitaria como el corrimiento relativo por unidad de 
longitud: 

[ ] [ ]
0 0

relQu d Xd N
d d

ε ε= = =
 

 con 0d d X=

El conjunto de todos los vectores deformación unitaria en el entorno de un punto defi-
nen el estado de deformación para ese punto. Queda pues evidenciado que el tensor 
deformación contiene toda la información referente al estado de deformación en el 
punto de estudio. 

El vector deformación unitaria puede ser descompuesto de forma natural en dos com-
ponentes denominadas componentes intrínsecas, una ( ε ) medida según la dirección pq

, y otra ( g ) en la dirección perpendicular a pq  del siguiente modo: 

A fin de simplificar la notación denominaremos 0y  d d x d d X= = 

 

 

Analíticamente puede obtenerse ε  proyectando d  sobre N . Obsérvese que al proce-
der de este modo se desprecia el efecto de la rotación infinitésima de sólido rígido: 

Q´´ 

p 

q 

γ 
do 

ε do d 

d do 
g do 

0 relQd d u

d gε

 × =


= +



( )

( ) ( )

( )

0
0 0

0

0 0 0

0

0 0

1

d d
d d

d
d d d d

g d
tg g

d d

ε ε

ε

γ γ

−
= ∆ ⇒ =

= + ∆ = +

≈ = ≈
+ ∆

 

 



   



 



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

48 

[ ]T T
N d N N Nε ε ε ε= × = = ×

Entonces g  puede ser evaluada como: 2 2g d g dε ε= − = −  

El significado físico de ε y g queda patente a partir de la figura y de las expresiones 
expuestas: 

ε  se denomina deformación longitudinal unitaria y es una medida de la va-
riación del módulo de d X  (positiva cuando el módulo aumenta y negativa 
en caso contrario). 

ε  es el denominado vector deformación longitudinal unitaria. 

g  se denomina deformación transversal unitaria y es una medida de la varia-
ción de la orientación de d X  no atribuible al movimiento de sólido rígido. 

g  es el denominado vector deformación transversal unitaria 

Deformación angular 

En ocasiones resulta de interés evaluar el cambio del ángulo definido entre dos direc-
ciones arbitrarias alrededor de un punto. Para ello considérese lo siguiente: Sea P el 
punto de estudio y sean Q y Q´dos puntos infinitamente próximos que definen las dos 
direcciones que determinan el ángulo de interés. La transformación dará lugar a los 
cambios que se muestran en la figura: 

El ángulo final entre las direcciones de referencia puede evaluarse a partir del producto 
escalar d x d x′ ×  de dos formas distintas: 

Q´ 

Q 

P 
N

θ 

´Xd

Xd

´N

q´ 

q 

p 
n

θ + dθ 

´xd

xd

´n

´d d x

d d x

′=

=





0

0

d d X

d d X

′ ′=

=
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a) A partir del significado físico del producto escalar y teniendo en cuenta la transfor-
mación de los módulos de d X  y d X ′ : 

 

 

 
b) A partir del tensor gradiente de deformación: 

[ ]
[ ]

[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ]
T T Td x F d X

d x d x F d X F d X d X F F d X
d x F d X

′ ′=  ′ ′ ′× = =
=   

 
donde el producto [F]T [F] se reduce, una vez eliminados todos los infinitésimos de 
orden superior resultantes de la hipótesis de pequeñez de las derivadas de los corri-
mientos, a la expresión: 

[F]T [F] = [I] + 2 [ε] 

NOTA: Una demostración alternativa de esta expresión es la siguiente: 

 

 

 

 

 

 

Igualando las dos expresiones del producto escalar y dividiendo ambos miembros por 
el producto de módulos: 

( ) ( ) ( ) [ ] [ ]( ) [ ]1 1 cos 2 cos 2
T T

d N I N N Nε ε θ θ ε θ ε′ ′ ′+ + + ≈ + = +  

Finalmente introduciendo la relación trigonométrica: 

 

se obtiene: 

( ) [ ]· cos 2
T

d sen N Nθ θ ε ε θ ε′ ′= + −  

( )cos cosd d senθ θ θ θ θ+ = −

[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

2 2
0 0 0

2
0 00

2 2
2 2 0

0 2
0

2 2

1

2 2

T

T T TT T T

T T TT T

d d d d d d
N N

d dd

d d
d d X F F d X d N F F N N F F N

d

N N N F F N N I N F F I

ε ε

ε ε

− − +
= ≈ × =

−
= = ⇒ = −

≈ − ⇒ ≈ +

     

 

 

 



( )
( )
( )

( )( ) ( )0 0 0

0

cos
1 1 1 cos
1

d x d x d d d
d d d x d x d d d
d d

θ θ
ε ε ε θ θ
ε

′ ′× = × +


′ ′ ′ ′ ′ ′= + × = + + +
= + 
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( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]11 22 33

1 0 0
1, 0, 0 0 0, 1, 0 1 0, 0, 1 0

0 0 1
ε ε ε ε ε ε

     
     = = =     
     
     

Significado físico de las componentes de 

Si se calculan las deformaciones longitudinales unitarias para las direcciones de los 
versores de la base de referencia queda patente que los elementos de la diagonal del 
tensor deformación no son otra cosa que dichas deformaciones. En efecto: 

Por otra parte si se evalúa el cambio del ángulo recto formado entre las respectivas 
parejas de versores de la base se obtiene: 

  

En general: 1 1
2 2ij ij ijdε θ γ= − =  

Con lo que las componentes fuera de la diagonal del tensor deformación resultan ser la 
mitad de las variaciones angulares de las direcciones de los ejes de la base cambiadas 
de signo. 

Cambio de base. Deformaciones y direcciones principales 

La información contenida en el tensor deformación, como entidad física que es, no 
depende de la base vectorial elegida. No obstante la matriz que lo representa sí presen-
tará componentes distintas en función de la base elegida. Por tanto la matriz del tensor 
deformación cambia con un cambio de base; en efecto: 

sea ie  la base en que se expresa [ε ]. 

sea ´ie  la base en que se expresa [ε´]. 

sea [R] la matriz de cambio de base definida del siguiente modo: 

[ ] [ ] [ ] [ ]1
1 2 3,́ ,́ ´ ; det 1

i

T

e
R e e e R R R− = = =   

2 

1 

[ ]12

cos 0
1

T
d N N

sen
θ

θ ε
θ

= ′= − =
12 2

πθ =
γ 

por convenio 

0
0d

γ
θ
>

<

( ) [ ]12 12 12 12 12 12

0
1 12 1, 0, 0 1 2
2 2

0
d dθ γ ε ε ε θ γ

 
 = − = − = − ⇒ = − = 
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[ ]
i i

T
e eV R V′ =

Un vector cualquiera se transforma al cambiar de base del siguiente modo: 

 

En particular el vector deformación unitaria se transformará así: 

 

 

En función de los tensores deformación queda: 

 

Con lo que finalmente: 

 

 

Puede demostrarse que siempre existe una base en la que el tensor deformación diago-
naliza, es decir una base cuyos ejes son ortogonales antes y después de la deformación 
al ser nulas las componentes fuera de la diagonal, y por tanto nulas las variaciones de 
los ángulos formados por los ejes de la base. A los elementos de la diagonal del tensor 
en dicha base de les denomina deformaciones principales, y a las direcciones de los 
versores de la base direcciones principales. 

En efecto, planteemos el problema de encontrar todas aquellas direcciones en las que el 
vector deformación sea colineal con ellas mismas. Se trata por tanto de encontrar aque-
llas direcciones en las que sólo exista deformación longitudinal, es decir: 

d  = ε  y por tanto g  = 0 

para que tales direcciones existan, el sistema de ecuaciones definido por: 

[ ] [ ] [ ]( ) 0d N N I Nε ε ε ε ε= = = ⇒ − =  

debe tener solución distinta de la trivial ( N  = 0), y para que ello sea posible el deter-
minante del sistema debe anularse: 

[ ] [ ]( )det 0Iε ε− =  

Esta ecuación se denomina ecuación característica y desarrollada toma la forma: 

3 2
1 2 3´ ´ ´ 0I I Iε ε ε− + − + =  

donde el primer miembro es el denominado polinomio característico ya que sus coefi-
cientes son cantidades invariantes frente a cambios de base. 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
i i

T T
e ed R R N R Rε ε ε′ ′ ′= ⇒ =

[ ] [ ]y
i i i i

T
e e e ed R d d R d′ ′= =

[ ] [ ] [ ] [ ]
i i i i

T T
e e e ed N R d R Nε ε′ ′′= ⇒ =



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

52 

Invariante lineal: [ ]1 11 22 33´ rI tε ε ε ε= + + =  

Invariante cuadrático: ( )2 2 2
2 11 22 11 33 22 33 12 13 23´I ε ε ε ε ε ε ε ε ε= + + − + +  

Invariante cúbico: [ ]3´ detI ε=  

Puede demostrarse que por ser la matriz de ε
=

 simétrica, la ecuación característica tiene 
siempre soluciones reales. Dichas soluciones son las deformaciones principales ε1, ε2, 
ε3 (el vector deformación coincide con la componente intrínseca ε  ). En términos 
matemáticos son los valores propios de [ε ]. 

Los vectores asociados al cumplimiento de esta condición serán los que satisfagan: 

 

 
Las direcciones de dichos vectores son las direcciones principales de deformación, en 
términos matemáticos los vectores propios de [ε ], y puede demostrarse que son orto-
gonales entre sí. 

En efecto, si i jε ε≠ : 

[ ] [ ]( )
[ ] [ ]( )

( ) [ ]
0

restando 0
0

T
Tj i i

i j j i j iT

j j j

N I N
N I N N N

N I N

ε ε
ε ε

ε ε

− =  − = ⇒ ⊥
− = 

 

Una vez normalizados y elegidos los sentidos adecuados para formar un triedro directo, 
puede construirse a partir de ellos la base ortonormal en la que el tensor deformación 
diagonaliza. En adelante, la base formada por las direcciones principales se denotará 
como 1 2 3

( , , )N N N∗ ∗ ∗ . En dicha base, el tensor deformación es diagonal y toma la for-
ma: 

[ ]
1

1*, 2*, 3* 2

3

0 0
0 0
0 0

ε
ε ε

ε

 
 =  
  

 

siendo ε1, ε2 y ε3 las deformaciones principales. 

El problema físico planteado es por tanto desde el punto de vista matemático un simple 
problema de diagonalización de la matriz del endomorfismo definido por [ε]. 

[ ]
3 3N R d R

ε

∈ → ∈  

 

[ ] [ ]( ) 0i iI Nε ε− =
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Deformación volumétrica 

Otra medida importante de la deformación de un medio continuo la constituye la de-
formación volumétrica unitaria definida del siguiente modo: 

0

0
V

dV dV
dV

ε
−

=

Este parámetro del estado de deformación es intrínseco al punto en que se evalúa y no 
depende por tanto de la base escogida para referir el tensor. Por este motivo, y para 
simplificar el desarrollo, se referirá el tensor a los ejes principales. 

Un elemento infinitesimal de volumen con caras paralelas a los ejes principales se 
deformará sin alterar sus ángulos ya que en las direcciones principales no se producen 
variaciones angulares, al ser nulos los elementos fuera de la diagonal del tensor. Tal 
como puede verse en la figura resulta inmediato evaluar los volúmenes antes y después 
de la deformación: 

 

 

 

operando y eliminando infinitésimos de orden superior se tiene: 

de donde se deduce que la deformación volumétrica es igual a la traza del tensor de-
formación (es clara la independencia de este resultado de la base utilizada puesto que la 
traza es invariante frente a cambios de base). 

1* 
2* 

3* 

d1 
d2 

d3 

dV 

dV0 

( ) [ ]0 1 2 3 1 2 31 V rdV dV t div uε ε ε ε ε ε ε ε= + + + ⇒ = + + = =

( )
( )
( )

( ) ( ) ( )

1

2

3

1 0 1

2 0 2

3 0 3

0 10 20 30

1 2 3 0 1 2 3

1

1

1

1 1 1

d d

d d

d d

dV d d d
dV d d d dV

ε

ε

ε

ε ε ε

= +

= +

= +

=

= = + + +
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[ ] [ ]
11 12 13 0 11 0 12 13

12 22 23 0 12 22 0 23 0

13 23 33 0 13 23 33 0

0 0
0 0
0 0

e
ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε ε ε

−     
     = + − = +     
     −     

Al mismo resultado se llega evaluando el determinante de la matriz del tensor gradiente 
de deformación si se eliminan los infinitésimos de orden superior: 

[ ]
( )

31 2

0 1 2 3

det 1 1 V
uu udV F

dV X X X
ε

∗ ∂∂ ∂
= ≈ + + + = +

∂ ∂ ∂
 

(∗) tal como se vio anteriormente, la primera igualdad es válida para cualquier tipo de 
transformación. 

 

Descomposición del tensor deformación en tensor esférico y desviador 

Aprovechando este concepto es posible descomponer el tensor deformación en dos 
tensores con significados físicos bien distintos. En efecto el tensor deformación puede 
escribirse como: 

 

 

 

siendo 
[ ]

0 3 3
rV t εε

ε = =  

Donde la componente diagonal se denomina parte esférica del tensor y presenta la 
característica de que la deformación que representa es puramente volumétrica y de 
valor igual a la del tensor deformación completo (no hay distorsión de forma al no 
alterarse los ángulos en ninguna dirección puesto que al ser las tres deformaciones 
principales iguales, todas las direcciones son direcciones principales). Este tensor esfé-
rico aísla por tanto la parte de deformación debida al cambio de volumen. 

La componente no diagonal se denomina parte desviadora y presenta la característica 
de presentar una deformación volumétrica nula, es decir corresponde a una deforma-
ción puramente de cambio de forma. Este tensor desviador aísla por tanto la parte de 
deformación debida al cambio de forma. 

Invariantes de [ ]e  y su relación con los invariantes de [ ]ε . Las invariantes de [ ]e  
cumplen las siguientes relaciones: 

 

 siendo 1 2 3,́ ,́ ´I I I  los invariantes de [ ]ε   

 

 

1

2
2 2 1

3
2 1 1

3 3

´ 0
1´ ´ ´
3

´ ´ ´´ ´ 2
3 27

J

J I I

I I IJ I

=

= −

= − +
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Relación entre los tensores [ε]  y [D] 

En una transformación infinitésima las formulaciones lagrangiana y euleriana se con-
funden y en consecuencia es posible escribir: 

yi i i i i i

j j j j j j

u u u du v ud d
X x dt x x dt x dt X

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂
≈ = ⇒ ≈

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

Por tanto, en una transformación infinitésima, los tensores de deformación y de veloci-
dad de deformación se relacionan del siguiente modo: 

[ ] [ ]Dε
•

=

Tensor de incrementos de deformación natural 

En cualquier transformación geométrica, finita o infinitésima, del medio continuo es 
posible imaginar que el corrimiento total se genera como suma de incrementos de co-
rrimiento de magnitud infinitesimal du . Entonces, cada incremento de corrimiento 
define por sí mismo una transformación infinitésima entre las configuraciones del me-
dio continuo correspondientes a los instantes t y t + dt. 

En este caso la configuración en el instante t actúa como configuración inicial, mientras 
que la correspondiente al instante t + dt actúa como configuración final. Es posible 
entonces definir un incremento de deformación infinitésima entre ambas configuracio-
nes tomando como campo de corrimientos infinitésimos el definido por du . Al tensor 
deformación resultante se le denomina tensor de incrementos de deformación natural, 
que expresado en forma euleriana es: 

[ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

1 ;
2

ji
ij

j i

d d d
dudu

d d d d d
x x

d d d

ε ε ε
ε ε ε ε ε

ε ε ε

  ∂∂  = + =   ∂ ∂     

 

Rt Rt+dt 
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A partir de esta definición es inmediato comprobar que: Dij = dεij dt 

El tensor de incrementos de deformación natural es muy útil en la descripción de fe-
nómenos que dependen de la historia cinemática de la transformación del medio. 

Este tensor puede ser descompuesto en parte esférica y desviadora, correspondientes al 
incremento de deformación volumétrica y al incremento de deformación distorsional 
respectivamente: 

[ ] [ ] [ ]0d d deε ε= +

Dividiendo los dos miembros de esta expresión por dt se obtiene: 

[ ]0
1 1[ ] [ ] [ ] [ ]d D d de
dt dt

ε ε= = +  

que no es más que la descomposición del tensor velocidad de deformación en sus par-
tes esférica y desviadora: 

[ ] [ ] [ ] [ ]0 0
1 1yd D de d
dt dt

ε = =

De este razonamiento se desprende que la parte esférica de la descomposición del ten-
sor velocidad de deformación tiene el significado físico de velocidad de deformación 
volumétrica, mientras que la parte desviadora lo tiene de velocidad de deformación 
distorsional, o de cambio de forma. Esta descomposición del tensor velocidad de de-
formación y su significado físico es por tanto válida para cualquier tipo de transforma-
ción. 

De aquí se deriva otro importante resultado. La velocidad de deformación volumétrica 
unitaria: 

puede expresarse como: 

y en consecuencia, la derivada material del dV en cada instante es: 

( )D dV dV div v
Dt

=

1 1 1 1
2 2

j ji i
ij ij

j i j i

du dudu du
D d

x dt x dt dt x x dt
ε

   ∂∂∂ ∂
= + = + =   

∂ ∂ ∂ ∂      
En efecto: 

3 31 2 1 2

1 2 3 1 2 3

Vd du vdu du v v div v
dt x dt x dt x dt x x x
ε ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

= + + = + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

( )
0

03 3V

D dV
d dDt D

dV dt dt
ε ε

θ
•

 
 
 = = = =
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Integración del campo de corrimientos 

Las seis funciones que definen el tensor deformación no pueden ser independientes 
entre sí puesto que derivan de las tres únicas funciones u1, u2, u3 que definen el campo 
de corrimientos. En este apartado se analizan las interrelaciones existentes entre ellas y 
se presenta el procedimiento para la determinación del campo de corrimientos. 

Relaciones de compatibilidad 

Al ser, por hipótesis, las funciones u1, u2, u3 que definen el corrimiento, continuas y deri-
vables hasta cualquier orden el orden de derivación no debe afectar en el resultado, por 
tanto podemos establecer relaciones entre las componentes del tensor deformación del 
siguiente modo: 

2 3 2 3 2 3 3
11 1 22 2 12 1 2
2 2 2 2 2 2

1 22 1 2 1 2 1 2 1 1 2

2 2 2
12 11 22

2 2
1 2 2 1

; ; 2

2

u u u u
X XX X X X X X X X X X

X X X X

ε ε ε

ε ε ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = +

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
= +

∂ ∂ ∂ ∂

de modo semejante: 

2 2 2
23 33 22

2 2
2 3 2 3
2 22

13 3311
2 2

1 3 3 1

2

2

X X X X

X X X X

ε ε ε

ε εε

 ∂ ∂ ∂
= + ∂ ∂ ∂ ∂


∂ ∂∂ = + ∂ ∂ ∂ ∂

Otras tres relaciones pueden construirse del siguiente modo: 

 

Por procedimientos análogos se llega a las expresiones: 

2
23 1311 12

2 3 1 1 2 3X X X X X X
ε εε ε ∂ ∂∂ ∂∂

= − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2 3 2 3
11 1 12 1 2

2 3 1 2 3 3 2 3 1 3
2 22 2

13 3 23 31 2

2 3 2 1 2 1 3 1 2 1

; 2

2 ; 2

u u u
X X X X X X X X X X

u uu u
X X X X X X X X X X

ε ε

ε ε

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

2
23 1311 12

2 3 1 1 2 3X X X X X X
ε εε ε ∂ ∂∂ ∂∂

= − + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
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y de igual forma se obtienen: 

2
23 1322 12

1 3 2 1 2 3

2
33 23 13 12

1 2 3 1 2 3

X X X X X X

X X X X X X

ε εε ε

ε ε ε ε

  ∂ ∂∂ ∂∂
= + − +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  


 ∂ ∂ ∂ ∂∂ = + + −  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

El significado físico de estas relaciones, denominadas relaciones de compatibilidad, es 
que debido a la continuidad de la transformación, los elementos de volumen contiguos 
se deforman de forma compatible, es decir encajan perfectamente antes y después de la 
deformación, sin superponerse ni dejar huecos que creen discontinuidades. 

 

 

El cumplimiento de las condiciones de compatibilidad garantiza la existencia de las 
funciones que definen el campo de corrimientos pero no su unicidad. El tensor defor-
mación determina los corrimientos relativos pero deja el corrimiento total indetermina-
do en cuanto a los movimientos de traslación y de rotación de sólido rígido, puesto que 
éstos no modifican el estado de deformación. 

De forma análoga pueden escribirse las ecuaciones de compatibilidad para las compo-
nentes del tensor velocidad de deformación. 

Proceso de integración del campo de corrimientos 

En muchas aplicaciones prácticas, la incógnita del problema cinemático planteado es el 
vector corrimiento, siendo los datos de partida el tensor deformación en cada punto del 
medio y el movimiento de sólido rígido asociado a uno de sus puntos (traslación y 
rotación): ,P Pu ω

Para una geometría simplemente conexa, el cálculo del campo de corrimiento se realiza 
mediante una doble integración según el esquema siguiente: 

1) Se escriben las ecuaciones diferenciales de dω  en función de [ε ]. La integrabilidad
queda garantizada por el cumplimiento de las condiciones de compatibilidad que coinci-
den con las de integrabilidad en un recinto simplemente conexo. El conocimiento de la 

R. Cinemática 

u                  [ ]ε

u                  [ ]ε

R. Compatibilidad 

R0 R 
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rotación de sólido rígido del punto de referencia se utiliza como condición de contorno en 
esta primera integración. 

2) Se escriben las ecuaciones diferenciales de du  en función de las componentes de [ε 
] y de las rotaciones. El conocimiento de la traslación de sólido rígido del punto de 
referencia se utiliza como condición de contorno en esta segunda integración. 

 

 

 

 

 

 

 

 

NOTA: El procedimiento puede aplicarse a un recinto múltiplemente conexo 
dividiéndolo en partes simplemente conexas y obligando la compatibilidad de 
corrimientos en las fronteras entre las partes. 

 

2.9. Transformaciones finitas 

El estudio de las transformaciones infinitésimas tiene muchas aplicaciones prácticas y 
es la base de la mecánica lineal del medio sólido deformable. Sin embargo hay una 
gran cantidad de aplicaciones en las que las hipótesis antes realizadas para este tipo de 
transformaciones ya no son admisibles, total o parcialmente. Para resolver estos pro-
blemas se ha desarrollado la teoría de las transformaciones finitas, en la que no es ne-
cesario admitir ninguna hipótesis a parte de las propias de la idealización del continuo. 

Los problemas que implican transformaciones finitas pueden agruparse en tres fami-
lias: 

a) Problemas en los que interviene el tiempo y el camino seguido para llegar de la con-
figuración inicial a la final. Por ejemplo la deformación viscoplástica de materiales 
sólidos. 

b) Problemas en los que el tiempo no interviene en la física del problema pero en los 
que el camino seguido para llegar de la configuración inicial a la final si es importante. 
Por ejemplo los problemas de la deformación plástica de materiales sólidos. 

Q 

 

Q´´ 

 

 

P 

q 

Q´ 
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c) Problemas en los que sólo intervienen las configuraciones inicial y final. Por ejem-
plo problemas de grandes deformaciones en componentes hiperelásticos. O problemas 
en los que existen rotaciones de sólido rígido no infinitésimas entre dos configuracio-
nes. 

Los problemas del tipo a) y b) deben ser resueltos de forma incremental, considerando 
una sucesión continua de transformaciones infinitésimas entre configuraciones conse-
cutivas, y no son objeto del presente capítulo que se centrará en el tipo de medida de 
deformación más característico del tercer tipo de problemas. 

 

2.9.1. El ratio de extensión 

En contraposición a la definición de sólido rígido que da la Mecánica Racional, se 
define el sólido deformable como aquel que no mantiene fija la distancia entre sus 
puntos. Por tanto una medida natural de la deformación del sólido se obtiene compa-
rando la longitud de los vectores d X  y d x , antes y después de la deformación respec-
tivamente, a través del denominado ratio de extensión definido del siguiente modo: 

sean: 

0d X d N= ×  con 0d d X=  y N  el versor en la dirección de d X  

d x d n= ×  con d d x=  y n  el versor en la dirección de d x  

entonces se define el ratio de extensión como el cociente: 

 

Si expresamos los productos escalares de ambos vectores por sí mismos antes y des-
pués de la deformación y establecemos su cociente se obtiene el cuadrado del ratio de 
extensión: 

 

 

Existen materiales, como el caucho, que pueden llegar a presentar ratios de extensión 
de 4 ó 5, mientras que otros, como por ejemplo los materiales metálicos en régimen 
elástico, presentan variaciones de longitud inferiores al 1%. Por otra parte el ratio de 
extensión no se anula cuando no existe deformación sino que entonces toma un valor 
unitario. Estos y otros motivos hacen que a menudo el ratio de extensión no sea una 
medida de deformación adecuada, por lo que se usan también otras definiciones alter-
nativas para la medida de la deformación, dependiendo de la naturaleza del problema a 
tratar. Cualquier función monótona creciente del ratio de extensión ε = f (λ), puede ser 
utilizada como medida alternativa de la deformación experimentada por el sólido. A 
continuación se presentan algunas de ellas: 

Deformación de Biot:  

2
2

2
0

d x d x d
dd X d X

λ×
= =

×




0d dλ =  



Cinemática del medio continuo 

61 

Se define como 0

0

1
d d

d
ε λ

−
= = −

 



 

Esta medida de deformación es la anteriormente utilizada para el análisis de problemas 
linealizados. Fuera de este contexto su utilización resulta compleja. 

Deformación de Green: 

Se define como ( )
2 2

20
2
0

1 2 1
2g

d d
d

ε λ
−

= = −
 



 

Esta medida de deformación es utilizada en problemas que implican transformaciones 
geométricas importantes (finitas) pero que pueden ser tratadas sin atender a las situaciones 
intermedias. 

Deformación logarítmica: 

Se define como ( )
0

LnL dε λ= =∫




   

Esta medida de deformación es utilizada en problemas que implican transformaciones 
geométricas importantes (finitas) que por su naturaleza deben ser tratadas de forma 
incremental. 

Cuando las deformaciones son pequeñas estas tres definiciones conducen a valores seme-
jantes. 

2.9.2. El tensor deformación de Cauchy-Green (Lagrangiano) 

Expresando ahora d x  en función de d X  a través de la matriz gradiente de deforma-
ción obtenemos: 

y dividiendo ambos miembros por 2
0d  se obtiene la expresión general del cuadrado 

del ratio de extensión en cualquier dirección alrededor de un punto en función del ver-
sor en la dirección de estudio, referida a la geometría inicial, y del denominado tensor 
deformación de Cauchy-Green [C]. 

[ ]( ) [ ]( ) [ ] [ ] [ ] [ ]2 2
0

TT TT Td d x d x F d X F d X d X F F d X d N F F N= × = = = 

[ ] [ ] [ ] ( ) [ ]2 2
0

TTC F F d d N C Nλ= = = 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2
11 1 1 2 1 3 1

2 2 2
22 2 2 3 2 1 2

2 2 2
33 3 3 1 3 2 3

1 1 1

1 1 1

1 1 1

C u X u X u X

C u X u X u X

C u X u X u X

= + ∂ ∂ + + ∂ ∂ + + ∂ ∂

= + ∂ ∂ + + ∂ ∂ + + ∂ ∂

= + ∂ ∂ + + ∂ ∂ + + ∂ ∂

[C] es un tensor simétrico de segundo orden cuyas componentes, en función de las 
derivadas de las componentes del vector corrimiento son: 

Cuando el tensor [C] es igual al tensor identidad en todo el sólido, todo vector d X  
conserva su módulo, el ratio de extensión es igual a la unidad y por tanto no existe 
deformación. Se trata pues de una transformación de sólido rígido. 

2.9.3. El tensor de deformaciones finitas Lagrangiano 

El tensor de deformación de Cauchy-Green puede expresarse en la forma: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]12
2

C I E E C I = + = − 

Siendo [E] también un tensor simétrico de segundo orden denominado tensor de de-
formaciones finitas Lagrangiano (o de Green), cuyas componentes en función de las 
derivadas del vector corrimiento son: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
11 1 1 1 1 2 1 3 1

2 2 2
22 2 2 2 2 3 2 1 2

2 2 2
33 3 3 3 3 1 3 2 3

1
2
1
2
1
2

E u X u X u X u X

E u X u X u X u X

E u X u X u X u X

 = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ 

 = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ 

 = ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ 

 

( )

( )

( )

12 1 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2

23 2 3 3 2 2 2 2 3 3 2 3 3 1 2 1 3

13 3 1 1 3 3 3 3 1 1 3 1 1 2 3 2 1

1
2
1
2
1
2

E u X u X u X u X u X u X u X u X

E u X u X u X u X u X u X u X u X

E u X u X u X u X u X u X u X u X

= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂  

= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂  

= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂ + ∂ ∂ × ∂ ∂  

Cuando el tensor [E] es nulo en todo el sólido no existe deformación y el ratio de ex-
tensión es igual a la unidad. Se trata pues de una transformación de sólido rígido. 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

12 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2

23 2 2 2 3 3 2 3 3 1 2 1 3

13 3 3 3 1 1 3 1 1 2 3 2 1

1 1

1 1

1 1

C u X u X u X u X u X u X

C u X u X u X u X u X u X

C u X u X u X u X u X u X

= + ∂ ∂ ×∂ ∂ + ∂ ∂ × + ∂ ∂ + ∂ ∂ ×∂ ∂

= + ∂ ∂ ×∂ ∂ + ∂ ∂ × + ∂ ∂ + ∂ ∂ ×∂ ∂

= + ∂ ∂ ×∂ ∂ + ∂ ∂ × + ∂ ∂ + ∂ ∂ ×∂ ∂
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2.9.4. Deformación longitudinal unitaria de Green 

El tensor de deformación de Green permite calcular la deformación existente en un 
punto y en una dirección, referida a la configuración inicial, del siguiente modo: 

[ ] [ ]( ) [ ]( )2 2 2
0 02 1 2

T T
d d N I E N d N E N= + = +  

[ ] ( )
2 2

20
2
0

1 1
22

T d d
N E N

d
λ

−
= = −

 



2.9.5. Deformación longitudinal unitaria de Biot 

La medida de deformación más utilizada en ingeniería es la deformación de Biot defi-
nida como: 

La deformación de Biot puede calcularse a partir de los tensores deformación de Cau-
chy-Green y de Green del siguiente modo: 

Así pues las deformaciones longitudinales unitarias de Biot en las direcciones de los 
ejes de referencia son, aplicando esta expresión a los versores en las direcciones de los 
ejes de referencia: 

Estas expresiones pueden interpretarse físicamente a partir de la siguiente figura, traza-
da para el caso de ε11: 

[ ] [ ]1 2 1 1
T T

N C N N E Nε = − = + −

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2 2
11 1 1 1 1 2 1 3 1

2 2 2
22 2 2 2 2 3 2 1 2

2 2 2
33 3 3 3 3 1 3 2 3

1 2 1

1 2 1

1 2 1

u X u X u X u X

u X u X u X u X

u X u X u X u X

ε

ε

ε

= + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ −

= + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ −

= + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ −

0

0

1
d d

d
ε λ

−
= = −

 



dx1 

( )1 1 11 u X dX+ ∂ ∂

( )2 1 1u X dX∂ ∂

( )3 1 1u X dX∂ ∂
u2 

u3 u1 
1 

p 

q 

3 
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    P dX1         Q 
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Despejando ε11 esta última expresión se obtiene: 

( ) ( ) ( )2 2 2
11 1 1 1 1 2 1 3 11 2 1u X u X u X u Xε = + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ −  

2.9.6. Deformaciones angulares 

Cuando un sólido se deforma, el ángulo formado por dos direcciones arbitrarias antes 
de la deformación puede variar después de la deformación. Para establecer una medida 
de dicha variación basta expresar el producto escalar de dos vectores infinitesimales 
d X  y d X ′  en las direcciones de estudio definidas por los versores N  y N ′  antes de 
la deformación, con el de sus transformados d x  y d x′ . Dichos vectores sufrirán una 
deformación longitudinal unitaria ε y ε ′  respectivamente. Con lo que los productos 
escalares antes y después de la deformación estarán relacionados del siguiente modo: 

d X d X ′  

N N ′ d x   d x′

de donde: ( ) [ ]cos
T

N I Nθ ′=  y ( ) [ ]
( ) ( )

cos
1 1

T
N C N

ϕ
ε ε

′
=

′+ +

Siendo θ y φ los ángulos formados por los dos vectores antes y después de la deforma-
ción respectivamente. 

Las variaciones angulares de los ejes de referencia pueden calcularse a partir de este 
resultado, tomando como versores los dirigidos según los ejes de referencia, del si-
guiente modo: 

θ φ 

P 

P 

( ) ( )
2 2 2

2 2 2 231 2
1 11 1 11 1 1 1

1 1 1

1 1 1
uu udx dX dX dx dX

X X X
ε ε

      ∂∂ ∂
 = + ⇒ + = = + + +     ∂ ∂ ∂       

( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

0 0 0 0

0 0 0 0

cos

cos 1 1 cos

T T

T T

d X d X d d d d N I N

d x d x d d d d d d N C N

θ

ϕ ε ε ϕ

′ ′ ′ ′× = =

′ ′ ′ ′ ′ ′× = = + + =
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   2  

 

 2       

     1 

De la figura se deduce que 2     y en consecuencia 

     2 cossen sen       

Por tanto: 

   
1 2 2 1 12

12
11 221 1

u X u X
arcsen




 
      

     
 

donde 12 1 1 1 2 2 1 2 2 3 1 3 2u X u X u X u X u X u X                  

   
2 3 3 2 23

23
22 331 1

u X u X
arcsen




 
      

     

donde 23 2 2 2 3 3 2 3 3 1 2 1 3u X u X u X u X u X u X                  

   
3 1 1 3 13

13
33 111 1

u X u X
arcsen




 
      

     
 

donde 13 3 3 3 1 1 3 1 1 2 3 2 1u X u X u X u X u X u X                  

Estas expresiones pueden justificarse físicamente a partir de la siguiente figura, trazada 
para el caso de la variación angular de los ejes 1, 2: 
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Pasando dx1 y dx2 al otro miembro y teniendo en cuenta que: 

( )

( )

1 1

1 11 1 11

2 2

2 22 2 22

1
1 1

1
1 1

dX dX
dx dX
dX dX
dx dX

ε ε

ε ε

= =
+ +

= =
+ +

queda: 

2.9.7. Hipótesis simplificativas 

En el desarrollo realizado hasta el momento no se ha incluido ninguna hipótesis sobre 
la pequeñez de los corrimientos, rotaciones o deformaciones, por lo que los resultados 
obtenidos son aplicables a cualquier situación de deformación finita, con la única supo-
sición de que la longitud del segmento de referencia es infinitamente pequeña. Sin 
embargo existen muchas situaciones prácticas en las que es posible realizar ciertas 
hipótesis simplificativas. 

Pequeñas deformaciones 

Por ejemplo, si las deformaciones son pequeñas, la deformación de Green es aproxi-
madamente igual a la deformación de Biot, en efecto: 

( ) 2 2 22 2 2
0 00

2 2
0 0

1 1 2 1
22 2

d dd d
d d

ε ε ε ε
+ −− + + −

= = ≈
 

 

 

 

y por otra parte: 

En estas condiciones los elementos de la diagonal del tensor de Green son las deforma-
ciones longitudinales unitarias en las direcciones de los ejes de referencia, mientras que 
los elementos fuera de la diagonal son el doble de las variaciones angulares de dichos 
ejes. 

1 1 2 2
1 2 1 2 2 1

1 2 2 1

3 3
1 2 12

1 2

cos 1 1

2

u u u udx dx dX dX dX dX
X X X X

u u
dX dX sen sen

X X

ϕ

π ϕ γ

        ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + +        ∂ ∂ ∂ ∂        

   ∂ ∂  + = − =     ∂ ∂     

( ) ( )

3 31 2 1 1 2 2

2 1 1 2 1 2 1 2
12

11 221 1

u uu u u u u u
X X X X X X X Xarcsenγ

ε ε

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ =
 + + 
 

( )sen γ γ≈
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Pequeñas rotaciones. El tensor de deformación lineal de Lagrange 

Si a esta hipótesis se añade la de que las derivadas de los corrimientos son suficiente-
mente pequeñas para ser consideradas infinitésimos de primer orden, es posible pres-
cindir de todos los productos y cuadrados de dichas derivadas con lo que se obtiene el 
tensor de deformación lineal de Lagrange [ε ] introducido anteriormente para el análisis 
de deformaciones en transformaciones infinitésimas, cuyas componentes son: 

1 12 1 2
11 12

1 2 1

232 1 2
22 23

2 2 1

3 13 3 1
33 13

3 1 3

1
2 2

1
2 2

1
2 2

u u u
X X X

u u u
X X X

u u u
X X X

γ
ε ε

γ
ε ε

γ
ε ε

 ∂ ∂ ∂
= = = + ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
= = = + ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
= = = + ∂ ∂ ∂ 
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El estado de tensión

3.1. Introducción 

Tal como se explicó en el capitulo 1, las fuerzas aplicadas a un medio continuo se 
transmiten a través de él en forma de fuerzas de interacción entre partículas. Dichas 
fuerzas de interacción se caracterizan a nivel macroscópico de forma intensiva a partir 
de la fuerza transmitida por unidad de área a través de cualquier superficie imaginaria 
interior al medio. A este tipo de fuerza intensiva interior se la denomina tensión . El 
postulado de Euler-Cauchy admite que las tensiones así definidas son suficientes para 
establecer las leyes de la dinámica para cualquier subdivisión arbitraria del medio con-
tinuo. 

En el presente capitulo se realiza un análisis detallado del concepto de tensión, o de 
modo más general, del estado de tensión en un medio continuo. 

3.2. El vector tensión 

Las acciones internas se transmiten a través de cualquier sección interior imaginaria del 
medio continuo. Así por ejemplo si el medio de la figura, en su configuración actual, se 
divide en dos partes A y B por una sección plana arbitraria S, la parte A estará bajo el 
efecto de las acciones directas y las acciones internas que se transmiten a través de S. 

F1 F3 

F4 

F2 F5 

S 

t

1.1
1.1
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1.1  

Estas acciones internas deben ahora matematizarse dentro del contexto de la mecánica 
del medio continuo. Para ello consideremos un elemento de superficie S en un punto 
interior p situado sobre el plano de corte S. 

 F1 

    

 S∆  n  

      M∆  

 F2   

 S 

La orientación de dicho elemento de superficie en la configuración actual del medio se 
realiza, por convenio, asignándole un versor n  perpendicular al mismo y dirigido 
según la normal exterior al material de la parte de medio continuo considerada, en este 
caso la parte A. Las componentes de dicho versor (n1, n2, n3) son los cosenos directores 
asociados a su dirección: 

 

 

 
1

2

3

cos

cos

cos

n
n n

n

α

β

γ

∧

∧

∧

 
   
   = =   
   

  
 

 

 

 

Através de dicho elemento de superficie se transmite una fuerza F∆  y un momento 
M∆ , resultante de la interacción entre las partículas a uno y otro lado de ∆S. El Prin-

cipio de Tensión de Cauchy establece que al tender la superficie ∆S a cero se cumple 
que: 

El límite 
0

lim ( )
S

F d F t n
S dS∆ →

∆
= =

∆
 existe y es finito (a) 

 
0

lim 0
S

M
S∆ →

∆
=

∆
 (b)

1 2 

3 

 

  

 

p 

F∆
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n  

p 

n−  

p 

La expresión (a) define el concepto de vector tensión t  de forma semejante a como se 
definía el concepto de fuerza de superficie, sólo que en este caso se trata de fuerza 
sobre una sección interior imaginaria. 

El vector tensión así definido representa la fuerza por unidad de superficie que la parte 
B hace sobre la parte A en el punto O, a través del elemento infinitesimal de superficie 
dS orientado por u . 

NOTA: Es importante insistir en que el elemento infinitesimal de superficie 
implicado en la definición de t  corresponde a la geometría actual del medio y 
no a su geometría inicial. Esta distinción puede resultar importante cuando la 
variación de la geometría entre la configuración inicial y la configuración ac-
tual es significativa. 

Si en lugar de considerar las acciones de la parte B sobre la parte A en el punto p se 
consideran las de la parte A sobre la parte B, basta definir en dicho punto un dS, orien-
tado por n−  a través del cual se trasmite la fuerza por unidad de superficie que A hace 
sobre B. Nótese que el dS visto desde A o visto desde B es el mismo pero su orientación 
es contraria ya que ésta siempre se define según la normal exterior al material. 

Aplicando el principio de acción y reacción se deduce una importante propiedad del 
vector tensión: 

   

 

( ) ( )t n t n= − −  

 

 

3.3. Componentes intrínseca del vector tensión 

El vector tensión puede descomponerse de forma natural en dos componentes intrínse-
cas, una correspondiente a su proyección sobre la dirección del versor y la otra corres-
pondiente a su proyección sobre el plano perpendicular al mismo. A la primera se la 
denomina tensión normal σ , y a la segunda tensión tangencial, o cortante τ . 
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(σ > 0) 

 

 

 

(σ < 0) 

 

(τ > 0) 

 
 

 

 
 

(τ < 0) 
 

Esta descomposición tiene una gran importancia física ya que el papel que juegan am-
bas componentes intrínsecas en la mecánica del medio continuo es esencialmente dis-
tinto. 

La tensión normal es aquella que tiende a juntar o a separar dos planos contiguos den-
tro del material. En el primer caso se dice que es de compresión y en el segundo que es 
de tracción. 

El convenio de signos aceptado es el de considerar a las tracciones positivas y a las 
compresiones negativas según se muestra en la siguiente figura: 

 

 

 

 

 

Las tensiones normales de tracción son las responsables de la decohesión interna de los 
materiales sólidos. Cuando éstas superan cierto valor límite, que depende de las carac-
terísticas del material, se produce el fenómeno de rotura frágil. Por este motivo en los 
sólidos las tensiones normales de tracción son en general más peligrosas que las de com-
presión ya que, contrariamente a las primeras, tienden a compactar el material. Los lí-
quidos y los gases no admiten tensiones normales de tracción sino sólo de compresión, 
concepto que se corresponde con el de presión en el interior de un fluido, aunque por 
simplicidad en este caso suele definirse la presión como positiva. 

Las tensiones cortantes tienden a deslizar planos contiguos en el interior del material. 
Aquí el convenio de signos es puramente operativo ya que el fenómeno de deslizamien-
to no presenta la polaridad antes mencionada para las tensiones normales. Se acepta 
como criterio el que se muestra en la siguiente figura, en la que el plano del papel co-
rresponde al definido por n  y t , y el signo corresponde al del giro, desde n  hacia t  
considerando la normal positiva a dicho plano orientada hacia el lector. 

 

 

 

 

 

Las tensiones cortantes son las responsables de los fenómenos de deslizamiento interno 
en el material. En los medios sólidos, y si la tensión cortante supera ciertos valores 
límite característicos para cada material, dicho deslizamiento conduce primero a de-
formaciones permanentes y posteriormente a la fractura dúctil. En los fluidos viscosos 
las tensiones cortantes están asociadas con los gradientes espaciales de velocidad. 
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Se define la tensión normal σ como el producto escalar de t  por n . El signo resultan-
te es consistente con el signo atribuido a σ en función de su naturaleza física (tracción + y 
compresión −). 

T
t nσ = ×  

El vector tensión y sus componentes intrínsecas guardan las siguientes relaciones ma-
temáticas: 

2 2 2

( )

n

t
t

n t n

σ σ

σ τ

σ τ

τ

=

= +

= +

= ∧ ∧

 

 

3.4. El tensor tensión 

El concepto de vector tensión, aunque fundamental desde un punto de vista físico, 
constituye una mala descripción del "estado de tensión" existente en un punto interior 
de un medio continuo. Esto es así por que el vector tensión está asociado a un elemento 
infinitesimal de superficie orientado por un versor n , existiendo un número infinito de 
tales elementos infinitesimales de superficie en cada punto, y por tanto también un 
número infinito de vectores tensión. 

De hecho el estado de tensión en un punto p sólo queda totalmente definido si se cono-
ce la infinidad de posibles valores de t  en función de n , de modo análogo a lo que 
sucede con el estado de deformación. Este problema puede resolverse convenientemen-
te si se define el estado de tensión de forma alternativa a partir de la relación existente 
entre n  y t  y no a partir de sus valores concretos. 

 

3.4.1. Expresión matemática del tensor tensión 

A continuación se muestra cómo tal relación queda totalmente definida si se conocen 
tres vectores tensión actuantes sobre tres elementos infinitesimales de superficie. Por 
comodidad se eligen tres elementos infinitesimales con sus versores orientados for-
mando una base ortonormal. 

En efecto, llamemos 1 2 3, ye e e  a los versores que orientan elementos infinitesimales de 
superficie perpendiculares a los ejes 1, 2, 3 respectivamente. Sean 1 2 3, yt t t  los vectores 
tensión que actúan sobre ellos. En los ejes 1, 2, 3 cada vector tensión tendrá tres com-
ponentes. Así por ejemplo 1t  se proyecta sobre el eje 1 dando lugar a una componente 

11σ  que se corresponde con el concepto de tensión normal por tratarse de la proyección 
de 1t  sobre el versor normal al elemento infinitesimal de superficie sobre el que actúa. 
Por otra parte 1t  se proyecta también sobre el plano 12 dando lugar a la componente de 
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tensión cortante. Esta a su vez se proyecta sobre los ejes 2 y 3 de la base dando lugar a 
las componentes 12σ  y 13σ  respectivamente que son las dos componentes de la tensión 
cortante sobre dicho plano. 

 

 

 

  

 

 

 

 

El mismo razonamiento se aplica a 2t  y a 3t . Cada uno de dichos vectores tensión se 
proyecta sobre los versores de la base dando lugar a una componente de tensión normal 
y dos componentes de tensión cortante tal como se muestra en las figuras siguientes: 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Veamos a continuación como es posible expresar el vector tensión que actúa en un 
plano orientado de forma arbitraria respecto a los ejes 1, 2, 3 en función de , 
sin más que considerar el principio de la cantidad de movimiento (2ª ley de Newton) 
sobre un elemento de volumen infinitesimal definido del siguiente modo: 

321 y, ttt

p  

 

 
1 

2 

3  

 

 

 

 

p 

1 
2 

3 

 

 

p 
1 

2 

3 

 

 

p 

 

 
p 

 
 

11

1 12 1

13

( )t t e
σ
σ
σ

 
 = = 
 
 



El estado de tensión  
 

75 

Supongamos en un punto p de estudio, un dS orientado de forma arbitraria a través de 
su correspondiente versor n . Sobre dicho dS actuará cierto vector tensión t  que se 
desea expresar en función de 1 2 3, yt t t . Para ello imaginemos un plano paralelo al dS 
desplazado de p una distancia infinitesimal hasta el punto p´. Dicho plano intersecta a 
los planos coordenados formando un tetraedro material ABCP de magnitud infinitesi-
mal. 

 

 Área ABC = dS 

 Área PBC = n1 dS 

 Área PAB = n2 dS 

 Área PAC = n3 dS 

 

 

 

 

 

 

Sobre la cara ABC de dicho tetraedro actuará un vector tensión que se supondrá uni-
forme sobre ella por tratarse de un triángulo infinitesimal. Del mismo modo sobre las 
caras contenidas en los planos coordenados actuarán 1 2 3, yt t t− − −  respectivamente, 
ya que la normal exterior a cada una de dichas caras está dirigida según el sentido ne-
gativo de los ejes. 

NOTA: Hay que recordar que, por ejemplo, 1t  según se ha definido anteriormente 
actúa en un dS orientado en la dirección positiva del eje 1; en consecuencia, y aplican-
do la propiedad del vector tensión de que ( ) ( )t n t n= − − , si el versor se orienta en el 

sentido negativo del eje 1, sobre el actuará 1t− . Lo mismo sucede con 2t  y con 3t . 

En virtud del postulado de Euler-Cauchy la 2ª ley de Newton puede ser aplicada al 
tetraedro infinitesimal evaluando las fuerzas actuantes sobre sus caras a partir de las 
tensiones, y sólo de ellas, al tratarse de un elemento de material totalmente interior. Por 
tanto las fuerzas exteriores al tetraedro son: 

− Fuerzas sobre las caras, consecuencia de las tensiones internas transmitidas a través 
de cada una de ellas. Su valor es igual al producto del vector tensión correspondiente a 
cada cara por su área. 

n1 dS  

n3 dS 

n2 dS 

3 

2 1 

C 

B 

A 

 

 

 
  

p 
p´ 
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− Fuerzas de volumen, iguales al producto de la fuerza unitaria por el volumen del 
tetraedro. 

En virtud de la 2ª ley de Newton: 

1 1 2 2 3 3 ( ) Gt n dS t n dS t n dS t dt dS b dV a dVρ− − − + + + =  

En esta ecuación aparecen tres cantidades: , , Gdt dS bdV a dVρ  que son infinité-
simos de orden superior respecto a los demás sumandos y que por tanto pueden ser 
eliminados, resultando finalmente la expresión: 

1 1 2 2 3 3t t n t n t n= + +  
 

NOTA: En un enfoque de equilibrio dinámico de D'Alembert podemos supo-
ner la  fuerza de inercia incluida en las fuerzas de volumen. 

Como puede observarse t  queda expresado en función de  así como de la 
dirección del versor que orienta el dS sobre el que actúa. Escribiendo todas las compo-
nentes se obtiene: 

1 11 21 31

2 12 1 22 2 32 3

3 13 23 33

t
t n n n
t

σ σ σ
σ σ σ
σ σ σ

       
       = + +       
       
       

 

expresión que matricialmente puede expresarse como: 

 [ ]
1 11 21 31 1

2 12 22 32 2

3 13 23 33 3

ó T
t n
t n t n
t n

σ σ σ
σ σ σ σ
σ σ σ

     
    = =    
         

 

 

donde [ ]σ  es una entidad física que describe totalmente el estado de tensión alrededor 
de p ya que conocida la matriz que lo representa es posible determinar el vector tensión 
asociado a cualquier dirección alrededor de dicho punto. Es lo que se conoce como 
tensor tensión y como se verá seguidamente es un tensor simétrico de 2º orden. 

 

3.4.2. Condiciones de contorno 

El mismo planteamiento realizado sobre un tetraedro infinitesimal interior para intro-
ducir el tensor tensión, puede ser aplicado a la superficie exterior del medio continuo 
sin más que considerar que la cara triangular ABC se encuentra sobre la superficie libre 
actuando sobre ella la fuerza exterior de superficie f : 

321 y, ttt
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n1 dS 

n3 dS 

n2 dS 
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A 

 

 

 

 
 (normal exterior) 

p´ 
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Planteando el principio de la cantidad de movimiento a dicho tetraedro se tiene: 

1 1 2 2 3 3 Gt n dS t n dS t n dS f dS b dV a dVρ− − − + + =  

de donde, eliminando infinitésimos de orden superior, se obtiene finalmente la condi-
ción de contorno para las tensiones: 

[ ]
1 1 2 2 3 3

T

t n t n t n f

f nσ

+ + =

=
 

NOTA: En este caso las variaciones de los vectores tensión al pasar de p a p´, 
dan lugar a infinitésimas de orden superior que no se han reflejado en la de-
ducción. 

 

3.4.3. Reciprocidad de las tensiones cortantes 

En el apartado 3.4.1 se ha utilizado el principio de la cantidad de movimiento para 
expresar t  en función de . Aplicando el teorema del momento cinético se 
justifica además que la matriz del tensor tensión debe ser simétrica. 

Para simplificar consideremos sólo la suma de momentos respecto a un eje paralelo al 
eje 3 de las fuerzas que actúan sobre un diferencial de volumen en forma de cubo de 
arista 1 2 3dx dx dx dx≈ ≈ ≈ . En la figura siguiente solo se han dibujado las componen-
tes de tensión que dan momentos respecto al eje 3. Hay que considerar que en cada cara 
actuará una fuerza igual al producto de la tensión por el área de la cara y aplicada en el 
centro de la misma. También actuará una fuerza volumétrica igual al producto de la 
fuerza de volumen por el volumen del elemento infinitesimal de volumen y aplicada en 
el c.d.g. del mismo. 

321 y, ttt
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Tomando momentos respecto al eje paralelo a 3 que pasa por G se tiene una de las tres 
ecuaciones escalares del teorema del momento cinético: 

( )

3

3

12 1 1
12 1 2 3 12 2 3

1

21 2 2
21 2 3 1 21 1 3

2

2 2
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3med med

2 2

2 2
1 (si )

12

G

G

dx dxM dx dx dx dx dx
x

dx dxdx dx dx dx dx
x

I dx dx dx dx dx dx dx dx

σ
σ σ

σ
σ σ

ω ρ ω
• • • •

 ∂
= + + − ∂ 

 ∂
− + − ≅ ∂ 

≅ = + ≈ ≈

∑

 

En esta expresión el primer miembro es la suma de momentos de las acciones exterio-
res respecto al eje 3 (las tensiones normales y la fuerza de volumen no dan momentos 
porque cortan al eje 3. Los momentos generados por las variaciones de tensión al pasar 
de una cara a otra son infinitésimos de orden superior), mientras que el segundo miem-
bro es una aproximación a la derivada temporal del momento cinético respecto a G en 
una referencia que se traslada con G, obtenida considerando al elemento infinitesimal 
de volumen como un sólido rígido. Aún cuando esta aproximación no es rigurosa desde 
el punto de vista matemático, es suficiente para poner de relieve que el segundo miem-
bro es un infinitésimo de orden superior respecto a los términos del primer miembro y 
por tanto es lícito escribir: 

1 2
12 2 3 21 1 32 2 0

2 2
dx dxdx dx dx dxσ σ− =  

De donde σ 12 = σ 21 Procediendo de igual modo con las otras dos ecuaciones puede 
demostrarse que σ 13 = σ 31 y σ 23 = σ 32 de lo que se desprende que la matriz de [σ] es 
simétrica y en adelante se escribirá como: 
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[ ]
11 12 13

12 22 23

13 23 33

σ σ σ
σ σ σ σ

σ σ σ

 
 =  
  

  con  [ ] [ ] Tσ σ=   y por tanto: [ ]t nσ=   y  [ ]f nσ=  

En consecuencia el estado de tensión queda definido en una base dada por seis cantida-
des independientes: tres tensiones normales σ 11,  σ 22,  σ 33 y tres tensiones cortantes 
σ 12,  σ 13,  σ 23. 

 

3.4.4. Las componentes intrínsecas en función del tensor tensión 

Las componentes intrínsecas de t pueden calcularse directamente a partir de σ del si-
guiente modo: 

 

 

 

   

Como σ es simétrica se trata de una forma cuadrática. 

 

 

 

Siendo 1n  perpendicular a  y contenido en el plano definido por n  y t  (en direc-
ción anti-horaria de n  hacia t ). 

Como [ ]σ  es simétrica se trata de una forma bilineal simétrica. 

 

3.5. Cambio de base. Direcciones y tensiones principales 

3.5.1. Cambio de base 

La expresión matemática del tensor tensión se ha ligado al conocimiento de los vecto-
res tensión actuantes en elementos de superficie infinitesimales orientados según los 
sentidos positivos tres ejes ortogonales de referencia. Esto equivale a expresar el tensor 
en la base vectorial asociada a los versores que orientan dichos ejes. Desde el punto de 
vista puramente matemático, el tensor tensión define una aplicación lineal entre el 
conjunto de los versores y el conjunto de los vectores tensión. Dicha aplicación lineal 
puede expresarse en cualquier base vectorial que se desee sin más que realizar el co-

n

t  

n
 

σ
 

Componente normal:  [ ]T
n nσ σ=

t
 

n
 

1n
 

τ
 

Componente cortante:  

 

[ ]1

T
n nτ σ=
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rrespondiente cambio de base. Evidentemente el hecho de cambiar la base no altera el 
significado físico del tensor tensión sino sólo su representación matemática. 

Sea ie  la base en la que se expresa [ ]σ  

Sea ie′  la base en la que se expresa [ ]σ ′  

Entonces [ ]σ  y [ ]σ ′  se relacionan del siguiente modo: [ ] [ ] [ ] [ ]TR Rσ σ′ = , donde [R] 
es la matriz de cambio de base tal como se definió en el apartado 2.8.2.4 del tema 2. 

 

3.5.2. Tensiones y direcciones principales 

A partir de razonamientos puramente matemáticos es posible deducir que por ser [ ]σ  
una aplicación lineal simétrica, su matriz es siempre diagonalizable con valores propios 
reales. A los valores propios de [ ]σ  se les denomina tensiones principales y a los vec-

tores propios asociados (base vectorial en la que la expresión de [ ]σ  diagonaliza) di-
recciones principales. 

En este apartado se da una interpretación física a este resultado del álgebra. 

Planteemos el siguiente problema: Dado un estado de tensión representado por cierto 
tensor tensión [ ]σ  expresado en una base arbitraria asociada a unos ejes 1, 2, 3 se 
desea determinar aquellas direcciones en las que  y  resulten colineales, es decir 
aquellas en las que el vector tensión tiene sólo componente normal, siendo nula la 
componente tangencial. 

t σ=   y  0τ =  

por tanto: 

[ ]t n nσ σ= =  

Para que tales direcciones existan, el sistema: 

[ ] [ ]( ) 0I nσ σ− =  

debe tener una solución distinta a la trivial. En consecuencia el determinante del siste-
ma debe ser nulo, esto es: 

 
 

Lo que conduce a la ecuación característica: 3 2
1 2 3 0I I Iσ σ σ− + − + =  

n t

[ ] [ ]det 0Iσ σ− =
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donde I1, I2, I3 son los invariantes definidos por: 

 Invariante lineal : [ ]1 11 22 33 rI tσ σ σ σ= + + =  

 Invariante cuadrático :  

 Invariante cúbico : [ ]3 detI σ=  

Puede demostrarse que la ecuación característica en este caso siempre presenta solu-
ciones reales. Dichas soluciones son, en términos matemáticos, los valores propios de 
la aplicación. En términos físicos son las tensiones normales que actúan en los planos 
en los que  y  son colineales. Dichos planos quedan determinados por los vectores 
que cumplen la condición: 

[ ] [ ]( ) 0i iI nσ σ− =  

Las direcciones de dichos vectores son ortogonales y se denominan direcciones princi-
pales, en términos matemáticos son los vectores propios de [ ]σ . La matriz de [ ]σ  
expresada en la base orientada según las direcciones principales, definida por los verso-
res 

1 2 3
, ,n n n∗ ∗ ∗  resulta diagonal ya que las tensiones tangenciales sobre los planos 

orientados por dichas direcciones son nulas. 

 

 

Por conveniencia en adelante, se establece la siguiente notación: 

Tensiones principales sin ordenar:  

Tensiones principales ordenadas: 
( )
( )

1 2 3

1 2 3

max , ,
min , ,

I
I II III

III

σ σ σ σ
σ σ σ

σ σ σ σ
 =≥ ≥  =

 

 
 
3.5.3. Valores característicos de las componentes intrínsecas 

Valores extremos 

Como quiera que la capacidad de los materiales reales de soportar tensiones normales 
y/o cortantes es limitada, resulta de gran interés la acotación de todos los posibles valo-
res de dichas tensiones en el entorno de un punto. 

La acotación de los posibles valores de la tensión normal puede realizarse a partir del 
análisis de extremos de la expresión que la define. Expresando σ  en direcciones prin-
cipales: 

t n

321 ,, σσσ

( )2 2 2
2 11 22 11 33 22 33 12 13 23I σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + + − + +

[ ]
1

21 , 2 , 3

3

0 0
0 0
0 0

σ
σ σ

σ
∗ ∗ ∗

 
 =  
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Expresión condicionada a que los cosenos directores deben cumplir la relación: 

2 2 2
1 2 3 1n n n+ + =  

La resolución de este problema de extremos condicionados conduce a las siguientes 
soluciones: 

n1 n2 n3 
±1 0 0 
0 ±1 0 
0 0 ±1 

 

y por tanto los valores extremos de la tensión normal σ se producen en las direcciones 
principales, esto es: 

I II IIIσ σ σ≥ ≥  

De modo parecido pueden encontrarse los valores extremos para la tensión cortante, 
obtenida a partir del teorema de Pitágoras: 

( )

2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 32 2 2

22 2 2 2
1 1 2 2 3 3

t n n n
t

n n n

σ σ σ
τ σ

σ σ σ σ

 = + += − 
= + +

 

 
 

 

con la misma condición de antes entre las componentes de . Como τ aparece elevada 
al cuadrado, en este caso se obtienen dos juegos de soluciones, el primero de ellos 
corresponde a la solución trivial t 2 = 0 asociada a las direcciones principales. La solu-
ción no trivial viene dada por: 

 

n1 n2 n3  

0 ±1 2  ±1 2  2 3

2
σ σ

τ
−

=  

±1 2  0 ±  3 1

2
σ σ

τ
−

=  

±1 2  ±  0 1 2

2
σ σ

τ
−

=  

 

n

21

21

( ) 22 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3n n n n n nτ σ σ σ σ σ σ= + + − + +

[ ] 2 2 2
1 1 2 2 3 3

T
n n n n nσ σ σ σ σ= = + +
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2 2

2 2

2 2

I III I III

II III II III

I II I II

σ σ σ σ
τ σ

σ σ σ σ
τ σ

σ σ σ σ
τ σ

− +
= ⇒ =

− +
= ⇒ =

− +
= ⇒ =

lo cual denota que existen tres valores extremos, entre los cuales se encuentra el máxi-
mo absoluto definido por: 

max 2
I IIIσ σ

τ
−

=  

Es de observar que en los planos en los que las tensiones cortantes son extremas, las 
tensiones normales no son nulas y están dadas por las siguientes expresiones: 

 
 

 

 

 
Si se representan en un mismo plano el lugar geométrico de los valores posibles de las 
componentes intrínsecas del vector tensión éste deberá quedar incluido necesariamente 
en un cuadrado de lado (σI−σIII), tal como se muestra en la figura siguiente: 

 

 

 

 

 

 

Sin embargo tal como se verá posteriormente, no todos los puntos del interior de este 
cuadro representan parejas σ, τ  posibles. 

 

Valores octaédricos 

Otros valores característicos importantes de las componentes intrínsecas son los co-
rrespondientes a los denominados planos octaédricos. Dichos planos se definen como 
aquéllos cuyas normales forman ángulos iguales con los ejes principales, esto es: 
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y por tanto:  

 

 

 

 

 

Entonces se define la tensión normal octaédrica como: 

[ ]
1 2 3

2 2 2 1 2 3
00 0 1 0 2 0 3 0 3

T
n n n n n

σ σ σ
σ σ σ σ σ

+ +
= = + + =  

y la tensión tangencial octaédrica como: 

( ) ( ) ( )2 2 22 2
0 0 0 1 2 2 3 1 3

1
3

tτ σ σ σ σ σ σ σ= − = − + − + −  

 

3.6. Descomposición del tensor tensión en tensor esférico y des-
viador 

El mismo tipo de descomposición utilizado en el tensor deformación puede ser aplica-
do al tensor tensión. En efecto el tensor tensión puede escribirse como: 

11 12 13 0 11 0 12 13

12 22 23 0 12 22 0 23

13 23 33 0 13 23 33 0

0 0
0 0
0 0

σ σ σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ σ σ
σ σ σ σ σ σ σ σ

−     
     = + −     
     −     

          con  

[ ]
0 3

rt σ
σ =  

En forma compacta: [ ] [ ] [ ]0 I sσ σ= +  

donde la componente diagonal se denomina parte esférica del tensor y presenta la ca-
racterística de que corresponde a un estado de tensión hidrostática pura(no hay tensio-
nes cortantes en ninguna dirección puesto que al ser las tres tensiones principales 
iguales, todas las direcciones son direcciones principales). Las componentes de la dia-
gonal se corresponden con la tensión octaédrica antes definida, por este motivo recibe 
también el nombre de tensión hidrostática. Resulta evidente que la tensión normal oc-
taédrica de la parte esférica es igual a la del tensor tensión completo. 

La componente no diagonal se denomina parte desviadora y representa la diferencia 
entre el estado de tensión total y su componente hidrostática. Corresponde a un estado 
de cizalladura pura, entendiéndose por tal aquél para el que existe una base vectorial en 
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la que todos los términos diagonales se anulan, es decir en la que el vector tensión 
actuante sobre los elementos infinitesimales de superficie situados sobre los planos 
coordenados tiene sólo componentes cortantes. En dicha base: 

 

=                                      +                              

 

La tensión tangencial octaédrica de la parte desviadora, es igual a la del tensor tensión 
completo y sus direcciones principales coinciden con las de éste. 

Las tensiones principales de [ ]s  se relacionan con las de [ ]σ  del siguiente modo: 

0i is σ σ= − . Por otra parte los invariantes de [ ]s  cumplen las siguientes relaciones: 

( )
1

2 2 2 2
2 2 1 1 2 3 0 2

3
1 2 1

3 3

0

1 1 2y
3 2 3

2
3 27

J

J I I s s s J

I I IJ I

τ

=

= − = − + + = −

= − +

 

 

3.7. Representación gráfica del estado de tensión 

3.7.1. Elipsoide de Lamé 

Es interesante observar que la superficie definida por el lugar geométrico de los extre-
mos de los vectores tensión alrededor de un punto es un elipsoide conocido como elip-
soide de Lamé. En efecto, en ejes principales se tiene: 

 

 

 

tanto:  siendo 
2 2 2
1 2 3 1n n n+ + = . Por 

Si denominamos X, Y, Z a las coordenadas de los extremos de t en un espacio tridi-
mensional se tiene: 
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que es la ecuación del elipsoide de Lamé. 

 
1
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b
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σ

σ

σ

=

=

=

 

 

 

 

 

de donde resulta evidente que: 

 

 

3.7.2. Círculos de Mohr 

Una forma gráfica muy ilustrativa para representar el estado de tensión en un punto 
consiste en determinar todas las parejas posibles de las componentes intrínsecas σ, τ de 
sus correspondientes vectores tensión. Dichas parejas se representan luego en un gráfi-
co σ, τ obtenido abatiendo todos los versores de los elementos infinitesimales de super-
ficie alrededor del punto, sobre en una misma dirección. Anteriormente se ha 
demostrado que el lugar geométrico de dichas parejas debe estar inscrito dentro de un 
cuadrado de lado σI − σIII, seguidamente se verá que además queda definido por tres 
círculos característicos denominados círculos de Mohr. En efecto, abatiendo todos los 
dS de modo que sus versores queden superpuestos se obtiene el plano σ, τ : 

 

 

 

 

 

Expresando las componentes intrínsecas en los ejes principales: 
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y teniendo en cuenta la relación existente entre los cosenos directores: 2 2 2
1 2 3 1n n n+ + = , 

queda un sistema de 4 ecuaciones con 6 incógnitas ( , , , )t nσ τ , que definen las parejas 

, asociadas a [ ]σ . 

Eliminando de estas ecuaciones sucesivamente 2 2 2
1 2( , , )t n n , 2 2 2

1 3( , , )t n n  y 2 2 2
2 3( , , )t n n  

se obtienen las ecuaciones de tres familias de círculos en el plano σ, τ  parametrizadas 
por la componente de  no eliminada en cada caso (n1, n2 ó n3). Dichas familias son: 

− Círculos c1 de parámetro n1: 

Resultan de eliminar 2 2 2
2 3, ,t n n  en las anteriores ecuaciones. Son una familia de círcu-

los concéntricos parametrizada por n1, de ecuación general: 

 

 

 

por tanto su centro está en el punto: 
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II III
C

τ
σ σ
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+
=

 

y su radio es: 

( ) ( )
1 22

2
1 12

II III
I II I IIIr nσ σ

σ σ σ σ
 − = + − −  
     

Todos los círculos de la familia son exteriores al círculo base de la familia (C1) defini-
do por n1 = 0, cuya ecuación es: 
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− Círculos c2 de parámetro n2: 

Resultan de eliminar 2 2 2
1 3, ,t n n  en las anteriores ecuaciones. Son una familia de círcu-

los concéntricos parametrizada por n2, de ecuación general: 

( ) ( )
2 2

2 2 2
2 22 2

I III I III
II III I IIn rσ σ σ σ

σ τ σ σ σ σ
+ −   − + = − − − =   

   
 

 

por tanto su centro está en el punto: 
0
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τ
σ σ
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=

 

y su radio es: 
( ) ( )

1 22
2

2 22
I III

II III I IIr nσ σ
σ σ σ σ

 − = − − −  
     

Todos los círculos de la familia son interiores al círculo base de la familia (C2) definido 
por n2 = 0, cuya ecuación es: 

2 2
2 2

22 2
I III I III Rσ σ σ σ

σ τ
+ −   − + = =   

   
 

 

 

 

 

 

 

− Círculos c3 de parámetro n3: 

Resultan de eliminar 2 2 2
1 2, ,t n n  en las anteriores ecuaciones. Son una familia de círcu-

los concéntricos parametrizada por n3, de ecuación general: 

 

( ) ( )
2 2

2 2 2
3 32 2

I II I II
I III II IIIn rσ σ σ σ

σ τ σ σ σ σ
+ −   − + = + − − =   
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y su radio es: 

( ) ( )
1 22

2
3 32

I II
I III II IIIr nσ σ

σ σ σ σ
 − = + − −  
     

Todos los círculos de la familia son exteriores al círculo base de la familia (C3) defini-
do por n3 = 0, cuya ecuación es: 

 
2 2

2 2
32 2

I II I II Rσ σ σ σ
σ τ

+ −   − + = =   
     

 
 

 

 

 

 

 

 
Dado un vector tensión, físicamente posible para el estado de tensión analizado, sus 
componentes intrínsecas σ y τ deberán verificar simultáneamente las ecuaciones de los 
3 círculos de Mohr, uno de cada familia, cuyos parámetros n1, n2 y n3 son las compo-
nentes del versor que orienta el elemento infinitesimal de superficie sobre el que ac-
túan. El único punto que verifica esta condición es la intersección de dichos círculos. 
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El vector tensión puede representarse por composición vectorial de σ y τ. Se puede 
demostrar que los ángulos α y γ quedan determinados en verdadera magnitud a partir 
de la construcción geométrica de la figura. 

Por consiguiente cualquier valor posible de las parejas σ, τ debe corresponderse con 
una intersección de un círculo de cada familia. Al ser las familias c1 y c3 concéntricas 
exteriores a los círculos base C1 y C3, y ser la familia c2 concéntricos interiores al círcu-
lo C2, tales intersecciones sólo son posibles en los triángulos curvilíneos delimitados 
por los círculos base: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Es fácil ver que los círculos base son los lugares geométricos de los extremos de los 
vectores tensión que actúan sobre elementos infinitesimales de superficie cuyos verso-
res se encuentra contenidos en uno de los planos coordenados principales: 

− Círculo C1: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales II y III 
(n1 = 0) 

− Círculo C2: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales I y III (n2 
= 0) 

− Círculo C3: Versores sobre el plano definido por las direcciones principales I y II (n3 
= 0) 

En esta representación resultan evidentes los siguientes resultados: 

La tensión normal está acotada entre:  

I IIIσ σ σ≥ ≥  

La tensión cortante está acotada entre: 
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2 2
I III III Iσ σ σ σ

τ
− −

≥ ≥  

por tanto, 

max 2
I IIIσ σ

τ
−

=     para 
2

I IIIσ σ
σ

+
=  

Existiendo dos extremos locales de la tensión cortante definidos por: 

 
 

 

 

Si dos tensiones principales son iguales el círculo de Mohr básico correspondiente 
degenera en un punto. 

En un estado de tensiones hidrostático (esférico) los tres círculos, al igual que los trián-
gulos curvilíneos, degeneran en un punto. En consecuencia no hay tensiones cortantes 
en ninguna dirección; todas las direcciones son principales. El vector tensión siempre 
coincide con el vector tensión normal. El elipsoide de Lamé se transforma en una esfe-
ra. 

Si a las tensiones tres tensiones principales se les suma un mismo valor constante, es 
decir un estado de tensión hidrostático, los tres círculos se desplazan sobre el eje σ sin 
modificar sus dimensiones. En consecuencia los círculos de Mohr del tensor tensión y 
las de su parte desviadora son idénticos, estando los segundos desplazados una cantidad 
igual a la tensión hidrostática. 

En las siguientes figuras se recogen los círculos de Mohr para algunos estados de ten-
sión singulares: 

a) Tracción y compresión puras: 
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Tracción: El círculo C1 degenera en un punto y los círculos C2 y C3 están su-
perpuestos. El triángulo curvilíneo se transforma en el círculo ex-
terior. 

Compresión: El círculo C3 degenera en un punto y los círculos C1 y C2 están 
superpuestos. El triángulo curvilíneo se transforma en el círculo 
exterior. 

 

b) Cizalladura pura: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Las tensiones principales máxima y mínima son iguales y de signo contrario. La ten-
sión principal intermedia es nula (I1 = 0). El círculo C2 está centrado y los círculos C1 y 
C3 son simétricos. 

NOTA: La técnica gráfica de los círculos de Mohr puede ser utilizada como herra-
mienta para el análisis genérico de cualquier tensor simétrico de 2º orden, siendo por 
tanto también aplicable al análisis de deformaciones. Además de poner de manifiesto 
importantes propiedades físicas, permite realizar cambios de base y determinar las 
tensiones y direcciones principales. 

 

3.8. Análisis bidimensional de tensiones 

Es relativamente frecuente tener el tensor tensión expresado en una base tal que una de 
sus direcciones es una dirección principal (−en lo que sigue supondremos que la direc-
ción 3 es la principal−). Esto es especialmente cierto en los denominados estados pla-
nos de tensión (tensión y deformación plana) en los que una de las direcciones 
principales queda determinada a priori por un simple razonamiento físico. 

En este caso, y si el análisis de tensiones se centra sólo en los elementos infinitesimales 
de superficie que tienen su versor sobre el plano 1, 2, dicho análisis puede ser reducido 
a sólo 2 dimensiones. 
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3.8.1. Vector tensión 

Sea [ ]
11 12

12 22

33

0
0

0 0

σ σ
σ σ σ

σ

 
 =  
  

 y sea n  un versor en el plano 1, 2: 
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Entonces el vector tensión está también contenido en el plano 1, 2: 
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NOTA: En el caso particular de que σ 3 = 0 (tensión plana), el vector tensión 
está contenido en el plano 1, 2 para cualquier elemento infinitesimal de super-
ficie. En efecto: 

11 12 1 1
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n
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σ σ

    
    = =    
        

 

En consecuencia, cuando el tensor tensión está expresado en una base orientada según 
una dirección principal y sólo son objeto de análisis los elementos infinitesimales de 
superficie cuyos versores se encuentran sobre el plano perpendicular a dicha dirección 
principal, el problema puede reducirse a dos dimensiones. 
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Las componentes intrínsecas para los elementos infinitesimales de superficie cuyos 
versores están sobre el plano 1, 2 son: 

( )

( )

11 12 2 2
11 22 12

12 22

11 12 22 11
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τ θ θ θ σ θ

σ σ θ

   
= = + +  

  

  − 
= − = +  

  

 

 

Es importante observar que estas expresiones no dan todos los valores posibles de las 
componentes intrínsecas σ y τ para el estado de tensión dado, sino sólo las correspon-
dientes a los planos analizados (n3 = 0). En el plano σ, τ esto corresponde a puntos 
sobre el círculo base asociado a n3 = 0, que será uno de los tres círculos base (C1, C2 o 
C3) dependiendo de la relación de orden existente entre σ3 y las otras dos tensiones 
principales contenidas en el plano 1, 2 σ 1 y σ 2. 

 

 

 

 

 A B C 

Por tanto existen otros pares de valores σ, τ pero no son objeto del análisis bidimensio-
nal planteado. Sin embargo pueden ser determinantes desde un punto de vista físico. 
Por ejemplo en la figura anterior los casos A y C presentan tensiones cortantes máxi-
mas superiores a la tensión cortante máxima en el plano 1, 2. 

3.8.2. Cambio de base. Tensiones y direcciones principales 

En el análisis bidimensional los cambios de base suelen limitarse a rotaciones alrededor 
del eje 3. Las expresiones especializadas para este caso son las siguientes: 
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[ ] [ ] [ ] [ ]1 , 2 1, 2

TR Rσ σ′ ′′ =  

 

 

 

 

 

La determinación de las tensiones y direcciones principales pueden reducirse también 
al plano 1, 2 puesto que la dirección 3 es ya principal. La diagonalización de la subma-
triz: 

[ ] 11 12

12 22

σ σ
σ

σ σ
 

=  
 

 

se consigue por un simple giro respecto al eje 3: 

 

 

 

 

 

 

La formulación analítica del problema de valores y vectores propios queda muy simpli-
ficado, obteniéndose las siguientes expresiones especializadas: 

− Tensiones principales en el plano: 
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Tomamos σ 1 > σ 2  (independientemente de σ 3). 
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− Direcciones principales en el plano: 

( )11 1 12 1
12 22 11 1

12 22 1 1

cos 0
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0
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θσ σ σ

σ θ σ σ θ
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ya  que: 

1 3 33 11 22 33 1 2 3 1 22 11 2. yI cte σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= = ⇒ + + = + + ⇒ − = −  

 

3.8.3. Representación gráfica del estado de tensión en el plano 

Si se particularizan las expresiones de cambio de base al caso particular de que una de 
las bases corresponde a las direcciones principales se tiene: 
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 si 1 0θ >  y 2 1 12 0σ σ σ< ⇒ <  

O alternativamente: 
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Estas ecuaciones pueden representarse gráficamente, dando lugar al círculo de Mohr 
básico relevante para el análisis realizado. En efecto: 
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Convenio de signos 

 σ           τ 

 

 

 

 

 

 

 

 

En esta figura es de destacar lo siguiente: 

− El convenio de signos en cuanto a las tensiones normales es el habitual. 

− El convenio de signos en cuanto a las tensiones cortantes, se referencia al sentido de 
giro que imprimen al elemento infinitesimal de volumen. (positivo en sentido contrario 
a las agujas del reloj) 

− En ángulo girado alrededor del centro del círculo para pasar del punto (1) que repre-
senta el extremo del vector tensión que actúa en elemento infinitesimal de superficie 
orientado según la dirección 1, hasta el punto (1∗) que representa el extremo del vector 
tensión asociado a la dirección principal 1∗, es doble y de sentido contrario al ángulo 
que forman que forman dichas direcciones en la realidad. 

Este último resultado es genérico y puede aplicarse a cualquier par de direcciones tal 
como se muestra en la siguiente figura: 
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Dinámica del medio continuo

4.1. Introducción 

Una vez introducidos los conceptos fundamentales necesarios para describir la cinemá-
tica y las fuerzas actuantes sobre cualquier parte del medio continuo, y en virtud del 
postulado de Euler Cauchy, se dispone de las herramientas necesarias para formular las 
leyes de la dinámica. Dichas leyes son análogas a las que puedan establecerse para un 
sistema de partículas, y toman la forma de los conocidos teoremas vectoriales de la 
mecánica racional. Son por tanto leyes aplicables a cualquier medio continuo con inde-
pendencia de la constitución interna de la materia que los forma. 

Se presentarán también en este capítulo los teoremas y principios relacionados con la 
energía, aplicados al medio continuo. Para un sistema totalmente mecánico es estable-
cerá el teorema de las fuerzas vivas a partir del cual se introducirá el concepto de ener-
gía de deformación. Posteriormente, y para problemas más complejos de tipo 
termomecánico, se introducirá una formulación completa del principio de conservación 
de la energía, o primer principio de la termodinámica. También en este caso las leyes 
resultantes son aplicables a cualquier medio continuo con independencia de la constitu-
ción interna de la materia que los forma. 

En el capítulo siguiente se introducirá otro conjunto de leyes, conocidas como ecuacio-
nes constitutivas, que añadirán la información necesaria al respecto de la constitución 
interna de cada material en particular. 

4.2. Concepto de volumen de control 

Como es sabido, la mecánica del medio continuo no contempla a las partículas como 
entidades aisladas, por lo que los teoremas vectoriales y energéticos deben establecerse 
sobre un volumen de estudio, o "volumen de control". Se define el volumen de control 
como una zona del espacio delimitada por una superficie cerrada, o "superficie de con-
trol". Se trata de una definición puramente geométrica e independiente de las partículas 
del medio continuo. Existen diversas formas de seleccionar el volumen de control y tal 
selección depende de la naturaleza del problema a resolver. En lo que sigue la explica-
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Vc 

ción se referirá a los dos casos particulares más importantes desde un punto de vista 
conceptual. 

Se dice que el volumen de control es material (o lagrangiano) si se escoge de modo que 
encierre en cada instante una misma cantidad de materia. El volumen de control mate-
rial se mueve con el medio. Este tipo de volumen de control recibe también el nombre 
de sistema. 

Todos los volúmenes utilizados hasta el momento en los desarrollos precedentes eran 
de tipo material. Por este motivo se mantendrá la nomenclatura V, S cuando nos refira-
mos a este tipo de volumen de control. 

Se dice que el volumen de control es espacial (o euleriano) si se escoge fijo en el espa-
cio. En este caso el medio fluye a través del volumen de control. 

Para distinguir este volumen de control del anterior se le asignará el subíndice c. 

Las leyes de la dinámica pueden escribirse para cualquiera de los dos tipos de volumen 
de control y en forma diferencial o integral, dependiendo de que se apliquen a un vo-
lumen de control infinitesimal o finito respectivamente. Existe pues cuatro formas 
posibles de cada una de dichas leyes. La utilización de una u otra depende de la natura-
leza concreta del problema planteado. 

Cuando las leyes de la dinámica se escriben para un volumen de control fijo (euleriano) 
toman la forma de balances (leyes de conservación). En caso contrario, no. 

El modelo de volumen de control material es especialmente útil en el análisis de me-
dios continuos sólidos donde el volumen de control queda determinado por la propia 
geometría del sólido. El modelo de volumen de control espacial es adecuado al análisis 
de medios continuos fluidos, donde el interés se centra en el flujo de las partículas más 
que en su comportamiento individualizado. 

V0 V(t´) V(t) 
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4.3. Derivada material de una integral de volumen 

Es frecuente que una propiedad mecánica extensiva se exprese en forma de una integral 
de volumen, por ejemplo la masa total de la materia contenida en un volumen de con-
trol material se expresa como: 

V

M dVρ= ∫  

Por este motivo es interesante analizar la forma matemática que toma la derivada mate-
rial de una propiedad definida de este modo. 

En general, si P(t) es una propiedad extensiva definida por una integral de volumen de 
la correspondiente propiedad intensiva ( , )p x t , sobre un volumen material que encie-
rra una cantidad fija de materia: 

( ) ( , )
V

P t p x t dV= ∫  

Su derivada material viene dada por: 

( ) ( , )
V

D DP t p x t dV
Dt Dt

= ∫  

La derivación respecto al tiempo no puede intercambiarse a priori por la integral de 
volumen puesto que el volumen de control material es a su vez función del tiempo. Sin 
embargo realizando un cambio de variable, y pasando a la formulación lagrangiana, el 
volumen de integración pasa a ser independiente del tiempo al estar referido a la confi-
guración de referencia con lo que se puede introducir la derivada respecto al tiempo 
dentro de la integral. Teniendo esto en cuenta: 

( )
0 0

0 0( , ) ( , ) ( , )
V V V

D D Dp x t dV p X t J dV p X t J dV
Dt Dt Dt

= ⋅ = ⋅∫ ∫ ∫  

 

Recordando las siguientes relaciones: 
[ ]

( )
0

detdV F J
dV DJ J div v

DtD dV dV div v
Dt

= =  =
= 

 

se tiene: 

 

 

 

( ) ( )
0 0

0

0 0

0

( , ) ( , ) ,

( , ) ( , )

V V

V

D D DJp X t J dV J p X t p X t dV
Dt Dt Dt

D p X t p X t div v J dV
Dt

 ⋅ = ⋅ + = 
 

 + ⋅ 
 

∫ ∫

∫
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Deshaciendo el cambio de variable y volviendo a la formulación euleriana queda fi-
nalmente la expresión: 

( , ) ( , ) ( , )
V V

D Dp x t dV p x t p x t div v dV
Dt Dt

 = + 
 ∫ ∫  

 
introduciendo entonces la expresión euleriana de la derivada material: 

( , ) grad
TD pp x t v p

Dt t
∂

= + ×
∂

 

y recordando la siguiente expresión del cálculo vectorial: 

( )grad
T

v p p div v div pv× + =  

se tiene la expresión alternativa: 

( )( , ) grad
T

V V V

D p pp x t dV v p p div v dV div pv dV
Dt t t

   ∂ ∂
= + × + = +   ∂ ∂   

∫ ∫ ∫  

 

4.4. Teorema del transporte de Reynolds 

El anterior desarrollo es adecuado para un volumen de control material. Sin embargo 
en muchos casos resulta más práctico evaluar las variaciones de cierta propiedad a 
partir del análisis realizado sobre un volumen fijo en el espacio a través del cual fluye 
el medio. Para ello debe relacionarse la variación de la propiedad el volumen de control 
material con la variación de la propiedad en el interior del volumen de control espacial. 
Esto es lo que hace el teorema del transporte de Reynolds que se presenta a continua-
ción. 

Considérese un volumen de control espacial fijo Vc y sea V el volumen de control mate-
rial que en el instante t coincide con Vc. Sea P (t) la cantidad total de cierta propiedad 
en el sistema material y sea Pc (t) la cantidad total de esa propiedad encerrada por Vc 
también en dicho instante. 

En el instante t ambos volúmenes de control coinciden y por tanto: 

 Vc = V (t) 

  

 P (t) = Pc (t) 
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Sin embargo un instante ∆t después V se ha desplazado mientras que Vc permanece fijo: 

Si denominados Pθ a la cantidad de propiedad perteneciente a V que ha salido de Vc y 
PI la cantidad de propiedad no perteneciente a V que ha entrado en Vc se tiene el si-
guiente balance para el instante t + ∆t: 

( ) ( )c IP t t P P t t Pθ+ ∆ = + + ∆ −

de donde restando P(t) a los dos miembros y teniendo en cuenta que P (t) = Pc (t) que-
da: 

( ) ( ) ( ) ( )c c IP t t P t P P t t P t Pθ+ ∆ − = + + ∆ − −

Dividiendo por ∆t y pasando al límite se tiene: 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0

lim lim limc c I

t t t

P t t P t P t t P t P P
t t t

θ

∆ → ∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ − −
= +

∆ ∆ ∆

de donde: 

( ) ( )c P
D dP t P t
Dt dt

ϕ= +

El primer miembro de esta igualdad es la derivada material de la propiedad definida 
sobre el volumen material. 

( ) ( , )
V

D DP t p x t dV
Dt Dt

= ∫

El primer término del segundo miembro es la derivada temporal de la cantidad de pro-
piedad en el interior del volumen de control espacial. Como Vc es un volumen fijo en el 
espacio puede permutarse la derivada por la integral, y como la variación temporal de 
la propiedad se mide en el volumen de control, a .x cte= , la derivada temporal es una 
derivada parcial respecto al tiempo. 

( ) ( , ) ( , )
c c

c c cV V

d dP t p x t dV p x t dV
dt dt t

∂
= =

∂∫ ∫

PI 

Vc = cte. 
Pθ 

P(t+∆t) 
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El segundo término del segundo miembro es el flujo neto saliente de la propiedad a 
través de la superficie de control. 

En efecto: 

0

( , )
lim

( , ) ( )

( , ) ( )
c

I n
pt

T

n c c
T

p c

T

p cS

P P p x t dV
t d t

dV dS d dS n v dt

p x t v n dS

p x t v n dS

θδ δ ϕ

δ ϕ

ϕ

∆ →

−  = = ∆ 

= = ×

= ×

= ×∫



Y por tanto puede escribirse: 

( , ) ( , ) ( , ) ( )
c c

T

c cV V S

D p x t dV p x t dV p x t v n dS
Dt t

∂
= + ×

∂∫ ∫ ∫

Este último resultado se conoce como Teorema del Transporte de Reynolds. 

El mismo resultado puede obtenerse, de forma menos intuitiva, introduciendo el teore-
ma de la divergencia de Gauss en la expresión final de la derivada material de una 
integral de volumen presentada en el apartado anterior. En efecto: 

( , ) ( )
V V

D pp x t dV div p v dV
Dt t

 ∂
= + ∂ 

∫ ∫

Pero según el teorema de la divergencia: 

( ) ( )
T

V S
div p v dV p v n dS= ×∫ ∫

Con lo que: 

Expresión equivalente al teorema de Reynolds ya que las integrales del segundo miem-
bro pueden interpretarse como evaluadas sobre un volumen fijo que en el instante dado 
coincide con el volumen material móvil. El teorema del transporte de Reynolds puede 
enunciarse del siguiente modo: 

"El ritmo de crecimiento de la propiedad P( t) en aquella parte del medio continuo que 
ocupa instantáneamente el volumen V, es igual a la suma de la cantidad de propiedad 

d 
Sc 

Vc 

dSc 

( , ) ( )
T

V V S

D pp x t dV dV p v n dS
Dt t

∂
= + ×

∂∫ ∫ ∫
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creada dentro de V por unidad de tiempo más el flujo neto saliente a través de la su-
perficie de V." 

 

4.5. Principio de conservación de la masa 

En la mecánica de medio continuo se admite, como hipótesis de partida fundamental, 
que en cualquier transformación del medio la masa se conserva. 

( ), .
V

M x t dV cteρ= =∫  

o lo que es equivalente: 

 

 

 

 

 

( ) ( )
0

0 0 0, ,
V V

x t dV x t dVρ ρ=∫ ∫  

Esta hipótesis es válida para la gran mayoría de problemas prácticos de ingeniería aun-
que resulta inadecuada para fenómenos físicos que impliquen intercambios entre masa 
y energía. El principio de conservación de la masa toma diversas formas matemáticas 
conocidas con el nombre genérico de ecuación de continuidad. 

 

4.5.1. Ecuación de continuidad para un volumen de control material 

Enfoque lagrangiano 

En un enfoque lagrangiano, y considerando un volumen de control material, la conser-
vación de la masa se expresa del siguiente modo: 

En la configuración inicial: 0
0

0

d M
d V

ρ =  

En la configuración actual: ya que  y 
por tanto: 

0
0

0

d V J J
d V

ρ
ρ ρ

ρ
= = ⇒ =  

V0 V(t) 

( )0 ( , ) ,
d M

x X t t
d V

ρ ρ= = 0d M d M=
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Expresión esta última que establece el principio de conservación de la masa a nivel 
diferencial. Como 0ρ  es un valor fijo independiente del tiempo, también puede escri-
birse: 

 
 

Enfoque Euleriano 

En un enfoque euleriano se tiene, para un volumen de control material: 

 

 

Que es la expresión integral de la ecuación de continuidad para un volumen de control 
material. 

Como esta expresión debe ser válida para cualquier volumen de control material elegi-
do, debe cumplirse también que: 

 

 

que es la expresión diferencial de la ecuación de continuidad para un elemento infinite-
simal de volumen material. En forma desarrollada 

 

 
 

Esta ecuación puede obtenerse directamente del siguiente modo: dM dVρ=  

de donde, al ser M constante:  

 

pero como:  

 

se tiene:  

 

4.5.2. Ecuación de continuidad para un volumen de control espacial (En-
foque euleriano) 

Aplicando a la masa el teorema del transporte de Reynolds: 

0 ( , ) 0
V V

D M D Dx t dV div v dV
Dt Dt Dt

ρρ ρ = ⇒ = + = 
 ∫ ∫

0D div v
Dt

ρ ρ+ =

( )D dV dV div v
Dt

= ⋅

0D div v
Dt

ρ ρ+ =

( ) ( ) 0DM D D DdV dV dV
Dt Dt Dt Dt

ρρ ρ= = + =

( )0 0 0
D D J
Dt Dt
ρ

ρ= ⇒ =

31 2

1 2 3

0
vv vD

Dt x x x
ρ ρ

 ∂∂ ∂
+ + + = ∂ ∂ ∂ 
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( ) 0
c c

T

c cV V S

D dV dV v n dS
Dt t

ρρ ρ∂
= + × =

∂∫ ∫ ∫  

 

Que es la expresión integral de la ecuación de continuidad para un volumen de control 
espacial. 

Intercambiando integral por derivada e introduciendo el teorema de la divergencia, tal 
como se ha hecho anteriormente, se obtiene: 

 

 

Ecuación que debe cumplirse para cualquier volumen de control espacial. Por tanto la 
formulación diferencial para un elemento infinitesimal de volumen fijo en el espacio 
es: 

 

que es la expresión diferencial de la ecuación de continuidad para un elemento infinite-
simal de volumen espacial. En forma desarrollada: 

( ) ( ) ( )1 2 3

1 2 3

0
v v v

t x x x
ρ ρ ρρ ∂ ∂ ∂∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

 

 

4.5.3. Consecuencias del principio de conservación de la masa 

Medio incompresible 

Se define el medio incompresible como aquel en el que el volumen se mantiene cons-
tante. La condición cinemática correspondiente es: 

 

y por tanto: 

 

Por otra parte:  

 

Si el volumen se mantiene constante y la masa se conserva entonces en un medio in-
compresible la densidad se mantiene constante: 

0
0

0

dMdM
dV dV

ρ ρ= = =
 

( ) 0div v
t

ρ ρ∂
+ =

∂

0 ( ( ) )
c

cV
div v dV

t
ρ ρ∂

= +
∂∫

0div v =

( ) 0D dV div v dV
Dt

= = ⋅

[ ]
0

det 1dVF J
dV

= = =
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Caso particular de la derivada material de una integral de volumen 

De la ecuación de continuidad se deriva un caso particular importante en la evaluación 
de derivadas materiales de integrales de volumen, correspondiente a propiedades que 
pueden ser expresadas por unidad de masa. En efecto, sea: 

( ) ( , )
V

P t q x t dVρ= ∫

es decir: ( , ) ( , )p x t q x t= ρ   entonces:

( ) ( )
0 0 0

0 0 0V V V V

D D D Dq Dq dV q J dV q J dV J q J dV
Dt Dt Dt Dt Dt

ρ ρ ρ ρ ρ = = = + 
 ∫ ∫ ∫ ∫

pero por continuidad: 

con lo que: 

V V

D Dqq dV dV
Dt Dt

ρ ρ=∫ ∫  

4.6. Principio de la cantidad de movimiento 

Uno de los principios básicos de la mecánica clásica es el de la cantidad de movimiento 
(2ª ley de Newton para un sistema de masa constante). En este apartado se formula el 
principio de la cantidad de movimiento, en su enfoque euleriano, para un volumen de 
control material y para un volumen de control espacial. 

4.6.1. Principio de la cantidad de movimiento para un volumen de control 
material 

Sea un fragmento de medio continuo delimitado por una superficie exterior Se y otra 
interior Si, frontera con otra parte de medio continuo colindante. Sobre el volumen de 
control material definido por el fragmento considerado actúan: 

− Las fuerzas de volumen. 

− Las fuerzas de superficie exteriores a través de Se. 

− Las tensiones internas a través de Si. 

La resultante de fuerzas exteriores es pues: 

dV 

V 

Si 
dSi 

dSe 

Se 

( ) 0D J
Dt

ρ =
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e i
e iV V V S S

D v dV a dV b dV f dS t dS R
Dt

ρ ρ= = + + =∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

Por otra parte cada elemento infinitesimal de volumen posee una cantidad de movi-
miento dada por: 

. .d c m v dM v dVρ= =  

La cantidad de movimiento total para el fragmento de medio considerado será: 

. .
V

c m v dVρ= ∫  

El principio de la cantidad de movimiento para el sistema encerrado en el volumen de 
control material postula que: 

 

 

Ecuación que constituye la forma integral del principio de la cantidad de movimiento 
para un volumen de control material. 

La forma diferencial del principio de la cantidad de movimiento se encuentra aplicando 
el principio de la cantidad de movimiento directamente a un elemento infinitesimal de 
volumen material de dimensiones dx1, dx2 y dx3. 

En la figura se muestran los vectores tensión actuantes sobre los planos coordenados y 
los actuantes sobre las caras paralelas a dichos planos. Además de las fuerzas que resul-
tan de estas acciones sobre la superficie de dV, deberá considerarse la posible existen-
cia de fuerzas de volumen b, cuya resultante se aplica al centro de gravedad de dV. 

 

 

 

 

1

2

3

i
i

i

i i
i i i

i i

i
i

i

dx
x

t
dt dx dx

x x

dx
x

σ

σ

σ

 ∂
 ∂ 
 ∂ ∂ = = 

∂ ∂ 
 ∂
 

∂  

 

 

 

33 tdt +
 

22 tdt +
 

11 tdt +  

2t−
 

3t−
 

1t−
 

b
 

3 

2 

1 

dx3 

dx2 

dx1 

e i
e iV S S

R b dV f dS t dS= + +∫ ∫ ∫
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Planteando la segunda ley de Newton al elemento infinitesimal de volumen se tiene: 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 2 3 2 2 1 3 3 3 1 2

1 2 3 1 2 3 2 1 3 3 1 2

1 2 3

t dt dx dx t dt dx dx t dt dx dx

b dx dx dx t dx dx t dx dx t dx dx

Dv dx dx dx
Dt

ρ

+ + + + + +

+ − + + =

=
 

Simplificando: 

 

de donde: 

 

siendo:  

 

y por tanto: 

  

expresión que constituye la forma diferencial del principio de la cantidad de movimien-
to para un elemento infinitesimal de volumen material, que en forma desarrollada es: 

1311 12 1
1 1

1 2 3

2312 22 2
2 2

1 2 3

13 23 33 3
3 3

1 2 3

Dvb a
x x x Dt

Dvb a
x x x Dt

Dv
b a

x x x Dt

σσ σ
ρ ρ

σσ σ
ρ ρ

σ σ σ
ρ ρ

∂∂ ∂
+ + + = =

∂ ∂ ∂
∂∂ ∂

+ + + = =
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
+ + + = =

∂ ∂ ∂

 

Este mismo resultado puede obtenerse por aplicación del teorema de la divergencia a 
las integrales de superficie de la forma integral del principio de la cantidad de movi-
miento para un volumen material.  

En efecto, se tiene que: 

[ ]t nσ=  en [ ]
i i

i i iS S
S t dS n dSσ→ =∫ ∫  

[ ]f nσ=  en [ ]
e e

e e eS S
S f dS n dSσ→ =∫ ∫  

para toda la superficie: 

[ ]
3

1

i

i

t
div

x
σ

∂
=

∂∑

[ ] Dvdiv b a
Dt

σ ρ ρ+ = =

31 2

1 2 3

tt t Dvb
x x x Dt

ρ
∂∂ ∂

+ + + =
∂ ∂ ∂

1 2 3 2 1 3 3 1 2 1 2 3 1 2 3
Dvdt dx dx dt dx dx dt dx dx b dx dx dx dx dx dx
Dt

ρ+ + + =
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[ ] Dvdiv b a
Dt

σ ρ ρ+ = =

[ ] [ ] [ ]
i e

i eS S S
n dS n dS n dSσ σ σ+ =∫ ∫ ∫  

 
y aplicando el teorema de la divergencia: 

[ ] [ ]
S V

n dS div dVσ σ=∫ ∫  

Entonces, agrupando todas las integrales de volumen: 

 
 

 
y como esta ecuación debe ser válida para todo volumen, se tiene que: 

 

 

4.6.2. Principio de la cantidad de movimiento para un volumen de control 
espacial 

Para aplicar el principio de la cantidad de movimiento a un volumen de control finito 
fijo, basta con transformar, mediante el teorema de Reynolds, la derivada material de la 
integral de volumen del segundo miembro de la forma integral del principio de la can-
tidad de movimiento. 

[ ]( ) ( ) ( )
c c c

T

cV V S
div b dV v dV v v n dS

t
σ ρ ρ∂

+ = + ×
∂∫ ∫ ∫  

 
Esta ecuación constituye la forma integral del principio de la cantidad de movimiento 
para un volumen de control espacial. 

Aplicando al igual que antes el teorema de la divergencia, es posible transformar todas 
las integrales de superficie en integrales de volumen. Transformando y agrupando se 
tiene: 

[ ]( ) 1 2 3
1 2 3

( ) ( ) ( ) ( )
c c cV V V

div b dV v dV v v v v v v dV
t x x x

σ ρ ρ ρ ρ
 ∂ ∂ ∂ ∂

+ = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
∫ ∫ ∫

 
Expresión que debe ser válida para cualquier volumen de control espacial. Simplifican-
do se obtiene finalmente: 

 
 

Que es la forma diferencial del principio de la cantidad de movimiento para un elemen-
to infinitesimal de volumen de control fijo en el espacio. Es de observar que esta ecua-
ción es equivalente a la obtenida para un elemento infinitesimal de volumen material 

[ ] [ ]( )V V V V

Dvb dV div dV div b dV dV
Dt

σ σ ρ+ = + =∫ ∫ ∫ ∫

[ ] [ ]vdiv b L v a
t

σ ρ ρ
 ∂

+ = + =  ∂ 
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sin más que identificar la expresión euleriana de la derivada material del vector veloci-
dad. En forma desarrollada: 

1311 12 1 1 1 1
1 1 1 3

1 2 3 1 2 3

2312 22 2 2 2 2
2 1 1 3

1 2 3 1 2 3

13 23 33 3 3 3 3
3 1 1 3

1 2 3 1 2 3

v v v vb v v v
x x x t x x x

v v v vb v v v
x x x t x x x

v v v v
b v v v

x x x t x x x

σσ σ
ρ

σσ σ
ρ

σ σ σ
ρ

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

 

Si la aceleración se descompone en sus términos intrínsecos se obtiene la expresión 
alternativa: 

 

 

4.7. Teorema del momento cinético 

El teorema del momento cinético se deriva directamente del principio de la cantidad de 
movimiento y no constituye, en consecuencia, un postulado básico de la mecánica. Se 
incluye aquí porque su utilización resulta útil en algunos problemas de la mecánica de 
fluidos y por que de él se desprende la simetría del tensor tensión, tal como se apuntó al 
introducir dicho tensor en el capítulo 3. 

En este apartado se formula el teorema del momento cinético, en su enfoque euleriano, 
para un volumen de control material y para un volumen de control espacial. Por simpli-
cidad se ha escogido la versión del teorema respecto a un punto fijo en la referencia de 
estudio, tomándose como tal el origen de coordenadas. 

 

4.7.1. Teorema del momento cinético para un volumen de control material 

Para enunciar este teorema basta considerar los mismos términos del principio de la 
cantidad de movimiento y tomar para cada uno de ellos momentos respecto al origen: 

i e
i eV S S V

Dx b dV x t dS x f dS x v dV
Dt

ρ∧ + ∧ + ∧ = ∧∫ ∫ ∫ ∫  

expresión que constituye la forma integral del teorema del momento cinético. La forma 
diferencial de este teorema se reduce a la condición de reciprocidad de las tensiones 
cortantes ya presentada al justificar la simetría del tensor tensión. En efecto: 

 

donde   

[ ] 212 grad
2

vdiv b v v
t

σ ρ ω
• ∂

+ = + ∧ + ∂ 

[ ]
i e

i eS S S
x t dS x f dS x n dSσ∧ + ∧ = ∧∫ ∫ ∫

[ ] 1 2 3, ,x x t x t x tσ  ∧ ≡ ∧ ∧ ∧ 
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ij jiσ σ=
 

Aplicando el teorema de la divergencia puede tranformarse esta integral de volumen en 
otra de superficie: 

( )[ ] div [ ]
S V

x n dS x dVσ σ∧ = ∧∫ ∫  

donde  

 

 

Substituyendo en el teorema del momento cinético: 

3

1
div [ ] i iV V V V

Dx b dV x dV e t dV x v dV
D t

σ ρ∧ + ∧ + ∧ = ∧∑∫ ∫ ∫ ∫  

 
 0v v∧ =  

por otra parte: 
V V

D Dx Dvx v dV v x dV
D t D t D t

ρ ρ
 

∧ = ∧ + ∧  
 

∫ ∫  

con lo que, agrupando términos, queda: 

( )
3

1
div [ ] i iV V V

D vx b dV e t dV x dV
D t

σ ρ∧ + + ∧ = ∧∑∫ ∫ ∫  

como div [ ] D vb
D t

σ ρ+ =  se sigue que debe cumplirse 
3

1
0i ie t∧ =∑  

 

 c.q.d. 

 

4.7.2. Teorema del momento cinético para un volumen de control espacial 

También en este caso, en muchas aplicaciones prácticas resulta más conveniente traba-
jar sobre un volumen de control fijo en el espacio. Para ello debe transformarse el se-
gundo miembro de la forma integral por aplicación del teorema de Reynolds: 

( ) ( )
c c c c ce i

T

e i c cV S S V S
x b dV x f dS x t dS x v dV x v v n dS

t
ρ ρ∂

∧ + ∧ + ∧ = ∧ + ∧ ×
∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 
 

Así mismo, las integrales del primer miembro se evalúan sobre el volumen de control 
fijo puesto que en el instante analizado coincide con el volumen de control material de 
referencia. Esta es la forma integral del teorema de momento cinético para un volumen 
de control espacial. 

( ) ( )
3 3 3 3

1 1 1 1
div [ ] div [ ]i

i i i i
i i i

txx x t t x e t x
x x x

σ σ
∂∂ ∂

∧ = ∧ = ∧ + ∧ = ∧ + ∧
∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑ ∑
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4.8. Condiciones de equilibrio para un medio continuo 

El equilibrio de un sistema es un caso particular de la dinámica para el que no existe 
movimiento. En el capítulo 1 se definió el equilibrio en una referencia de estudio como 
el estado de reposo mantenido en dicha referencia. La condición necesaria y suficiente 
de equilibrio para un sistema de partículas era que cada una de las partículas estuviera 
en equilibrio.  

También se vio que la condición de suma de fuerzas y suma de momentos exteriores 
nulas era necesaria y suficiente de equilibrio sólo para un sólido rígido, siendo condi-
ción necesaria pero no suficiente para un sistema de partículas, y por tanto también 
para un medio continuo. 

La condición necesaria y suficiente de equilibrio para un medio continuo, de forma 
semejante a como sucede en un sistema de partículas, consiste en garantizar el equili-
brio de todos y cada uno de sus elementos infinitesimales de volumen. Seguidamente 
se establece dicha condición para los puntos interiores y periféricos del medio conti-
nuo. 

 

4.8.1. Condiciones de equilibrio para un punto interior 

La condición de equilibrio de fuerzas para un punto interior es un caso particular del 
principio de la cantidad de movimiento que corresponde al caso de aceleración nula. En 
consecuencia la condición de equilibrio para un punto interior es: 

[ ] 0div bσ + =  

La simetría del tensor tensión por su parte garantiza el equilibrio de momentos sobre el 
elemento infinitesimal de volumen. 

 

4.8.2. Condiciones de equilibrio para un punto del contorno 

Al estudiar las condiciones de contorno de las tensiones, se aplicó el principio de la 
cantidad de movimiento a un tetraedro infinitesimal ubicado en la superficie. El equili-
brio de dicho tetraedro se obtiene de anular el término de aceleraciones, sin embargo 
éste no interviene en el resultado final por tratarse de un infinitésimo de orden superior. 
Por tanto la condición de equilibrio para un punto del contorno coincide con la propia 
condición de contorno: 

[ ] n fσ =  

La simetría del tensor tensión por su parte garantiza el equilibrio de momentos sobre el 
elemento infinitesimal de volumen. 
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4.9. Trabajo y potencia de las fuerzas exteriores 

Atendiendo a la definición clásica de trabajo de una fuerza, el trabajo realizado por las 
fuerzas exteriores sobre el medio continuo puede evaluarse a nivel infinitesimal como 
el producto escalar de la fuerza por un incremento de corrimiento de magnitud infinite-
simal. 

Así pues las fuerzas intensivas de superficie, aplicadas sobre dS, realizarán un trabajo 
infinitesimal dado por: 

 

Mientras que las fuerzas intensivas de volumen, aplicadas sobre dV, realizarán un tra-
bajo infinitesimal dado por: 

 
El trabajo infinitesimal total realizado sobre el medio continuo por las fuerzas exterio-
res en un incremento del campo de corrimientos vendrá dado por la suma de todos los 
trabajos realizados sobre cada dS y cada dV: 

e i

T T T

iS S V
d du f dS du t dS du b dVτ = × + × + ×∫ ∫ ∫  

 
En esta expresión, y a efectos de obtener una expresión más general, se ha añadido el 
trabajo realizado por las tensiones sobre una hipotética superficie frontera entre el 
fragmento de medio continuo analizado y el resto del medio colindante con él. 

El trabajo infinitesimal no tiene porqué ser la diferencial exacta de ninguna función 
puesto que es sabido de física elemental, que el trabajo finito realizado por una fuerza 
al desplazarse su punto de aplicación entre dos puntos en el espacio depende del ca-
mino seguido en el desplazamiento. Por este motivo, y por el hecho de trabajar con 
cantidades finitas en lugar de magnitudes infinitésimas, se introduce el concepto de 
potencia. 

Atendiendo a la definición clásica de potencia instantánea de una fuerza, la potencia las 
fuerzas exteriores sobre el medio continuo puede evaluarse como el trabajo realizado 
por unidad de tiempo, siendo la potencia una cantidad finita. Así pues las fuerzas inten-
sivas de superficie, aplicadas sobre dS, realizarán una potencia dada por: 

T

fP v f dSδ = ×  

Mientras que las fuerzas intensivas de volumen, aplicadas sobre dV, realizarán una 
potencia dada por: 

 

La potencia total realizada sobre el medio continuo por las fuerzas exteriores en un 
instante dado es la suma de todas las potencias realizadas sobre cada dS y cada dV en 
dicho instante: 

T

f du f dSδ τ = ×

T

b du b dVδ τ = ×

T

bP v b dVδ = ×
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e i

T T T

ext e iS S V
P v f dS v t dS v b dV= × + × + ×∫ ∫ ∫  

En esta expresión, y a efectos de obtener una expresión más general, se ha añadido 
también la potencia realizada por las tensiones sobre una hipotética superficie frontera 
entre el fragmento de medio continuo analizado y el resto del medio colindante con él. 

 

4.10. Teorema de las fuerzas vivas. Energía de deformación 

4.10.1. Forma diferencial del teorema de las fuerzas vivas 

Como se vio en el capítulo 1, el medio continuo puramente mecánico es una forma 
límite de un sistema de partículas que interaccionan, siéndole también aplicable el 
teorema de las fuerzas vivas. Por tanto el trabajo de las fuerzas exteriores más el traba-
jo de las fuerzas interiores, realizados en un intervalo de tiempo dado, debe ser igual al 
incremento en la energía cinética del medio en dicho intervalo. Enunciado en forma 
instantánea, el teorema de las fuerzas vivas establece que, en cualquier instante, la 
suma de la potencia de las fuerzas exteriores más la potencia de las fuerzas interiores es 
igual a la velocidad de variación de la energía cinética del sistema en dicho instante. 

Es interesante analizar la forma diferencial del teorema de las fuerzas vivas, aplicado a 
un elemento infinitesimal de volumen material totalmente interior al volumen de con-
trol, puesto que de este desarrollo surge una expresión para la potencia y el trabajo 
realizados por las fuerzas interiores. 

Las fuerzas actuantes sobre el elemento infinitesimal de volumen son las asociadas a 
las tensiones internas actuantes sobre cada una de sus caras más las fuerzas de volumen 
actuantes sobre el centro de gravedad de dV (Ver apartado 5.6.1.). La potencia total 
desarrollada sobre el elemento se obtienen sumando la potencia asociada a cada tér-
mino. Para ello resulta útil considerar las caras del elemento por pares orientados según 
cada uno de los ejes de referencia. Por ejemplo, si tomamos las caras perpendiculares al 
eje 1 se tiene:  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

dx3 

dx1 dx2 
1 2 

3 

 

 

1´ 

 

1 

 

3 

1 2 dx1 

1´ 1  

 

( )11́ 1 1 1 2 3 1 1 2 3

T T
P v t dt dx dx v t dx dxδ ′= × + − ×
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reordenando:  

( )11́ 1 1 2 3 1 1 1 2 3

TT
P v dt dx dx v v t dx dxδ ′ ′= × + − ×  

pero:  

 

con lo que, eliminando infinitésimos de orden superior: 

1 1 2 3 1 2 3 1 1

T T T
v dt dx dx v dt dx dx v dt dS′ × = × = ×  

Además, al ser 1 y 1' dos puntos infinitamente próximos sus velocidades se relacionan 
del siguiente modo: 

[ ] [ ]1 1 1 1 1 1 1v v d x D d x e D e dxω ω
• •

′
 − = ∧ + = ∧ + 
 

 

Aplicando estos resultados a todos los pares de caras y sumando la potencia de las 
fuerzas de volumen, se obtiene la expresión de la potencia de las fuerzas exteriores 
actuantes sobre el elemento infinitesimal de volumen: 

[ ]

( ) [ ]

3 3

1 1

3

1
[ ]

T
T T

ext i i i i i

T
T

i i i

P v b dV v dt d S e D e t dV

v div b e D e t dV

δ ω

σ ω

•

•

 = × + × + ∧ + × = 
 

  = × + + ∧ + ×  
   

∑ ∑

∑
 

 
y por otra parte es fácil comprobar que: 

 

 

 

 

 

y en consecuencia 
3

1
0

T

i ie tω
• ∧ × = 

 
∑  o lo que es equivalente [ ] [ ]( ) 0T

rt W σ =  

El término [ ]( )
3

1

T

i iD e t×∑  es igual a [ ] [ ]( ) [ ] [ ]:rt D Dσ σ≡  

1 1 12 12 13 13

2 2 12 12 23 23

3 3 13 13 23 23

T

T

T

e t W W

e t W W

e t W W

ω σ σ

ω σ σ

ω σ σ

•

•

•

 ∧ × = − − 
 

 ∧ × = − 
 

 ∧ × = + 
 

1 2
dvv v′ = +
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Con lo que finalmente se llega a la siguiente expresión para la potencia de las fuerzas 
exteriores al elemento infinitesimal de volumen: 

( ) [ ] [ ][ ] :
T

extP v div b D dVδ σ σ = × + +    

Por otra parte, la energía cinética para el elemento infinitesimal de volumen es: 

2 21 1
2 2CE dM v v dVδ ρ= =  

Su derivada material puede escribirse como: ( ) T

C
D DvE v dV
Dt Dt

δ ρ= ×  

ya que al ser dM constante: .dV cteρ =  y ( ) 0D dV
Dt

ρ =  

Del principio de la cantidad de movimiento se tiene: [ ] Dvdiv b
Dt

σ ρ+ =  

Multiplicando ambos miembros por la velocidad y operando en el segundo miembro: 

[ ] ( )1( )
T T

C
Dv Dv div b v E
Dt dV Dt

σ ρ δ× + = × =
 

Por tanto la potencia de las variaciones de las fuerzas de superficie al pasar de una cara 
a otra más la potencia de las fuerzas de volumen es igual a la velocidad de variación de 
la energía cinética. 

Al aplicar estos resultados en la formulación del teorema de las fuerzas vivas para un 
elemento infinitesimal de volumen se tiene finalmente: 

[ ]( ) [ ] [ ] ( ):
T

int C
DP v div b dV D dV E
Dt

δ σ σ δ+ × + + =  

Es decir, la potencia debida a las fuerzas de volumen y a las variaciones de las tensio-
nes se emplea en modificar la energía cinética del elemento infinitesimal de volumen, 
mientras que la potencia desarrollada por la parte autoequilibrada de las tensiones es 
igual y cambiada de signo a la potencia desarrollada por las fuerzas interiores. 

 

4.10.2. Potencia de tensión 

Se define la potencia de tensión como la potencia de las fuerzas interiores cambiada de 
signo (la potencia de tensión es potencia entregada al medio mientras que la potencia 
de las fuerzas interiores es potencia entregada por el medio). La potencia de tensión 
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puede evaluarse a partir de las tensiones y del campo de velocidades de deformación del 
siguiente modo: 

[ ] [ ]: intP D dV Pσδ σ δ= = −  

En forma desarrollada la potencia de tensión por unidad de volumen es: 

[ ] [ ] ( )11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 23: 2
P

D D D D D D D P
dV

σ
σ

δ
σ σ σ σ σ σ σ ∗= + + + + + = =  

La potencia de tensión sobre un fragmento finito del medio continuo resulta de integrar 
este resultado a todo su volumen: 

[ ] [ ]:
V

P D dVσ σ= ∫  

Es interesante observar que si se descomponen [ ]σ  y [ ]D  en sus componentes esférica 
y desviadora, y teniendo en cuenta que las trazas de las componentes desviadoras son 
nulas, puede expresarse la potencia de tensión como suma de dos términos. 

0 0[ ] : [ ] [ ] : [ ]
V V

P D dV s d dVσ σ= +∫ ∫  

 
donde el primer término está asociado a la potencia de cambio de volumen del medio y 
el segundo a la potencia de cambio de forma. 

 

4.10.3. Forma integral del teorema de las fuerzas vivas 

La energía cinética del medio continuo es igual a la suma de las energías cinéticas de 
cada uno de sus elementos infinitesimales de volumen por lo que puede escribirse: 

2 21 1
2 2C C V

E v dV E v dVδ ρ ρ= ⇒ = ∫  

En consecuencia la forma integral de la versión instantánea del teorema de las fuerzas 
vivas para un volumen de control material puede expresarse como: 

NOTA: esta expresión puede deducirse directamente a partir del principio de la cantidad 
de movimiento simplemente multiplicando ambos miembros por v , integrarlas sobre 
un volumen de control material V y realizar una serie de operaciones matemáticas. 

Transformando la derivada material por aplicación del teorema de Reynolds se obtiene 
la forma integral de dicho teorema para un volumen de control espacial: 

[ ] [ ] 21:
2i e

T T T

int ext i eV S S V V

DP P D dV v t dS v f dS v b dV v dV
Dt

σ ρ+ = − + × + × + × =∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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( )2 21 1 ( )
2 2C C

T

int ext CV S
P P v dV v v n dS

t
ρ ρ∂

+ = + ×
∂∫ ∫  

 

4.10.4. Energía de deformación 

Se define la energía de deformación como el trabajo realizado contra las fuerzas inte-
riores entre dos configuraciones del medio continuo. De forma análoga, el trabajo infi-
nitesimal realizado contra las fuerzas interiores entre dos configuraciones infinitamente 
próximas recibe el nombre de incremento de energía de deformación. El incremento de 
energía de deformación no depende de los corrimientos absolutos sino sólo de los co-
rrimientos relativos entre partículas por lo que puede expresarse en función de los ten-
sores de tensión y de incrementos de deformación. Para ello basta multiplicar por dt la 
expresión encontrada anteriormente para la potencia de tensión ya que, como se vio en 
el capítulo 2: 

ij ijd D dtε =  

En forma desarrollada el incremento de energía de deformación por unidad de volu-
men, o densidad de energía de deformación, es: 

 

( )11 11 22 22 33 33 12 12 13 13 23 232
dE

dE d d d d d d
dV

ε
ε

δ
σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε∗ = = + + + + +  

El incremento de densidad de energía de deformación suele escribirse abreviadamente 
como: 

[ ] [ ]( ) [ ] [ ]:dE tr d dε σ ε σ ε∗ = =  
 
El incremento de energía de deformación sobre un fragmento finito del medio continuo 
resulta de integrar este resultado a todo su volumen: 

[ ] [ ]:
V

dE d dVε σ ε= ∫  

Igual que en el caso de la potencia de tensión, el incremento de energía de deformación 
puede descomponerse en un término de energía de cambio de volumen y otro de energía 
de cambio de forma: 

[ ] [ ] [ ] [ ]0 0: :
V V

dE d dV s d e dVε σ ε= +∫ ∫  

 

donde [ ] [ ]0 0:VdE dσ ε∗ =  es el incremento de densidad de energía de cambio de volu-

men. y [ ] [ ]:ddE s d e∗ =  es el incremento de densidad de energía de distorsión, o de 
cambio de forma. 
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4.11. Teorema de las potencias virtuales 

La potencia de las fuerzas exteriores para un volumen de control material V se expresa 
como: 

[ ]( ) [ ] [ ]div :
i e

T T T T

ext i eV S S V
P v b D dV v t dS v f dS v b dVσ σ = × + + = × + × + ×  ∫ ∫ ∫ ∫

 

De aquí, introduciendo el principio de la cantidad de movimiento, puede evaluarse la 
potencia de tensión como: 

[ ] [ ]:
i e

T T T T

i eV S S V V

DvD dV v t dS v f dS v b dV v dV
Dt

σ ρ= × + × + × − ×∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

Donde la última integral del segundo miembro puede interpretarse como la potencia 
generada por las fuerzas ficticias de inercia. Esta expresión es válida para cualquier 
campo virtual de velocidades físicam 

siendo D∗    el tensor velocidad de deformación asociado al campo de velocidades 
virtuales. 

Evidentemente si el medio continuo está en equilibrio el término asociado a las fuerzas 
de inercia desaparece. 

Esta misma expresión multiplicada por dt da lugar al teorema de los trabajos virtuales, 
sin más que substituir las velocidades virtuales por corrimientos infinitésimos virtuales 

[ ] :[ ]
i e

T T T T

i eV S S V V

Dvd dV du t dS du f dS du b dV du dV
Dt

σ ε ρ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= × + × + × − ×∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 

donde el primer miembro es el incremento virtual de energía de deformación asociado 
al campo de corrimientos virtuales impuestos. 

 

4.12. Primer principio de la termodinámica 

El teorema de las fuerzas vivas establece el principio de conservación de la energía, o 
primer principio de la termodinámica, para un sistema totalmente mecánico. La expre-
sión antes deducida para la versión instantánea de dicho teorema, 

[ ] [ ]21 :
2 i e

T T T

i eV V S S V

D v dV D dV v t dS v f dS v b dV
Dt

ρ σ+ = × + × + ×∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

puede expresarse de forma compacta del siguiente modo: 

 
c

ext
D E DU P
Dt Dt

+ =
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donde U es la energía mecánica interna asociada al proceso deformacional 

DU P
Dt σ=

 

En este enunciado del teorema de la conservación de la energía se contempla sólo la 
existencia de energía mecánica. Dicho planteamiento resulta limitativo para el estudio 
de medios continuos en los que esté también presente energía en forma de calor y en 
los que exista una cantidad significativa de energía como consecuencia de la cinética 
molecular (movimientos microscópicos de las partículas entorno a sus movimientos 
promedio). También son de importancia casos más generales en los que se aporta al 
sistema energía de otros tipos como son la energía debida a campos electromagnéticos, 
energía debida a reacciones químicas o nucleares etc.). En todos estos casos el primer 
principio de la termodinámica debe ser generalizado para incorporar otras formas de 
energía distintas de la mecánica. 

En el caso de un medio termomecánico, dicha generalización se realiza incluyendo en 
U la energía derivada de la cinética molecular y considerando la energía aportada en 
forma de calor. La expresión instantánea del primer principio de la termodinámica 
toma entonces la forma: 

c
ext

D E DU d QP
Dt Dt d t

+ = +  

Se define la energía interna específica u a partir de la expresión 

V
U u dVρ= ∫  

y el calor aportado al medio por unidad de tiempo 

d Q
d t

 

Se considera como la suma de dos componentes: 

− Calor generado en el volumen, caracterizado por la función que expresa la generación 
de calor por unidad de masa y tiempo 

V
zdVρ∫   

− Calor saliente a través de la superficie exterior del medio, caracterizado por el vector 
de flujo de calor por unidad de área y tiempo 

T

S
q n dS− ×∫   
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introduciendo estos conceptos en la expresión del primer principio de la termodinámica 
para un volumen de control material, se tiene: 

 

2

2

i e

V V

T T T

i eS S V V S

D v DdV u dV
Dt Dt

v t dS v f dS v b dV zdV q n dS

ρ ρ

ρ

+ =

= × + × + × + − ×

∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ 



 

o lo que es equivalente, teniendo en cuenta la expresión deducida en 4.10.1 para extPδ  
y transformando la integral de superficie  

T

S
q n dS×∫ 

 

en una integral de volumen por aplicación del teorema de Gauss. 

[ ]( ) [ ] [ ] ( )div : div
T T

V V V V

Dv Duv dV dV v b D dV z q dV
Dt Dt

ρ ρ σ σ ρ × + = × + + + −  ∫ ∫ ∫ ∫ 



 
Entonces, considerando el principio de la cantidad de movimiento, queda: 

[ ] [ ] ( ): div
V V V

Du dV D dV z q dV
Dt

ρ σ ρ= + −∫ ∫ ∫ 



 

expresión que debe ser válida para cualquier volumen de control material, por lo que: 

[ ] [ ]: divDu D z q
Dt

ρ σ ρ= + − 



 

y que para  un volumen de control espacial toma la forma: 

( ) ( ) [ ] [ ]div : div
u

u v D z q
t

ρ
ρ σ ρ

∂
+ = + −

∂




 

NOTA: ver el apartado 4.3. para la transformación del primer miembro de esta igual-
dad 
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Modelos constitutivos materiales 
 

 

 

5.1. Introducción 

En el capítulo anterior se presentaron una serie de ecuaciones fundamentales cuya 
formulación es genérica y única para cualquier medio continuo. En este capítulo se 
introducen las ecuaciones constitutivas que complementan a las anteriores en la des-
cripción fisicomatemática del medio, y que permiten diferenciar a un medio continuo 
de otro. Las ecuaciones constitutivas expresan a escala macroscópica, los comporta-
mientos derivados de la naturaleza interna de la materia. 

Existen diversos tipos de ecuaciones constitutivas, las que describen la conducción del 
calor, como la ley de Fourier, las que usa la termodinámica para describir el estado del 
medio, o ecuaciones de estado, que relacionan las variaciones de presión, volumen y 
temperatura, las que describen el comportamiento tenso-deformacional a temperatura 
constante, y otras más especializadas como por ejemplo las que miden el dañado in-
terno del material a consecuencia de un proceso de deformación o fatiga, etc.. 

La gran variedad de comportamientos posibles en los materiales reales hace que no sea 
posible, ni tan solo deseable, escribir ecuaciones constitutivas genéricas. Es mucho más 
conveniente escribir en cada caso ecuaciones que describan de forma adecuada los 
comportamientos de interés, hasta un nivel suficiente para la aplicación. 

La clase de ecuaciones constitutivas más importante desde el punto de vista puramente 
mecánico es la formada por las ecuaciones de comportamiento material, cuyo objetivo 
es caracterizar macroscópicamente la relación existente entre las fuerzas internas de 
interacción entre las partículas y la cinemática deformacional del medio. El presente 
capítulo se dedica básicamente a ésta última categoría de ecuaciones constitutivas. 

 

5.2. Modelos constitutivos materiales elementales 

Los modelos constitutivos materiales reflejan las relaciones existentes entre tensiones, 
deformaciones y velocidades de deformación, expresando las características internas 
del material en forma de propiedades macroscópicas que intervienen en dichas 
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  σ 
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relaciones. Estas ecuaciones pueden resultar tremendamente complejas si se pretende 
abarcar todos los detalles del comportamiento mecánico y termodinámico del medio. 
Por ello se han desarrollado diversas versiones simplificadas de las mismas que descri-
ben sólo los comportamientos de interés en cada caso, hasta un grado de aproximación 
que se considera suficiente para el objetivo del análisis. En este sentido hay que desta-
car que una excesiva simplificación puede ocultar efectos de interés mientras que una 
complicación excesiva supone un esfuerzo de análisis inútil, siendo preciso llegar a un 
justo equilibrio. 

La representación gráfica más simple de una ecuación constitutiva es el clásico resulta-
do de un ensayo de tracción. Como puede verse en la figura incluso en este caso se 
aprecia ya el efecto de las variaciones de temperatura y de la velocidad de deformación. 

 

 

            

 

 

 

 

El efecto del tiempo es importante y puede ejemplificarse analizando el comportamien-
to de un material sometido a un nivel de tensión constante durante un tiempo limitado, 
tal como se muestra en la figura siguiente: 

 

Un material perfectamente elástico (curva e de la figura) responde de forma práctica-
mente instantánea a la aplicación de la tensión, y si esta se mantiene constante la de-
formación también lo hace. Cuando la tensión desaparece el material recupera 
totalmente su forma inicial, siendo nula la deformación permanente. Se trata de un 
proceso reversible. 

Si el material presenta un comportamiento elastoplástico (curva p de la figura) la de-
formación aumenta de forma relativamente rápida, aún manteniendo la tensión constan-
te, hasta alcanzarse un valor de saturación en el que dicho aumento se detiene. Al 

σ 

t 

ε 

t 
p 

v 

e 

( .)↑ = T cteε
( .)↑ =T cteε
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desaparecer la tensión la parte elástica de la deformación se recupera de forma prácti-
camente instantánea pero el material no recupera su forma inicial, quedando una de-
formación plástica permanente. Se trata de un proceso parcialmente reversible. 

Un material viscoelástico (curva v de la figura) presenta, además de la deformación 
elástica prácticamente instantánea, un aumento sostenido de la deformación en el tiem-
po a tensión constante. Al desaparecer la tensión la parte elástica de la deformación se 
recupera de forma prácticamente instantánea, pero el material no recupera su forma 
inicial hasta transcurrido un cierto tiempo durante el que se produce la relajación de la 
deformación remanente. Esta recuperación puede ser total o no, en cuyo caso se dice 
que el comportamiento es viscoelastoplástico. 

Este último comportamiento es el más general puesto que incorpora a todos los anterio-
res. Sin embargo en la práctica, y por las razones argumentadas anteriormente, se ma-
nejan aproximaciones independientes para cada tipo de comportamiento. Dichas 
aproximaciones se construyen a partir de tres comportamientos básicos, simbolizados 
por los tres elementos mecánicos discretos de la figura siguiente: 

 

 

 (elemento elástico) (elemento viscoso) (elemento de rozamiento) 

 
 
F  F F 

 

 

                                            

 

El muelle representa a las fuerzas interiores conservativas, dependientes de la distancia 
entre las partículas del medio. El amortiguador viscoso representa a las fuerzas disipa-
tivas internas que son función de la velocidad relativa entre partículas. Por último el 
elemento rozamiento representa a las fuerzas internas necesarias para generar desliza-
mientos irreversibles en la estructura del material. 

 
Las ecuaciones constitutivas resultantes pueden agruparse en dos grandes familias en 
función de la influencia o no de la variable tiempo en el comportamiento del medio. 
Dentro de cada una de estas familias pueden realizarse a su vez dos subdivisiones: La 
primera en función de que el comportamiento sea isótropo (iguales propiedades mecá-
nicas en cualquier dirección alrededor de un punto) o anisótropo (no isótropo); la se-
gunda en base a la linealidad o no de las relaciones resultantes entre los parámetros que 
definen el modelo. 

δ δ δ
•
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Todos estos modelos constitutivos unidimensionales pueden ser generalizados a los 
correspondientes comportamientos tridimensionales. 

 

 

5.3 Postulados básicos de las ecuaciones constitutivas materiales 

Se admite que cualquier ecuación constitutiva utilizada para la descripción del compor-
tamiento material debe verificar los siguientes criterios: 

1º) Principio de determinismo del estado de tensión: El estado de tensión en un medio 
continuo queda determinado por la historia temporal de su cinemática. 

En el caso particular de los medios sólidos elásticos y de los fluidos este principio se 
relaja admitiéndose que el estado de tensión depende sólo de la cinemática instantánea 
desapareciendo cualquier incidencia de su historia anterior. 

2º) Principio de la acción local: El estado de tensión en un punto depende sólo de la 
cinemática en el entorno del mismo. 

3º) Principio de indiferencia frente a cambios de referencia: Las ecuaciones constituti-
vas deben ser invariantes frente a cambios de referencia. 

4º) Principio de admisibilidad física: Las ecuaciones constitutivas deben ser compati-
bles con el primer y segundo principios de la termodinámica. 

Estos postulados puramente mecánicos se complementan con otros derivados de consi-
deraciones termodinámicas, útiles para el estudio de medios continuos sólidos. 
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5.4. Modelos constitutivos materiales sólidos 

En este capítulo se presentan de forma detallada algunos de los modelos constitutivos 
materiales más importantes, haciendo especial énfasis en el sólido elástico lineal. 

 

5.4.1. Sólido elástico 

En un medio elástico se admite, por definición de elasticidad, que el proceso tenso-
deformacional es totalmente reversible. Puede demostrarse que siendo así, y para una 
transformación adiabática e isoterma, la energía interna es puramente mecánica e igual 
a la energía de deformación. Al ser la energía interna función de estado, quiere esto 
decir que a cada estado de tensión le corresponde un estado de deformación y solo uno, 
independientemente del camino de carga. En el modelo puramente elástico las fuerzas de 
interacción dependen sólo de la variación de la distancia entre partículas esto es, del 
estado de deformación, y no de la velocidad de deformación. 

La función densidad de energía de deformación podrá expresarse en función de las 
deformaciones y su diferencial será: 

ij
ij

E
d E dε

ε ε
ε

∗
∗ ∂

=
∂∑  

Comparando esta expresión con la correspondiente al incremento de energía de defor-
mación se concluye que las derivadas parciales de la energía de deformación coinciden 
con las tensiones. 

ij ij ij
ij

E
d E d ε

ε σ ε σ
ε

∗
∗ ∂

= ⇒ =
∂∑  

Por otra parte las derivadas parciales segundas serán independientes del orden de deri-
vación con lo que: 

ijd k

ij k k ij

E σ σ
ε ε ε ε

∂∂ ∂
= =

∂ ∂ ∂ ∂


 

 

 

Sólido elástico lineal 

Lo visto hasta aquí es valido para un sólido elástico en general. Sin embargo se observa 
en muchos materiales sólidos que el comportamiento elástico es, al menos para las 
deformaciones de interés práctico, también un fenómeno lineal. De aquí surge el mode-
lo de elasticidad lineal, en el que se considera sólo el rango de deformaciones infinité-
simas. 

El medio continuo sólido elástico lineal constituye uno de los modelos más simple de 
comportamiento, siendo a la vez uno de los más útiles. En este apartado se estudia en 
detalle este tipo de modelo, primero para el caso isotermo (sin variación de la tempera-
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tura) y luego para el caso no isotermo (con variación de temperatura) dando lugar el 
modelo de sólido termoelástico. 

El modelo constitutivo elástico lineal puede generalizarse a partir del comportamiento 
uniaxial considerando, en el caso isotermo, que la relación entre todas las componentes 
del tensor tensión y todas las componentes del tensor deformación puede expresarse en 
forma de una aplicación lineal. 

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

D

σ ε
σ ε
σ ε
σ ε
σ ε
σ ε

   
   
           =    
        
   
      

 

[D] es un tensor de cuarto orden representado por una matriz de constantes elásticas 
que define una aplicación lineal de R6 en R6. La expresión de las tensiones en función 
de las deformaciones recibe el nombre de ecuaciones de Lame mientras que la de las 
deformaciones en función de las tensiones se conoce como ley de Hooke: 

{ } [ ] { }Dσ ε
= =

=  { } [ ] { }Cε σ
= =

=  

 Ecuaciones de Lame Ley de Hooke 

siendo evidentemente: [ ] [ ] 1D C −=  

La existencia de una función energía de deformación permite asegurar que las matrices 
[D] y [C] son simétricas. En efecto, por ejemplo: 

11 11 11 12 22 13 33 14 12 15 13 16 23

22 21 11 22 22 23 33 24 12 25 13 26 23

D D D D D D
D D D D D D

σ ε ε ε ε ε ε
σ ε ε ε ε ε ε

= + + + + +
= + + + + +  

Derivando y teniendo en cuenta la igualdad de las derivadas cruzadas de la energía de 
deformación: 

11 22
12 21

22 11

D Dσ σ
ε ε

∂ ∂
= = =

∂ ∂
 

resultado que es generalizable al resto de componentes fuera de la diagonal. 

Por tanto, en el caso más general, contiene sólo 21 constantes independientes. La ex-
presión más general de [D] corresponde a sólidos anisótropos con características elásti-
cas dependientes de la dirección alrededor de un punto. No obstante es frecuente que 
los materiales presenten algún tipo de simetría interna que permita reducir ostensible-
mente el número de constantes independientes. El caso que se estudiará seguidamente 
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es la situación más simple posible correspondiente al comportamiento isótropo, es decir 
independiente de la dirección. 

Al imponer la condición de isotropía la relación entre tensiones y deformaciones debe 
resultar invariante respecto a una rotación arbitraria de la base de estudio. Puede de-
mostrarse que tal condición conduce a que la matriz [D] tome la forma: 

 

 

 

 

 

Donde los términos no nulos d1, d2 y d3 quedan definidos por sólo dos constantes inde-
pendientes. De este resultado se desprende que: 

a) La caracterización macroscópica del comportamiento elástico lineal isótropo 
puede realizarse mediante sólo dos propiedades características del material. 

b) Observando la estructura de la matriz [D] es inmediato ver que, sea cual sea la 
base de estudio, las componentes diagonales de los tensores tensión y defor-
mación se relacionan entre sí, con independencia de las componentes fuera de 
la diagonal, y viceversa. Dicho de otro modo, la relación entre tensiones nor-
males y deformaciones longitudinales está totalmente desacoplada de la rela-
ción existente entre las tensiones cortantes y las deformaciones angulares. 

c) Como consecuencia inmediata de lo anterior se deriva que las direcciones 
principales de tensiones y deformaciones coinciden. 

NOTA: Un tipo importante de comportamiento elástico corresponde a los de-
nominados sólidos ortótropos. Dichos materiales no son isótropos pero presen-
ta tres planos de simetría ortogonales entre sí. En este caso la matriz [D] tiene 
9 componentes independientes. 

 

Ley de Hooke generalizada 

Como se ha comentado anteriormente, en un sólido isótropo las matrices [C] y [D] son 
invariantes frente a rotaciones. Por este motivo es válido establecer las componentes 
razonando sobre los ejes principales, comunes a tensiones y deformaciones. El resulta-
do obtenido será entonces también válido para cualquier otra dirección. 

Por otra parte al suponer un comportamiento lineal, y en el ámbito de las pequeñas 
deformaciones será también válido el principio de superposición, con lo que podrá 
derivarse el comportamiento multiaxial a partir del comportamiento uniaxial que se 
estudia a continuación. 

[ ]

1 2 2

2 1 2

2 2 1

3

3

3
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0 0 0 0 0
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Para una única tensión normal aplicada en la dirección 1, la ley de Hooke elemental 
establece los siguientes dos resultados de la observación experimental: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) La tensión aplicada es proporcional a la deformación longitudinal resultante. 
La relación de proporcionalidad entre ambas E es una constante características 
del material denominada módulo de Young o módulo elástico. E es una canti-
dad dimensional que se expresa en unidades de tensión al ser la deformación 
una magnitud adimensional. 

1 1Eσ ε=  

 

b) La deformación en la dirección longitudinal lleva asociada una deformación trans-
versal. Ambas deformaciones mantienen también una relación de proporcionalidad 
caracterizada por una constante característica del material ν denominada coeficiente 
de Poisson. ν es una cantidad adimensional puesto que relaciona dos magnitudes 
que también lo son. 

2 3 1ε ε ν ε= = −  

El signo − se introduce en la ecuación debido a que en casi la totalidad de casos prácti-
cos las deformaciones longitudinal y transversal son de signo contrario y de este modo 
ν resulta una cantidad positiva. No obstante, como se verá posteriormente, aún con esta 
definición algunos materiales presentan coeficientes de Poisson negativos. 
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Algunos valores típicos de E y ν se recogen en la siguiente tabla: 

MATERIAL E (MPa) ν 

Acero 206.000 0.29 

Aluminio 71.000 0.32 

Plomo 17.000 0.44 

Hormigón 20.000 0.20 

Goma 1 a 3 0.48 

Imaginemos ahora un estado de tensión arbitrario expresado en sus ejes principales. 
Puede suponerse este estado de tensión como el resultado de la superposición del efecto 
de tres estados de tensión uniaxiales ortogonales aplicados según cada una de las tres 
direcciones principales. 

= + + 
 

Al aplicar separadamente sobre el material sendas solicitaciones uniaxiales según cada 
uno de los ejes principales se originarán las deformaciones que se indican en las tres 
primeras columnas de tabla siguiente: 

ε 1 1
E

σ
2E

ν σ−  3E
ν σ− ( )( )1 2 3

1
E

σ ν σ σ− +

ε 2 1E
ν σ−  2

E
σ

3E
ν σ− ( )( )2 1 3

1
E

σ ν σ σ− +

ε 3 1E
ν σ−  2E

ν σ−  3
E

σ ( )( )3 1 2
1
E

σ ν σ σ− +
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Como se ha dicho, la situación real resulta de la superposición de estos tres casos de 
modo que la deformación total en una dirección cualquiera será igual a la suma de las 
aportaciones de cada uno de ellos a la deformación en esa dirección. El resultado de la 
superposición se recoge en la cuarta columna de la tabla, o en forma matricial: 

1 1

2 2

3 3

1
1 1

1
E

ε ν ν σ
ε ν ν σ
ε ν ν σ

− −     
    = − −    
    − −     

 

 

Los resultados de la cuarta columna de la tabla anterior pueden escribirse de forma más 
conveniente para su generalización del siguiente modo: 

( )

( )

( )

1 1 2 3 1

2 1 2 3 2

3 1 2 3 3

1

1

1

E E

E E

E E

ν νε σ σ σ σ

ν νε σ σ σ σ

ν νε σ σ σ σ

− +
= + + +

− +
= + + +

− +
= + + +

 

 
Aplicando la notación habitual para la escritura de los correspondientes tensores de 
tensión y deformación: 

 

 

 

Pero al tratarse de un sólido isótropo dicha relación es invariante con lo que en general 
deberá cumplirse: 

 

 

En forma compacta, recordando que: 
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1 1

2 1 2 3 2

3 3
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o bien en componentes:

( )( )

( )( )

( )( )

11 11 22 23 12 12

22 22 11 33 13 13

33 33 22 11 23 23

1 1

1 1

1 1

E E

E E

E E

νε σ ν σ σ ε σ

νε σ ν σ σ ε σ

νε σ ν σ σ ε σ

+
= − + =

+
= − + =

+
= − + =

 

Estas ecuaciones dejan patente el hecho de que en un sólido elástico lineal isótropo las 
relaciones entre tensiones y deformaciones quedan definidas mediante sólo dos cons-
tantes elásticas, en este caso E y ν. Sin embargo existen otras posibles definiciones de 
las constantes elásticas basadas en fenómenos físicos distintos de la deformación bajo 
el ensayo de tracción, aunque en conjunto sigue siendo cierto que sólo dos de todas 
ellas resultan independientes. 

Módulo de elasticidad transversal y módulo de compresibilidad 

Seguidamente se definen otras dos constantes elásticas de gran importancia por su 
significado físico. 

a) Módulo de elasticidad transversal G:

Si se somete un bloque paralepipédico de material elástico lineal a un ensayo de ciza-
lladura pura y se relaciona la tensión cortante aplicada con la variación angular corres-
pondiente, ambas resultan proporcionales con una relación de proporcionalidad G 
denominada módulo de elasticidad transversal o módulo cortante. 

G es una cantidad que se expresa en unidades de tensión al ser la variación angular una 
magnitud adimensional. 

Observando las relaciones dadas por la ley de Hooke y recordando el significado físico 
de las componentes fuera de la diagonal de los tensores de tensión y deformación es 
inmediato observar que: 

( )
1 1
2 2 1ij ij ij ij ij

E
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νε γ σ γ σ
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y por tanto G se relaciona con E y con ν del siguiente modo: 

( )2 1
EG

ν
=

+
 

b) Módulo de compresibilidad. 

El módulo de compresibilidad a temperatura constante K, expresa la relación de pro-
porcionalidad existente entre la deformación volumétrica unitaria εv y la tensión hidros-
tática. En efecto, si expresamos la ley de Hooke en ejes principales se tiene: 

 
 

 

 

 

Sumando estas tres expresiones miembro a miembro se obtiene finalmente: 

( ) ( )
1 2 3 1 2 3 0

3 1 21 2
v E E

ννε ε ε ε σ σ σ σ
−−

+ + = = + + =  

El primer miembro tiene un significado físico inmediato puesto que es la deformación 
volumétrica unitaria asociada al estado de deformación. En el segundo miembro se 
observa que ésta resulta proporcional a la tensión hidrostática aplicada. Se define el 
módulo de compresibilidad K a partir de este resultado del siguiente modo: 

( )3 1 2
EK

ν
=

−
 

La ecuación: 

K ε v = σo 

Es la forma que toma la ecuación de estado de un sólido elástico lineal en el caso iso-
termo. 

K es una cantidad dimensional que se expresa en unidades de tensión al ser la deforma-
ción volumétrica unitaria una magnitud adimensional. 

 

Ecuaciones de Lamé 

La ley de Hooke generalizada expresa las deformaciones en función de las tensiones. 
Las ecuaciones de Lamé resultan de invertir dichas relaciones a fin expresar las tensio-
nes en función de las deformaciones. Para ello se introducen dos nuevas constantes 
elásticas conocidas como coeficientes de Lamé, definidas del siguiente modo: 

( )( )

( )( )

( )( )

1 1 2 3

2 2 1 3

3 3 1 2

1

1
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ε σ ν σ σ
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= − +
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( ) ( ) ( )1 1 2 2 1
E Eνλ µ

ν ν ν
= =

+ − +
 

La primera constante de Lamé no tiene un significado físico concreto y su introducción 
es puramente operativa en orden a simplificar las expresiones resultantes. La segunda 
constante de Lamé es el módulo de elasticidad transversal G ya definido. 

Las ecuaciones de Lamé son, en forma desarrollada: 

11 11 12 12

22 22 13 13

33 33 23 23

2 2

2 2

2 2

v

v

v

σ λ ε µε σ µε

σ λ ε µε σ µε

σ λ ε µε σ µε

= + =

= + =

= + =

y en forma compacta, 

Relaciones entre las constantes elásticas 

Como ya se ha dicho, en un sólido elástico lineal existen sólo dos constantes indepen-
dientes. En consecuencia pueden tomarse dos como fundamentales y expresar las de-
más en función de ellas. 

Tomando E y ν como fundamentales se tienen las expresiones ya conocidas: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 3 1 2
E E EKνλ µ

ν ν ν ν
= = =

+ − + −

Tomando λ y µ como fundamentales se tienen las siguientes formas alternativas: 

( )
3 2 2

2 3
E Kλ λ µν µ λ µ

λ µ λ µ
+

= = = +
+ +

 

Finalmente, tomando K y G como fundamentales se tiene: 

( )
3 2 9 2

2 3 3 3
K G G K GE K

K G K G
ν λ−

= = = −
+ +

Evidentemente pueden escribirse otras relaciones tomando cualquier pareja de constan-
tes como fundamental. 

[ ] [ ] [ ]2v Iσ λ ε µ ε= +
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Campo de existencia de las constantes elásticas fundamentales 

El hecho de que un modelo material elástico lineal isótropo sea físicamente posible 
establece límites a los valores de las constantes elásticas que lo definen. Así por ejem-
plo, por razonamientos de tipo energético, se encuentra que K y G deben encontrarse en 
el rango:  0 ,K G< ≤ ∞  

Por otra parte para que el material sea estable debe cumplirse que E > 0. Estas condi-
ciones fijan el campo de variación posible para los valores del coeficiente de Poisson. 
En efecto: 

( )

( )

0
2 1 0 1

0
1 0.5

0
3 1 2 0 0.5

0

G
E

K
E

ν ν
ν

ν ν

> 
⇒ + > ⇒ − <>  − < <

> 
⇒ − > ⇒ <> 

 

Para ν = 0.5, K se hace infinito. Se trata de un sólido incompresible en el que la tensión 
hidrostática puede tomar cualquier valor ya que: 

0 0V K
σ

ε = =  siendo 0σ  cualquier valor finito. 

Existen diversos materiales que se aproximan a la condición de incompresibles, como 
por ejemplo las gomas. 

Para ν = −1, G se hace infinito. Se trataría de un sólido compresible pero indistorsiona-
ble. Aunque tal comportamiento es compatible con la física, es muy extraño en la prác-
tica. De hecho en los materiales habituales el coeficiente de Poisson no baja por debajo 
de 0 (aunque existen materiales con coeficientes de Poisson negativos), por lo que en 
algunos textos se establece como límites al coeficiente de Poisson los siguientes: 

 

 
Relaciones entre partes esféricas y desviadoras 

En un sólido elástico lineal la parte esférica del tensor tensión resulta proporcional a la 
parte esférica del tensor deformación con un factor de proporcionalidad igual a 3K, 
mientras que la parte desviadora de tensión lo es a la parte desviadora de deformación 
con un factor de proporcionalidad 2G. En efecto: 

0 VKσ ε=  y por tanto 

[ ]0 0[ ] 3 [ ]VK I Kσ ε ε= =  

Por otra parte: [ ] [ ] [ ] ( ) [ ]0 0 0 0[ ] 3 [ ] 2 3 [ ] 3 [ ] 2S K Kσ σ λ ε µ ε ε λ ε µ ε= − = + − = − +  

0 0.5ν< ≤
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y teniendo en cuenta que: 
2 2
3 3

Kλ λ λ µ µ− = − − = −  

resulta finalmente una relación entre las partes desviadoras de los tensores tensión y 
deformación: 

[ ] [ ] [ ] [ ]02 [ ] 2 2 2S e G eµ ε µ ε µ= − + = =  
 

con lo que: [ ] [ ]03 [ ] 2K G eσ ε= +  y en forma inversa: [ ] [ ]0[ ]
3 2

S
K G

σ
ε = +  

Por este motivo K y G reciben también los nombres de módulo elástico isotrópico y 
módulo elástico distorsional respectivamente, siendo consideradas como las caracterís-
ticas elásticas más fundamentales desde el punto de vista físico. 

 

Energía de deformación 

Debido al carácter lineal de la relación entre [ ]σ  y [ ]ε  y a la independencia del valor 
final de la densidad de energía de deformación respecto al camino de carga (condición 
que define el carácter elástico del material), su cálculo resulta muy simple. 

 
En efecto, considerando el caso uniaxial se tiene: 

 

 

 

 

De igual modo en el caso multiaxial se tiene: 1[ ] : [ ] [ ] : [ ]
2

E dε σ ε σ ε∗ = =∫  

NOTA:  ( )1 1[ ] : [ ] [ ][ ]
2 2

Trσ ε σ ε=  (doble producto escalar)  

Eε
∗  puede expresarse sólo en función de las deformaciones introduciendo las ecuacio-

nes de Lamé. 

 

En efecto: 

 

σ 

ε 

∗
εE

 

2 1
2 2
EE d E dε σ ε ε ε ε σ ε∗ = = = =∫ ∫

[ ] [ ] [ ]03 2σ λ ε µ ε= +
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con lo que 

2
0

3 [ ] : [ ] [ ] : [ ] [ ] : [ ]
2 2 vEε

λλ ε ε µ ε ε ε µ ε ε∗ = + = +  

Alternativamente Eε
∗  puede expresarse sólo en función de las tensiones aplicando la 

ley de Hooke: 

[ ] [ ] [ ]0
3 1
E E
ν νε σ σ+

= − +  

con lo que: 

( )( )2
0 0

3 1 1[ ] : [ ] [ ] : [ ] 9 1 [ ] : [ ]
2 2 2

E
E E Eε
ν νσ σ µ σ σ ν σ ν σ σ∗ +

= − + = − + + =

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
11 22 33 11 22 11 33 22 33 12 13 23

1 2 2 1
2E

σ σ σ ν σ σ σ σ σ σ ν σ σ σ = + + − + + + + + + = 
2

1 21
2

I I
E G

 
= − 

 

La densidad de energía de deformación puede descomponerse como suma de las ener-
gías de cambio de forma y volumen sin más que considerar: 

2 2
0 1

0 0 0 0 0 0
1 1[ ] : [ ] [ ] : [ ] [ ] : [ ]
2 6 2 18V

IE d
K K K

σ
σ ε σ ε σ σ∗ = = = = =∫

2
02 31 1[ ] : [ ] [ ] : [ ] [ ] : [ ]

2 4 2 4d
JE S de S e S S

G G G
τ∗ = = = = − =∫

Comportamiento elástico lineal isótropo no isotermo 

Lo visto hasta aquí corresponde a un comportamiento isotermo, es decir sin variaciones 
de temperatura durante el proceso de transformación geométrica del medio continuo. 
Sin embargo en muchas aplicaciones prácticas de la ingeniería las deformaciones de 
origen mecánico, producidas por las tensiones, se acompañan de dilataciones y con-
tracciones térmicas originadas por variaciones de temperatura. 

Es conocido de la física elemental que, entre ciertos límites, el volumen de un cuerpo 
libre de coacciones varía proporcionalmente con la temperatura. La relación entre am-
bas magnitudes físicas se caracteriza mediante una constante del material denominada 
coeficiente de dilatación térmica, definido en el caso uniaxial por la expresión: 

0
0

1∆
∆ = ∆ ⇒ = =

∆ ∆


 



T
T T

εα α  



Modelos constitutivos materiales 

141 

El coeficiente de dilatación térmica es por tanto una cantidad dimensionalmente inversa 
a una temperatura. 

La generalización de esta expresión al caso multiaxial se sigue de la observación empí-
rica de que la dilatación térmica es isotrópica, es decir igual en todas direcciones, y en 
consecuencia puede escribirse: 

[ ]
0 0

[ ] 0 0
0 0

T

T
T I T

T

α
ε α α

α
∆

∆ 
 = ∆ = ∆ 
 ∆ 

Por tanto, en presencia de variaciones de temperatura, el estado de deformación total 
que experimenta un sólido resulta de la superposición de la deformación térmica con la 
deformación mecánica originada por las tensiones. La consideración de estas dos apor-
taciones conduce a las ecuaciones constitutivas del comportamiento sólido termo-
elástico lineal. 

A continuación se introduce el efecto de las variaciones de temperatura en cada una de 
las ecuaciones vistas anteriormente para las transformaciones isotermas. Es de destacar 
sin embargo que en este caso las constantes elásticas del material así como el coeficien-
te de dilatación térmica pueden ser función de la temperatura, factor que en muchas 
ocasiones debe tenerse en cuenta. 

En las siguientes ecuaciones ε  es la deformación total (mecánica + térmica) 

siendo 

a) Ecuación de estado:

[ ]0 0[ ] 3 ( [ ] )K T Iσ ε α= − ∆

b) Ley de Hooke generalizada no isoterma (Relaciones de Duhamel-Neumann):

( )( )

( )( )

( )( )

11 11 22 33 12 12

22 22 11 33 13 13

33 33 22 11 23 23

1 1

1 1

1 1

T
E E

T
E E

T
E E

νε σ ν σ σ α ε σ

νε σ ν σ σ α ε σ

νε σ ν σ σ α ε σ

+
= − + + ∆ =

+
= − + + ∆ =

+
= − + + ∆ =

 

[ ] [ ] [ ]0
3 1T I
E E
ν νε α σ σ+ = ∆ − + 

 
 

[ ] [ ]

[ ]

{ } { } ( { } { } ) (Lamé)

{ } { } { } (Hooke)

m T

T

D D

C

σ ε ε ε

ε σ ε

= = = =

∆

= = =

∆

= = −

= +

{ } { } { }m Tε ε ε
= = =

∆= +
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c) Ecuaciones de Lamé:

11 11 12 12

22 22 13 13

33 33 23 23

2 3 2
2 3 2
2 3 2

v

v

v

K T
K T
K T

ε λ ε µε α σ µε
ε λ ε µε α σ µε
ε λ ε µε α σ µε

= + − ∆ =
= + − ∆ =
= + − ∆ =

d) Relaciones [ ] [ ],σ ε  en términos de las componentes esféricas y desviadoras:

[ ] ( ) [ ] [ ]03 2K T I G eσ ε α= − ∆ +

[ ] [ ] [ ]0

3 2
S

T I
K G

σ
ε α = ∆ + + 

 

Es importante notar que en estas ecuaciones las constantes elásticas y el coeficiente 
térmico α son en realidad variables con la temperatura, por lo que deben considerarse 
valores medios en el intervalo de temperaturas espLa capacidad de un material sólido 
para mantener un comportamiento elástico (reversible) no es infinita. Cuando se supera 
cierto límite en términos de tensión o de deformación, aparecen deformaciones irrever-
sibles que persisten aún en ausencia de las acciones que las ocasionaron. 

En este apartado se presentan una serie de criterios que permiten establecer el límite del 
comportamiento elástico. La aplicabilidad de dichos criterios trasciende la hipótesis de 
linealidad e incluso en algunos casos tienen también aplicaciones más allá del límite 
elástico. 

Introducción al mecanismo físico del fallo estático 

Cuando un material es traccionado manteniendo la tensión por debajo de cierto límite 
la deformación resultante es temporal, recuperándose la forma inicial al desaparecer el 
esfuerzo. Si dicho límite es superado aparecen deformaciones irreversibles, y si la 
solicitación externa perdura puede llegarse a la rotura final. 

A nivel atómico los materiales metálicos pueden sufrir tres tipos distintos de alteracio-
nes de su red cristalina bajo la acción de las tensiones internas. Dichas alteraciones son 
el deslizamiento, el maclaje y el clivaje. Hay un valor crítico de la tensión cortante para 
que se inicie el deslizamiento, valor que disminuye con la temperatura. Así mismo hay 
un valor crítico de la tensión cortante para que tenga lugar el maclaje, valor que depen-
de del nivel de deformación previa. Por último, existe un valor crítico de la tensión 
normal para iniciar el clivaje sobre un plano en particular, no sensible a la deformación 
previa ni a la temperatura. 

El proceso de fallo que tiene finalmente lugar depende de la tensión crítica que se su-
pera primero. En el caso de que se produzca un deslizamiento o un maclaje, el metal 

[ ] ( ) [ ] [ ]3 2v K T Iσ λ ε α µ ε= − ∆ +
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presentará deformación plástica y posteriormente una rotura dúctil. Si la tensión crítica 
que se supera primero es la de clivaje se producirá la rotura frágil por separación de dos 
planos cristalinos. 

En la siguiente figura se representa un esquema, denominado diagrama de estado me-
cánico, que permite visualizar la variedad de fallo que puede tener lugar. La situación 
está algo simplificada puesto que se considera un solo valor crítico para los mecanis-
mos de fallo asociados a las tensiones cortantes. El diagrama se construye partiendo de 
que, en función del tipo de estado tensional, los materiales pueden fallar como conse-
cuencia de las tensiones normales de tracción, por desprendimiento, o de las tensiones 
cortantes, por cizalladura. Según esto se representan los valores críticos correspondien-
tes a cada concepto en forma de fronteras sobre el gráfico. Dichas fronteras se conside-
ran características del material. 

Sobre el mismo gráfico se han representado las fronteras correspondientes a dos tipos 
de material uno en línea continua y el otro en línea discontinua. Así mismo se han re-
presentado tres líneas que corresponden a la evolución de tres estados tensionales dis-
tintos durante un proceso de carga proporcional. 

 

 

 

 

 

 

 

Si consideramos el comportamiento del primer material (fronteras en línea continua) 
observamos que en el primer caso, línea 1, se producirá el fallo por desprendimiento 
antes que la deformación plástica, dando lugar a un comportamiento frágil. En el se-
gundo caso, línea 2, se iniciará un fallo por fluencia y una posterior rotura por despren-
dimiento. Por último, en el caso representado por la línea 3, se iniciará un fallo por 
fluencia plástica y una posterior rotura por cizallamiento. En estos dos últimos casos el 
comportamiento será más bien dúctil. Si consideramos ahora el comportamiento del 
segundo material (fronteras en líneas discontinuas) observamos que en todos los proce-
sos de carga el fallo final se produce de forma frágil, por desprendimiento, sin que 
llegue a producirse fluencia plástica en los casos 1 y 2. 

Por tanto el comportamiento dúctil o frágil del material depende de su constitución 
física (en los metales se considera un comportamiento frágil cuando el alargamiento a 
rotura en el ensayo de tracción es inferior al 5%) pero también del estado tensional a 
que se ve sometido. 

La aparición de cualquiera de estos fenómenos, rotura o fluencia, supondrá o bien el 
fallo del material o bien la aparición de deformaciones irreversibles. Por este motivo 
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resulta de gran importancia establecer criterios que fijen la frontera por encima de la 
cual se presentará cada tipo de fallo. 

En las situaciones simples de tracción, compresión y cortadura puras es relativamente 
fácil establecer experimentalmente dicho límite. Sin embargo el problema resulta mu-
cho más complejo cuando el estado tensional es multiaxial. En lo que sigue se exponen 
diversos enfoques para resolver esta cuestión. 

 

La superficie límite en el espacio de las tensiones principales 

La Mecánica del Medio Continuo permite dar una solución al problema de valorar el 
fallo de un material determinado bajo tensión. Para ello se introduce el concepto de 
superficie límite que se describe seguidamente, y que es válido para predecir el fallo en 
un material isótropo tanto si éste consiste en inicio de deformaciones irreversibles co-
mo si consiste en la rotura. 

Sea [σ ] el tensor tensión que actúa sobre un punto de un material isótropo. Como es 
sabido, dicho tensor queda definido por seis cantidades independientes, 3 tensiones 
normales y 3 tensiones cortantes. Si se expresa el tensor en sus ejes principales, estas 6 
variables son substituidas por las 3 tensiones principales y los 3 ángulos que orientan 
las direcciones principales. Sin embargo si el material es isótropo desde un punto de 
vista resistente, la orientación de las tensiones principales no puede incidir en la eva-
luación de la condición de fallo, por lo que el estado de tensión debe quedar totalmente 
caracterizado desde éste punto de vista, sólo con la terna de valores correspondientes a 
las tensiones principales. 

Así pues puede considerarse que en un sólido isótropo cada posible tensor tensión que-
da representado por un punto en un espacio tridimensional cuyas coordenadas son las 
tensiones principales. Dicho espacio se denomina espacio de Haigh-Westergaard. 

 

 

 

 

 

[ ] 1 2 3∗ ∗ ∗, ,
σ  

Dado un estado de tensión arbitrario sus componentes se pueden escalar mediante un 
factor k que varíe entre 0 y cualquier valor. De este modo podemos imaginar un expe-
rimento ideal consistente en, partiendo del origen, ir incrementando el estado de ten-
sión proporcionalmente hasta alcanzar la situación límite más allá de la cual aparece el 
fallo (rotura o deformación irreversible). El valor de K para ese instante representa el 
número por el que hay que multiplicar el estado de tensión dado para alcanzar la condi-
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σ 1 
σ 2 

σ 3 

ción límite. En términos de ingeniería dicho valor recibe el nombre de coeficiente de 
seguridad. 

Evidentemente el proceso de carga así definido queda representado mediante un seg-
mento de recta en el espacio de las tensiones principales que parte del origen y acaba 
en un punto que representa el estado límite. Si para un material dado, y para el meca-
nismo de fallo analizado, se repite este experimento en todas las posibles orientaciones 
alrededor del origen, se obtendrá finalmente una superficie, lugar geométrico de todos 
los puntos representativos de estados límite así obtenidos, conocida como superficie 
límite. 

La superficie límite es una característica del material que define su resistencia respecto 
a un modo de fallo determinado. Un estado de tensión dado es "seguro" si el coeficiente 
de seguridad es mayor que la unidad, es decir si el punto representativo del estado de 
tensión está dentro de la superficie límite. 

Para el caso particular habitual de tensión plana, en el que una de las tensiones princi-
pales es nula, el dominio de seguridad queda definido por una curva cerrada, intersec-
ción de la superficie límite con uno de los planos coordenados. 

Para un mismo material pueden existir diversas superficies límite, cada una de ellas 
asociada a un modo de fallo distinto. El modo de fallo que se produce primero depende 
de la superficie límite que se alcanza en primer lugar durante el proceso de carga. El 
"fallo" en un sentido genérico queda definido entonces por la envolvente interior de 
todas las posibles superficies límite. 

Este enfoque es teóricamente correcto pero presenta un grave inconveniente práctico; la 
determinación de la superficie límite por el camino señalado resultaría tremendamente 
laboriosa y su coste inasumible. Por este motivo se han desarrollado diversas teorías de 
fallo, consistentes en establecer algún tipo de aproximación continua a la superficie 
límite. Dichas aproximaciones han sido o bien de tipo puramente matemático, postu-
lando una ecuación genérica de la superficie límite y ajustando sus coeficientes a los 
datos experimentales disponible, o bien de tipo físico, postulando parámetros definito-

P (K=1) 

σ 1 

σ 2 

σ 3 

K = Cs 
( )

321 ,, σσσ

K = 0 

( ) ( )1 2 3 1 2 3, , , ,S PCσ σ σ σ σ σ=  



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

146 

[ ] 1 2 3∗ ∗ ∗, ,
σ

rios del fallo (tensiones, deformaciones o energía de deformación) y utilizando el valor 
de dichos parámetros para correlacionar cualquier estado tensional genérico con los 
resultados de los ensayos tecnológicos disponibles, generalmente tracción, compresión 
o cizalladura simples. 

 

Concepto de tensión equivalente 

El último enfoque expuesto para la estimación de la superficie límite lleva generalmen-
te asociado el hecho de que la información disponible suele ser únicamente la corres-
pondiente al ensayo de tracción uniaxiales, en cuyo caso resulta especialmente útil el 
concepto de tensión equivalente que se define seguidamente. 

La tensión equivalente a un estado de tensión multiaxial, y para un modo de fallo dado, 
es aquella tensión que en el ensayo de tracción uniaxial causaría el mismo "efecto" que 
el estado multiaxial analizado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hay que interpretar aquí que “causar el mismo efecto” es sinónimo de que cierto pará-
metro físico, considerado determinante del fallo, tome el mismo valor en el estado 
uniaxial equivalente que en el estado multiaxial por él representado. 

Es de destacar que existen materiales con diferente valor de resistencia a tracción que a 
compresión; dichos materiales se denominan asimétricos. Para ellos pueden definirse 
dos tensiones equivalentes (una para tracción y otra para compresión) o bien una única 
tensión equivalente definida a tracción. 
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Seguidamente se presentan las principales teorías de fallo existentes en función del 
parámetro de correlación considerado, la superficie límite a la que dan lugar, así como 
la expresión de la correspondiente tensión equivalente asociada. 

Teorías simples de fallo 

Se incluyen bajo este título seis teorías que se fundamentan en la elección de uno solo 
de los muchos factores que influyen sobre la resistencia del material. 

Teoría de la tensión normal máxima (Rankine) 

La teoría de la tensión normal máxima postula que, para un estado de tensión arbitrario, 
el fallo del material comienza cuando una de las tensiones principales extremas alcanza 
un valor igual al valor límite de dicho parámetro asociado al fallo a tracción o a 
compresión en los ensayos de tracción y compresión simples. 

En consecuencia la tensión normal debe mantenerse acotada entre los valores: 

e e
σ σ σ− +− ≤ ≤  

La condición límite, expresada en función de las tensiones principales ordenadas es: 

III IC Te e
σ σ σ σ− += =  

Es fácil comprobar que estas condiciones corresponden a un cubo en el espacio de las 
tensiones principales. Dicho cubo queda desplazado del origen si el material es 
asimétrico. 

La tensión equivalente toma dos posibles valores según se trate de comparar con la 
tensión límite a tracción o a compresión. 

Es de destacar que este criterio predice una resistencia finita tanto a la tracción como a 
la compresión hidrostáticas. Aunque lo primero es consistente con las observaciones 
experimentales, no parece que pueda fijarse un límite a la resistencia a la compresión 
hidrostática. 

( ) ( )1 2 3 1 2 3max , , min , ,eq eqT Cσ σ σ σ σ σ σ σ+ −= =
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Para el caso habitual de tensión plana se obtiene un cuadrado. 

 

 

 

 

 
 
En este mismo gráfico es inmediato ver que en un caso de cizalladura pura, donde las 
tensiones principales son iguales y de signos contrarios e iguales en valor absoluto a la 
tensión cortante máxima, este criterio predice que el fallo se produce para tensiones 
cortantes de igual valor a la resistencia a la tracción. Este resultado es 
aproximadamente cierto para materiales frágiles con baja resistencia al 
desprendimiento pero no para materiales dúctiles cuando el fallo se produce por 
deslizamiento.  

Experimentalmente se ha verificado que el criterio de la tensión normal máxima es 
seguro en los cuadrantes 1º y 3º pero puede resultar inseguro en los cuadrantes 2º y 4º, 
especialmente cuando se utiliza para analizar materiales dúctiles. 

 

Criterio de la tensión cortante máxima (Tresca-Guest) 

La teoría de la tensión cortante máxima postula que, para un estado de tensión arbitra-
rio, el fallo del material comienza cuando la tensión cortante máxima alcanza un valor 
igual al valor límite de dicho parámetro asociado al fallo en el ensayo de tracción sim-
ple. 

Al estar la deformación plástica ligada a la presencia de tensiones cortantes, este crite-
rio es especialmente útil para predecir el inicio de la fluencia plástica en materiales 
dúctiles. 

La tensión cortante máxima al alcanzarse el fallo en el ensayo de tracción es igual al 
radio del círculo de Mohr correspondiente, y por tanto: 

 

 

 

 

 

En el estado multiaxial de tensión se ha visto anteriormente que la tensión cortante 
máxima es: 
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Con lo que la condición límite para este criterio puede formularse de la siguiente for-
ma: 

2 2
eI III σσ σ−

=  

O bien en términos de una tensión uniaxial equivalente: eq I III eσ σ σ σ= − =  

Es fácil comprobar que esta condición corresponde, en el espacio de las tensiones prin-
cipales, a un prisma hexagonal regular cuya directriz coincide con la bisectriz del pri-
mer octante. 

 

 

 

 

 

 

Tanto la expresión analítica del criterio como su representación gráfica ponen de mani-
fiesto que un estado de tensiones próximo o igual a una tensión hidrostática, de tracción 
o de compresión, no producirían fallo por fluencia. Sin embargo esto no quiere decir 
que el material no pudiera fallar por desprendimiento frágil como causa de las tensio-
nes normales de tracción. Para verificar este punto debería utilizarse otro criterio, por 
ejemplo el antes expuesto de la tensión normal máxima. También es de observar que el 
criterio de la tensión cortante máxima no permite tratar materiales con desigual resis-
tencia a tracción que a compresión, y por tanto su aplicación queda limitada a materia-
les simétricos. 

Para el caso habitual de tensión plana se obtiene un hexágono irregular. En este mismo 
gráfico es inmediato ver que en un caso de cizalladura pura, donde las tensiones princi-
pales son iguales y cambiadas de signo e iguales en valor absoluto a la tensión cortante 
máxima, este criterio predice que el fallo se produce para tensiones cortantes de valor 
igual a la mitad de la resistencia a la tracción. Dicho resultado es aproximadamente 
cierto cuando el criterio se utiliza para predecir el inicio de la fluencia en materiales 
dúctiles, especialmente si se trata de cristales puros; en materiales policristalinos el 

τ 

σI σ 
 

σIII σII 
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valor crítico predicho para la tensión cortante es del orden de un 15% inferior al obser-
vado experimentalmente. 

Criterio de la máxima deformación longitudinal unitaria 

La teoría de la máxima deformación longitudinal unitaria postula que, para un estado 
de tensión arbitrario, el fallo del material comienza cuando la deformación longitudinal 
unitaria alcanza un valor igual al valor límite de dicho parámetro asociado al fallo en el 
ensayo de tracción simple. 

La deformación longitudinal máxima al alcanzarse el fallo en el ensayo de tracción es, 
aplicando la ley de Hooke elemental: 

Mientras que en el estado multiaxial de tensión se tiene: ( )1
I I II IIIE

ε σ υ σ σ= − +    

Con lo que la condición límite para este criterio puede formularse de la siguiente for-
ma: 

O bien en términos de una tensión uniaxial equivalente: ( )eq I II III eσ σ υ σ σ σ= − + =  

Para el caso habitual de tensión plana se obtiene un rombo: 

σe 

σe 

σe 
σ2 

σe σ1 

σ2 

σ1 

e
e E

σ
ε =

( )1 e
I II IIIE E

σ
σ υ σ σ− + =  
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σ1 σe 

En un caso de cizalladura pura, donde las tensiones principales son iguales y de signo 
contrario e iguales en valor absoluto a la tensión cortante máxima, este criterio predice 
que el fallo se produce para tensiones cortantes de valor igual a: 

 

Esta teoría es aplicable a materiales simétricos con igual resistencia a tracción que a 
compresión y cuando el fallo se origina por decohesión entre diversos componentes de 
un material compuesto como consecuencia de su desigual deformabilidad. También se 
ha utilizado extensamente para el análisis de la resistencia a la fatiga. En el resto de 
casos no se aconseja su uso. 

 
Teoría de la energía de deformación 

La teoría de la energía de deformación postula que, para un estado de tensión arbitrario, 
el fallo del material comienza cuando la energía de deformación absorbida por unidad 
de volumen alcanza un valor igual al valor límite de dicho parámetro asociado al fallo 
en el ensayo de tracción simple. 

La densidad de energía de deformación al alcanzarse el fallo en el ensayo de tracción es 
igual a: 

 

En el estado multiaxial de tensión se ha visto anteriormente que la densidad de energía 
de deformación es: 

 

Con lo que la condición límite para este criterio puede formularse de la siguiente for-
ma: 

 

O bien en términos de una tensión uniaxial equivalente: 

 

Para el caso habitual de tensión plana se obtiene una figura elíptica: 
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Eε σ σ σ υ σ σ σ σ σ σ∗ = + + − + +
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1 2
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σ

σ σ σ υ σ σ σ σ σ σ+ + − + + =

( )2 2 2
1 2 3 1 2 1 3 2 32eq eσ σ σ σ υ σ σ σ σ σ σ σ= + + − + + =
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De la expresión analítica de la condición de fallo es inmediato ver que en un caso de 
cizalladura pura, donde las tensiones principales son iguales y de signo contrario e 
iguales en valor absoluto a la tensión cortante máxima, este criterio predice que el fallo 
se produce para tensiones cortantes de valor igual a: 

( )2 1
eσ

τ
υ

=
+  

Este criterio es aplicable sólo a materiales con igual resistencia a tracción que a com-
presión. Sin embargo aún en este caso los resultados no son satisfactorios puesto que 
resultan conservadores en los cuadrantes 1º y 3º pero excesivamente optimistas en los 
cuadrantes 2º y 4º. 

 

Teoría de la energía de distorsión (von Mises) 

Esta teoría es una evolución de la anterior en la que se pretende predecir el fallo por 
fluencia observando que éste está asociado a la energía de cambio de forma, o de dis-
torsión, pero no a la de cambio de volumen ya que éste último es un fenómeno esen-
cialmente elástico. 

La teoría de la energía de distorsión postula que, para un estado de tensión arbitrario, el 
fallo del material comienza cuando la energía de distorsión absorbida por unidad de 
volumen alcanza un valor igual al valor límite de dicho parámetro asociado al fallo en 
el ensayo de tracción simple. 

En el estado multiaxial de tensión se ha visto anteriormente que la densidad de energía 
de distorsión es: 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 2 3 3 1

1
6dE

E
υ σ σ σ σ σ σ∗ +  = − + − + −   

La densidad de energía de distorsión al alcanzarse el fallo en el ensayo de tracción es igual 
a: 

21
3d eE

E
υ σ∗ +

=
 

Con lo que la condición límite para este criterio puede formularse de la siguiente for-
ma: 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2 2 3 3 1

1 1
6 3 eE E

υ υσ σ σ σ σ σ σ+ + − + − + − =   

O bien en términos de una tensión uniaxial equivalente: 
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1 2 2 3 3 1

1

2
eq e               

Al igual que sucede con el criterio de la tensión cortante máxima, tanto la expresión 
analítica del criterio como su representación gráfica ponen de manifiesto que un estado 
de tensiones próximo o igual a una tensión hidrostática, de tracción o de compresión, 
no produciría fallo por fluencia. Sin embargo esto no quiere decir que el material no 
pudiera fallar por desprendimiento frágil como causa de las tensiones normales de 
tracción. Para verificar este punto debería utilizarse otro criterio, por ejemplo el antes 
expuesto de la tensión normal máxima. 

También es de observar que el criterio de la energía de distorsión no permite tratar 
materiales asimétricos con desigual resistencia a tracción que a compresión. 

El criterio de la energía de distorsión corresponde, en el espacio de las tensiones prin-

cipales, a un cilindro de radio 2 3 er   cuya directriz coincide con la bisectriz del 

primer octante, y que inscribe al prisma hexagonal resultante del criterio de la tensión 
cortante máxima. 

 

  

  

 

 

 

Para el caso habitual de tensión plana se obtiene una elipse: 

 

 

 

 

 

 

 

De la expresión analítica del criterio inmediato ver que en un caso de cizalladura pura, 
donde las tensiones principales son iguales y de signo contrario e iguales en valor abso-

2 3 er 



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

154 

luto a la tensión cortante máxima, este criterio predice que el fallo se produce para 
tensiones cortantes de valor igual a: 

3
e   

Este resultado es muy ajustado a los resultados experimentales cuando el criterio se 
utiliza para predecir el inicio de la fluencia. 

El criterio de la energía de distorsión presenta la limitación de ser aplicable sólo a ma-
teriales simétricos con igual resistencia a tracción que a compresión. 

Existe un enfoque alternativo que conduce exactamente al mismo resultado que el 
criterio de la energía de distorsión y que consiste en tomar como parámetro definitorio 
del fallo la tensión cortante que actúa en los planos octaédricos. De este modo se ex-
tiende el campo de validez de este criterio más allá del aparentemente impuesto por su 
anterior deducción a partir de la teoría de la elasticidad lineal. En efecto, la tensión 
tangencial octaédrica en el caso general es: 

     2 2 2

0 1 2 2 3 1 3

1

3
           

 

y al alcanzar el límite elástico en el ensayo de tracción toma el valor: 

0

2

3e e 
 

igualando ambos resultados: 

     2 2 2

1 2 2 3 1 3

1 2

3 3 e             

y operando: 

     2 2 2

1 2 2 3 1 3

1

2
eq e               

resultado coincidente con el anterior. 

 

Otras teorías 

A parte de las teorías expuestas existen otras muchas que intentan dar una solución más 
general al problema del fallo estático de los materiales resolviendo algunas de sus 
limitaciones. A continuación se presentan algunas de ellas. 
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Teoría de la curva intrínseca 

En este enfoque se postula que existe una relación causa efecto entre el vector tensión y 
el fallo del material en un determinado plano. Por tanto el fallo resulta de la interacción 
entre tensiones normales y cortantes y no sólo de una de ellas. 

Para visualizarlo imaginemos que se aumenta la solicitación de modo progresivo y 
homotético (carga proporcional), hasta que se inicie el fallo en un plano determinado. 
Se dice entonces que el vector tensión correspondiente ha alcanzado el estado límite en 
dicho plano. Los extremos de todos los vectores tensión correspondientes a estados 
límite sobre dicho plano así obtenidos definen una superficie denominada superficie 
intrínseca. 

 

 

 

 

 

Debido a la isotropía del material dicha superficie es de revolución, e independiente del 
plano de referencia considerado y define la capacidad resistente del material frente a 
acciones combinadas. Puede ser por tanto determinada a partir de su curva generatriz, 
denominada curva intrínseca. Dado que la superficie intrínseca es única su intersección 
con el plano  deberá coincidir con la envolvente de todos los círculos de Mohr 
correspondientes a estados límite de tensión. La forma de esta envolvente se considera 
que es una característica mecánica del material que depende de las propiedades físicas 
del mismo, especialmente de su resistencia al desprendimiento y al deslizamiento. 

 

 

 

 

 

 

Finalmente es de observar que en consecuencia se admite que el fallo queda determina-
do sólo por las tensiones principales extremas pero no por la tensión principal interme-
dia. 

Se han propuesto diversas aproximaciones para estimar la curva intrínseca a continua-
ción se exponen dos de ellas. 

 

ds
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Teoría de Coulomb-Mohr 

En esta teoría se postula que el valor límite de las tensiones cortantes necesario para 
que se inicie el deslizamiento entre planos colindantes queda condicionado por el ro-
zamiento interno entre ellos, siendo éste a su vez una función lineal de las tensiones 
normales. Así pues una tensión normal de tracción favorece el deslizamiento interno 
mientras que otra de compresión lo dificulta, resultando en un comportamiento asimé-
trico. 

Esto equivale a aproximar la curva intrínseca en el plano  mediante dos rectas. 
Dichas rectas se pueden obtener trazando las tangentes a los círculos de Mohr corres-
pondientes a los ensayos de tracción y compresión simples. Una construcción geomé-
trica simple permite entonces establecer la expresión analítica correspondiente: 

 

 

 

 

La superficie límite resultante en el espacio de las tensiones principales es una pirámide 
hexagonal, de la que se deriva una resistencia finita a la tracción hidrostática y una 
resistencia infinita a la compresión hidrostática.  

 

 

 

 

 

La representación gráfica para el estado de tensión plana es un hexágono irregular: 

 

 

 

 

El valor de tensión cortante límite para el ensayo de cortadura resulta ser: 
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La teoría de Coulomb-Mohr puede considerarse como una generalización de la teoría 
de la tensión cortante máxima para el caso en que las resistencias a tracción y a 
compresión resultan distintas. Cuando se utiliza para materiales frágiles asimétricos da 
resultados excesivamente conservadores en los cuadrantes 2º y 4º. Por este motivo se 
ha propuesto una variante conocida como teoría de Mohr-Coulomb modificada, 
consistente en modificar gráficamente la forma de la curva límite en los dos cuadrantes 
mencionados. 

 

 

 

 

 

 

Este resultado puede generalizarse al problema tridimensional resultando una superficie 
compleja cuyo detalle no se describe aquí. 

 
Teoría de la curva intrínseca parabólica 

Otra alternativa al mismo problema consiste en utilizar una aproximación parabólica de 
la curva intrínseca del tipo: 

 

BA  2  

 

donde A y B son constantes que se calculan a partir de las condiciones de tangencia con 
los círculos de Mohr correspondientes a los ensayos de tracción y compresión simples. 
En función de las tensiones principales extremas I y III el criterio se expresa 
analíticamente como: 

     2

I III I IIIe e e e
                 

Para el caso habitual de tensión plana la curva límite resultante tiene el siguiente aspecto: 
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La tensión cortante límite, predicha para el caso de cizalladura pura es: 
2

e e
 


 

  

Cuando la resistencia a tracción y compresión resultan iguales, este criterio coincide 
con el de la tensión cortante máxima. Para materiales frágiles la aproximación en los 
cuadrantes 2º y 4º resulta notablemente mejorada. 

 

Teorías derivadas del enfoque de von Mises para materiales asimétricos 

Como ya se ha visto, el criterio de fallo de von Mises es muy adecuado para predecir el 
inicio de la fluencia plástica en materiales simétricos. Sin embargo hay numerosos 
materiales que, aunque cualitativamente presentan comportamientos semejantes a las 
predicciones del criterio de von Mises, son no obstante asimétricos. Para estos casos se 
han desarrollado versiones modificadas de dicho criterio que permiten incorporar com-
portamientos asimétricos a partir del ajuste de los coeficientes del modelo analítico a 
los resultados de los ensayos de tracción y compresión simples, o incluso también a los 
del ensayo de cizalladura. 

 

Teoría de Balandín-Stassi 

Esta teoría postula que el fallo se produce como consecuencia del efecto combinado de 
las tensiones normal y tangencial octaédricas siendo el efecto de la primera de tipo 
lineal. La expresión analítica correspondiente para la condición límite es: 

 

 

 

 

 

La correlación entre las tensiones límite en los ensayos de tracción y compresión sim-
ples y la tensión límite en el ensayo de cizalladura resulta especialmente bien ajustada a 
los resultados experimentales: 

3
e e

 


 
  

Esta expresión se ha aplicado con éxito a materiales ligeramente asimétricos como 
ciertos polímeros. 
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Teoría de Yagn-Buginski 

Esta teoría constituye una generalización de la anterior que permite incluir los resulta-
dos del ensayo de cizalladura. En este caso se supone que el efecto de la tensión normal 
octaédrica es de tipo cuadrático dando lugar a una expresión para la condición límite 
del tipo: 

         2 2 2 2

1 3 1 2 2 3 1 2 3 1 2 3A B C                      
 

Se trata de una función polinómica de segundo grado simétrica respecto a las tres ten-
siones principales. Las constantes A, B y C del modelo se determinan de modo que la 
superficie resultante verifique los resultados de los ensayos de tracción, compresión y 
cizalladura simples. En función de los resultados de dichos ensayos , ,e e e

     las 

constantes A, B y C toman los valores: 

 22

2
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6
ee e ee e
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En el caso particular de que: 
3

e e
 


 

 , esta teoría coincide con la anterior. 

 

Conclusión 

El gran número de teorías desarrolladas en orden a predecir el fallo mecánico, por 
fluencia o por rotura, de un componentes o estructura en servicio da cuenta de la com-
plejidad del fenómeno. Ninguna de ellas es suficientemente general para ser utilizada 
en todos los casos, es más con toda probabilidad las superficies límite adecuadas para 
definir el inicio de la fluencia son distintas de las adecuadas para determinar la rotura 
final, y éstas a su vez pueden duplicarse dependiendo de si el fallo se produce por des-
prendimiento o por cizalladura. Queda bajo la responsabilidad del ingeniero decidir 
cual, o cuáles, de los enfoques propuestos debe aplicar a cada caso particular. 

Este autor ha propuesto unificar una gran parte de los anteriores enfoques a partir de 
una única expresión universal para la condición límite dada por un polinomio de se-
gundo grado simétrico respecto a las tensiones principales ordenadas: 

      2 2 2
1 2 3 1I II III I II III II I III I IIIC A C A C A                    

Los coeficientes C1, C2 y C3 deben determinarse a partir de los ensayos de tracción, 
compresión, y cizalladura simples. El coeficiente A determina la intervención o no de la 
tensión principal intermedia en el mecanismo de fallo. 

2
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Cuando los coeficientes Ci se ajustan a partir de los límites de fluencia en cada ensayo 
se aconseja tomar A  1 y la superficie resultante predice entonces el inicio de la 
fluencia plástica para una situación multiaxial cualquiera. Cuando los coeficientes Ci se 
ajustan a los valores de rotura en cada ensayo se aconseja tomar A  0 y la superficie 
resultante predice entonces el inicio de la rotura para una situación multiaxial 
cualquiera. En este caso no obstante deben considerarse las diferencias existentes entre 
las tensiones reales de rotura y los valores de ingeniería generalmente reportados como 
resultados de los ensayos. 

En cada caso en particular se recomienda determinar las dos superficies y explorar cual 
de las dos condiciones de fallo, fluencia o rotura, resulta más crítica para el estado de 
tensiones dado. 

 

5.5. Comportamiento constitutivos materiales fluidos 

En este apartado se introducen las ecuaciones constitutivas materiales más simples para 
un medio continuo fluido (gases y líquidos), y como en los análisis anteriores se su-
pondrá un comportamiento isotrópico. 

 

5.5.1. Fluidos ideales 

Se define como fluido ideal, o no viscoso, aquel que por su naturaleza no puede trans-
mitir ningún tipo de tensión cortante. Esta idealización es válida para muchos proble-
mas prácticos. 

Como quiera que en general un fluido no puede soportar tensiones normales de tracción 
(Sólo los líquidos en estado puro pueden hacerlo; los líquidos reales generan burbujas 
de vapor cuando la presión alcanza su presión de vapor produciéndose discontinuidades 
en el medio. Este fenómeno se denomina cavitación.) es costumbre expresar las tensio-
nes normales de compresión como presiones, definidas positivas, y por tanto de signo 
contrario a las tensiones. En consecuencia el tensor tensión asociado debe ser necesa-
riamente esférico al ser nula su parte desviadora. En forma matricial: 
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p

00

00

00

  siendo 0p  

En general la presión p en este tipo de medios se relaciona con la densidad y con la 
temperatura a través de la ecuación de estado. Para un gas ideal ésta toma la forma: 

TR
p



 

mientras que para un gas real o un líquido se establecen ecuaciones de estado del tipo 
más genérico: 
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Un caso especial de este comportamiento corresponde al de un fluido incompresible, 
situación en la que la presión ya no se rige por la ecuación de estado sino que puede 
tomar un valor arbitrario siempre que sea compatible con las ecuaciones del movimien-
to y con las condiciones de contorno del problema. 

 

5.5.2. Fluidos viscosos 

El estado de tensión interna en cualquier fluido en reposo es puramente esférico, o 
hidrostático, y no existen por tanto tensiones cortantes en ninguna dirección. Sin em-
bargo cuando un fluido real se pone en movimiento aparecen tensiones adicionales 
originadas por el deslizamiento mutuo entre las diversas capas de fluido, esta oposición 
al deslizamiento persiste mientras hay movimiento pero desaparece cuando éste cesa. 

El efecto de dichas tensiones no siempre es despreciable. La viscosidad de un fluido es 
la característica física macroscópica que permite establecer la relación existente entre 
ellas y la causa que las origina, que es la velocidad de deformación. 

 

Viscosidad 

En efecto, considérese el caso simple de una tabla que flota sobre una corriente fluida 
cerca de una pared fija. Las partículas de fluido que están cerca de la pared fija se ad-
hieren a ella y permanece en reposo mientras que las que están cerca de la tabla de 
mueven solidariamente con ella. La velocidad de las partículas intermedias evoluciona 
según cierto perfil de velocidades. 

 

 

 

 

 

 

Para vencer el rozamiento entre las partículas fluidas que deslizan unas sobre otras, y 
poder mover la tabla es necesario realizar una fuerza que se transforma en tensiones 
cortantes entre las capas fluidas. La viscosidad es una medida de dicha resistencia. 
Newton estableció la hipótesis de que el incremento de velocidad entre dos capas flui-
das es directamente proporcional a la tensión aplicada y a la distancia entre ellas, e 
inversamente proporcional a la viscosidad, siendo ésta una característica propia del 
material que mide la resistencia al deslizamiento en el seno del fluido. 
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Mediante una construcción geométrica simple puede relacionarse esta expresión con la 
velocidad de deformación angular: 

 

 

 

La viscosidad ∗µ así definida recibe el nombre de viscosidad dinámica y tiene dimen-
siones tLF 2− . En muchos problemas de la dinámica de fluidos aparece el cociente: 

∗µ
ρ

 

que recibe el nombre de viscosidad cinemática y cuyas dimensiones son 12 −tL . En 
contrapartida, ∗µ  recibe el nombre de viscosidad dinámica. Es muy importante no 
confundir estos dos conceptos. 

Newton consideró la viscosidad como una constante característica del material, sin 
embargo la viscosidad puede cambiar con la velocidad de deformación y/o con el tiem-
po para una velocidad de deformación dada. A estos comportamientos se les denomina 
no-newtonianos. Las diversas tipologías posibles se representan en la figura siguiente. 

 

 

 

 

5.5.3. Fluidos newtonianos 

La generalización de la expresión que Newton dio para el propio concepto de viscosi-
dad conduce a la ecuación constitutiva material de un fluido viscoso newtoniano: 
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Donde el primer término del segundo miembro corresponde a la presión hidrostática 
que tendría el fluido si estuviera en reposo y el segundo término del mismo miembro 
corresponde a las tensiones viscosas originadas por el movimiento del fluido. La pre-
sión estática p, también conocida como presión termodinámica, es una variable contro-
lada por la ecuación de estado que relaciona la relaciona con la densidad y la 
temperatura. 

Las tensiones viscosas se consideran función del tensor velocidad de deformación. Si 
dicha función es lineal puede escribirse: 

}{][}{
==

= DVτ  
 

El tensor ][V  es el denominado tensor de coeficientes viscosos del material, que en un 
fluido newtoniano pueden depender de la temperatura pero no de la tensión ni de la 
velocidad de deformación. Si además el fluido es isótropo, el tensor de tensiones visco-
sas puede expresarse, de forma análoga a las ecuaciones de Lamé vistas anteriormente 
para el tensor de tensiones elásticas, a partir de sólo dos constantes que caracterizan 
completamente el comportamiento viscoso del fluido: 

][2][3][][ 0 DDp ∗∗ ++−= µλσ  

donde ∗λ  y ∗µ  son los coeficientes de viscosidad del fluido. 

Se define la viscosidad volumétrica como la característica del fluido que relaciona la 
velocidad de deformación volumétrica con la parte esférica del tensor de tensiones 
viscosas. De forma análoga al coeficiente de compresibilidad de un sólido elástico se 
tiene: 

( ) •
∗∗∗ +−=++−= θµλσ KpDp 00 23  

siendo 

∗∗∗ += µλ
3
2K  la viscosidad volumétrica 

03D=
•

θ  la velocidad de deformación volumétrica unitaria, definida ya en el capítulo 2. 

Se define una clase especial de fluidos, denominados stokesianos, como aquellos que 
presentan una viscosidad volumétrica nula y por tanto: 

∗∗∗ −=⇒= µλ
3
20K

 

En este caso la presión p se define como el promedio de las tensiones normales. 

La ecuación constitutiva de un fluido newtoniano puede escribirse también descompo-
niendo [σ] y [τ] en parte esférica y desviadora, del siguiente modo: 
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][2][3][][][ 00 dDKps ∗∗ ++−=+ µσ  

de donde 









=

+−=

∗

∗

][2][

][3][][ 00

ds

DKp

µ

σ
 

 

Fluidos incompresibles 

En un fluido incompresible: 0][ 0 =D  y por tanto ][][ 0 p−=σ  siendo en este caso la 
presión una variable determinada no por la ecuación de estado sino por las ecuaciones 
de movimiento y las condiciones de contorno, al igual que sucede en un fluido stoke-
siano. 

El efecto de la variación de temperatura en un fluido incompresible se tiene en cuenta 
mediante la aproximación de Boussinesq consistente en suponer que la densidad del 
fluido es variable con la temperatura en función del coeficiente de dilatación térmica 
del material según la relación: 

( ))(1 00 TT −−= αρρ  
 
siendo 0ρ  la densidad a 0T  

 

5.5.4. Potencia de tensión 

En un fluido newtoniano la potencia de tensión Pσ viene dada por: 

][:][2][:][2][:][3][:][][:][ 2
0 ddKpDdDDKDpDP vv

∗∗∗∗ ++−=++−== µεεµσσ  

Descomponiendo la potencia de tensión como suma de cambio de volumen y potencia 
de cambio de forma se tiene: 

2
00000 ][:][3][:][][:][ vv KpDDKDpDP

v
εεσσ

∗∗ +−=+−==  

 ][:][2][:][ dddsP
d

∗== µσ  

En estas expresiones los términos relacionados con la viscosidad son disipativos y 
están asociados por tanto a la energía no recuperable. 
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Introducción a la elasticidad lineal 
 

 

 

 

6.1. Introducción 

La Mecánica del Medio Continuo tiene multitud de aplicaciones dentro del campo de la 
mecánica de los sólidos deformables. Entre todas ellas destaca la teoría de la elastici-
dad lineal que, aún siendo relativamente simple, permite abordar con suficiente apro-
ximación una gran cantidad de problemas de interés práctico en ingeniería. 

En el presente capítulo se realiza una introducción a la teoría de la elasticidad lineal 
aplicada a problemas estáticos e isotermos, es decir aquellos en los la aplicación de 
cargas es suficientemente lenta como para que resulten despreciables los efectos diná-
micos, y en los que la variación de la temperatura no es significativa. Esta parte de la 
teoría de la elasticidad recibe el nombre de elastostática isoterma. Es el modelo más 
simple de los disponibles para el análisis de sólidos deformables. Se admite como hipó-
tesis de partida, la linealidad y reversibilidad del comportamiento constitutivo material 
elástico presentado en el capítulo 4, así como el carácter infinitésimo de la transforma-
ción geométrica asociada. Esta última característica, junto a la condición de enlaces 
constantes, constituye lo que se conoce como linealidad geométrica. 

Las hipótesis planteadas, elasticidad lineal y linealidad geométrica, permiten centrar el 
estudio en sólo dos configuraciones geométricas del medio, inicial y final, sin que sea 
necesario considerar el camino seguido durante la transformación, ya que el estado 
final resulta independiente del mismo. 

El modelo así planteado restringe el campo de aplicación de la teoría al ámbito de las 
estructuras o componentes relativamente rígidos, construidos a partir de materiales 
elásticos lineales (piezas metálicas en general con tensiones por debajo del límite de 
proporcionalidad). Como se ha dicho anteriormente, a pesar de esta aparente limita-
ción, un gran número de problemas prácticos de ingeniería pueden ser resueltos de 
forma eficaz con este modelo de comportamiento sólido. 
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6.2. El problema elástico 

En el campo de la ingeniería mecánica y de estructuras es habitual tener la necesidad de 
comprobar que las tensiones de trabajo inducidas en las piezas no superen valores ad-
misibles para el material, o que una rigidez insuficiente no impida un adecuado cum-
plimiento de su función. Para ello se parte de la geometría definida a través de los 
planos de diseño, del material especificado y de las condiciones de utilización de la 
pieza. Estas a su vez pueden ser expresadas en forma de condiciones de carga y condi-
ciones de enlace con el exterior. 

La situación práctica planteada se conoce en el ámbito de la teoría de la elasticidad 
como la resolución del problema elástico. Así pues el problema elástico (estático e 
isotermo) puede plantearse en los siguientes términos: 

Dados los siguientes datos: 

− La geometría del sólido (configuración inicial). 

− Las características elásticas del material. 

− El campo de fuerzas de volumen. 

− Las condiciones de contorno del problema en forma de: 

 Fuerzas de superficie (Condiciones de contorno estáticas.) 

 Condiciones de enlace (Condiciones de contorno cinemáticas.) 

 

Determinar: 

− El campo vectorial de corrimientos dados por: u  

− El campo tensorial de deformaciones dado por: [ε ] 

− El campo tensorial de tensiones dado por: [σ ] 

NOTAS: En un problema dinámico deberían incluirse también como datos de 
partida las condiciones iniciales de velocidad y las características másicas, 
mientras que en un problema no isotermo deberían especificarse las variacio-
nes de temperatura entre la configuración actual y la de referencia. 

Es de observar que el carácter estático del problema comporta que en él no intervenga 
ningún parámetro relacionado con la variable tiempo. 

De hecho el problema práctico real no acabaría aquí puesto que a partir de estos valores 
el ingeniero debe aún decidir si el diseño es o no adecuado, por ejemplo utilizando las 
teorías de fallo presentadas en el capítulo 5. Este capítulo se limita el estudio al plan-
teamiento y resolución del problema elástico desde el punto de vista fisico-matemático. 
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6.3. Formulación matemática del problema elástico 

6.3.1. Introducción 

Para resolver cualquier problema fisico-matemático es preciso disponer de tantas ecua-
ciones como incógnitas sea necesario determinar. En el caso del problema elástico las 
incógnitas son las funciones que determinan el campo vectorial de los corrimientos (3 
funciones escalares que definen el vector corrimiento en cada punto), el campo tenso-
rial de las deformaciones (6 funciones escalares que definen el tensor deformación en 
cada punto) y el campo tensorial de las tensiones (6 funciones escalares que definen el 
tensor tensión en cada punto), es decir un total de 15 funciones incógnitas. Las ecua-
ciones disponibles para formular el sistema se pueden agrupar en las siguientes tres 
familias: 

− Para el tensor tensión: 

− Las condiciones de equilibrio en los puntos del contorno (3 ecuaciones) 
− Las ecuaciones de equilibrio en los puntos interiores (3 ecuaciones) 

 
− Para el tensor deformación y el campo de corrimientos: 

− Las relaciones cinemáticas (6 ecuaciones). 
− Las ecuaciones de compatibilidad (6 ecuaciones). 

 
− Para el comportamiento constitutivo material: 

− La ley de Hooke (6 ecuaciones) 
− Las ecuaciones de Lamé (6 ecuaciones) 

 

Para cada punto del sólido puede elegirse sólo una ecuación de cada familia ya que las 
primeras dependen de que el punto sea interior o exterior, y las restantes son interde-
pendientes dentro de cada familia. No obstante siempre es posible disponer de un total 
de 15 ecuaciones independientes (3+6+6), por lo que el problema elástico puede ser 
planteado a través de un sistema de 15 ecuaciones diferenciales con 15 funciones in-
cógnitas, siendo necesario observar lo siguiente: 

- Pueden establecerse diversas estrategias de solución, adaptadas a las caracte-
rísticas de los diversos tipos de problema, según las ecuaciones elegidas. Di-
chas estrategias serán presentadas en detalle en los apartados siguientes. 
 

- En principio las tensiones a las que hacen referencia las ecuaciones, son las 
tensiones reales o de Cauchy que están referidas a la configuración final de 
equilibrio (formulación euleriana), o deformada, mientras que las deformacio-
nes lo están a la configuración inicial (formulación lagrangiana). No obstante 
al tratarse de transformaciones infinitésimas esta diferencia puede ser despre-
ciada tal como se apuntó en el capítulo 2. 
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6.3.2. Tipologías del problema elástico en función de las   condiciones de 
contorno 

Las condiciones de contorno del problema elástico pueden ser de tipo cinemático (co-
rrimientos prescritos) o estático (fuerzas de superficie prescritas). 

NOTAS: Cuando sobre la superficie libre del medio no se impone ninguna fuerza ni 
corrimiento, ello equivale a imponer una fuerza de superficie nula. 

Las condiciones de contorno cinemáticas y estáticas son mutuamente excluyentes. No 
se puede imponer en un mismo punto y dirección ambos tipos de restricción. Esto es 
debido a que si se fija el corrimiento de un punto en una dirección dada, la fuerza que 
debe garantizar dicha condición de restricción (reacción) queda ya determinada por la 
propia resolución del problema elástico y no es independiente. Y viceversa, si se fija la 
fuerza, el corrimiento queda también determinado y no puede ser especificado de forma 
independiente. 

Esto da lugar a diversas combinaciones posibles: 

 

Problema de Dirichlet 

Sólo se fijan condiciones de desplazamiento prescrito en la superficie exterior del sóli-
do. 

u (S) = Dato 

La solución del problema elástico queda totalmente definida en términos de corrimien-
tos, deformaciones y tensiones. 

 

Problema de Neuman 

Sólo se fijan condiciones de fuerzas de superficie prescritas en el contorno exterior del 
sólido 

f (S) = Dato 

La solución del problema elástico queda totalmente definida en términos de deforma-
ciones y tensiones, pero el campo de corrimientos queda indeterminado en un movi-
miento de sólido rígido. 

 

Problemas mixtos 

Se especifican condiciones de contorno cinemáticas sobre una parte de la superficie del 
medio y estáticas sobre el resto. La solución del problema elástico queda totalmente 
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definida si se restringen los seis grados de libertad del movimiento de sólido rígido. En 
caso contrario el campo de corrimientos queda indeterminado.  

 Corrimientos prescritos sobre S1: u (S1) = Dato 

 Fuerzas de superficie prescritas sobre S2: f (S2) = Dato 

 

 

 

 

 

Problemas mixtos combinados 

Se especifican condiciones de contorno cinemáticas y estáticas simultáneamente sobre 
las mismas zonas de la superficie del medio. No obstante debe verificarse que no se 
impongan los dos tipos de condición en el mismo punto y dirección puesto que son 
mutuamente excluyentes. 

Corrimientos prescritos sobre S1: u (S1) = Dato 

Fuerzas de superficie prescritas sobre S2: f (S2) = Dato 

Condiciones mixtas sobre 3S  y 4S : 

Componente normal del corrimiento y tangencial de la fuerza prescritas sobre S3:  

nu (S3) = Dato 

tf (S3) = Dato 
 

Componente normal de la fuerza y tangencial del corrimiento prescritas sobre S4:  

 

tu (S4) = Dato 

nf (S4) = Dato 
 

 

La mayor parte de los problemas reales de ingeniería son del tipo mixto, o mixto com-
binado, ya que casi todos los componentes a analizar están sujetos a otros componentes 

S1 

S2 

S2 

S1 

S3 

S4 
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por zonas determinadas (condiciones de contorno en corrimientos) y sometidos a car-
gas en otras (condiciones en fuerzas). 

 

6.4. Unicidad de la solución del problema elástico 

La solución del problema elástico existe y es única. Esta última afirmación constituye 
el teorema de la unicidad de Kirchoff cuya demostración se recoge seguidamente. 

Supóngase que, dadas unas fuerzas de volumen y de superficie b  y f , existen dos 
soluciones distintas al problema elástico definidas por los tensores: 

1ª Solución  [ ] [ ]εσ ,  

2ª Solución  [ ] [ ]´,´ εσ  

 
Si dichos tensores son solución deberán satisfacer las condiciones de equilibrio en los 
puntos interiores y exteriores, por tanto: 

[ ]
[ ]





=
=+

fn
bdiv

σ
σ 0  [ ]

[ ]





=
=+

fn
bdiv

´
0´

σ
σ  

 
Restando estas ecuaciones entre sí se obtienen las siguientes expresiones: 

[ ] [ ] 0´00´ =−=+− ndiv σσσσ  
 

Que son a su vez las condiciones de equilibrio para el estado de tensiones 
[σ − σ´] = [σ ∗] correspondiente al problema elástico diferencia entre las dos solucio-
nes, al que corresponden fuerzas de volumen y superficie nulas.  

Al ser las fuerzas exteriores nulas se sigue que el trabajo realizado por dichas fuerzas es 
nulo, con lo que también lo debe ser la densidad de energía de deformación asociada: 

( ) 0=∗∗
ijE σε  

Y esto sólo es posible si todas las diferencias entre tensiones ∗
ijσ  son nulas, es decir los 

dos campos de tensiones son idénticos. Si esto es así, y en virtud de la ley de Hooke, 
también serán idénticos los campos de deformaciones, con lo que la solución del pro-
blema elástico debe ser única. 

Es de observar que, dependiendo de las condiciones de contorno en desplazamientos, 
pueden existir problemas elásticos con idénticas soluciones en tensiones y deformacio-
nes, que difieran sólo en la componente de movimiento de sólido rígido asociada al 
campo de corrimientos. 
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6.5. Métodos de resolución del problema elástico 

El problema elástico y su resolución tienen una gran trascendencia práctica para el 
mundo de la ingeniería ya que sin él no sería posible abordar de forma racional el pro-
yecto de nuevos componentes y estructuras. Por este motivo históricamente la resolu-
ción del problema elástico se ha llevado a cabo de diversos modos, dependiendo de los 
conocimientos y tecnologías disponibles en cada momento. De hecho el inicio de la 
aplicación del problema elástico es muy anterior a la propia teoría de la mecánica del 
medio continuo y data de la época de Galileo. Estos primeros intentos de resolución 
fueron desembocando con el tiempo en una ciencia paralela de marcado carácter inge-
nieril denominada Resistencia de Materiales. La Resistencia de Materiales da muchos 
y muy interesantes resultados, pero queda limitada al análisis de sólidos con geometrías 
muy específicas, por lo que carece de la generalidad del enfoque a partir de las leyes bási-
cas de la mecánica que aporta la mecánica del medio continuo. 

La elasticidad lineal fue una de las primeras aplicaciones de la mecánica del medio 
continuo y aportó soluciones mucho más detalladas a partir de la resolución analítica de 
las ecuaciones resultantes. Ello permitió validar de un modo mucho más fundamental 
gran parte de los resultados de la Resistencia de Materiales. No obstante este enfoque 
presenta la dificultad inherente a la resolución analítica del sistema de ecuaciones dife-
renciales en derivadas parciales resultante. Dichas ecuaciones sólo han podido ser re-
sueltas para geometrías relativamente simples, distantes de las geometrías complejas 
que presentan muchos componentes de ingeniería. Puede afirmarse que prácticamente 
toda las soluciones de interés que es posible encontrar por esta vía han sido ya explora-
das.  

Durante mucho tiempo se han salvado las limitaciones de ambos enfoques mediante las 
técnicas de la mecánica experimental, aplicando la teoría de modelos y la medida 
directa del estado de deformación y de los corrimientos sobre prototipos físicos. No 
obstante el desarrollo de la informática técnica, en sus dos aspectos de hardware y 
software, ha supuesto un cambio radical en los últimos 50 años, reavivando el interés 
por el enfoque de la mecánica del medio continuo. Las ecuaciones resultantes pueden 
ahora ser resueltas de forma aproximada pero muy efectiva utilizando las técnicas del 
cálculo numérico, siendo ésta la base de una parte muy importante de lo que se conoce 
como simulación numérica. 

La simulación numérica es el resultado de la sinergia entre los planteamientos funda-
mentales de la mecánica del medio continuo, el cálculo numérico, el software gráfico 
avanzado y un hardware cada vez más potente.  

 

6.5.1. Métodos analíticos de resolución del problema elástico 

Método directo o de los desplazamientos 

En este método se toman los desplazamientos como incógnitas primarias, eliminándose 
las demás variables del problema elástico del siguiente modo: 
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− Aplicando las condiciones cinemáticas, se expresan las componentes de tensor de-
formación en función de las derivadas parciales de los corrimientos: 

[ ]
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− Se sustituye este resultado en las ecuaciones de Lamé y se obtienen las tensiones 
expresadas en función de las derivadas parciales de los corrimientos: 

[ ] [ ] [ ]εµελσ 2+= Iv  

− Las tensiones así expresadas se introducen en las ecuaciones diferenciales de equili-
brio para los puntos interiores y de la superficie: 

[ ] 0=+ bdiv σ   y   [ ]nf σ=  

obteniéndose las siguientes ecuaciones de equilibrio en corrimientos: 

− Puntos interiores: 

 [ ] [ ]( ) 02 =++ bIdiv v εµελ  , o en forma más desarrollada, 
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Estas ecuaciones de gobierno para los puntos interiores se conocen como ecuaciones 
de Navier-Cauchy y en forma compacta se escriben como: 

( ) ( ) 0grad =+∆++ buudiv µµλ  
 

− Puntos de la superficie del medio continuo: 

                              [ ] [ ]( ) nIf v εµελ 2+=   ó  ( ) =su  

Estas ecuaciones constituyen las condiciones de contorno del problema. 

Las tres ecuaciones del problema elástico así planteado conducen directamente al cam-
po de corrimientos. Una vez determinado éste, se obtiene el campo tensorial de defor-
maciones por aplicación de las relaciones cinemáticas, y posteriormente el campo 
tensorial de tensiones a través de las ecuaciones de Lamé. 

Dato 
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[ ] [ ]σε →→u  

Este método admite solución analítica en unos pocos casos de interés tecnológico. No 
obstante es de gran importancia puesto que su resolución aproximada resulta fácilmente 
abordable mediante métodos numéricos. 

 

Método semi-inverso o de las tensiones 

En este método se toman las tensiones como incógnitas primarias, eliminándose las 
demás variables del problema elástico del siguiente modo: 

− Utilizando la ley de Hooke generalizada, se expresan las deformaciones en función 
de las tensiones. 

{ } [ ]{ }
==

= σε C  

− El anterior resultado se introduce en las ecuaciones que describen las condiciones de 
compatibilidad del tensor deformación. 

− Finalmente se introducen las relaciones que describen las condiciones de equilibrio 
en los puntos interiores obteniéndose las seis ecuaciones de gobierno conocidas como 
ecuaciones de Michell, dadas por: 

 

 

 

 

 

 
















=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

+∆

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

+∆

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂∂

∂
+

+∆

0
1

1

0
1

1

0
1

1

1

2

2

1

21

1
2

12

1

3

3

1

31

1
2

13

2

3

3

2

32

1
2

23

x
b

x
b

xx
I

x
b

x
b

xx
I

x
b

x
b

xx
I

υ
σ

υ
σ

υ
σ

 

Esta formulación es adecuada para sólidos elásticos cuya geometría sea un volumen 
simplemente conexo (un solo contorno) y cuando las condiciones de contorno son del 
tipo estático (problema de Neuman). Esto es, cuando sólo se especifican fuerzas de 
superficie en el contorno o cuando las restricciones cinemáticas son de tipo isostático, o 
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 ∂ ∂
∆ + − ∆ = − + + ∂∂

 ∂ ∂∆ + − ∆ = −
+ + ∂∂

 ∂∂∆ + − ∆ = −
+ + ∂∂

Estas tres ecuaciones se resuelven 
independientemente y se obtienen:

332211 y, σσσ  

 

Una vez determinado I1 en el apar-
tado anterior, se resuelven estas 
ecuaciones y se obtienen: 

231312 y, σσσ  
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dicho de otro modo, cuando las reacciones en los enlaces pueden calcularse a priori 
utilizando las ecuaciones de la estática, de modo que el problema pueda plantearse 
totalmente en fuerzas. En caso contrario la aplicación de este método se complica 
enormemente. 

Las ecuaciones de Michell se resuelven de forma desacoplada como dos sistemas de 
tres ecuaciones con tres incógnitas. La resolución del primero permite hallar las tres 
tensiones normales 332211 ,, σσσ , y una vez disponible este resultado, substituyendo en 
el segundo juego de ecuaciones, es posible determinar las tres tensiones cortantes 

231312 ,, σσσ . Con ello el campo tensorial de tensiones queda totalmente determinado. 

A partir de las tensiones, y aplicando la ley de Hooke generalizada se determina el cam-
po tensorial de deformaciones. A partir de éste, y mediante una doble integración, pue-
de obtenerse el campo de corrimientos relativos (

rel
qu ). 

[ ] [ ] u∫∫εσ  

La posibilidad de realizar dicha integración queda garantizada por el cumplimiento de 
las ecuaciones de compatibilidad, que son a la vez las condiciones de integrabilidad de 
las formas diferenciales resultantes, en un recinto simplemente conexo. En consecuen-
cia el campo de corrimientos completo debe obtenerse completando el campo de co-
rrimientos relativos con el movimiento de sólido rígido asociado a uno de sus puntos, a 
fin de obtener una solución totalmente determinada. (Ver apartado 0). 

Es de observar que las ecuaciones de Michell no dependen del módulo de Young (E), 
sino sólo del coeficiente de Poisson (υ), de lo que se desprende que, en un sólido sim-
plemente conexo y a igualdad de las condiciones de contorno, la distribución de tensio-
nes dependa sólo de υ. Este resultado, junto a la pequeña variabilidad propia del 
coeficiente de Poisson, facilita enormemente el análisis experimental de tensiones utili-
zando la teoría de modelos. 

 

Además un resultado intermedio importante de este desarrollo conduce a la expresión: 

 

 

Que en el caso frecuente de fuerzas de volumen constantes, nulas o despreciables, con-
duce a su vez a otro importante resultado: 

 
( ) 03322111 =++∆=∆ σσσI  

 
Independientemente de las constantes elásticas del material. Este resultado se aplica en 
el análisis experimental de tensiones mediante modelos físicos. 
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NOTA: Las ecuaciones de Michell particularizadas a este último caso se conocen co-
mo ecuaciones de Beltrami. 

 

Método inverso 

El método inverso constituye una aproximación serendípida a la resolución del proble-
ma elástico y consiste en ensayar una solución en tensiones, postulada a priori. 

Como quiera que la solución al problema elástico es única, si la solución postulada 
cumple las condiciones de equilibrio en los puntos interiores y exteriores, así como las 
condiciones de compatibilidad del tensor deformación, entonces debe ser necesaria-
mente la solución buscada.  

Este método es útil debido a que se conoce a priori la forma de la solución de diversos 
problemas elementales y a que, en el ámbito de las transformaciones infinitésimas, se 
verifica el denominado principio de superposición. 

Según dicho principio, si un problema complejo puede descomponerse como suma de 
una serie de problemas simples, la solución al problema original puede obtenerse como 
suma de las soluciones a cada uno de dichos problemas simples. La forma de las solu-
ciones elementales está definida excepto en una serie de coeficientes, que pueden ajus-
tarse forzando el cumplimiento de las ecuaciones de contorno.  

Otro factor que ayuda a la aplicación del método inverso es la robustez del problema 
elástico, que se expresa a través del denominado principio de Saint Venant. Según 
este principio, lejos de los puntos de aplicación de las acciones exteriores, la distribu-
ción de tensiones depende sólo de la fuerza resultante y momento resultante de dichas 
acciones y no del detalle de cómo están distribuidas sobre el sólido. En otras palabras, 
las condiciones de contorno pueden no cumplirse en detalle, o violarse localmente la 
hipótesis de elasticidad lineal, si el interés del análisis se encuentra en el estado de 
tensiones en puntos alejados de los puntos de aplicación de las acciones. 

 

El problema elástico bidimensional 

Existe una cantidad significativa de problemas que, admitiendo ciertas simplificacio-
nes, pueden estudiarse en sólo dos dimensiones debido a que lo que sucede en la terce-
ra dimensión queda totalmente determinado por lo que sucede en un el plano de 
estudio. Dichos problemas responden a las siguientes tipologías: 

a) Sólidos prismáticos contenidos entre dos planos paralelos, denominados fron-
tales, cargados de forma casi uniforme en todo su espesor por fuerzas de su-
perficie y/o de volumen paralelas a dichos planos. En este caso el análisis 
puede realizarse sobre cualquier sección paralela a dichos planos puesto que 
todas son equivalentes. La solución queda totalmente definida en la dirección 
perpendicular al plano de estudio. 
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Dentro de esta categoría pueden distinguirse a su vez dos casos extremos. 

a.1.) Deformación plana: 

Corresponde a situaciones en las que la cara lateral es mucho mayor a las caras fronta-
les, y el corrimiento en la dirección perpendicular a éstas últimas permanece constante 
en todo el sólido. 

 

 

 

 

 

a.2.) Tensión plana: 

Corresponde a situaciones en las que la cara lateral es mucho más pequeña que las 
caras frontales y éstas últimas están libres de fuerzas de superficie. Es por ejemplo el 
caso de una placa de pequeño espesor cargada en su plano. 

 

 

 

 

 

 

b)  Sólidos con simetría de revolución (axisimétricos) cargados también con simetría de 
revolución. En este caso puede estudiarse cualquier sección diametral, puesto que 
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Caras frontales AF 

2 

3 



Introducción a la elasticidad lineal 

179 

todas son equivalentes. La solución queda totalmente determinada en la dirección 
circunferencial. 

 

 

 

 

 

Deformación plana 

 

 

 

 

 

 

 

En el caso de deformación plana se admiten las siguientes hipótesis de partida: 

 

 u1 y u2 son independientes de x3 

 u3 es constante (igual a cero si se impide la traslación de sólido rígido). 

 

En consecuencia debe verificarse que: 
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d  es paralelo al plano 1, 2 : 
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Ecuaciones de Lamé:    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Condiciones de contorno: 
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Condiciones de equilibrio: 
para los puntos interiores 
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   Esto supone que  

- b  es paralela al plano 1, 2 

- b  no depende de x3 (es uniforme según x3), ya que 
como u1, u2 no dependen de x3  [ε] no depende de 
x3  [σ] no depende de x3  b no depende de x3 

en general 
puede ser ≠ 0 
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3 33 3f nσ=  

- En las caras laterales (AL) (n3 = 0)  f3 = 0  f  es pa-
ralela al plano 1, 2 

- En las caras frontales (AF) ( n3 = ± 1, n1 = 0, n2 = 0)  
 f3 = ±σ 3, f  tiene la dirección 3 

- Si no [σ ] depende de x3 entonces f  no depende de x3 

 

Condiciones de compatibilidad: 

5 identidades del tipo: 0 = 0 

1 sola ecuación no trivial: 2
1
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Limitaciones del modelo de deformación plana: 

La condición de contorno en las caras frontales 33 σ±=f  se cumple sólo si dichas 
caras están perfectamente constreñidas entre planos infinitamente rígidos que mantie-
nen fija su distancia relativa. 

 

 

 

 

 

Si la condición de contorno frontal no corresponde a este caso, por ejemplo cuando las 
caras frontales están libres, es aún posible utilizar el modelo de deformación plana 
añadiendo un caso de carga auxiliar que superpuesto a éste reconstituya el problema 
original. En el ejemplo de caras frontales libres, el problema auxiliar consistiría en 
aplicar al sólido en sus caras frontales una distribución de fuerzas de superficie 

33´ ff −=  de modo que la superposición de los dos problemas diera lugar a la condición 
de contorno requerida. 

2 

3 

1 



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

182 

AL << AF 
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En general por este procedimiento es posible encontrar soluciones aproximadas del 
problema elástico, válidas para los puntos interiores en virtud del principio de Saint 
Venant cuando el problema auxiliar se elige con unas condiciones de contorno que son 
estáticamente equivalentes a las requeridas. 

Por tanto, el modelo de deformación plana es útil para el análisis aproximado de sóli-
dos de gran espesor y en zonas alejadas de las caras frontales, excepto cuando las con-
diciones de contorno se cumplan exactamente, en cuyo caso la solución es también 
exacta. 

 
Tensión plana 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

En el caso de tensión plana se admiten las siguientes hipótesis de partida: 

 σ 11, σ 22 y σ 12 no dependen de x3 

 σ 33 = σ 13 = σ 23  ≈ 0 
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En consecuencia debe verificarse que: 
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t  es paralelo al plano 1, 2 : 
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Ley de Hooke: 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

Ecuaciones de Lamé:  

 

 

 

 

Condiciones de equilibrio:  

 

 
Esto supone que 

- b  es paralela al plano 1, 2 

- Si σ 11 σ 22 y σ 12, no dependen de x3 se sigue que b  no 
depende de x3 (es uniforme según x3) 

 

en general puede ser ≠ 0 
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Condiciones de contorno:  
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- En las caras laterales (AL)  f  es paralela al plano 1, 2 

- En las caras frontales (AF)  ( n1 = 0, n2 = 0  0=f ) 

- Si σ 11 σ 22 y σ 12, no dependen de x3 se sigue que f  no 
depende de x3 

 

Condiciones de compatibilidad:  

Son de dos tipos 
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La condición  debe cumplirse estrictamente. El incumplimiento de las condiciones  
es admisible para espesores pequeños (solución aproximada). 

 

Limitaciones del modelo de tensión plana: 

En general las condiciones de compatibilidad  sólo se cumplen en el caso particular 
de que la deformación  33ε , en la dirección perpendicular al plano, sea una función 
lineal en x1 y x2 es decir, del tipo CBxAx ++= 2133ε . Como en tensión plana 

( ) ( )221133 1 εευυε +−−=  esto no tiene porqué ser así. 

Como consecuencia de ello se puede demostrar que σ 11 σ 22 y σ 12 presentan una com-
ponente que varía cuadráticamente con x3 según relaciones del tipo: 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )2112

2
3211212

2122
2
3212222

2111
2
3211111

,,

,,

,,

0

0

0

xxxxx

xxxxx

xxxxx

∗

∗

∗

+=

+=

+=

σσσ

σσσ

σσσ

 

 

 

en tensiones: ( ) ( ) bdivυσσ +−=+∆ 12211  
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3 

2 1 

σ 33 σ 13 y σ 23 

 

 

 

 

 

 

Con lo que la condición de que f  sea constante en el espesor es, en principio, incom-
patible con el cumplimiento de las condiciones de contorno supuestas para la cara late-
ral. No obstante el problema puede resolverse aproximadamente si: 

− El espesor es muy pequeño y el término en x resulta despreciable. 

− Mediante la introducción de problemas auxiliares que restauren la compatibilidad. 

− Tratando con los valores medios en el espesor de las funciones que definen el pro-
blema elástico. En este caso la solución es correcta “en promedio”. A este enfoque se le 
denomina “tensión plana generalizada” y para poder aplicarlo el problema debe ser 
simétrico respecto al plano medio paralelo a las caras frontales. 

Por otra parte la hipótesis de que las componentes de tensión σ 33 σ 13 y σ 23 son nulas, 
queda justificada en un sólido de pequeño espesor con caras frontales libres y cargado 
simétricamente respecto a su plano medio a través del siguiente análisis: 

 

 

 

 

 

 
La condición de que las caras frontales estén libres implica que σ 13 = σ 23 = σ 33 = 0 en 
el contorno (puntos  y ). 

La condición de equilibrio en la dirección 3 establece que si 
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En los puntos  
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y en los puntos  y  por simetría 
02313 == σσ  

33σ  presenta un extremo 
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En conclusión el modelo de tensión plana es aplicable a sólidos de pequeño espesor 
con sus caras frontales libres, cargados casi uniformemente en el espesor por fuerzas 
simétricas respecto a su plano medio. 

 

6.5.2. Métodos numéricos de resolución del problema elástico 

Tal como se ha comentado anteriormente, el problema elástico sólo admite solución 
analítica en contadas ocasiones. Por suerte para los ingenieros, los avances realizados 
en las técnicas de cálculo numérico así como en el software y hardware disponibles han 
hecho posible eliminar esta limitación.  

Actualmente existen diversos métodos y aplicaciones que permiten la resolución ruti-
naria de los complejos problemas asociados no sólo a la teoría de la elasticidad, sino 
también a todos los aspectos de la mecánica del medio continuo. Dichos métodos cons-
tituyen lo que se conoce como simulación numérica, herramienta en base a la cual es 
posible valorar el comportamiento futuro de un producto antes de que exista. El desa-
rrollo de modelos numéricos permite disponer de verdaderos prototipos virtuales sobre 
los que realizar todo tipo de pruebas, incluso aquellas que no sería posible realizar 
sobre prototipos físicos. 

El más antiguo de los métodos numéricos para la resolución de problemas expresados 
en forma de ecuaciones diferenciales es el de las diferencias finitas. Las diferencias 
finitas han sido utilizadas especialmente para resolver problemas relacionados con la 
mecánica de fluidos y la transferencia de calor. Su principal desventaja es su difícil 
adaptación a problemas geométricamente complejos.  

A mediados del siglo XX se empezó a desarrollar un método alternativo en el campo de 
la mecánica de sólidos. Dicho método se conoce hoy como método de los elementos 
finitos (MEF) y ha sido generalizado hasta convertirse en un método para la resolución 
de cualquier problema que pueda ser formulado en forma de un sistema de ecuaciones 
diferenciales, es decir, a cualquier problema de la mecánica del medio continuo. El 
MEF se adapta a la resolución de geometrías complejas y es hoy en día el método más 
extendido en las aplicaciones prácticas de ingeniería.  

En los últimos años están surgiendo otros métodos alternativos, aún más potentes que 
el MEF pero cuya aplicación está aún limitada a problemas específicos (elementos de 
contorno). 

El MEF (Método de los Elementos Finitos) será, por su importancia práctica y nivel de 
implantación industrial, el único presentado en este apartado. El principio del método 
consiste en la reducción del problema continuo, con infinitos grados de libertad, a un 
problema discreto en el que intervenga un número finito de variables asociadas a cier-
tos puntos característicos (nodos). Con ello se consigue transformar el sistema de ecua-
ciones original, en el que las incógnitas a determinar son funciones, en otro en el que 
las incógnitas a determinar son los valores numéricos de dichas funciones en los puntos 
de análisis. En general el problema se plantea en desplazamientos y las incógnitas a 
determinar son los corrimientos de un número finito de partículas. 
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Para ello se descompone el sólido en pequeños subdominios o “elementos finitos”. Se 
supone entonces que el comportamiento mecánico de cada “elemento” de la subdivi-
sión queda determinado por un número finito de parámetros (o grados de libertad) 
asociados a los puntos, en que dicho elemento se une al resto de los elementos de su 
entorno (denominados nodos). En el caso del problema elástico dichos parámetros son 
los corrimientos de los nodos. Para establecer el comportamiento en el interior de cada 
elemento se supone que dentro del mismo, todo queda perfectamente definido a partir 
de lo que sucede en los nodos y una adecuada función de interpolación. 

Como puede apreciarse de lo dicho, aquí son esenciales los conceptos de "discretiza-
ción", o acción de transformar la realidad de naturaleza continua en un modelo discreto 
aproximado, y de "interpolación", o acción de aproximar valores de una función a par-
tir de su conocimiento en un número discreto de puntos. Por tanto, el MEF es un méto-
do aproximado desde múltiples perspectivas. 

−  Discretización. 

−  Interpolación. 

−  Valoración de ciertos parámetros por integración numérica. 

Para manejar el método con éxito en las aplicaciones prácticas de ingeniería resulta 
pues necesario conocer la naturaleza, alcance y limitaciones de dicha aproximación. 
Este es el propósito del presente apartado. 

NOTAS: En el método de los elementos finitos se manejan gran cantidad de 
matrices y vectores de dimensiones diversas. Por este motivo, y con el fin de 
hacer más explícita la naturaleza de cada matriz y vector, se ha optado por una 
notación más detallada. Así pues los vectores se presentan siempre entre cor-
chetes y se manejan vectores de vectores (vectores cuyas componentes son a 
su vez vectores) y matrices de matrices. 

 

Los tensores tensión y deformación se expresan también en forma de vectores 
de dimensión adecuada tal como se hizo al inicio del apartado 5.4. En la bi-
bliografía sobre el MEF es costumbre utilizar la notación alternativa ijij εγ 2=  
para los elementos de fuera de la diagonal del tensor deformación puesto que 
ello simplifica algunas expresiones notables. 

 

Interpolación 

Como ya se ha dicho, uno de los conceptos básicos del MEF es el de interpolación. Es 
a través de la interpolación que se consigue reducir el problema continuo con infinitos 
grados de libertad, a otro discreto consistente en determinar los corrimientos de los 
nodos. 
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El procedimiento de interpolación debe ser capaz de dar valores suficientemente apro-
ximados de los corrimientos en cualquier punto del elemento, en función de los corri-
mientos de los nodos. Queda pues claro que dicho procedimiento no puede ser elegido 
de forma totalmente arbitraria, y que la exactitud de la solución final dependerá en gran 
manera del acierto a la hora de especificarlo. 

Sin embargo, y como quiera que cualquier función puede ser representada en el entorno 
de un punto por un desarrollo polinómico (serie de Taylor), parece lógico y adecuado 
emplear para la interpolación funciones polinómicas del grado suficiente. 

Tómese como ejemplo el elemento que representa una barra unidimensional, y supon-
gamos conocidos los corrimientos u1 y u2 de sus extremos en la dirección de la propia 
barra. Si admitimos que en cualquier punto interior el corrimiento u(x1) se puede apro-
ximar mediante una función lineal de x tendremos lo siguiente: 

 

u(x1) = a x1 + b 

 

 

Los coeficientes a y b pueden determinarse a partir de los valores conocidos en los 
extremos ui y uj. 

 Para x1 = 0 u (0) = ui 

 Para x1 =  u (1) = uj 

Con ello se obtiene que  b = ui  y  a = (uj − ui)/   y finalmente resulta   u(x1) = (uj − 

ui)/  ×  x1 + ui 

Esta expresión puede reagruparse de una forma mucho más útil introduciendo el con-
cepto de función de interpolación. Las funciones de interpolación son, salvo casos 
excepcionales, polinomios asociados a cada nodo, de manera que toman el valor 1 en 
dicho nodo y 0 en los demás. Por ejemplo en el caso del elemento barra, el corrimiento 
u(x1) puede escribirse de la siguiente forma: 
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Nj (x1) 
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mientras que en el nodo 2 
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La expresión final puede expresarse de forma compacta del siguiente modo: 

( )






uxNxu ji ×= ∑= 1,1)(  

En este caso particular la interpolación da los valores exactos del corrimiento en cada 
punto. Evidentemente esto no sería así, si por ejemplo la variación real fuera parabólica 
y se utilizaran funciones de interpolación lineales. 

Esto tiene una importancia doble en la exactitud de los resultados. Por un lado, y tal 
como se verá después, si la variación supuesta dentro del elemento no es correcta, en-
tonces no lo serán tampoco los corrimientos calculados en los nodos. Por otro lado, al 
interpolar para determinar los valores en el interior del elemento a partir de los valores 
nodales, se volverá a incurrir en el error de interpolación. 

Hay que hacer notar que si la solución exacta es polinómica de igual grado al de las 
funciones de interpolación utilizadas, entonces los resultados encontrados son también 
exactos. 

Las funciones de interpolación son generalmente lineales, cuadráticas o cúbicas, 

 

y suelen referirse a unas coordenadas intrínsecas al elemento (coordenadas naturales) a 
fin de estandarizar su formulación e independizarla de las dimensiones reales del ele-
mento. Luego se aplican los correspondientes cambios de variable. 

 ζ = -1 ζ = 0 ζ = 1 se cumple que ( )∑ =1ζ


N  

 

Sobre este aspecto se volverá posteriormente. 
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Las funciones de interpolación no pueden ser escogidas arbitrariamente sino que deben 
cumplir ciertas condiciones a fin de garantizar la convergencia a la solución real. Di-
chas condiciones son: 

− Toda función de interpolación debe impedir deformaciones dentro de un elemento 
cuando los desplazamientos nodales se deban a un desplazamiento del conjunto como 
sólido rígido. 

− Toda función de interpolación debe cumplir que si los desplazamientos nodales son 
compatibles con un estado de deformación constante, entonces se obtenga realmente 
dicho estado de deformación contante. Esta condición incluye a la anterior consideran-
do una deformación constante nula. 

− En los problemas de elasticidad, las funciones de interpolación deben elegirse de 
modo que exista continuidad interelemental en los corrimientos. 

 

A los elementos cuyas funciones de interpolación cumplen estas condiciones se les 
denominan "conformes". Sin embargo, la tercera condición puede, con ciertas restric-
ciones que se apuntan seguidamente, ser violada dando origen a los denominados ele-
mentos "no conformes". Dichas condiciones son: 

− Un estado de deformación constante debe asegurar automáticamente la continuidad 
de los desplazamientos. 

− Debe satisfacerse el segundo criterio (compatibilidad con un estado de deformación 
constante). 

 

Como ya se ha dicho, la interpolación polinómica introduce un error asociado al grado 
del polinomio (punto de truncamiento de la serie de Taylor correspondiente) y al tama-
ño del elemento. Dicho tamaño queda fijado en el proceso de discretización que se 
analiza seguidamente. 

 

Discretización 

Otro de los componentes fundamentales del Método de los Elementos Finitos es la 
discretización. La subdivisión del continuo en partes debe ser tal que, en el límite, 
cuando el tamaño de cada elemento tienda a cero, el comportamiento del sistema dis-
creto se aproxime, o converja, al comportamiento real del sistema continuo. Adicio-
nalmente debería exigirse que la solución aproximada fuera continua al pasar de un 
elemento, a otro a través de cualquiera de sus fronteras. Obsérvese que, en principio, el 
que las soluciones coincidan en los nodos no implica que coincidan en las fronteras 
interelementales. 

No hay un método definido para acotar el grado de exactitud alcanzado por la utiliza-
ción de una discretización dada ya que en general no se dispone de la solución exacta, 
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en cuyo caso el cálculo aproximado no sería necesario. No obstante la solución exacta 
puede estimarse a partir de sucesivas aproximaciones. 

En teoría, deberían utilizarse siempre al menos dos discretizaciones y algún método 
para la extrapolación de la solución exacta. 

Por ejemplo, si en una barra de longitud  e 

 

aproximamos el corrimiento u(x1) por un polinomio de grado P entonces: 

( )1++= P
eaproxim adaexacta uu θ  

donde el error ( )1+= P
e



θε  es del orden de 1+P
e  como se desprende de la obtención 

del desarrollo en serie de Taylor, de u(x1) que se supone truncado en el grado P. 
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Para una longitud del elemento n veces menor se tendrá: 
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Entonces puede estimarse la solución exacta como: 

 

Para que este enfoque sea válido, el afinado de la malla debe cumplir las siguientes 
condiciones: 

− La malla de discretización más basta debe estar incluida en la malla más afinada. 
− Las funciones de interpolación utilizadas deben ser las mismas. 
 

Planteamiento general del Método 

En este apartado se aborda la aplicación del Método de los Elementos Finitos al pro-
blema elástico bidimensional. 

A fin de simplificar al máximo la exposición, ésta se realizará a partir del elemento 
bidimensional más simple, el triángulo lineal. 

No obstante, y a pesar de estas dos importantes restricciones, los resultados obtenidos 
son aplicables a problemas mucho más generales. 

e 
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Estrategia de la formulación directa del Método 

La estrategia seguida en la formulación directa del Método de los Elementos Finitos 
consiste en construir un sistema de ecuaciones algebraicas a partir del planteamiento 
del equilibrio, de cada uno de los nodos de la discretización. Las incógnitas del sistema 
resultante son de dos tipos: corrimientos de los nodos libres y reacciones en los nodos 
restringidos. 

Los nodos son entidades sin dimensión, asimilables a partículas. La condición de equi-
librio de un nodo se limita pues a que la suma de las fuerzas actuantes sobre él sea nula. 
Las acciones sobre los nodos son de dos tipos. Por una parte está las fuerzas ejercidas 
sobre el nodo por los diversos elementos que confluyen y se interconectan en él; por 
otra puede existir una fuerza puntual externa, directamente aplicada sobre el nodo. 

En consecuencia un paso previo al planteamiento del equilibrio nodal, consiste en de-
terminar las fuerzas que los elementos ejercen sobre los nodos. Para ello se estudia el 
equilibrio del elemento, uno de cuyos componentes es precisamente la fuerza ejercida 
por el nodo sobre el elemento, igual y contraria a la ejercida por el elemento sobre el 
nodo. Sobre el elemento pueden actuar, además, otras fuerzas directamente aplicadas, 
en su superficie o en su volumen. 

En los apartados siguientes se expone todo el proceso paso a paso, para el análisis de 
problemas de elasticidad plana. 

 

Interpolación en el elemento triángulo lineal 

El elemento triángulo lineal es una porción plana de material de forma triangular con 
un nodo en cada uno de sus vértices. Por tratarse de un elemento bidimensional cada 
nodo tiene dos posibilidades de movimiento (grados de libertad) correspondientes a los 
corrimientos u1 y u2 en las direcciones 1 y 2 globales respectivamente. A los tres nodos 
del elemento triángulo les asignaremos una denominación local como nodos i, j y k 
respectivamente. 
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Para interpolar los corrimientos en el interior del elemento a partir de los corrimientos 
nodales, que se consideran conocidos, se supone que dentro del elemento es válida la 
siguiente aproximación: 
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donde las ai son coeficientes a determinar a partir de los corrimientos nodales. La ante-
rior ecuación puede expresarse también como: 
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Supuesto conocidos los corrimientos en los nodos i, j y k puede plantearse el sistema 
siguiente a fin de determinar los coeficientes ai: 
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de donde: {A} = [C] −1 {u e}, y por tanto: {u} = [P] {A} = [P] [C]−1 {u e} 

asimilando esta expresión a la del método de las funciones de interpolación es fácil ver 
que: 

[P] [C]−1 {u e} = [N] {u e} 

luego: [P] [C]−1 = [ Ni [ I ], Nj [ I ], Nk [ I ] ] 
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siendo: 

 ( ) ( ) AxcxbaxxN iiii 2, 2121 ++=   

 ( ) ( ) AxcxbaxxN jjjj 2, 2121 ++=   

 ( ) ( ) AxcxbaxxN kkkk 2, 2121 ++=   
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La anterior expresión desarrollada toma la forma siguiente: 

{u} = [N] {u e} 
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La matriz de interpolación [N] es una matriz fila formada por tantas submatrices como 
nodos tiene el elemento. Cada una de dichas submatrices tiene dimensión m × m siendo 
m el número de grados de libertad de cada nodo. En el caso analizado existen 3 nodos 
(i, j, k) con dos grados de libertad por nodo (u1, u2). Si todos los grados de libertad de 
un nodo se interpolan del mismo modo, como sucede en el elemento triángulo: 
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Hay que observar que la función de interpolación asociada a un nodo vale 1 cuando se 
aplica a las coordenadas del nodo y vale 0 cuando se aplica a las coordenadas de otro 
nodo. Así pues estas expresiones son análogas a las encontradas para el elemento barra. 
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Sólo que en este caso la utilización de una expresión matricial facilita la manipulación 
compacta y sistemática de las expresiones. 

Discretización de las ecuaciones de la elasticidad 2D 

El problema elástico bidimensional queda resuelto cuando se conoce el campo de co-
rrimientos en el plano. A partir de él, y por derivación, se obtienen las componentes del 
tensor deformación en el plano. Las tensiones correspondientes se calculan a partir de 
éstas últimas mediante las relaciones entre tensiones y deformaciones. Finalmente 
pueden calcularse las tensiones y deformaciones en la dirección perpendicular al plano 
de análisis atendiendo al tipo de idealización realizada: tensión plana (σ = 0 en la di-
rección perpendicular al plano) o deformación plana (ε = 0 en la dirección perpendicu-
lar al plano). 

Según la mecánica del medio continuo, el estado de deformación en el interior del 
elemento puede expresarse a partir de los corrimientos, del siguiente modo: 
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donde [£] es un operador diferencial que actúa multiplicando formalmente al vector de 
corrimientos. 
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La discretización se introduce del siguiente modo:  

{ } [ ] { } [ ] [ ] { } [ ] { }ee uBuN£u£ =≈=


discretocontinuo
ε  

donde [B] es una matriz de deformación, y resulta de aplicar el operador [£] a la matriz 
de interpolación [N]. Esto es así ya que las funciones de interpolación dependen de las 
coordenadas espaciales, no como los corrimientos nodales, que se suponen constantes. 

[B] es una matriz fila formada por n submatrices de 3 × 2 en el caso plano. 

Por ejemplo, en caso de un elemento con tres nodos (i, j, k) se tiene : 
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Por otra parte, en el caso elástico lineal, la relación existente entre tensiones y defor-
maciones puede expresarse como: {σ } = [D] {ε } 

donde la matriz de elasticidad [D] tiene distintas expresiones según el tipo de modelo 
supuesto: tensión o deformación plana. 

 

En el caso de tensión plana: [ ]
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En el caso de deformación plana: [ ] ( ) ( ) ( ) 
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Entonces las tensiones dentro del elemento pueden expresarse en función de los corri-
mientos nodales del siguiente modo: 

{σ } = [D] [B] {u e} = [S] {u e} siendo [S] la matriz de tensiones del elemento. 

De estas expresiones se deduce que conocidos los corrimientos de los puntos nodales, 
la solución del problema elástico queda totalmente definida en el interior del elemento. 
En efecto, conocido {u e} se tiene: 

{u} = [N] {u e} {ε } = [B] {u e} {σ } = [S] {u e} 

Hay que hacer notar que en el elemento triángulo lineal, la deformación (derivada pri-
mera de los corrimientos) permanece constante en todo el elemento. Esto hace que la 
distribución de tensiones sea a su vez una distribución discontinua a saltos. El valor de 
tensión resultante del cálculo se supone asociado al centroide del triángulo por razones 
que se expondrán posteriormente. 

El hecho de que la distribución de tensiones no presente, en general, continuidad entre 
elementos, es consistente con la aproximación realizada en la definición de las funcio-
nes de interpolación de los corrimientos, ya que no se les ha exigido continuidad en sus 
derivadas. 

Equilibrio del elemento 

Consideremos al elemento triángulo como un trozo de material en equilibrio al que 
aislamos momentáneamente de su entorno. Al hacerlo, y para no alterar dicho estado de 
equilibrio, deberemos sustituir todas las acciones ejercidas sobre él por fuerzas equiva-
lentes. Así pues el elemento permanecerá en equilibrio bajo la acción de: 
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− Las fuerzas de volumen actuantes. Estas están distribuidas en toda su masa y se apli-
can sobre cada una de las partículas que podemos imaginar forman el material del ele-
mento. La fuerza actuante sobre el diferencial de volumen del elemento es { } dVb × . 

− Las fuerzas de superficie actuantes. Estas podrán ser a su vez de dos tipos si el ele-
mento está en la periferia del sólido: Fuerzas exteriores de superficie que actúan sobre 
la parte exterior del contorno, y fuerzas de superficie provenientes de la interacción con 
los elementos vecinos a través de la parte interior del contorno del elemento. La fuerza 
actuante sobre el diferencial de superficie del elemento es { } dAf × . 

− Las fuerzas puntuales que los nodos colocados en los vértices ejercen sobre él. Estas 
interacciones son puntuales porque se producen entre el nodo, que no tiene dimensio-
nes, y la partícula situada en el vértice del elemento. Cada una de estas fuerzas tiene 
una componente según cada grado de libertad de movimiento del nodo sobre el que 
actúa. 

 

El elemento debe estar en equilibrio bajo el efecto de todas estas acciones y en conse-
cuencia el trabajo virtual realizado por dichas acciones debe ser igual a la variación 
virtual de la energía de deformación. En efecto: 

 

{ } { } { } { } { } { } [ ] [ ]∫∫∫∑ ∗∗∗∗ =++
eee VVA

i
ii dVdVubdAufuF εσ :  

Donde {u∗} es el campo de corrimientos virtual y ∗
ijε  son las deformaciones virtuales 

asociadas a dicho campo. 

NOTA: Con objeto de simplificar la explicación se ha prescindido de la posi-
ble existencia de tensiones y/o deformaciones iniciales, suponiéndose que el 
estado inicial se corresponde con el estado neutro del material, libre de tensión 
y deformación. 

 

Para facilitar la discretización de esta expresión se introduce el concepto de fuerza 
nodal equilibrante. La fuerza nodal equilibrante es un vector formado por tantos sub-
vectores como nodos tiene el elemento. Cada uno de estos subvectores corresponde a la 
fuerza actuante en un nodo. De igual modo se introduce el vector de corrimientos noda-
les del elemento. El vector de corrimientos nodales es un vector formado por tantos 
subvectores como nodos tiene el elemento. Cada uno de estos subvectores corresponde 
a los corrimientos posibles del nodo. 

Para que las expresiones sean coherentes, fuerzas y corrimientos deben corresponderse 
de modo que la fuerza actuante sobre un grado de libertad tenga, la misma dirección 
que el corrimiento asociado a ese grado de libertad. Esto se consigue expresando todos 
los vectores en un sistema de ejes común. 
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Vector de fuerzas y vector de corrimientos 

Con esta nueva notación el principio de los trabajos virtuales se expresa del siguiente 
modo: 

{ } { } { } { } { } { } [ ] [ ]∫∫∫ ∗∗∗∗ =++
eee VA
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V

Te
e

T
e dVdAfudVbuFu εσ :

Introduciendo las funciones de interpolación sobre los corrimientos virtuales se tiene: 
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Si el sólido es elástico y lineal entonces: {σ} = [D] [B] {u e} 

con lo que:  { } [ ] [ ] [ ] { }eV
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Eliminando { }T
eu∗  se obtiene finalmente la ecuación de equilibrio del elemento:
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Esta expresión puede reorganizarse del siguiente modo: 
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Si imaginamos que los nodos actúan como "apoyos" del elemento, las fuerzas nodales 
sobre el elemento pueden interpretarse entonces como las reacciones que se generan en 
dichos apoyos. Estas reacciones equilibran a cada una de las componentes del segundo 
miembro de la igualdad cuya interpretación física es la siguiente: 
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Son las reacciones en los nodos a las fuerzas elásticas generadas por desplazamientos 
de los nodos no compatibles con un movimiento de sólido rígido. Este término recibe el 
nombre de fuerzas nodales elásticas. 

En esta expresión aparece el término: 

cuyo significado físico es el de ser la matriz de rigidez del elemento. Puede demostrar-
se que es una matriz simétrica y definida positiva. Sus dimensiones son (n × m)2 siendo 
n el número de nodos del elemento y m el número de grados de libertad por nodo. 

Son las reacciones en los nodos a las fuerzas de volumen distribuidas sobre el elemento 
cuando se fijan todos los corrimientos nodales. Este término recibe el nombre de fuer-
zas nodales equivalentes a las fuerzas distribuidas de volumen. 

Son las reacciones en los nodos a las fuerzas de superficie distribuidas sobre el elemen-
to cuando se fijan todos los corrimientos nodales. Este término recibe el nombre de 
fuerzas nodales equivalentes a las fuerzas distribuidas de superficie. Como se verá 
posteriormente este término sólo es preciso calcularlo en caso de que el elemento per-
tenezca al contorno exterior del cuerpo y sobre él actúe una fuerza también exterior. 
Las fuerzas asociadas a las acciones internas entre elementos, aunque existen, no inci-
den en el resultado final por estar globalmente autoequilibradas. 

Finalmente queda: { } [ ] { } { } { }f
e

b
eee

e
e FFuKF −−=

expresión que detallada por componentes en el caso del elemento triángulo lineal es: 
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Seguidamente se expone el cálculo de la matriz de rigidez para dos casos simples, el 
elemento barra unidimensional, y el elemento triángulo de deformación constante bi-
dimensional. 

Elemento barra: 

El elemento barra en el plano y referido a sus ejes locales tiene un solo grado de liber-
tad por nodo. Las funciones de interpolación son: 
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Elemento triángulo lineal: 

La matriz [B] en este caso está formada por las tres submatrices: 
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La matriz de rigidez elemental [Ke] tendrá dimensión 6×6 y su expresión es fácilmente 
calculable a partir de la expresión general: 

[ ] [ ] [ ] [ ]∫=
eV

T
e dVBDBK

Obsérvese que 21 dxdxtdV = , siendo t el espesor, y que todos los coeficientes que 
resultan del producto de matrices son constantes.  
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Por tanto:  
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Las fuerzas nodales equivalentes a las distribuidas sobre el volumen, se calculan apli-
cando las expresiones siguientes: 
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De igual modo se obtienen las fuerzas nodales equivalentes a las distribuidas sobre la 
superficie: 
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NOTA: La integral que define { }f
eF  se evalúa sobre el contorno del triángu-

lo, o sea sobre cada uno de sus tres lados (ij, ik y jk) 
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en consecuencia, las fuerzas de superficie, supuestas constantes sobre cada lado, se 
reparten equitativamente entre los nodos del mismo. 

Planteamiento del equilibrio nodal 

Durante el planteamiento del equilibrio de un elemento genérico aparece el concepto de 
fuerzas nodales equilibrantes. Estas fuerzas son ejercidas por los nodos sobre el ele-
mento a fin de garantizar su equilibrio, y por el principio de acción y reacción son igua-
les en magnitud y de signo opuesto a las ejercidas por los elementos sobre los nodos.  

Llegados a este punto es posible plantear el equilibrio de un nodo genérico. Dicho 
equilibrio toma en el caso de la elasticidad plana, la forma de un simple equilibrio de 
fuerzas. Consideremos un nodo genérico i. En dicho nodo confluyen m elementos, cada 
uno de los cuales ejerce una fuerza sobre el nodo. Además, puede haber una fuerza 
exterior Pi directamente aplicada sobre el nodo. 
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Donde:  : es la fuerza del nodo sobre el elemento. 

 : es la fuerza del elemento sobre el nodo. 

 : es la fuerza exterior sobre el nodo. 

 : es el nodo i aislado. 

Fuerza ejercida sobre el nodo i por el m-ésimo elemento concurrente en él: { }m
i

e
eF−

La fuerza puntual exterior directamente aplicada sobre el nodo i es: {Pi} 

Por tanto la ecuación de equilibrio del nodo i queda como: { } { } 0=− ∑
m

m
i

e
ei FP

donde la suma se extiende a todos los elemento concurrentes en el nodo i. 

La ecuación desarrollada para el elemento triángulo lineal es: 

{ } { } { } [ ] { } [ ]{ } [ ]{ }( )∑∑∑ ++=++
m

m
keik

m
jeij

m
ie

m
ii

m

m
i

f
e

m

m
i

b
ei uKuKuKFFP

Esta ecuación vectorial es equivalente a dos ecuaciones escalares (suma de fuerzas 
según la dirección 1 igual a cero y suma de fuerzas según la dirección 2 igual 0) co-
rrespondientes a los dos grados de libertad del nodo. 

Al plantear el equilibrio nodal se observa que las fuerzas nodales correspondientes a 
acciones internas entre elementos colindantes se cancelan por formar parejas del tipo 
acción-reacción que se aplican a dos elementos confluentes sobre un mismo nodo. Por 
este motivo el análisis de las fuerzas de superficie se puede reducir, ya desde un princi-
pio, sólo a las aplicadas exteriormente. 

Si suponemos que los nodos implicados en esta ecuación son libres en su movimiento, 
todos los datos de fuerzas que aparecen en la ecuación serán conocidos mientras que 
todos los corrimientos de los nodos implicados serán incógnitas. Si alguno de los nodos 
tiene restricciones en el movimiento según algún grado de libertad, la fuerza exterior 
aplicada en ese nodo y en la dirección del grado de libertad impedido tendrá carácter de 
reacción de enlace, mientras que la componente de corrimiento correspondiente será 
entonces conocida. 

En la ecuación resultante cabe destacar algunas peculiaridades importantes: 

− Cuando sobre un nodo y según uno de sus grados de libertad, actúa más de un ele-
mento, las rigideces correspondientes se suman, de forma semejante a como se suman 
las rigideces de muelles actuando en paralelo. 

− Todas las fuerzas exteriores actuantes sobre el nodo, procedentes de los elementos o 
directamente aplicadas, se suman formando un único vector de fuerzas que iguala a la 
resultante de las fuerzas elásticas sobre el nodo. 

D 

C 

B 

A 
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− El número de nodos que intervienen en la ecuación es, en principio, muy limitado 
puesto que ésta solo implica a los elementos adyacentes al nodo. 

Se pueden escribir k ecuaciones vectoriales de este tipo, donde k es el número total de 
nodos. Evidentemente se obtienen tantas ecuaciones como incógnitas puesto que a cada 
grado de libertad se le asocia una sola incógnita, ya sea el corrimiento si es libre, ya sea 
la reacción de enlace si éste está impedido. El sistema de ecuaciones resultante, forma-
do por k × m ecuaciones escalares donde m es el número de grados de libertad por no-
do, expresa el equilibrio global de todo el sólido. 

Como consecuencia de la naturaleza de las ecuaciones, la matriz del sistema así como 
el vector de cargas nodales, pueden obtenerse de forma sistemática a partir de las ma-
trices de rigidez de los elementos, de las fuerzas nodales elementales y de las fuerzas 
nodales directamente aplicadas, por un simple proceso de suma denominado "ensam-
blaje". Al mismo tiempo esta matriz es dispersa, conteniendo muchos ceros dado el 
carácter local del equilibrio nodal. Estas dos características, unidas a que la matriz del 
sistema puede demostrarse que es simétrica, facilita enormemente la resolución compu-
terizada del mismo mediante métodos numéricos.  

Resolución del sistema resultante 

El sistema resultante presenta el mismo carácter dual que se expuso para el caso de un 
sistema de barras. Aquí también aparecen dos familias de incógnitas: Los corrimientos 
según los grados de libertad libres, en los que las fuerzas actuantes son conocidas; y las 
reacciones incógnitas en los grados de libertad restringidos. Esta situación puede gene-
ralizarse del siguiente modo: 

Supongamos que se reorganizan las ecuaciones del sistema de modo que sea posible 
escribirlo en la forma: 

equilibrio nodal con 

  {u s} = Corrimientos prescritos.         {u k} = Corrimientos libres. 

  {Ps} = Reacciones incógnitas.           {Pk} = Fuerzas aplicadas. 

















=









s

k

sssk

kskk

s

k

u
u

KK
KK

P
P

Entonces es posible desacoplar la determinación de las dos familias de incógnitas (co-
rrimientos libres y reacciones). A esta operación se la denomina "reducción del siste-
ma"  

En efecto, en una primera etapa se resuelve el sistema reducido que determina el valor 
de los corrimientos nodales incógnitos: 
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Cálculo de los corrimientos incógnitas: 
{ } [ ] { } [ ] { }
{ } [ ] { } [ ] { }[ ]skskkkk

skskkkk

uKPKu

uKuKP

−=

+=
−1  

Una vez determinados éstos puede procederse al cálculo de las reacciones incógnitas: 

Cálculo de las reacciones incógnitas: { } [ ]{ } [ ]{ }sssksks uKuKP +=  

La resolución completa del problema elástico comporta el cálculo final de las tensiones 
y deformaciones en cada elemento que puede realizarse del siguiente modo: 

{ } [ ] { } { } [ ] { }ee uBuS == εσ  

Aunque en muchas ocasiones se utilizan técnicas más sofisticadas en orden a obtener 
mejores aproximaciones. 

 

Esquema operativo para la aplicación del MEF 

El proceso general para la resolución del problema elástico mediante el MEF presenta, 
conceptualmente, el esquema siguiente: 

Cada elemento queda caracterizado por su matriz de rigidez elemental [K], compuesta 
por n × n submatrices de dimensión m × m siendo n el número de nodos del elemento y 
m el número de grados de libertad de cada nodo (en el ejemplo n = 3 m = 2). Las cargas 
sobre los elementos son reducidas a cargas nodales equivalentes. Los vectores de fuer-
zas nodales están formados por n subvectores de dimensión m, tienen por tanto tantas 
componentes como grados de libertad tiene el elemento. 

El planteamiento del equilibrio de todos y cada uno de los nodos de la estructura en 
unos ejes globales conduce a la construcción por ensamblaje de la matriz global de la 
estructura [K], de dimensión (m×k)2, siendo k el número de nodos de la estructura en su 
conjunto. Al mismo tiempo se ensambla el vector de fuerzas nodales, de dimensión 
k×m. 

Una vez determinado los corrimientos nodales incógnitas, se procede al cálculo de las 
reacciones incógnitas dejando así el problema totalmente resuelto.  

En forma reducida los pasos a seguir son los siguientes: 

 1º) Definición del problema: 

 − Geometría. 

 − Materiales. 

 − Condiciones de carga. 

 − Condiciones de enlace. 
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 2º) División en elementos y elección de las funciones de interpolación. 

 3º) Cálculo de las propiedades elementales ([Ke] {u e}, etc...). 

 4º) Ensamblado del conjunto. 

 5º) Resolución del sistema. 

 6º) Post análisis (Cálculo de reacciones, tensiones, deformaciones, etc...). 

En la práctica muchos de estos pasos son realizados por el programa sin una excesiva 
intervención del usuario. Sin embargo no por eso se considera falto de interés su cono-
cimiento para un uso óptimo de esta tecnología. 
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Problemas 

Problema 1 

Las ecuaciones siguientes describen el movimiento de extrusión de un medio continuo 
por el interior de una tobera de sección circular de radios R y r de entrada y salida, 
respectivamente, tal como se ilustra en la figura. 

La transformación no puede considerarse infinitesimal. 

El medio continuo fluye ocupando todo el espacio interior de la tobera, sin crear hue-
cos. 

La densidad del material en la entrada de la tobera es siempre ρo

Se pide: 

Unidades: 
longitud: cm 
tiempo:   s 

(A, B constantes) 

R = 8 cm 

r = 4 cm 

L = 10 cm 

R 
r

0 1 

2 

P 
q 

L 

1 1
2

2 2
2

3 3

·

·

·

At L

At L

x X B t
x X e
x X e

−

−

= +

=

=
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1. ¿Para qué valores de A, B, X


y t la transformación es físicamente posible? Deter-
minar la descripción euleriana del movimiento ),( txXX





=  y el campo de veloci-
dades en ambas descripciones. Razonar si se trata de un régimen estacionario o 
transitorio. 

2. Hallar los valores de A y B correspondientes a una velocidad de extrusión (veloci-
dad horizontal de avance del material) de 1 cm/s y un radio final de la tobera de r.

3. ¿Cuánto tiempo tarda la partícula P en deslizar por la pared de la tobera desde su
posición inicial, en la entrada, hasta la salida? ¿Cuánto vale su densidad en la sali-
da? ¿Y su deformación volumétrica unitaria 00v )( dVdVdV −=ε ?

4. Calcular el vector velocidad de las partículas que pasan por el punto q de la sec-
ción central.

5. Determinar el tensor velocidad de deformación. ¿Cuánto vale la máxima velocidad
de deformación?

Problema 2 

El medio continuo esférico de radio unitario representado en la figura, experimenta una 
transformación geométrica lineal. La partícula O (0,0,0), centro de la esfera, no se 
desplaza. Las partículas de intersección de su superficie exterior con los ejes de refe-
rencia (A, B y C) pasan a ocupar las posiciones ax

 , bx
  y cx

 .
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Se pide: 

1 

2 

3 

B 

O 
A 
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1 mm 
P 

Q S 

R 

q s 

p r 

1) Determinar la expresión lagrangiana del campo de desplazamientos )(Xuu




=  
sabiendo que son funciones lineales y que el punto O no se desplaza. 

2) Determinar la matriz gradiente de desplazamientos y evaluar la posibilidad fí-
sica de la transformación. Calcular el volumen final de la esfera y la deforma-
ción volumétrica unitaria. 

Admitiendo la hipótesis de pequeñez de los desplazamientos: 

1) Calcular ahora la deformación volumétrica unitaria y el volumen final de la 
esfera. 

2) Determinar el giro de sólido rígido que experimenta la esfera (en radianes) y 
la dirección del eje de giro. Dibujar el vector rotación sobre la esfera antes de 
deformar. 

3) Calcular las longitudes finales de los diámetros de la esfera definidos por los 
ejes de referencia y los ángulos finales que forman entre ellos. 

4) Identificar los diámetros de la esfera que, una vez deformada ésta, alcanzan la 
máxima longitud y la mínima y dibujarlos sobre la esfera antes de la transfor-
mación. Calcular dichas longitudes finales. ¿Qué ángulos forman entre ellos 
después de la transformación? ¿Cuál es su movimiento? 

Problema 3 

En el análisis del movimiento de un medio continuo elástico, lineal e isótropo, se utili-
za una cuadrícula de referencia, fija en el espacio, para medir los desplazamientos (no 
infinitesimales) de sus partículas. Todos los puntos del medio se mueven paralelamente 
al plano de la cuadrícula. 
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Suponiendo que el campo de desplazamientos es lineal respecto a X1 y X2, se pide: 

1) La expresión lagrangiana del campo de desplazamientos. 

2) La transformación ¿es invertible? ¿es físicamente posible? 

3) Razonar les diferencias entre las dos condiciones anteriores. 

4) La deformación volumétrica unitaria en función de X


 y la superficie final del 
cuadro p-q-r-s. 

5) Determinar geométricamente las longitudes finales exactas de las rectas p-q y p-r. 

6) Determinar geométricamente el valor exacto del ángulo final q-p-r. 

 
Suponiendo ahora que se trata de una transformación infinitesimal, determinar nueva-
mente las magnitudes siguientes mediante el tensor de deformaciones y razonar las 
causas del error que se comete. 

 

1) La deformación volumétrica unitaria y la superficie final del cuadro p-q-r-s. 

2) Las longitudes finales de las rectas p-q y p-r. 

3) El ángulo final q-p-r. 

4) Razonar y dibujar en qué orientación se encuentra el cuadro inscrito en P-Q-R-S 
que no presentaría distorsión angular. 

 

 
Problema 4 

La placa cuadrada de 1 mm de espesor y 1 m de lado representada en la figura presenta 
el siguiente campo lagrangiano de desplazamientos ( u

 , X


en mm, t en s): 









=
=
=

03

122

211

u
tXXu
tXXu

 

 
Material: 
 
Densidad inicial ρo = 3 000 kg/m3 

Módulo elástico E = 70 000 N/mm2 

Coef. de Poisson ν = 0,3 
Límite elástico σe = 300 N/mm2 
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Se pide: 

1) Evaluar la posibilidad física de la transformación. 

2) Calcular la evolución de la densidad  en función del tiempo y de las coordenadas 
materiales X



. ¿Cuánto vale la densidad de la partícula central de la placa para 
t=10-6 s? 

3) Determinar el campo lagrangiano de velocidades y calcular las velocidades de las 
esquinas de la placa. Dibujar dichos vectores sobre la placa deformada para t=10-6 
s. 

 
Para t = 10-6 s y bajo la hipótesis de pequeños desplazamientos: 

1) Calcular la longitud final de la diagonal indicada en la figura en línea discontinua. 

2) ¿Cuál es el coeficiente de seguridad a límite elástico de la placa en este instante, si 
se supone un comportamiento frágil? 

 

Problema 5 

El siguiente campo euleriano de desplazamientos describe el movimiento (no infinite-
simal) de un medio continuo elástico. 

  texu  111  

  texu  122   xi  en mm, t en segundos 

 03 u  

Se pide: 

1 

2

3 



Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

214 

1) Deducir las descripciones lagrangiana ( )tXxx ,




=  y euleriana ( )txXX ,




=  del 
movimiento. 

2) Razonar la posibilidad física de la transformación. 

3) Determinar el tensor velocidad de deformación [D] y explicar el significado físico 
de sus términos. 

4) Calcular el tensor de deformaciones finitas de Cauchy-Green [C] y determinar la 
máxima distorsión angular y las direcciones que la experimentan. 

 
Para t = 0,1 s: 

5) Representar gráficamente y razonar la transformación del cubo ilustrado (1×1×1 
mm), determinando las longitudes finales de los lados, ángulos finales y volumen 
final. 

 

 

 

 

Para t = 0,1 s y bajo la hipótesis de transformación infinitesimal y elasticidad lineal: 

 

6) Determinar y dibujar la distribución de tensiones en las caras y fuerzas de volu-
men. 

7) Determinar la tensión tangencial máxima y dibujarla sobre el cubo. 

 

1 

2 

3 

E = 1.000 N/mm2   ν = 0,3 
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Problema 6 

El campo de desplazamientos infinitesimales para la flexión de una viga es: 

2141 10
1 XXu −=  

)(
10·210·2

1 2
3

2
24

2
142 XXXu −+=

υ
 

3243 ·
10

XXu υ
=  

Material  E = 2·104 Mpa    υ = 0.2 

 

 

 

 

 

El eje de la viga (directriz) está inicialmente sobre el eje 1. El origen de coordenadas 
está situado en el centro de la viga. 

Se pide: 

1) Tensor deformación [ε] 

2) La deformación transversal máxima gmáx.  

3) Señalar los puntos de la viga donde se produce gmáx. 

4) El tensor tensión [σ] 

5) Las tensiones normales máximas (tracción) y mínimas (compresión) de toda la 
viga. 

6) Señalar los puntos de la viga donde se producen. 

7) El vector rotación {ω} 

8) Señalar los puntos de la viga cuyas componentes de rotación son máximas. 

9) El giro de las secciones extremas de la viga en su punto central (puntos A y B 
sobre el eje directriz) 

10) Si σ e = 260 MPa, hallar el coeficiente de seguridad, según el criterio de Von Mi-
ses. 

100 
100 

2 

1 

3 

A B 

1.000 mm 
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Problema 7 

La pieza prismática de la figura experimenta una transformación geométrica represen-
tada mediante las ecuaciones lagrangianas ),( tXxx





=  siguientes: 

3
6

111 10·400a XXXx −++=

2
6

2 )10·9001( Xx −−=

1
6

233 10·200d·b)c1( XXXx −−++=

Sabiendo que: 

- la transformación no cambia el volumen del prisma; 

- se tiene, en todo el prisma, un estado plano de deformación (plano 1-2); 

- el material es frágil, de resistencia σr = 200 N/mm2; 

- las propiedades elásticas son   E = 200.000  N/mm2 ,  ν = 0,12; 

- se puede admitir la hipótesis de transformación infinitesimal; 

se pide determinar: 

1) Las constantes a, b, c y d.

2) El estado final del prisma: longitudes de los lados, volumen y rotación de sólido
rígido 𝜔�, ilustrando gráficamente el estado de deformación (no es necesario ilus-
trar los movimientos de sólido rígido).

3) La tensión tangencial máxima y dibujar el plano sobre el que actúa y el vector
tensión.

4) El coeficiente de seguridad γs. Representar la superficie de rotura y el punto de
funcionamiento en el plano de tensiones principales (plano de Westergaard). Com-
parar este resultado con el que se obtendría si el material fuese dúctil.

3 

1 
2 

10 mm 

10 mm 30 mm 
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Problema 8 

Una roseta de galgas es un dispositivo constituido por tres galgas extensométricas su-
perpuestas cuyas lecturas proporcionan las tres deformaciones longitudinales unitarias 
correspondientes a dos direcciones perpendiculares y su bisectriz. Se han pegado rose-
tas en determinados puntos de la superficie libre del diente de una pala excavadora para 
evaluar las causas de su rotura. 

 
 
 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si las lecturas de una de las rosetas y las propiedades del material son las indicadas, se 
pide, para este punto: 
 

1) Las deformaciones transversales g de las direcciones a y b. 

2) Las componentes intrínsecas, normal   y tangencial , de los vectores tensión que 
actúan sobre los planos de normal a y b. 

3) Las componentes intrínsecas del vector tensión cuya componente tangencial es 
máxima máx. Representar gráficamente dicho vector tensión y el plano sobre el 
que actúa, situándolo respecto a las direcciones a, b y c de referencia. 

4) Sabiendo que se trata de un material dúctil, determinar la tensión normal de límite 
elástico e mínima necesaria para que el coeficiente de seguridad a límite elástico 
sea 1,5. Representar este apartado gráficamente en el plano de tensiones principa-
les. 

 

a 

b 

b 

c 

c 

a 

a =   887,50 ·10-6
b = –720,83 ·10-6 
c =   547,62 ·10-6 

E = 210.000 N/mm2

 = 0,3 
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Problema 9 

Sobre la superficie exterior libre de carga de una lona de material textil recubierta con 
teflón, destinada a la construcción de una cubierta, se imprime una imagen compuesta 
por pequeños píxeles circulares de 10 mm de diámetro, en diferentes tonalidades de 
gris, dispuestas como se indica en la figura (las líneas discontinuas corresponden a la 
posición sin deformar). Se quiere aprovechar este hecho para determinar el estado ten-
sional y deformacional del material, cuando está en funcionamiento, en determinados 
puntos de la cubierta que puedan ser conflictivos debido a la presencia de líneas de 
sutura, uniones, refuerzos, etc. 

Así, en situación de máxima carga, se miden las distancias entre los centros de las cir-
cunferencias (ahora elipses), en una zona suficientemente reducida para poder conside-
rar que el estado de deformación es constante y la superficie, plana. El resultado es el 
indicado en la tabla adjunta. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Material: 
E  =  10 N/mm2 

  =  0,3 

Suponiendo que el material es homogéneo, isótropo, en el campo elástico-lineal, y 
suponiendo que la transformación es infinitesimal, se pide: 

1) Las partículas experimentan un movimiento absoluto del que no se dan datos; 
razonar por qué no es necesario conocer este movimiento para estudiar el estado 
de deformación de una partícula. 

2) Tomando oa  eje 1, y la perpendicular al dibujo  eje 3, determinar el tensor de-
formación y describir el significado físico de sus componentes. 

3) Calcular el porcentaje de cambio de espesor de la lona en esta zona. 

4) Deducir la orientación de los ejes de las elipses respecto a la dirección oa . Dibu-
jarlos. 

5) Representar los círculos de Mohr de tensiones e identificar los vectores tensión que 
actúan a través de los planos de normales oa, ob y oc. 

loa = 10,25 mm 
lob = 10,25 mm 
loc = 10,1 mm 

b 

c 

a o 
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6) Deducir qué planos experimentan las máximas tensiones tangenciales en el plano 
del dibujo (1-2). Calcular y dibujar estas tensiones tangenciales, y la distorsión an-
gular que experimentan los planos donde actúan. 

7) Asumiendo que el fallo se producirá por desgarro, debido a la fragilización del 
tejido bajo los efectos de los rayos ultravioletas, razonar cuáles son las tensiones 
que provocarán este desgarro, calcularlas y dibujarlas. Dibujar también el desgarro 
en su correcta orientación. 

8) Determinar la resistencia mínima que debería tener el material para soportar este 
estado de tensión con un coeficiente de seguridad de valor 1,5. 

 

Problema 10 

Un depósito esférico de pared delgada se construye con cierta resina reforzada con 
fibra de vidrio corta, orientada en direcciones aleatorias, de manera que el material 
puede considerarse homogéneo e isótropo. Se analiza el comportamiento del material, 
en el punto crítico de la superficie externa del depósito (libre de carga), adhiriendo una 
roseta de galgas extensométricas –dispositivo que mide las deformaciones longitudina-
les unitarias en dos direcciones perpendiculares y su bisectriz (v. figura). 

 

 

 

 

 

 

 

El depósito se somete a carga (presión interna) y se miden las tres lecturas de la roseta 
de galgas, resultando tres lecturas idénticas de valor 3.000 . Se pide: 

1) Dibujar los círculos de Mohr de tensiones y de deformaciones. 

2) ¿Qué es el elipsoide de Lamé, o de tensiones? Describirlo y dibujarlo en este caso. 

3) Suponiendo que el estado de tensión es, aproximadamente, el mismo en todo el 
espesor de la pared del depósito, calcular la variación de espesor en este punto. 

4) Determinar el valor máximo de tensión normal I. Razonar e identificar los planos 
donde actúa.  

5) Determinar el valor máximo de tensión tangencial máx. Razonar e identificar los 
planos donde actúa. 

Propiedades elásticas: 
E = 20.000 MPa 
 = 0,4 
 
Espesor de pared: 
10 mm 
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6) Explicar las causas y los mecanismos de fallo para los criterios de Rankine (σI),
Tresca (τmáx) y von Mises.

Razonar qué criterio es el adecuado si, en condiciones normales, el fallo se produce por 
deslizamiento entre la fibra y la resina. Determinar el límite elástico necesario si el 
coeficiente de seguridad es γS = 2. 

1) Después de 52 horas en las mismas condiciones de carga, en una cámara de enve-
jecimiento acelerado (fadeómetro) por la acción de rayos UV y humedad elevada,
la matriz de resina se fragiliza y fisura. Se pide:

2) Razonar qué criterio de fallo es el adecuado y determinar el límite elástico del
material envejecido.

3) Ilustrar la modificación de la curva de fallo en el plano de tensiones principales
(Westergaard) indicando el punto de funcionamiento.

4) Razonar e ilustrar gráficamente en qué direcciones se producirán las fisuras.

Problema 11 

Un elemento resistente, elaborado con una resina dúctil, se tiene que someter a un es-
fuerzo de torsión que provoca un estado tensional de cizalladura pura con valores ex-
tremos de τ = 100 N/mm2 en los puntos de la superficie externa libre de carga y 
superpuesto a un estado uniaxial de tracción de valor  σ = 200 N/mm2.  

Pese a tener un comportamiento inicialmente dúctil, la resina puede fragilizarse con el 
tiempo por efecto de los rayos UV y, para evitar el clivaje que se produciría, se quiere 
reforzar la superficie con una finísima capa de fibras de un material frágil, que no altera 
las propiedades elásticas del conjunto. 

Suponiendo que el estado de tensiones es el indicado, se pide: 

1) ¿En qué dirección óptima α se tienen que orientar las fibras respecto a los ejes 1-2
per evitar el clivaje superficial de la resina? Razonar y deducir gráficamente la res-
puesta a través de los círculos de Mohr y dibujar los planos de clivaje o fisuras so-
bre el material.

τ
α 

1 

2 

1 

2 

+
σ  
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200 cm2a

200 kN 1 m

2,5 m

a a 

2) Determinar las propiedades resistentes mínimas necesarias de los materiales y de la
interfase fibra-resina si se quiere tener un coeficiente global de seguridad de 1,5:

- tensión de límite elástico de la resina (dúctil) 

- tensión de rotura de las fibras 

 - resistencias mínimas al deslizamiento y a la separación entre fibra y resina 

Si, una vez fabricada la pieza con las fibras orientadas según la α calculada, se somete 
exclusivamente al estado de cizalladura pura (sin el estado de tracción uniaxial): 

1) ¿Cuáles de las anteriores propiedades mínimas necesarias de los materiales y
de la interfase fibra-resina tendrían que mejorar para mantener un coeficiente
de seguridad de 1,5?

Problema 12 

Se tiene una columna de material elástico lineal, totalmente sumergida en un fluido 
ideal en reposo y apoyada verticalmente sobre la superficie inferior sin rozamiento. La 
superficie superior de la columna se halla a 1 m de profundidad, soportando una carga 
vertical adicional de 200 kN, que se supone uniformemente distribuida sobre dicha 
superficie. 

Se pide: 

1) Determinar razonadamente las solicitaciones a que está sometida la columna.

2) Determinar y razonar las expresiones de los tensores tensión y deformación para
un punto cualquiera de la columna.

3) Calcular las variaciones geométricas que se producen en una sección transversal
cualquiera de la columna (ángulos y longitudes de los lados) y determinarlas nu-
méricamente para las secciones extremas de la columna (superior e inferior)

4) Calcular la altura final de la columna una vez deformada.

5) Si la columna es de hormigón (frágil), ¿cuánto vale el coeficiente de seguridad?.
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Datos: 

Densidad del fluido: ρf = 2.000 kg/m3; g ≈ 10 m/s2 

Propiedades del material elástico de la columna: 

ρc = 2.500 kg/m3; Ec = 20.000 N/mm2; νc = 0,2; σrotura a compresión = −25 N/mm2 

 

 

Problema 13 

La figura adjunta muestra la sección transversal de una tubería circular refrigerada de 
gran longitud, cuya deformación axial (perpendicular a la figura) se halla impedida. 

Sometida a carga mecánica estática, se produce una rotura frágil al propagarse una 
fisura iniciada en el punto A. 

 

Material: 

Módulo elástico E =  200.000 N/mm2 

Coef. de Poisson ν = 0,3 

Tensión límite σe = 800 N/mm2 

 α = 60º  

 

 

Se pide, para el punto A y justo en el instante previo a la rotura: 

1) Determinar las tensiones principales σ1* σ2* y σ3* , identificar sobre el dibujo sus 
direcciones principales asociadas. Identificar las direcciones I, II y III. 

2) Determinar las deformaciones principales ε1* ε2* y ε3*  y calcular el tensor defor-
mación según los ejes 1-2-3. 

3) Determinar la variación del ángulo α  en el punto A. 

4) Determinar gráficamente (círculos de Mohr) los vectores tensión 1t


, 2t


 y 3t


, y 
dibujarlos sobre el punto A. 

5) ¿Qué sucedería si se fabricase la tubería con un material de idéntica σe pero muy 
dúctil? 

A 

α 

1 

2 
α 
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Problema 14 

Una chapa de acero de 1 mm de espesor y forma hexagonal experimenta un estado 
tensional plano y constante en todos sus puntos, provocado por ciertas fuerzas de su-
perficie aplicadas a cada uno de sus lados. Sabiendo que: 

 
- sobre un lado, la componente normal de la fuerza de superficie es nula y la tangencial 
100 N/mm2; 

- sobre otro de ellos, actúa la componente tangencial máxima; 

 
se pide: 

1) Representar los tres círculos de Mohr de tensión, graficando sobre ellos los vecto-
res tensión que actúan en las seis caras del hexágono. 

2) Calcular las tensiones y direcciones principales, y dibujarlas sobre la pieza identi-
ficando los planos sobre los que actúan. 

3) Determinar la expresión del tensor tensión en la base formada por la dirección 
horizontal, la dirección vertical y la normal a ambas. 

4) Calcular y representar gráficamente las fuerzas de superficie normales y tangencia-
les sobre todas y cada una de las caras del hexágono. 

 

 

 

 

 

 

Material: 

Módulo elástico E = 200.000 N/mm2 

Coef. de Poisson ν = 0,3 

Límite elástico σe = 800 N/mm2 

 

100 N/mm2 

τmáx ,  σ? ? 

? ? 

? 
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Problema 15 

El estudio tensional (elástico y lineal) de una llave fija, mediante el método de los ele-
mentos finitos, da el mapa de tensiones principales máximas (I ) de la figura. El valor 
más intenso se produce en el punto A indicado. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Espesor: 10 mm  

Carga exterior resultante: 1.000 N  

No hay acciones externas perpendiculares al plano de la pieza. 

 

Del mismo modelo de elementos finitos, se obtiene que la tensión tangencial 12 es de -
225 N/mm2 para el mismo punto A. Se pide, para el punto A:  

 

1) Razonar y representar gráficamente sobre la pieza en qué planos, dirección y sen-
tido actúa la tensión ilustrada de 450 N/mm2. 

2) Expresar el tensor tensión en las direcciones principales. Describir las particulari-
dades de las direcciones y tensiones principales.  

3) Determinar gráficamente (Mohr) el ángulo que forma la dirección normal a la 
superficie en A con los ejes 1-2  

4) Deducir la expresión del tensor tensión en la base 1-2-3. Dibujar todas las compo-
nentes e interpretar el significado físico.  

5) Si el material falla de manera dúctil, razonar en qué plano se iniciará la plastifica-
ción.  

6) Si el material fallara de manera frágil, razonar en qué plano se iniciaría la ruptura.  

N/mm2 

Características de la malla: 

997 nodos 

357 elementos sólidos 2D  

de 8 nodos y 2 g.l. por nodo 

1 

2 

I 

0

50 

100 

150 
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7) Determinar la tensión equivalente según los criterios de fallo de Rankine, Tresca y 
von Mises, y razonar el motivo de las discrepancias y/o coincidencias entre ellos.  

8) Determinar la tensión de límite elástico mínima necesaria para obtener un coefi-
ciente de seguridad  1,2 con cada uno de los criterios de fallo, comparar los resul-
tados en el plano de tensiones principales (Westergaard).  

9) Si la tensión de límite elástico del material finalmente escogido es de 900 N/mm2, 
determinar qué carga exterior resultante máxima podemos aplicar sin disminuir la 
seguridad.  

10) Según las características de la malla y enlaces indicados, razonar cuál sería la 
dimensión de la matriz de rigidez reducida.  

 

Problema 16 

Se analiza el estado tensional plano de un elemento elástico de 10 mm de espesor, 
mediante un modelo de elementos finitos bidimensional. La carga exterior es una fuer-
za aplicada en el extremo derecho de la pieza, contenida en el plano del modelo. No 
hay cargas exteriores perpendiculares al plano. 

La figura muestra el mapa de tensiones tangenciales 12 en el tramo central del brazo 
de la pieza. 

 

Sabiendo que, en el punto central A: 

- 12 = −1,6 N/mm2; 

- la tensión normal 11 es nula; 

- la tensión principal mínima  III es igual a 12; 

Material: 

 

E = 1.000 N/mm2 

ν = 0,4 
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se pide, para este punto A: 

 

1) Determinar y dibujar los vectores tensión que actúan sobre los planos de referen-
cia. 

2) El tensor tensión ¿es simétrico siempre? Razonar por qué. 

3) Determinar y dibujar las tensiones y direcciones principales. 

4) ¿Qué particularidades tienen las tensiones y direcciones principales? Expresarlas 
matemáticamente. 

5) Calcular la variación de espesor de la pieza en este punto. 

6) Calcular les tensiones equivalentes de Rankine, Tresca y von Mises, y exponer el 
significado físico de los tres criterios de fallo. 

7) Determinar, para cada uno de estos tres criterios, cuál sería el límite elástico del 
material si se produjera el fallo elástico en este punto, y representar el resultado en 
el plano de tensiones principales (Haigh-Westergaard). 

8) Razonar cuánto valen las tensiones σ12 a lo largo del contorno del tramo horizontal 
de la pieza 

 

 

Problema 17 

Se pretende diseñar una junta de estanqueidad utilizando conjuntamente dos materiales, 
A y B. 

Se prevé realizar un experimento consistente en ubicar el conjunto formado por dos 
prismas de igual geometría (a × b × c), fabricados con cada material, en el interior de 
una cavidad con las mismas dimensiones de largo y ancho a × b, mecanizada sobre un 
material mucho más rígido, de forma que la única cara libre es la superior. Se aplica 
una presión uniforme sobre esta cara libre, de valor f (N/mm2). 

 

 

A 
B a 

c 

b 

c 

b a 

2A 
B 

A 
B 

𝒇𝒇�⃗  𝒇𝒇�⃗  
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Suponiendo que no hay fricción en ninguna superficie, para ambos materiales: 

1) Determinar la distribución de presiones en las paredes. Dibujarlas. 

2) Dibujar los círculos de Mohr de tensiones y deformaciones. 

3) Determinar el descenso de la superficie superior. 

4) Identificar las máximas tensiones tangenciales y dibujarlas. 

5) Determinar la tensión equivalente de von Mises. 

6) ¿Qué tensión de límite elástico sería necesaria para garantizar el funcionamiento 
con un coeficiente de seguridad de 1,5?. 

7) Ilustrar la superficie de fallo y el estado de tensiones en el espacio de tensiones 
principales o de Haigh-Westergaard. 

 

Problema 18 

Para resolver el problema elástico en el punto A, situado sobre una superficie exterior 
libre de carga de un sólido elástico y lineal, se aplica el método de los elementos fini-
tos, y se obtiene el siguiente mapa de tensiones normales  11 : 

 

EA = 1000 N/mm2 f = 100 N/mm2 

A = 0,40 a = 20 mm 

EB = 2000 N/mm2 b = 100 mm 

B = 0,30 c = 10 mm 
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Sabiendo que, en el plano 1-2, se tiene deforación plana, se pide: 

1) Calcular todas las componentes de los tensores tensión [σ] y deformación [ε], 
expresados en los ejes 1,2,3 

2) Dibujar los tres círculos de Mohr de tensiones, y representar sobre ellos los vecto-
res tensión 1t



, 2t


 y 3t


 asociados a las direcciones 1, 2 y 3, respectivamente. 

3)  

a) Calcular la tensión tangencial máxima y su deformación angular asociada. 

b) Dibujar la tensión tangencial máxima y los planos sobre los que actúa. 

c) Utilizando el criterio de Tresca (τmáx), calcular el límite elástico σe que debe 
tener el material como mínimo, para garantizar un coeficiente de seguridad ≥ 
1,5. 

 

Problema 19 

Se analiza el muro de contención esquematizado con el método de los elementos fini-
tos, admitiendo comportamiento elástico, lineal e isótropo del material, y suponiendo 
nula la dilatación longitudinal del muro (deformación plana). Sobre la línea de contacto 
del muro con el terreno, se aplica una fuerza de superficie f



, siempre normal a la 
superficie exterior y proporcional a la profundidad, de valor 0,05 y 0,1 N/mm2 en los 
puntos b y c, respectivamente. Se adjunta el mapa de tensiones σ33 perpendiculares al 
plano 1-2 con los valores numéricos correspondientes a los puntos a, b, c y d. 

E = 20.000 N/mm2 

ν = 0,2 

 

La superficie exterior en los puntos C y D forma 45º con los ejes 1 y 2. 

 

Se pide, para los puntos a, b, c y d: 

1) Razonar cuáles son las direcciones y tensiones principales. 

2) Expresar los tensores tensión en las respectivas direcciones principales. 

3) Explicar el significado físico de sus componentes y dibujarlas sobre los cuatro 
puntos. 

4) Expresar los tensores tensión en las direcciones 1-2-3. 
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5) Explicar el significado físico de sus componentes y dibujarlas sobre los cuatro 
puntos. 

6) Determinar las tensiones tangenciales máximas y dibujarlas (en dirección y senti-
do) sobre los planos donde actúan (en cada uno de los cuatro puntos). 

7) Para el punto c, dibujar los círculos de Mohr e identificar los vectores tensión de 
los ejes 1-2-3. 

8) Si el material falla a tracción de manera frágil, razonar en qué punto se producirá 
la ruptura. 

9) Razonar y representar gráficamente en qué plano se producirá la fisura. 

10) Determinar la tensión de límite elástico necesaria para obtener un coeficiente de 
seguridad ≥ 1,5. 
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Problema 20 

Se quiere analizar el comportamiento del dispositivo ilustrado en la figura, constituido 
por un prisma rectangular de 20×20×50 mm, de plástico elastómero con peso propio 
negligible, ajustado en una cavidad de paredes rígidas con fricción nula. Todas las 
caras del bloque están en contacto con la cavidad rígida, excepto la cara superior y un 
lateral, donde se dispone de un espacio libre de 1 mm. 

 

Sobre la cara superior, se ejerce una presión vertical p que provoca la deformación del  

 
material. En función de la intensidad de p se puede llegar a dos situaciones: 

a) El bloque se deforma sin que se produzca contacto con la pared lateral (< 1 mm). 

b) El bloque se deforma hasta tocar la pared lateral, y la cara superior queda como 
única superficie libre. 

Las constantes elásticas del material son: 

E = 500 N/mm2 

ν  = 0,4 

Se pide, para el caso a): 

1) Describir razonadamente las condiciones de contorno, y reflejarlas en los tensores 
tensión y deformación. 

2) Expresar los tensores tensión y deformación en función de la presión p, exclusi-
vamente. 

3) Calcular la presión pc de inicio de contacto con el lateral. Calcular el descenso de 
la cara superior. 

1 mm p 



Problemas 

231 

Para el caso b): 

4) Describir razonadamente las condiciones de contorno y reflejarlas en los tensores 
tensión y deformación. 

5) Determinar el descenso de la cara superior para p = 2·pc 

Se quiere modelizar el caso a mediante el método de los elementos finitos. Se pide 
razonar e ilustrar gráficamente cómo es el modelo más sencillo posible que reproduce 
los resultados con total exactitud. En particular: 

6) Definir el grado mínimo necesario de las funciones de interpolación, número de 
grados de libertad por nodo y tipo de problema elástico (tensión plana, deforma-
ción plana, 3D...). 

7) Dibujar la malla y las condiciones de contorno. 

8) Escribir, sin calcular valores numéricos, el sistema general de ecuaciones de equi-
librio y el sistema reducido, numerando los grados de libertad e indicando la di-
mensión de vectores y matrices. 

9) Identificar los términos nulos de los vectores de cargas y desplazamientos. 

10) ¿Por qué es necesario plantear un sistema reducido para resolver el sistema gene-
ral? 





 

233 

 
 

 
 
 
 
 
  

Soluciones 
 

 

Problema 1 

1)  Es físicamente posible si |J| > 0: 
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La descripción euleriana se halla invirtiendo el sistema: 
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El campo de velocidades, en descripción lagrangiana, se obtiene derivando las posicio-
nes instantáneas respecto al tiempo: 
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Podemos obtener la expresión euleriana substituyendo las X


 de la expresión lagran-

giana por su expresión euleriana ),( txXX = ; así, tenemos 
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Observando la expresión euleriana de la velocidad, vemos que la velocidad de las par-
tículas que pasan por un punto fijo cualquiera del espacio, es constante en el tiempo. Se 
trata de un movimiento estacionario. 

2) Si la velocidad de extrusión (v1) es 1 cm/s ⇒ B = 1. La constante A es la que rela-
ciona X



(posición inicial) con x
 (posición actual) a través de la función exponencial. 

Una partícula inicialmente a la entrada en posición X2 = R (punto P) se desliza por la 
superficie de la tobera hasta la posición final x2 = r. Si la velocidad de extrusión es 
constante de 1 cm/s (v1), tardará 10 segundos en recorrer 10 cm (pasar de R a r). 

10·210·2 ·· ALAt ererR ==  ⇒ 2/)/ln( ArR =  ⇒ 2 ln( / ) 2·ln 2 1,386A R r= = =  

 

3)    10 segundos (la velocidad es constante de 1 cm/s y ha de recorrer 10 cm) 

ρ
ρ 0

0

·1386,0/ ==== −−

dV
dVeeJ tLAt  ⇒ ==== 10·1386,0·1386,0

0
0 ·800· ee

J
tρ

ρ
ρ        

0,1386·10

0

1 1 0,75V
dV dV J e

dV
ε −−

= = − = − = −  (-75%) 

4)  Tenemos la expresión euleriana de la velocidad 
















−
−=

LAx
LAx

B
txv

2/
2/),(

3

2


, donde debe 

introducirse la coordenada x2 del punto q. El punto q es la posición que ocupará la 
partícula P , inicialmente en         X = (0,R,0), cuando x1 = 5 cm (L/2) y, por tanto, para 
t = 5 s. 

Así, de la expresión lagrangiana del enunciado, tenemos: 

 cm 5,6560,707·8·· 10·2/5·386,12
22 ==== −− eReXx LAt

 
















−=
















−=

















−
−=

0
392,0

1

0
10·2/386,1·656,5

1

2/
2/),(

3

2

LAx
LAx

B
txv



cm/s 

5)  [ ]
















−
−=

















−
−=













∂

∂
+

∂
∂

=
0693,000
00693,00
000

2/00
02/0
000

2
1

LA
LA

x
v

x
vD

i

j

j

i  s-1 

Dmáx= −0,0693 s-1 
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1 1 1 1 1 2 2 3 3

2 2 2 4 1 5 2 6 3

3 3 3 7 1 8 2 9 3

u x X c X c X c X
u x X c X c X c X
u x X c X c X c X

= − = + +
= − = + +
= − = + +

Problema 2 

1) 

)(Xuu




= ?       Punto A            Punto B       Punto C 

 

 

2) 

[ ]















−

−
=
















=













∂
∂

=
003,00001,0
0002,0002,0
001,0002,0001,0

987

654

321

ccc
ccc
ccc

X
uM

j

i  

Es físicamente posible si det[J] > 0 

[ ] [ ] [ ] 01,001992
003,10001,0
0998,0002,0
001,0002,0001,1

det][][detdetdet >=














 −
=+== IMFJ    OK 

det [J] = dV/dV0 ⇒ 4,19713400199198,11
3
400199198,1 3

0 =×=×= πVVf  

001992,0
0

=
∆

=
V
V

Vε
 

 

3) 

 

 

  

εV  =  tr [ε ] = 0,002 

Vf  = V0 (1 + εV ) =  4,197168 

1

4

7

1,001 1 0,001
0,002
0,001

c
c
c

− = =
=
=

2

5

8

0,002
0,002

0

c
c

c

=
− =

=

3

6

9

0,001
0
0,003

c
c

c

− =
=

=

1 1 2 3

2 1 2

3 1 3

0,001 0,002 0,001
0,002 0,002
0,001 0,003

u X X X
u X X
u X X

= + −
= −
= +

[ ] [ ] [ ] 1 1
2 2

0 0 0,001 0,001 0,002 0
0 0 0 0,002 0,002 0

0,001 0 0 0 0 0,003

j ji i

j i j i

u uu u
M

X X X X
ε

      ∂ ∂∂ ∂
= Ω + = − + + =         ∂ ∂ ∂ ∂         

−   
   = + −   
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2 222 ·(1 ) 2·(1 0,002) 1,996fL R ε= + = − =

4) 
















−=

0
001,0

0
ω


 rad. La dirección de rotación es el eje 2.  

(−0,057º) 

 

 

 

 

 

5)  

[ ]















−=

003,000
0002,0002,0
0002,0001,0

ε  

 

 

     

     

 

6)  La dirección 3 es principal. Diagonalizando [ ] 







−

=
002,0002,0

002,0001,0
ε  (o con las fór-

mulas simplificadas) 

2
2

1*,2*

1* II

2* III

0,001 0,002 0,001 0,002 0,002 0,0005 0,0025
2 2

0,002
0,003

ε

ε ε
ε ε

− + = ± + = − ± = 
 

= =
=  = − =

 

Iεε == 003,0*3             5,0
003,0001,0

002,0tan
*211

12
*11 =

+
=

−
=− εε

ε
θ  º57,26*11 =−θ  

1 

2 

3 

ω


12 12 122 / 2 2·0,002

1,56679 89,77º
f iθ θ ε π= − = − =

= =

13 13 132 / 2 90ºf iθ θ ε π= − = =

23 23 232 / 2 90ºf iθ θ ε π= − = =
3 332 ·(1 ) 2·(1 0,003) 2,006fL R ε= + = + =

1 112 ·(1 ) 2·(1 0,001) 2,002fL R ε= + = + =



Soluciones  

237 

 

 

 

 

 

 

 

Longitudes finales: 

004,2)002,01·(2)1·(2 *1*1 =+=+= εRL f  

994,1)003,01·(2)1·(2 *2*2 =−=+= εRL f  = longitud mínima 

006,2)003,01·(2)1·(2 *3*3 =+=+= εRL f  = longitud máxima 

Por ser direcciones principales, estas direcciones no experimentan deformación trans-
versal; los ángulos finales que forman entre ellas se mantienen en 90º. 

El único movimiento que experimentan es la rotación de −0,001 rad alrededor del eje 2 

 

Problema 3 

1)   Si se suponen unas funciones lineales de desplazamiento (deformación plana) 









++
++

=
21

21)(
FXEXD
CXBXA

Xu




 se determinan las 6 constantes a partir de los desplazamien-

tos de 3 puntos: 

- punto P (0,0)  








=








=
10
13

)0,0(
D
A

u


mm 

- punto R (10,0) 








=








+
+

=
11
13

10
10

)0,10(
ED
BA

u


mm ⇒ 
10/1
0  

=
=

E
B

 

1* ≡ II 

1 

2 

3 ≡ 3* ≡ I 

2* ≡ III 

26,57º 

Geometría antes de la 
transformación 
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- punto Q (0,10) 








=








+
+

=
10
11

10
10

)10,0(
FD
CA

u


mm ⇒ 
0

2/10  
=

=
F

-C

Por tanto, el campo de desplazamientos es: 








+
−

=
1

2

1,010
2,013

)(
X
X

Xu




2) La transformación es invertible si:

[ ] [ ] [ ][ ] 002,1
1000

0101,0
02,010

detdet ≠=
+

+
−+

=+== IMFJ

   OK 

La transformación es físicamente posible si: [ ] [ ] [ ][ ] 002,1detdet >=+== IMFJ   OK

3) La condición matemática de invertibilidad de un sistema es que el jacobiano no se
anule. Por otro lado, se demuestra que el jacobiano de la transformación es igual a la 
relación de volúmenes final e inicial de cada dV, o, por el principio de conservación de 

la masa, igual a la relación inversa de densidades:  
ρ
ρ0

0

==
dV
dVJ . Esta magnitud no 

puede ser nunca negativa, porque no pueden existir densidades, masas o volúmenes 
negativos, por tanto, tiene que ser siempre positiva. 

4) La deformación volumétrica unitaria es:

[ ] [ ]0

0 0

1 0, 2 0
1 1 1 1 0,1 1 0 1

0 0 1
(1 0,02) 1 0,02

V
dV dV dV J F M I

dV dV
ε

−
−

= = − = − = − = + − = − =

= + − =

El volumen aumenta un 2%, independientemente de la partícula considerada. 

No existe movimiento en dirección 3, por tanto, las variaciones de superficie son pro-
porcionales a las variaciones de volumen. 

Así, la superficie final del cuadrado p-q-r-s es un 2% superior a la superficie inicial: 

102)02,01( =+= inicialfinal SS mm2 

5) Las longitudes finales de los lados son:

198,10210 22 =+=pq  mm 
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P 

Q S 

R 

El error que se comete es debido a que el 

tensor deformación, definido bajo la hipó-

tesis de transformación infinitesimal, 

supone que las rotaciones son infinita-

mente pequeñas y, por tanto, aproxima las 

variaciones de longitud a las variaciones 

proyectadas sobre la dirección considera-

da     y aproxima a sus tangentes         las

variaciones de orientación relativa. 
i

i

X

u




j

i

X

u




050,10110 22 pr mm 

6) El ángulo final

668,1º59,9571,53,1190)
10

1
arctan()

10

2
arctan(º90 


pqr rad 

Suponiendo transformación infinitesimal: 

7)    0000tr
3

3

2

2

1

1 












X

u

X

u

X

u
V  . No hay cambio de volumen 

8)  10)01·(10)1·( 11  PRpr  

10)01·(10)1·( 22  PQpq . No hay variación de longitudes. 

9)                               

10) Las direcciones principales son las que no experimentan distorsión angular.

Las deformaciones longitudinales de los ejes 1 y 2 son iguales; por tanto, las direccio-
nes principales están a 45º de 1 y 2. El cuadrado inscrito en PQRT debe estar a 45º. 

 1 2
12

2 1

1
2· 2 0,2 0,1 1,67

2 2 2

u u
pqr PQR

X X

 
    

            
rad = 95,73º 
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Problema 4 













0
122

211

ku

tXXu

tXXu

1) La transformación es físicamente posible si  J > 0:

    0)(1

100

01

01

detdet 2112

12




 tXXtXtX

tXtX

FJJ para cualquier partícula 

(X1 y X2 > 0) y para cualquier instante de tiempo (t > 0). 

2) El jacobiano de la transformación es

0

0


dV

dV
J ; así, 

tXXJ )(1 21

00







para el punto central (X1 = X2 = 500 mm) y, para t = 10-6 s, tenemos J = 1,001 

3) 





















0

),(
),( 12

21

XX

XX

t

tXu
tXv









 no depende del tiempo ni de 3X . Las partículas se 

mueven a velocidad constante y paralelamente al plano 1-2. 

Para t = 10-6 s, tenemos mm

0

1

1

10·

0

6
12

21

































 XX

XX

uC



, y 

mm/s

0

10

10

0

6

6

12

21

































 XX

XX

vC



, ( 0




 DBADBA vvvuuu ) 
1

2 Cv


A

D C

B

1

1
c

3
30 3.000 kg/m

2.997 kg/m
1,001J


   

1

2 

3 
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{ } [ ]{ } { }
2 1 2

1 2 1

1 2

1/ 2( ) / 2 0
1/ 2 1/ 2 0 ( ) / 2 0 1/ 2

0 0 0 0

( )

T
AC AC AC

X t X X t
n n X X t X t

X X t

ε ε

 +     = = + =  
      

= +

4)  Como las funciones de desplazamiento son lineales, la diagonal continuará siendo 
una recta. Por tanto, podemos deducir geométricamente su longitud final a partir de las 
posiciones finales de sus extremos (el punto A no se desplaza, el punto C se desplaza 1 

mm en las direcciones 1 y 2; por tanto, la longitud final es mm2001.1 ) 

Alternativamente, integrando la deformación longitudinal unitaria: 

∫+=∆+= C

A ACACf dllll ε2000.10  

 

 

 

 

como la diagonal AC es la recta X1 = X2 , y para t = 10-6 s, tenemos 610·2 −= iAC Xε . 

Finalmente, con 12dXdlAC = : 

( )
1

1

1000 2
6 6

0 1 1
0

1.0001.000 2 2 10 · 2 1.000 2 2 2·10
2

1.001 2 1.415,6 mm

X

f
X

l l l X dX
=

− −

=

= + ∆ = + = + =

= =

∫

 

 

5) Calculamos el tensor tensión a partir del tensor deformación y las ecuaciones de 
Lamé: 

2N/mm385.40
)21)(1(

=
−+

=
νν

νλ E   2N/mm923.26
)1(2

=
+

=
ν

EG  

( )tGXXXGV 2121111 2)(2 ++=+= λελεσ   tXXGG )(2 211212 +== εσ  

( )tGXXXGV 1122222 2)(2 ++=+= λελεσ   02313 == σσ  

tXXV )( 1233 +== λλεσ  

Puesto que todas las funciones de tensión son linealmente crecientes con las X (siempre 
positivas), la tensión normal máxima σI  (material frágil) aumenta con las X. 

Así, el punto de la placa donde las tensiones son más elevadas es C (X1 = X2 = 1.000 
mm). 

11 2X tε = 22 1X tε = ( )12 1 2
1
2

X X tε = + 13 23 0ε ε= =33 0ε =
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Para t = 10-6 s: 

[ ] 2N/mm
8,8000

06,1348,53
08,536,134
















=σ  

la tensión principal máxima es .N/mm5,188 2=Iσ  El coeficiente de seguridad es 

 

 

Problema 5 

1)     �⃗� = �⃗���⃗�, 𝑡�  �⃗� = �⃗�(�⃗�, 𝑡) 

𝑢1 = 𝑥1(1 − 𝑒−𝑡) = 𝑥1 − 𝑋1 𝑋1 = 𝑥1𝑒−𝑡  𝑥1 = 𝑋1𝑒𝑡 

𝑢2 = 𝑥2(1 − 𝑒𝑡)   = 𝑥2 − 𝑋2 𝑋2 = 𝑥2𝑒𝑡  𝑥2 = 𝑋2𝑒−𝑡 

𝑢3 = 0                    = 𝑥3 − 𝑋3 𝑋3 = 𝑥3   𝑥3 = 𝑋3 

2)   𝑑𝑒𝑡[𝐹] = �
𝑒𝑡 0 0
0 𝑒−𝑡 0
0 0 1

� = 1 > 0 , siempre es físicamente posible 

 

3)   �⃗�(�⃗�, 𝑡) = �
𝑋1𝑒𝑡

−𝑋2𝑒−𝑡
0

�   �⃗�(�⃗�, 𝑡) = �
𝑥1
−𝑥2

0
�  [𝐷] = 1

2
�𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗
𝜕𝑥𝑖
� = �

1 0 0
0 −1 0
0 0 0

� s-1 

La velocidad de deformación longitudinal de las direcciones de referencia en cualquier 
punto del espacio es de ±100% por segundo (dir1: alargamiento, dir2: acortamiento) y 
la velocidad de deformación transversal es nula. 

4)  [𝐶] = [𝐹]𝑇[𝐹] = �
𝑒2𝑡 0 0
0 𝑒−2𝑡 0
0 0 1

� 

300 1,6
188,5

e e

eq I

σ σ
γ

σ σ
= = = =

σ 

τ 

134,6 

53,8 

σI  = 134,6+53,8 = 188,5 N/mm2 

53,8 
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1 

2 

3 

1 

2 

Las direcciones de referencia no se distorsionan, son principales; por tanto, la máxima 
distorsión la experimentarán sus bisectrices (1′ y 2′). El valor del ángulo final 

𝜙:  cos(𝜙) =
𝑁��⃗ 1′[𝐶]𝑁��⃗ 2′
𝜆1′𝜆2′

, donde  𝑁��⃗ 1′ = �
1
1
0
� 1
√2

      y      𝑁��⃗ 2′ = �
1
−1
0
� 1
√2

 

cos(𝜙) =
−𝑒2𝑡 + 𝑒−2𝑡

2
𝑒2𝑡 + 𝑒−2𝑡

2

=
𝑒−2𝑡 − 𝑒2𝑡

𝑒−2𝑡 + 𝑒2𝑡
 

la distorsión angular será, en radianes: 𝜙 − 𝜋
2
  

5)  Para t = 0,1 s las ratios de extensión de los ejes son  𝜆1 = 𝑒0,1 = 1,1 y  𝜆2 =
𝑒−0,1 = 0,9. Por tanto, las longitudes finales de los lados son 1,1 mm y 0,9 mm. Los 
ángulos se mantienen rectos y el volumen se conserva porque el determinante del jaco-
biano es siempre 1. La deformación  

 

 

 

 

6)   𝑢�⃗ ��⃗�, 𝑡� = �
𝑋1(𝑒𝑡 − 1)
𝑋2(𝑒−𝑡 − 1)

0
�       [𝜀𝜀] = 1

2
�𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑋𝑗

+
𝜕𝑢𝑗
𝜕𝑋𝑖
� = �

𝑒𝑡 − 1 0 0
0 𝑒−𝑡 − 1 0
0 0 0

�  

y, con las ecuaciones de Lamé,    λ = Eν
(1+ν)(1−ν)

    G = E
2(1+ν)

 

[𝜎𝜎] = �
96,7 0 0

0 −85,4 0
0 0 1,14

� 

 
Las fuerzas de volumen son nulas  ∇[𝜎𝜎] + b�⃗ = 0 

 

 

 

 

 

7)   𝜏𝜏máx = 91  N/mm2 
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Problema 6 

211
1 XX
R

u −=  

)(
22

1 2
3

2
2

2
12 XX

R
X

R
u −+=

υ  

323 XX
R

u υ
=  

 

 

 

1)  Tensor deformación 

 011
2
1

2
1

11
1

2

2

1
12 =






 +−=








∂
∂

+
∂
∂

= X
R

X
RX

u
X
u

ε  

2
2

2
22 X

RX
u υ

ε =
∂
∂

=  0
2
1

1

3

3

1
13 =








∂
∂

+
∂
∂

=
X
u

X
u

ε           

2
3

3
33 X

RX
u υ

ε =
∂
∂

=  0
2
1

2
1

33
2

3

3

2
23 =






 +−=








∂
∂

+
∂
∂

= X
R

X
RX

u
X
u υυ

ε  

 

 

 

 

2)  Deformación transversal máxima 

( ) 003.0)1(
4

1
22

2 =+=+=
−

= υυεε
R
h

R
Xg IIII

máx  

 

3)  Lugar geométrico donde se produce gmáx 

Caras superior e inferior,  

R h b L 

104 100 100 1.000 Datos: 

 

h 
b 

E = 2·104 MPa 

υ = 0.2 
2 

1 

3 

A B 

L 

[ ]

2

2

2

0 0

0 0

0 0

X
R

X
R

X
R

υ
ε

υ

 − 
 
 =  
 
 
  

1
11 2

1

1u X
X R

ε
∂

= = −
∂
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donde X2 es máxima y mínima: 

X2 = h/2     y   X2 = −h/2 

 

 

4)  Tensor tensión 

02)21(2)(
02)21(2)(

2)21(2)(

11113333221133

11112233221122

1111111133221111

=−−=+++=
=−−=+++=

=+−=+++=

υευλεεεεελσ
υευλεεεεελσ

εευλεεεεελσ

GG
GG

EGG

   

5)  Tensiones máximas de tracción y de compresión 

Tracción (>0) máxima cuando X2 es máxima y negativa:  

X2 = −h/2  σ I = Eh/2R = 100 MPa 

Compresión (<0) máxima cuando X2 es máxima y positiva: 

X2 = h/2  σ III = −Eh/2R = −100 MPa 

 

6)  Lugar geométrico donde se producen 

Caras superior (compresión) 

e inferior (tracción) 

 

 

 

7) El vector rotación 

R
XX

R
X

RX
u

X
u 3

33
3

2

2

3
1 2

1
2
1 υυυ

ω =





 +=








∂
∂

−
∂
∂

=
 

0
2
1

1

3

3

1
2 =









∂
∂

−
∂
∂

=
X
u

X
uω

      

R
XX

R
X

RX
u

X
u 1

11
2

1

1

2
3

11
2
1

2
1

=





 +=








∂
∂

−
∂
∂

=ω

 



















=

R
X

R
X

1

3

0

υ

ω


X

X

[ ]

2 0 0

0 0 0
0 0 0

XE
R

σ

 − 
 

=  
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8)  Lugar geométrico donde se dan las máximas componentes de rotación 

001,02
3

1 ±=±== R
b

R
X máx

máx
υυω

 rad  (para X3 = ± b) 

05,02
1

3 ±=±== R
L

R
X máx

máxω
rad (para X1 = ± L) 

 

 

9)  Giro de los puntos A(L,0,0) y B(L,0,0) 

  

 

 

 

 

 

10)  Coeficiente de seguridad 

6,2
100
260

2/
260

/
260

2

=====
REhREX máxeq

e
S σ

σγ    

 

Problema 7 

1) 3
6

11 10·400a XXu −+=  

2
6

2 10·900 Xu −−=  

1
6

233 10·200d·bc XXXu −−+=  

Deformación plana (plano 1-2): 

X
 

X
 

X
 

05,03 =ω

05,01 −=ω

05,03 −=ω
05,01 =ω

(para los valores extremos de 
X2 = ± h/2) 

0
0 rad

0,05
Aω

 
 =  
 − 



0
0 rad

0,05
Aω

 
 =  
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0c
3

3
33 ==

∂
∂

=
X
uε  ( ) 010·200·d10·400 66

1

3

3

1
13 =−=
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No hay deformación volumétrica: 

0c900·10a 6

3
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2

2

1

1 =+−=
∂
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+
∂
∂

+
∂
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= −

X
u

X
u

X
u

vε  a = 900·10−6 

2) 

 

 

 

 

 

 

   

; por tanto: 

 

 

l1final = l1o·(1+ε11) = 1,0009·l1o l2final = l2o·(1+ε22) = 0,9991·l2o  l3final = l3o  

Como condición impuesta en el enunciado, el volumen final debe ser igual al inicial. 
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3)  [ ] [ ] [ ]ε
ν

λεσ
+

+=
1

EIV              N/mm2 

 

 

   

   

    

 

 

 

 

 

 

4) ( ) 7,160* == ieq máx σσ N/mm2  4,3212 =−== IIIImáxeq σστσ  N/mm2 

24,1
7,160

200
==Sγ    62,0

4,321
200

==Sγ !  Fallo elástico! 

 

 

 

 

 

 

 

1* ≡ I 

2* ≡ III 

3* ≡ II 

 

45º 

σ1* 

σ2* 

200 

200 

-200 

-200 

160,7 

-160,7 

σ1* 

σ2* 

200 

200 

-200 

-200 

160,7 

-160,7 Fallo elástico! 

160,7 160,7 160,7
2 2

I III
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σ σ
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− +
= = =

[ ]
1 2 160,7 2160,7 0 0

0 160,7 0 1 2 160,7 2
0 0 0 0 0
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            = = − = −    
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Eσ ε
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+

2* 2* 160,7
1

Eσ ε
ν

= = −
+

3* 3* 0
1

Eσ ε
ν

= =
+
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Problema 8 

   Superficie exterior libre de carga: tensión plana 
 

  

ε11 = εa  

ε22 = εb 

 
 
 
1)  Deformaciones transversales g de las direcciones a y b: 

De εc obtenemos ε12  (ga=gb=ε12): 

[ ] ( ) =
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2)  Componentes intrínsecas normal σ  y tangencial τ, de los vectores tensión ba tt


,   
(N/mm2) 

Según la ley de Hooke: 
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221111
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1 

2 

θ1-1* 

I 

45º 

III 

τmáx 

σ 

y  

2
1212 N/mm75·2 ==== εττσ Gba  

3)  Componentes intrínsecas del vector tensión con  

τmáx.   






 −
=

2
IIII σσ

 (N/mm2) 





=+
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±
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=
III
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σ
σ

σσσσσσ 2
12

2
22112211

*2*,1 22  ⇒ τmáx = 150,00 

2N/mm25
2

=
+

= IIII σσ
σ  (centro del círculo de Mohr) 

*211

12
*11tan

σσ
σθ
−

=−

      ⇒      º15*11 =−θ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

4) Tensión normal de límite elástico σe (N/mm2) necesaria para γS = 1,5 

Criterio de Tresca (τmáx) 00,450150·2·5,12·· ==== máxSeqSe τγσγσ  

 

 

 

 

 

 

450 
σ1* 

σ2* 

σ1* 

450 

-450 

-450 

σ2* 
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Problema 9 

1)  El estado de deformación de una partícula sólo depende de los movimientos relati-
vos entre la partícula y las de su entorno. No depende de los movimientos absolutos de 
traslación y rotación. 

2)  “Superficie exterior libre de carga” ⇒ la dirección normal al plano de la lona es 
principal 3* con σ3* = 0 (tensión plana). 

10
10ob

oboa
−

==
l

εε
10

10oc
oc

−
=

l
ε  podemos resolverlo analíticamente o gráficamente. 

Analíticamente: 

 

 

εii es la deformación longitudinal unitaria de la dirección i, variación de longitud en 
tanto por uno. 

εij ≡ εji son las deformaciones transversales unitarias de los ejes i y j en el plano i-j. 
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De aquí: 
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−
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+
=
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3)  )( 221133 σσ
υ

ε +−=
E

 ----------> )(
1 221133 εε
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ε +
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= , lo expresamos en tanto por 

ciento multiplicando por 100. 
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4)  Los ejes de las elipses corresponden a los diámetros extremos, o sea, deformaciones 
extremas (deformaciones principales). Las direcciones de los ejes de las elipses corres-
ponden a las direcciones principales (VEP del tensor deformación). 

Del círculo de Mohr se ve claramente que la dirección oc es principal y, por tanto, su 
perpendicular. Respecte oa forman 30º y 60º. 

 

 

 

 

 

 

 

5)  De las ecuaciones de Lamé (o Hooke) cuantificamos el estado de tensión. 

 

 

 

 

 

 

 

6)  En el plano del dibujo (plano I-II) la τmáx = (σI - σII)/2.  Actúan sobre los planos con 
normales a 45º de I y II. La distorsión angular asociada es, según la ley de Hooke, gmáx 
= τmáx (1+ν)/E (o bien gmáx=(εI−εII)/2). La distorsión angular es del doble de este valor: 
∆θ = (εI −εII). 
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εoa 

εob 

120º 

120º 

120º 
εoc ε 

g 

εI 

goa ≡ ε12 

ε22 

7)  La ruptura por fragilización se produce en el plano donde actúa la tensión principal 
máxima:  

(ya calculada en el apartado 5). 

 

 

 

 

8) σe = 1,5 σeq = 1,5 σI 

Nota: El apartado 2 se puede también resolver gráficamente: 

Las direcciones oa, ob y oc forman inicialmente 60º, por tanto las componentes intrín-
secas de deformación formarán 120º dentro del círculo de Mohr: dos de las deforma-
ciones longitudinales son iguales (εoa=εob); por tanto, del dibujo se deduce que la 
tercera es principal. El radio del círculo es: 

11oaoc 60cos εεε ==++ RR ; por tanto, 
3

2 ocoa εε −
=R  

3
60sin ocoa

12
εε

ε
−

== R  
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Problema 10 

1) Gráficamente: 

  

 

 

 

Si las deformaciones longitudinales de tres direcciones contenidas en un plano son 
iguales, también son iguales todas las del mismo plano. El círculo de Mohr es un punto 
(tensor circular). 

Analíticamente: 

 

 

 

 

 

                 012 =ε  

Para hallar ε33 y el tensor tensión, se aplica la ley de Hooke (superficie libre de car-
ga→tensión plana): 
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τ 

σI =σII  σIII = 0 
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1 

2 

σ
   

2)  Es el elipsoide definido por los extremos de todos los vectores tensión posibles, que 
actúan a través de todos los diferenciales de superficie posibles, alrededor de un punto 
determinado. 

En este caso, el elipsoide está degenerado a una circunferencia en el plano 1-2. 

 

 

 

 

 

3)  04,0)10·000.4·(10· 6
330 −=−==∆ −εgrosorgrosor mm 

 

4) σI  = σ11  actúa sobre cualquier plano de normal n  contenida en el plano 1-2. 

 

 

 

 

 

5)  
2

IIII
máx

σστ −
= ,  actuando en los planos que forman 45º con I y III; por tanto, en 

cualquier plano a 45º con el plano 1-2. 

 

 

 

 

 

 

 

6)  Rankine: descohesión del material, separación entre las partículas por tensión nor-
mal excesiva. 

III (dirección perpendicular a la 
superficie del depósito) 

I 

τmáx 

1 

2 

250 N/mmmáxτ =
III 

Plano 1-2 ≡ I-II 

τmáx 

τmáx 

En 3D: 
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Tresca: deslizamiento de partículas causado por tensiones tangenciales excesivas. 

Von Mises: deslizamiento de partículas por los planos octaédricos debido a una energía 
de distorsión excesiva. 

 

7)  Si el fallo se produce por deslizamiento entre la fibra y la resina, como las fibras 
están orientadas en todas direcciones, este deslizamiento se producirá en las que estén 
sometidas a la tensión tangencial máxima, es decir, a 45º de III. 

I

e

IIII

e

eq

e
S σ

σ
σσ

σ
σ
σγ =

−
=== 2  → 2N/mm    200·2 == Ie σσ  

 

8)  Fragilización del material → ruptura por causa de σI  →  === Ieeq σσσ , 100    
N/mm2 

El límite elástico del material envejecido σ’e  se ha reducido a la mitad. 

 

9)   

 

 

 

 

 

10)  En cualquier dirección del plano 1-2, actúa la tensión normal máxima σI ; por 
tanto, las fisuras se producirán en direcciones arbitrarias dentro de este plano. 

 

 

 

 

 

 

 

σ1* 

σ2* 

σe = 200 N/mm2 
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-σe’
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Problema 11 

 

 

 

 

 

Se deben orientar en la dirección I principal de máxima tracción. 

 

 

 

 

 

 

 

2)  Tensión de límite elástico de la resina (dúctil) 

Criterio de Tresca: 

𝛾𝑠 =
𝜎𝜎𝑒
𝜎𝜎𝑒𝑞

=
𝜎𝜎𝑒

𝜎𝜎𝐼𝐼 − 𝜎𝜎𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼
=

𝜎𝜎𝑒
2 · 𝜏𝜏√2

= 1,5 

por tanto: 𝜎𝜎𝑒 = 3𝜏𝜏√2 = 424 N/mm2 

3)  Tensión de ruptura de las fibras 

Criterio de Rankine: 

𝛾𝑠 =
𝜎𝜎𝑒
𝜎𝜎𝑒𝑞

=
𝜎𝜎𝑒
𝜎𝜎𝐼𝐼

=
𝜎𝜎𝑒

𝜏𝜏 + 𝜏𝜏√2
= 1,5 

por tanto     𝜎𝜎𝑒 = 1,5𝜏𝜏�1 + √2� = 362 N/mm2 

4)  Resistencias mínimas al deslizamiento y a la separación entre la fibra y la resina. 

Al estar las fibras orientadas en una dirección principal, no soportan esfuerzo de desli-
zamiento. 

τ
α 

1 

2 

1 

2 

+ σ

τ   

σ  

τ = 100   

σI σII

I σ =200 

t1  

t2  

σ =2τ ;  por tanto: 

 

45º = -2α 1 

2 
I  

I  

α = 22,5º 

fisuras 

dirección de las 
fibras 
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Al ser las tensiones normales perpendiculares a las fibras σII = 0 y σIII < 0 (compresión), 
las fibras no soportan esfuerzo de separación. 

 

1)   
 

 

 

 

 

 

 

Fibras: la tensión normal que experimentan es ahora – 𝜏𝜏/√2 = 70,7  N/mm2, menor 
que la requerida anteriormente. 

Resina: las tensiones normal y tangencial máximas valen 100 N/mm2, menores que las 
anteriores. 

Deslizamiento/separación fibra-resina: la tensión normal perpendicular a las fibras 
continúa siendo de compresión; por tanto, no se separan.  

La tensión asociada al deslizamiento es 𝜏𝜏/√2 = 70,7N/mm2. Para mantener el coefi-
ciente de seguridad en 1,5 es necesaria una resistencia al deslizamiento de 1,5 · 𝜏𝜏/√2 =
106 N/mm2. 

 

 

Problema 12 

1) En todas las superficies en contacto con el fluido, actúa una presión en dirección 
normal a la superficie y de valor proporcional a la profundidad: 

En la cara superior, actúa la presión del fluido más la presión debida a la fuerza F uni-
formemente distribuida 

ρf ·g·hf  + F / A 

Debido a la acción gravitatoria, todos los puntos de la columna están sometidos a una 
fuerza de volumen en dirección vertical 3, de valor: 

 

45º = 2·22,5º 

σ  

τ   

σI σIII 

τ   

σ 

t1  

t2  

-τ   

−𝜏𝜏/√2 

−𝜏𝜏/√2 

1 

2 
22,5º 

dirección de las 
fibras 

τ  deslizamiento 

σ  <0 
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a 

hf  F=200 
 

hc 

0 

ρf ·g·hf 

ρf ·g·(hf+hc) 

x3  

ρf ·g·x3 

ρf ·g·hf 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

N/m3 

 

 

Imponiendo el equilibrio de fuerzas verticales, en la cara inferior tiene que actuar una 
presión vertical hacia arriba de valor igual y en sentido contrario a la que actúa en la 
cara superior más la presión uniforme debida al peso propi de la columna: 

ρf ·g·hf  +F / A +ρc·g·hc. 

 

2)  No se tienen fuerzas de volumen en las direcciones 1 y 2. Las componentes tangen-
ciales de las fuerzas de superficie son nulas en todas las superficies exteriores y en el 
interior. 

Existe fuerza constante de volumen en dirección 3 y las fuerzas de superficie dependen 
linealmente de x3; por tanto, las funciones de tensión podrán depender linealmente de 
x3. 

Así, de las condiciones de contorno, las tensiones tangenciales tienen que ser nulas en 
cualquier punto. 

σij = 0  ∀ i≠j 

En el plano 1-2, tenemos una compresión de valor constante, con independencia de la 
orientación de las caras (hidrostática). Así, de las condiciones de contorno: 

σ11 =σ22 = −ρf ·g·x3 

a a  

ρf 

 

A=200 cm2 0
0

c

b
gρ

 
 =  
 
 





Mecánica del medio continuo en la ingeniería 

260 

En dirección 3, tenemos una compresión creciente debido a la fuerza de volumen (peso propio 
de la columna). 

Así, de las condiciones de contorno: 

σ33 = −ρf ·g·hf  −F / A −ρc·g·(x3−hf) 

En resumen, el tensor tensión es: 

 

 

 

 

De la ley de Hooke, el tensor deformación: 

[ ]
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E
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3) Todas las direcciones del plano 1-2 son principales; por tanto, no se producen varia-
ciones angulares. Cualquier longitud contenida en el plano 1-2 (lados del triángulo que 
define la sección transversal) se modifica en la magnitud (ε11 = ε22). 

11110 ·· εε all ==∆ ,    donde 
30cos

2Aa =  

4)  La variación de altura es: 

∫
+=∆ cf

f

hh

h
dxl 333ε

 

 

5) Coeficiente de seguridad. Criterio de Rankine (frágil) 

|||)||,(| 33σσσσ == IIIIeq máx , per a x3 = hf +hc 

σeq = |−ρf ·g·hf  −F/A −ρc·g·hc| 

eq

rot
seg σ

σ
γ =  

3

3

3

0 0
0 0
0 0 / ( )

f

f

f f c f

gx
gx

gh F A g x h

ρ
σ ρ

ρ ρ

 −
 = − 
 − − − − 
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Problema 13 

α = 60º 

1)  

 

 

 

 

- Las fuerzas de superficie sobre el plano de normal αn
  son 0



=αf , por tratarse de una 
superficie exterior libre de carga. La dirección α , por tanto, es principal 

- La dirección 3 es también principal (deformación plana en el plano 1-2). 

- La otra dirección principal es, pues, la perpendicular a αn
  y a 3. 

La expresión del tensor tensión en la base de direcciones principales 1*, 2* y 3* es: 

[ ]















=

*3

*2*3*,2*,1

00
00
000

σ
σσ ; 

por tratarse de un caso de deformación plana en 1-2, tenemos: 

( )*2*3*3
10 νσσε −==
E

; por tanto, *2*3 3,0 σσ =  

  

Así, las direcciones principales ordenadas son I ≡ 2* , II ≡ 3* , III ≡ 1*. 

Como es un material frágil, justo en el instante previo al fallo, la tensión normal máxi-

ma es
2

*2 N/mm800== σσ I .  

Así: 

 

[ ] 2
*3*,2*,1 N/mm

24000
08000
000
















=σ  
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(III) 
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A 

*1nn
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0 0 0
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0 0

σ σ
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[ ] [ ] [ ] [ ]1,2,3 1*,2*,3*

cos sin 0 1.560 0 0 cos sin 0
sin cos 0 · 0 3.640 0 · sin cos 0
0 0 1 0 0 0 0 0 1

2.340 2.252 0
2.252 260 0

0 0 0

TR R= =

− − − −     
     = − − −     
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 = − − 
  

ε ε

α α α α
α α α α
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800 0 

Círculo del plano 
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2α 1 

2 

1t


2t


3t


240 

2)  ( ) 0,00156*3*2*1 −=+
−

= σσ
ν

ε
E

 

 
  

 

 

 

 

 

 

3)  El ángulo α’ = 30º lo forman las direcciones −1* i  2. 

{ } [ ]{ }2*122*1 2'cos)('·sin' nn T
A εαεεαα −−+=∆  

610·250.2' −=∆ Aα  rad = 0,129 º 

 

 

 

 

4) Las direcciones 1* → 1 forman un ángulo α (sentido horario); por tanto, en el círcu-
lo de Mohr, los extremos de los vectores tensión forman un ángulo 2α (sentido antiho-
rario) desde el centro del círculo: 

 

 

 

 

 

 

 

( )2* 2* 3*
1 0,00364
E

ε σ νσ= − = [ ]1*,2*,3*

1.560 0 0
0 3.640 0
0 0 0

ε µε
− 

 =  
  

3* 0ε =

{ }6

6 6

1.560 0 0
' ·sin 30 ( 1.560 260)·10 cos30 2 1 0 0 0 3.640 0 ·

0 0 0

cos30
·10 sin 30 1.125·10

0

Aα −

− −

− 
 ∆ = − − − −  
  

− 
 − = 
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100 N/mm2 

τmáx  

 

S2  

S1  

S3  

S4  

S5  

S6 
1 

2 

30º 

Direccio-
nes prin-

 

45º 

15º 

 

 

 

 

 

 

 

5) El criterio de fallo elástico podría ser el de Tresca (τmáx). 

2800 0 800 N / mmeq I IIIσ = σ − σ = − =   

 (En un estado de tensión uniaxial, todas las tensiones equivalentes coinciden.) 

Por tanto, en el punto A, la ruptura se produciría en el mismo instante. 

(Para el análisis global del tubo, se tendría que comprobar si el punto crítico continúa 
siendo efectivamente A cuando se cambia de criterio de fallo.) 

 

Problema 14  

RESOLUCIÓN ANALÍTICA 

1, 2 y 3)  

 

 

 

 

 

Tensor tensión en la base 1,2,3: 

 

[ ]
11

2

100 0
100 0 0 N / mm

0 0 0

σ
σ

 
 =  
    

1 

A 

2 

1t


2t


3t


 es perpendicular a la figura 
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σ 

120º 

100 

τ 

120º 

120º 

S2,S5  

S1,S4  S3,S6  

-346,41 

σ III = -373,2 σ I = 26,8 III 

τmàx 

45º 

I 

Las direcciones principales siempre forman 45º respecto a la normal en el plano donde 
actúa τmáx.  

En esta base, el tensor es diagonal. La matriz cambio de ejes respecto a 1,2,3 es: 

[ ] cos15º sin15º
sin15º cos15º

R  
=  − 

⇒ [ ] [ ]1* 11

2*

0 100
0 100 0

TR R
σ σ

σ
   

=   
  

 

De los términos de fuera de la diagonal, obtenemos σ 11 : 

2 2
2 2 2

11 11
100(sin 15 cos 15)0 sin15cos15 100sin 15 100cos 15 346,41 N / mm

sin15cos15
−

= − + ⇒ = = −σ σ  

Los términos de la diagonal (de la misma expresión, o bien, con las fórmulas simplifi-
cadas de tensión plana) son: 

226,8 N/mmIσ =            
2N/mm2,373−=IIIσ           )0( =IIσ  

        

 

 

 

 

 

[ ]
346,4 100 0
100 0 0

0 0 0
σ

− 
 =  
   N/mm2 

4) Los vectores dibujados en los círculos de Mohr: 

 

 

 

 

 

 

100 

100 
100 

100 200 

200 

0 

0 

173,2 

173,2 

346,4 

346,4 
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σ 
120º 

 

τmàx  

100 N/mm2 

0 

30º 

 

τ 

S1  

S2  

100 N/mm2 

τmàx  

1Sn

 

2Sn

 

60º 

 

S2  

S1  

S3  

S4  

S5  

S6 

100| | radio del círculo 200
sin 30ºmáxτ = = =

RESOLUCIÓN GRÁFICA 

1 y 2)  

 

   

 

 

    

       

 
centro del círculo: 2,173

º30tan
100|| ==σ N/mm2   (tensión normal asociada a τmáx) 

          Tensiones principales:    

 

  

 

 

 

 

 

3) El vector tensión asociado a la dirección vertical (2) es el que corresponde a la su-
perficie S1: 

|τ| = |σ12|  = 100 N/mm2  σ22 = 0    (del enunciado) 

El vector tensión asociado a la dirección horizontal (1) es el diametralmente opuesto a 
(2) al círculo de Mohr, o sea: 

|τ| = |σ12|  = 100 N/mm2  |σ11| = |2·σcentral| = 346,4 N/mm2 

⇓ 

N/m
 

III 

τmáx 

45º 

I 

σ 120º 

 

τmáx  

100 N/mm2 

τ 

120º 

 

120º 

 

S2,S
  

S1,S
  

S3,S
  

1* 173,2 200 26,8σ = − + =

2* 173 200 373,2σ = − − = −

3* 0σ =

N/mm2 

N/mm2 
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100 

100 
100 

100 200 

200 

0 

0 

173,2 

173,2 

346,4 

346,4 

1* 2* 

1 

2 

σ12 

[ ]  N/mm
000
00100
01004,346

2















−
=σ

 

4) De los vectores dibujados en los círculos de Mohr del apartado 1: 

 

 

 

 

 

 

 

PROBLEMA 15 

1)     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2)  [ ]















=

000
04500
000

*3*2*1σ  N/mm2 

La pieza es plana y no hay acciones externas 
perpendiculares al plano de la pieza (σ33 = 0) 

⇒ La dirección 3, normal al plano, es princi-
pal. 3≡3* con σ3*=0 

La dirección 1* indicada es la normal a una 
superficie exterior libre de carga. 

       

          
       

Las tensiones tangenciales σ12 
actúan tangencialmente a los 
planos definidos por los ejes 1-2. 
Por condición de equilibrio de 
momentos, deben actuar de ma-
nera recíproca en planos perpen-
diculares. 
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Las direcciones principales (de tensión) son las normales a los planos donde la tensión 
tangencial es nula τ = 0. Por tanto, las tensiones principales sólo tienen componente 
normal; los vectores tensión son perpendiculares a los planos donde actúan. Siempre 
hay tres y son perpendiculares entre sí. Dos de las tensiones principales corresponden a 
las tensiones normales extremas (máxima y mínima).   

Corresponden a los vectores y valores propios de la matriz del tensor tensión.  

 

3) 

 

 

 

 

 

 

 

4)  Del círculo de Mohr se deduce que las tensiones normales asociadas a los ejes 1 y 2 
son σ11 = σ22 = 225 N/mm2; por tanto: 

 

[ ]















−

−
=

000
0225225
0225225

123σ  N/mm2 

 

Las tensiones normales σ11 , σ22 traccionan al material en las direcciones 1 y 2, respec-
tivamente, y tienden a provocar que las partículas se separen en estas direcciones. 

Las tensiones σ12 actúan tangencialmente a los planos de referencia y tienden a provo-
car deslizamientos, a distorsionarlos angularmente; en este caso, tienden a aumentar el 
ángulo 1-2. 

 

5)  Si el material es dúctil, el fallo elástico es debido al deslizamiento entre partículas, 
causado bien por la tensión tangencial máxima (criterio de Tresca) o bien por la tan-
gencial octaédrica (criterio de von Mises). El fallo se iniciará en los planos donde ac-

σ11 = 225 N/mm2 

1 

2 

σ12 = -225  

σ22 = 225  

A 

1* 

2* 

1 

2 

θ = ? 

σ12 = -225 N/mm2 A 

σ 

 

τ 

 

σ1* σ2* = 450 σ11 = 225 

σ12 = τ = -225 

2θ = 90º 
⇒ θ = 45º 
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túen estas tensiones; en nuestro caso, las tensiones tangenciales máximas actúan sobre 
los planos de referencia definidos por los ejes 1-2. 

 

6) En materiales frágiles, el fallo elástico se debe a la separación entre partículas cau-
sada por la tensión normal máxima (criterio de Rankine); por tanto, el fallo se iniciaría 
allí donde actúe esta tensión; en nuestro caso, el plano perpendicular a 2*. 

 

7) 450=eqσ  N/mm2 para todos los criterios, porque se trata de un estado de tensión 
uniaxial y, por tanto, la comparación con el ensayo uniaxial es siempre directa, sea cual 
sea el criterio. 

 

8)  5402,1·450· === Seqe γσσ  N/mm2  

 

 

 

9)  7502,1/900/ === Seeq γσσ  N/mm2    

1,67 veces mayor; por tanto,  F = 1,67 · 1.000 N = 1.667 N 

 

10) 997 nodos x 2 g.l. /nodo = 1994 g.l. de la matriz de rigidez general. La reducida se 
obtiene eliminando los g.l. restringidos (3); por tanto, 1.994 – 3 = 1.991 g.l. 

 

PROBLEMA 16 

σ12 = – 1,6 N/mm2 

Tensión plana (σ33 = 0)  σ11 = 0 σIII = – 1,6 N/mm2   

 

 

 

 

 

σ1* 

σ2* 
σe = 540 σeq = 450 N/mm2 

– 1,6 
– 1,6 

 σ11 = 0 

σ22 = ? 

1 

2 
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1) [𝜎𝜎] = � 0 −1,6
−1,6 𝜎𝜎22

� N/mm2  en direcciones principales:   [𝜎𝜎] = �𝜎𝜎𝐼𝐼 0
0 −1,6� N/mm2

teniendo en cuenta que 𝑑𝑒𝑡[𝜎𝜎] = −1,62 es un invariante, se ve que 𝜎𝜎𝐼𝐼 = 1,6 N/mm2, 
con lo que la traza, también invariante, es nula y; por tanto, 𝜎𝜎22 = 0.  

También se pueden deducir estos valores de manera inmediata a partir del círculo de 
Mohr o desarrollando la diagonalización del tensor. 

    Por tanto: 

2) El tensor tensión es simétrico siempre, porque las componentes de ambos lados de la
diagonal corresponden a tensiones tangenciales de planos perpendiculares que deben 
estar en equilibrio de momentos.  

3) De los círculos de Mohr se ve que las direcciones principales están a 45º de los pla-
nos de referencia; por tanto: 

4) Las tensiones principales son aquellas tensiones que no tienen componente tangen-
cial, es decir, el vector tensión es normal al plano donde actúa. Por tanto, matemática-
mente, 𝑡 tiene la dirección de 𝑛�⃗ :  𝑡 = [𝜎𝜎]𝑛�⃗ = 𝜆𝑛�⃗ , que es el problema de valores y 
vectores propios de la matriz [𝜎𝜎]. Son perpendiculares entre sí. Corresponden a los ejes 
del elipsoide de tensiones y a los valores extremos de tensión. 

5) 𝜀𝜀33 = −𝜈
𝐸

(𝜎𝜎11 + 𝜎𝜎22) = 0 ; por tanto, el grosor no varía. 

Criterio de Rankine: 

𝜎𝜎𝑒𝑞 = 1,6 N/mm2. Falla por separación de los planos donde actúa el máximo esfuerzo 
normal. 

1 

2 III I 

 𝜎𝜎

– 1,6

𝜏𝜏

– 1,6 𝜎𝜎11 = 0 

𝜎𝜎 0 

+1,6 
1 

2 
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σ1* 

σ2* 

1,6  3,2  2,77 

(1,6,-1,6) 

Criterio de Tresca: 

𝜎𝜎𝑒𝑞 = 3,2 N/mm2. Falla por deslizamiento de los planos donde actúa la máxima tensión 
tangencial. 

Criterio de Von Mises: 

𝜎𝜎𝑒𝑞 = √3 · 1,6 = 2,77 N/mm2. Falla cuando se alcanza la máxima energía de distor-
sión. 

6) 

7) Las tensiones σ12 son nulas en los puntos del contorno, porque no hay fuerzas de
superficie que las equilibren. 

Problema 17 

1) No hay fricción en las caras ni fuerzas de volumen; por tanto, por equilibrio de fuer-
zas verticales, la tensión vertical es uniforme en todo el conjunto y de valor 𝜎𝜎33 = 𝜎𝜎3∗ =
−100 N/mm2. 

El tensor tensión para cada material será: 

[𝜎𝜎𝐴] = �
𝜎𝜎1 𝐴
∗ 0 0
0 𝜎𝜎2 𝐴

∗ 0
0 0 −100

�N/mm2 [𝜎𝜎𝐵] = �
𝜎𝜎1 𝐵
∗ 0 0
0 𝜎𝜎2 𝐵

∗ 0
0 0 −100

� 

[𝜀𝜀𝐴] = �
0 0 0
0 0 0
0 0 𝜀𝜀3 𝐴

∗
� [𝜀𝜀𝐵] = �

0 0 0
0 0 0
0 0 𝜀𝜀3 𝐵

∗
� 
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100 

100 

66,67 

42,86 

100 

100 

3 

1 

2 

Aplicando la ley de Hooke a cada material: 

	
∗

	
∗ 100 66,67	N/mm2 

	
∗

	
∗ 100 42,86 N/mm2 

2 	 	
∗ 	

∗

2 	
∗ ,

2 66,67 	 0,047  

	
∗ 	

∗

2 	
∗ ,

2 42,86 	 0,037  

3 	∆ 	 	 	 0,84 mm 

4 	 á 	
,

16,67 N/mm2 

á 	
,

28,57 N/mm2 

5) 	 33,33 N/mm2
	 57,14 N/mm2 
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𝜎𝜎3∗ 

−42,8 
𝜎𝜎2∗ 

𝜎𝜎1∗ 

−42,8 

−100 

−85,7 

6) 𝜎𝜎𝑒 𝐴 = 1,5 · 33,33 = 50      N/mm2

𝜎𝜎𝑒 𝐵 = 1,5 · 57,14 = 85,71 N/mm2

7) 

 

 

Problema 18 

         Del gráfico          σ11 = 300 N/mm2 

Deformación plana en el plano 1-2  → ε13 = ε23 = ε33 = 0 → 3  dirección principal 3* 

1) Los tensores tensión y deformación:

N/mm2 

En el punto A, punto de la superficie exterior: { } [ ]{ } { }0== nf σ  

 y      direcciones principales n


⊥n


0


=f

1 α = 30º 

A 

n


Superficie exterior 

(libre de carga) 

⊥n
2 

[ ]
11 12 12

12 22 12 221,2,3

33 33

0 300 0
0 0

0 0 0 0

σ σ σ
σ σ σ σ σ

σ σ

   
   = =   
      

[ ]
11 12

12 221,2,3

0
0

0 0 0

ε ε
ε ε ε

 
 =  
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100 300 80 

173 
τ 

σ 

173 

1t


2t


3t


{ }















=
















−
−

=















−
















=

0
0
0

0
30cos30sin
30cos30sin300

0
30cos

30sin

00
0
0300

2212

12

33

2212

12

σσ
σ

σ
σσ
σ

f

    

⇒  

2
12 N/mm173

3
300

==σ
        

 2
22 N/mm100=σ  

Ley de Hooke: 

( )( ) ( )( ) 0100300·2,011
3322113333 =+−=+−= σσσνσε

EE
  ⇒   2

33 N/mm80=σ  

( )( ) ( )( ) 6
533112222 10·12080300·2,0100

10·2
11 −=+−=+−= σσνσε

E
 

( )( ) ( )( ) 6
533221111 10·320.180100·2,0300

10·2
11 −=+−=+−= σσνσε

E
6

51212 10·039.1
3·10·2

300·2,11 −==
+

= σνε
E  

[ ]
















8000
0100173
0173300

3,2,1σ

 

N/mm2 [ ] µεε















=

000
0120039.1
0039.1320.1

3,2,1

 

Círculos de Mohr de tensiones: 
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2) a) 200
2

0400
2

±=
−

±=
−

±= IIII
máx

σσ
τ  MPa 

400
22

2
12

2
22112211

*1 =+





 −

+
+

== σσσσσσσ I  MPa 

0024,0)200(
10·2

)2,01(2)1(22 5 =±
+

−=
+

−=−=∆ τνθ
E

g  rad 

b) τmáx  actúa siempre a 45º de  I  y de  III

c) Criterio de Tresca: ( )IIIImáxeq σστσ −== 2

Problema 19 

1) Los puntos a, b, c y d pertenecen a la superficie exterior del muro y no existen fuer-
zas de superficie tangentes; por tanto, la dirección normal a la superficie, en cada pun-
to, es principal. 

También lo es la dirección 3 (=3*) por ser deformación plana y, en consecuencia, tam-
bién lo es la perpendicular a ambas. 

La tensión principal en la dirección 3* es el valor de 33σ  en cada punto, dada en el 
enunciado. 

La tensión principal en la dirección normal a la superficie exterior (2*) es el módulo de 
la fuerza de superficie f



 en cada punto, dada en el enunciado.

A 

I 

III 

⊥n

n

I 

III 

III : dirección normal a la superficie externa 

  I  : dirección paralela a la superficie externa 

n


⊥n


1,5e
seg

eq

σ
γ

σ
= ≥ 1,5·2 1,5·2·200 600e máxσ τ≥ = = MPa 
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-0,05 -0,05 

2,1 

2,1 

0,41 

0,41 
-48 

-48 
-9,6 

-9,6 

-0,1 

-0,1 

32,1 

32,1 

6,4 

6,4 

Finalmente, el valor de la tensión principal en la dirección tangente a la superficie exte-
rior (1*) la deducimos de la ley de Hooke, imponiendo la condición de deformación 
plana: 

( )( ) ( ) *2
*3

*1*2*1*3*2*1*3*3
10 σ

ν
σ

σσσνσσσνσε −=⇒+=⇒+−==
E

2) 

[ ]















=

000
000
000

aσ [ ]















−=

41,000
005,00
001,2

bσ N/mm2 

[ ]















−=

4,600
01,00
001,32

cσ N/mm2 [ ]
















−
−=

6,900
0480
000

dσ N/mm2 

3) Las componentes del tensor tensión corresponden a las tensiones normal y tangen-
cial que actúan sobre los planos de referencia. En el caso de los planos principales, las 
tensiones tangenciales son nulas y las normales son las extremas (N/mm2): 

punto a (no hay tensión) punto b punto c          punto d 

4) El tensor tensión del punto a es nulo. El del punto b ya está expresado en los ejes 1-
2-3, sólo con reordenarlos: 

[ ]














−
=

41,000
01,20
0005,0

bσ N/mm2. 
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Los tensores de los puntos c y d deben cambiarse de ejes. Se trata de ejes a 45º de las 
principales I y III; por tanto, las componentes tangenciales son las máximas y las nor-
males son iguales y de valor la media de las principales: 

[ ]















=

4,600
0161,16
01,1616

cσ N/mm2 

1,16
2

)1,0(1,32
2

=
−−

=
−

= IIII
máx

σστ N/mm2    

16
2

)1,0(1,32
2

=
−+

=
+

= IIII σσ
σ N/mm2 

[ ]
















−
−

−
=

6,900
02424
02424

dσ N/mm2. 

24
2

)48(0
=

−−
=máxτ N/mm2 24

2
)48(0

−=
−+

=σ N/mm2 

5) Los puntos a y b ya están expuestos más arriba. Los puntos c y d, en los ejes 1-2-3,
presentan componentes tangenciales que, por estar a 45º de las principales, correspon-
den a las máximas. 

      punto c         punto d 

6) En el caso de los puntos c y d, ya se ha respondido en el apartado anterior.

Para el punto b: 

075,1
2

)05,0(1,2
2

=
−−

=
−

= IIII
máx

σστ N/mm2 

16 16 

16 

16 

6,4 

6,4 

16,1 
16,1 

-24 -24 

-24 

-24 

-9,6 

-9,6 

24 
24 
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 c 

c 

I 

I 

La τmáx siempre tiene el sentido de III hacia I. 

7) Punto c

8) Si el material falla frágilmente a tracción, será debido a la máxima tensión normal;
por tanto, 

σI = 32,1 N/mm2 en el punto c. 

9) El material fallará por separación (desprendimiento) de los planos donde actúa la
tensión normal σI (en el punto c): 

σ 

τ 

32,1 -0,1 6,4 

1t


2t


3t


16 

16,1 

16,1 

1,075 

b III 

I 
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  2*  

1 *  

3* 

p 

1* 

10) 
1,32

5,1 e

I

e

eq

e
S








    15,481,32·5,1 e N/mm2 

 

Problema 20 

1) Fricción nula; por tanto, no hay tensiones tangenciales. Las aristas del prisma son 
direcciones principales. No hay fuerzas de volumen; por tanto, el estado de tensión es 
constante. Las paredes de la cavidad son rígidas; por tanto, la deformación es nula en 
aquellas direcciones en que se impida totalmente el movimiento (dirección 1). Las 
tensiones serán nulas en las direcciones normales a las superficies libres de carga (di-
rección 1). 

 

 

















000

00

00

*2

*1




    

















*300

00

000


 p

 

 

2) Ley de Hooke: 

 *3*1  


 p
E  

    


 1*1 E

p
pp

E  

 *3*2

1   p
E  

   11 22
*2  

E

p
pp

E  

 )(
1

0 *3 p
E

   p *3  

 




















000

0)1(0

00)1(
2




E

p
  























00

010

000

p  



Soluciones  

279 

3) Si hay contacto 02,0
50

1
*1  ; por tanto, 

El descenso de la cara superior es   6,0)03,0·(201·· 2
0*20  

E

p
hhh c mm 

4) Para p > pc la deformación 02,0*1  . Así, tenemos: 

 

















000

00

0002,0

*2  

















*3

*1

00

00

00




 p

5) Sustituyendo p = 2·pc y aplicando la ley de Hooke:

    

 2
2 1

1
2 1 1 0 0467* c *p ( ) ( ) ,

E
          3 10 2* c *( p )      3 1 2* * c( p )      

6) El tensor deformación es constante para todo el prisma; por tanto, basta que las fun-
ciones de interpolación (de desplazamientos) sean lineales. 

Elemento sólido plano (2D) de tres o de cuatro nodos, con dos grados de libertad por 
nodo.  

Se puede modelar el plano 2*-3* en tensión plana, o bien el plano 1*-3* en deforma-
ción plana. 

7)  

1* ·0, 02
17,86 

(1 ) 0, 4(1 0, 4) 28c

E E E
p


 

   
 

N/mm2

Opción 1: plano 2*-3* (tensión 
plana) un elemento rectangular (o 
dos triangulares) 

1* 2

0,02 2 (1 )

1
cE p 




 




 1* 1* 3*

1
0, 02 (2 )cp

E
      

 2* 1* 3*

1
2 ( )cp

E
      

0 2*· 0,933h h    
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8 y 9)  Sistema general: { } [ ]{ }EGEGEG uKP = , ocho grados de libertad

El sistema reducido se obtiene imponiendo los enlaces y eliminando sus filas y colum-
nas: 

{ } [ ]{ }EEE uKP = , dos grados de libertad 
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10) El sistema general, sin enlaces, es compatible indeterminado (el determinante de
KEG es cero). Solamente existe unicidad de solución (compatible determinado) cuando 
se imponen, como mínimo, los enlaces necesarios (ceros en el vector u de desplaza-
mientos) para evitar los movimientos de sólido rígido. El sistema definido por los gra-
dos de libertad no fijos (reducido) está desacoplado del resto y el determinante de KE ≠ 
0.
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