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Proleg

El llibre que teniu a les mans és producte d’una necessitat detectada per ’autor al llarg
de la seva docencia en I'assignatura Matematica Discreta a la Facultat d’Informatica
de Barcelona (FIB), de la Universitat Politecnica de Catalunya (UPC), als alumnes de
la qual aquesta obra s’adrecga especialment. Pretenem que sigui una eina important per
al seu aprenentatge i el llibre s’ha orientat expressament pensant en ells. També pot
ser 1til al professor d’assignatures similars o equiparables.

La matematica discreta és una disciplina basica important per a la fonamentacié de
la informatica i, d’'una manera especial, pel que fa a l'algorismica i a la complexitat.
En primer lloc, en aquestes arees s’usen models formulats en termes de la teoria de
grafs, que ofereix el llenguatge, els conceptes i els resultats necessaris. En segon lloc,
per avaluar costos computacionals o costos d’emmagatzemament cal saber comptar. Es
convenient, doncs, adquirir habilitats per al raonament i manipulacié combinatories per
part de ’alumne. La combinatoria ens proporciona idees i técniques en aquest sentit.

D’acord amb els estudis i alumnes als quals s’adreca primordialment, hem fet la nostra
eleccié de que és la matematica discreta. Davant la possible multiplicitat d’interpreta-
cions, per a nosaltres matematica discreta és “teoria de grafs” i “combinatoria”, eleccié
potser discutible, per restrictiva, pero que és la que s’ajusta millor a ’entorn on s’espera
que aquest llibre pugui ser més til.

Per qué aquest llibre? La justificacié principal és que el raonament combinatori no
és facil i, a més, a diferencia d’altres arees més classiques de la matematica, com per
exemple l'algebra o 'analisi, amb les quals ’alumne ja ha tingut contacte previ i hi esta
familiaritzat, I’alumne de primers cursos d’informatica es troba amb uns continguts, per
exemple, amb teoria de grafs, absolutament nous i que desconeix. Resoldre problemes
pot no ser facil. Amb aquest llibre volem ajudar-lo en aquesta tasca no trivial.

El llibre esta molt pensat per a ’alumne. Esta orientat a ensenyar a resoldre problemes
de matematica discreta, a adquirir tecniques i estrategies de resolucié. No hem pretes
presentar moltes resolucions de problemes. Més aviat hem preferit escollir exemples
ben triats i no excessius. Ates I’enfocament de ’obra, els problemes s’han resolt amb
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molt de detall, practicament com si ’autor estigués “explicant a la pissarra”. Hem
defugit expressament 1’estil sec i concis, i de vegades escas en explicacions i en detalls,
cosa que certament pot haver originat un cert grau de repeticié.

L’objectiu és manifestament didactic. Es pretén ensenyar ’alumnat a resoldre pro-
blemes en aquesta area per mitja de la presentacié de diverses tecniques i de “bons
consells”, i sobretot intentar presentar o explicitar (que s’assoleixi o no és discutible)
processos mentals de 'autor quan ha d’encarar la resolucié de problemes de matematica
discreta.

No es tracta la teoria corresponent més que al nivell de recordatori o resum teoric,
basicament per establir-ne la notacié i la nomenclatura i revisar els resultats principals
que s’utilitzaran. Se suposa que, parallelament, el lector disposa de bibliografia i
materials teorics, als quals pot accedir, juntament amb les explicacions de classe. Cal
tenir ben present que la notacio i la terminologia no estan del tot estandarditzades. En
aquest sentit es poden consultar els apendixs i la bibliografia basica.

L’obra s’estructura en diverses parts. La primera conté un capitol introductori i un
capitol dedicat a les demostracions per induccié, atesa la importancia que té en ma-
tematica discreta. La segona esta dedicada a la teoria de grafs. La tercera tracta
diversos temes de combinatoria. Finalment, hi ha apendixs d’utilitat i la bibliografia.
El lector pot trobar informacié addicional a

http://www.edicionsupc.es/mdiscreta

Si bé l'origen de l'obra és atendre les necessitats dels alumnes de la FIB, convé tenir
present que la modelitzacié en termes de la teoria de grafs és ben present en moltes
altres arees d’aplicacié. Pot ser ttil en enginyeria (xarxes de transport i investigacié
operativa), en telecomunicacions (xarxes de comunicacions) i en altres disciplines apli-
cades. Els alumnes de titulacions relacionades hi poden estar interessats. No cal dir
que la capacitat de comptar també pot convenir a les més classiques estadistica i calcul
de probabilitats (especialment els capitols de combinatoria), d’interes en tota classe
d’estudis d’enginyeria i matematiques. Finalment, també els alumnes de les Facultats
de Matematiques que cursen assignatures especifiques de Matematica Discreta, Teoria
de Grafs o Combinatoria es poden beneficiar d’aquesta obra, tot i que és possible, pero,
que els pugui convenir material més avancat.

Agraiments. L’autor agraeix 1’ajut concedit per la UPC per a ’elaboracié d’aquesta
obra, en el marc de la Convocatoria d’Incentius per a Projectes d’Innovacié Educativa
UPC 1998 (concurs d’ajuts per a l’elaboracié de material docent).

Joan Trias Pairo
Departament de Matematica Aplicada II — Universitat Politecnica de Catalunya

Barcelona, 19 d’abril de 2001.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.
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Capitol 1

Introduccio

1.1 Objectius

En aquest capitol introductori presentem algunes idees, en forma de recomanacions
que es poden seguir (o no), amb 'objectiu que puguin ajudar el lector en el procés de
resolucié de problemes.

Com ja s’ha explicat al proleg, aquest és un llibre essencialment adregat a ’alumnat i
pensat per a ell. En aquest capitol intentem il'lustrar metodes generals d’atac i especifics
de cada tema. En els problemes triats el que volem és mostrar idees, procediments,
estrategies de resolucié de problemes.

1.2 Com treballar amb aquest llibre

Mirarem de donar alguns “consells” (tot i que aplicabilitat no estad garantida) que
puguin servir de guia per a la resolucié de problemes. Es tracta de presentar diver-
ses metodologies o estrategies resolutives que es poden intentar plantejar en diverses
ocasions, depenent dels problemes.

Ara bé, el lector no pot pretendre esperar féormules magiques per a la resolucié de
problemes. Només les llargues hores de treball i d’intents de resolucié de problemes
concrets poden proporcionar I’entrenament necessari. A resoldre problemes només se
n’apren resolent-ne. Aqui només en volem donar unes indicacions i unes teécniques, per
si poden ser d’utilitat, sense altres pretensions.

No resulta possible presentar problemes “purs” o problemes tipus. Moltes vegades
els problemes resulten barrejats o s’han de resoldre amb tecniques inesperades. Per
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4 Matematica discreta Problemes resolts

exemple, inesperadament, utilitzar la teoria d’arbres per resoldre qiiestions que en la
seva formulacié no involucren el concepte d’arbre.

Recomanacions. Es recomana al lector que en un primer intent no llegeixi les solucions
i que procuri resoldre I'exercici pel seu propi compte. Finalment, tant si ha resolt el
problema com si no, es recomana consultar la resolucié. En el primer cas, és també
recomanable, ja que és possible que la solucié presentada sigui diferent de la que el
propi lector ha proposat i, en tot cas, en el curs de les resolucions es van intercalant
indicacions de técniques resolutives, “trucs” i idees generals sobre com utilitzar les eines
disponibles, que poden ser 1tils. També es recomana intentar resoldre un problema per
més d’un metode, si és possible.

Prerequisits. Se suposa que el lector ha estudiat préviament els aspectes teorics del
tema. Aix0 ens permet presentar-ne només un resum recordatori, i no sempre, i algunes
explicacions, resum que no té cap pretensié de desenvolupament teoric, i ens deslliura
de la disciplina de presentar en progressié ortodoxa els resultats i conceptes, tal com
exigiria la coheréncia d’una exposici6 teorica. Per tant, en qualsevol moment és permes
de parlar de tot i utilitzar tots els resultats i les idees disponibles. Tampoc no és aquest
el lloc on el lector trobara demostracions de resultats.

Hem intentat realitzar un cert agrupament per tipus o aspectes o problemes, tot i que
és impossible de fer-ho en forma pura (cosa que és bona, ja que és interessant que,
en la resolucié d’un mateix problema, s’hi hagin de posar en joc resultats, tecniques i
conceptes diversos).

El lector pot llegir I’'obra ordenadament, o pels capitols que li interessin o bé de forma
desordenada, segons el que li convingui, cosa que és possible pel fet que no es tracta
d’un llibre de teoria. Pel que fa a aquest capitol, és recomanable rellegir-lo en ocasions
diverses.

Per obtenir material addicional es pot consultar:

http://www.edicionsupc.es/mdiscreta

1.3 “Bons consells”

S’ofereixen en aquesta seccié una colleccié d’idees que poden ser 1tils (o no) en el
procés de resolucié de problemes. Es dificil sistematitzar i proposar alguna recomanacio
general. Segurament n’hi ha més de possibles. Alguns dels exemples amb els quals
s’intenta illustrar les idees o els “consells” solen contenir una barreja d’idees sobre el
tema. Naturalment al llarg de I'obra s’aniran trobant molts exemples que permetran
veure molts d’aquests consells “en accio”.

S’intentara establir una certa “teoria” de resolucié de problemes, amb tota la modestia

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



1 Introduccio 5

que cal aplicar a un objectiu com aquest. No cal dir que aixo no deslliura el lector
d’unes elevades dosis de dedicaci6 i treball personal: estem lluny de donar aqui unes
(impossibles) pautes infallibles per resoldre problemes.

Un resum de “bons consells”. Resumim aqui el que desenvoluparem a la resta del capi-
tol. Dibuixeu sempre, analitzeu amb quines eines compteu, formalitzeu bé el problema
(de vegades una bona formalitzacié aclareix el problema i fins i tot pot facilitar de-
terminades manipulacions formals; en més d’una ocasié pot suggerir el cami a seguir;
poseu en clar, si us és possible, que és el que us donen i que és el que heu de demostrar,
en termes formals), analitzeu si es pot resoldre el problema per inducci6 (especialment
si resulta refractari a qualsevol tractament), modelitzeu en termes de teoria de grafs
planaris, intenteu resoldre suposant que la conclusié que s’ha de demostrar no és certa,
compteu els objectes (arestes, per exemple) de més d’una manera possible (cosa que
us pot portar a obtenir una relacié 1til), no oblideu mai el lema de les encaixades i els
resultats més especifics de la férmula d’Euler i la fitacié superior de la mida en el cas
de grafs planaris.

Consell final. 1 finalment, i entrant ja més en ’ambit de les actituds, perseguiu els pro-
blemes amb tenacitat i implacablement. Quan un problema “no surt”, no I’abandoneu.
Repreneu-lo. Dibuixeu. Experimenteu. Poseu tots els ingredients del problema a la
vista. Generalitzeu. Intenteu multiples vies d’abordatge. Proveu amb induccid.

1.3.1 Dibuixeu sempre i experimenteu

Un graf és una estructura combinatoria abstracta. Es un parell ordenat G = (V, A),
on V és un conjunt, el conjunt de vertexs, i A és el conjunt d’arestes, descripcio de
relacions existents entre vertexs. Amb aixo n’hi ha prou en principi per construir una
teoria, raonar sobre grafs i resoldre problemes.

Ara bé, representar grafs en el pla pot resultar d’un ajut inestimable en la resolucié de
problemes, obviament combinant dibuiz amb argumentacio. La teoria de grafs pot ser
molt visual (i fins i tot podem buscar representacions estetiques dels grafs!). Represen-
tacions grafiques adequades poden posar de manifest relacions, simetries, propietats que
poden facilitar experimentar, resoldre un problema, formular una conjectura o buscar
exemples de grafs satisfent determinades propietats.

Dit aix0, ha de quedar molt clar, pero, que un dibuiz no és una demostracié ni la pot
suplir. Cal esforcar-se a trobar i produir ’argumentacié formal suficientment convincent
per a la resolucié d’un problema.

Alguns problemes tipics en qué dibuixar és un ajut inestimable sén, per exemple, els
de tipus enumeratiu com el segiient.

! Problema 1.1
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6 Matematica discreta Problemes resolts

Obteniu, llevat d’isomorfisme, tots els grafs de 4 vértexs.

Resolucio

Obtindrem tots els grafs possibles considerant els nombres d’arestes m possibles. El
maxim és el nombre d’arestes corresponent al graf complet Ky, per al qual hi ha (g) =6
arestes. Per tant, 0 < m < 6. Estudiarem cada cas per separat. L’analisi que en
farem sera una barreja combinada de dibuix i argumentacié. Aixo també ens permetra
assegurar que no ens deixem cap cas d’entre els possibles.

Observem que el grau de qualsevol vertex genericament ha de ser menor o igual que
|[V|—1=4-1 = 3, i també obviament és inferior o igual al nombre d’arestes disponibles
en el graf. Per exemple, si m = 2, aleshores el grau maxim és 2. A més, si indiquem
per gi, 92, g3, g4 €ls graus dels vertexs del graf, es compleix, en aplicacié del lema de les
encaixades, 2m = g1 + g2 + g3 + 9.

Cas m = 0. En aquest cas hi ha un unic graf, el graf nul N4, que es representa a la
figura 1.1 (esquerra).

Cas m = 1. Es obvi que només hi ha una possibilitat, G = K5 U N3, que es representa
a la figura 1.1 (dreta).

o [ [ m— ]

Figura 1.1

Casm = 2. Es practicament obvi que només hi ha dues possibilitats. En tot cas podem
sistematitzar ’argumentacié atenent els casos en els quals el grau maxim és 1 o bé 2.
Els grafs corresponents sén: G; = Ko U Ko i Go = T3 U Njy.

Figura 1.2

Cas m = 3. En el cas que existeixi un vertex de grau 3, ha de connectar-se a la
resta de vertexs i aixi esgotem la provisié d’arestes, amb la qual cosa resulta el graf
estrella G1 = Kj3. Si no hi ha vertexs de grau 3, del lema de les encaixades, és
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1 Introduccio 7

a dir, 6 = g1 + g2 + g3 + g4, resulten dues possibilitats per a la seqiiencia de graus
(combinadament amb el fet que el nombre de vertexs de grau senar és parell): 2,2,2,0;
1,2,2,1. Els grafs corresponents sén Go = Ny U Cs, Gg = Ty. A la figura 1.3 en veiem
els resultats.

Casm = 4. En aquest cas és g; < 3, pera tot 4,18 = g1 +92+93+9g4. El nombre maxim
de vertexs de grau 3 és 2. Ara bé, tampoc no hi pot haver 2 vertexs de grau 3, ja que
aleshores les seqiiencies de graus serien 3,3,1,1; 3,3,2,0, que sén impossibles (la primera,
perque qualsevol dels vertexs de grau 1 hauria de ser adjacent als dos vertexs de grau
3, cosa que és absurda; la segona, perque el vertex de grau 0 hauria de ser adjacent als
dos vertexs de grau 3, cosa igualment absurda —també es pot veure eliminant el vertex
de grau 0 i observant que no es pot complir la condicié basica sobre el grau d’un vertex,
g(v) < |V| —1). Per tant, hi pot haver com a molt 1 veértex de grau 3, cas en el qual
existeix un graf amb les caracteristiques requerides, el G; = Nj + (N7 U T3).

Si no hi ha vertexs de grau 3, aleshores la seqiiencia ha de ser 2,2,2,2, cas en el qual
G5 = (4. El resultat d’aquesta analisi es pot veure a la figura 1.4. El lector pot
comprovar que les altres alternatives possibles de collocacié d’arestes a nivell grafic es
tradueixen en grafs isomorfs als dos indicats.

Figura 1.4

Casm = 5. Ates que g; < 31ique 10 = g1 + g2+ g3+ g4, no hi pot haver vertexs de grau
0. La suma no pot ser 10 si no hi ha cap vertex de grau 3, dels quals n’hi ha d’haver
un minim de 2. Hem de descartar la possibilitat 3,3,3,1 (el vertex de grau 1 hauria de
ser de grau 3). També es pot veure, alternativament, que no n’hi ha cap amb aquesta
seqiiéncia eliminant el vertex de grau 1 i observant que restaria un graf de 3 vertexs
amb un minim d’un veértex de grau 3, que és impossible). Resta només la seqiiéncia
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8 Matematica discreta Problemes resolts

3,3,2,2. Els vertexs de grau 3 han de ser adjacents a la resta (vegeu la figura 1.5), per
la qual cosa I'inic graf és G = Ny + K.

Figura 1.5

Cas m = 6. Correspon al graf complet G = Kjy.

Una altra situacié en que dibuixar resulta 1til és en problemes d’obtenir grafs amb una
determinada sequiencia de graus. Bons esquemes ajuden a la sistematitzacio.

!Problema 1.2 |

Obteniu tots els grafs amb seqiiéncia de graus 1,2,3,2,2.

Resolucié

Suposem que existeix algun graf G amb aquestes caracteristiques. Vegem quina ha de
ser la seva estructura. Si en trobem algun, aix0 demostrara que n’hi ha; si s’arriba a
alguna contradiccié, quedara provat que no n’hi ha cap.

De fet, amb una curta manipulacié de dibuix s’arriba facilment als grafs de la figura
1.6, que satisfan la condicid, cosa que demostra que n’existeixen.

Figura 1.6

Meétode 1. Una idea és considerar un(s) vertex(s) d’un grau determinat, eliminar-lo(s) i
passar aixi a una seqliencia amb un nombre inferior de vertexs i, per tant, a un problema
més senzill. Es resol el problema més senzill i després es fa un procés de reconstruccié.

Sigui w el vertex de grau 1. Hi ha dos casos possibles, segons si w és adjacent a un
vertex de grau 2 (cas 1) o a un vertex de grau 3 (cas 2). Considerem G' = G — w.
Depenent dels casos anteriors, hi ha dues possibilitats:
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1 Introduccio 9

Cas 1. La seqiiencia de graus de G’ és 1,3,2,2, essent el vertex de grau 1 el que és
adjacent a w en G, en el qual és de grau 2. Aquest vértex s’indica en blanc a la figura

1.7.
w
G G G
— — Figura 1.7

Cas 2. La seqiiéncia de graus de G’ és 2,2,2,2, essent un d’aquests vertexs de grau 2 el
que és adjacent a w en G, en el qual és de grau 3. El graf G’ és C4. La reconstruccié
és immediata, com es mostra a la figura 1.8.

w
- Figura 1.8

D’aquesta manera s’arriba als dos grafs de la figura 1.8. Podem veure que sén grafs
essencialment diferents, és a dir, no isomorfs de diverses maneres: per exemple, veient
que l'estructura dels cicles no coincideix, ja que un conté un Cs, cosa que no ocorre amb
I’altre. També es pot veure raonant sobre graus i adjacencies. En efecte, en un dels
grafs els unics vertexs de graus 1,3 sén adjacents: també ho haurien de ser en ’altre,
cosa que no es produeix.

En un segon metode d’analisi, que no desenvoluparem, podriem considerar el paper de
I'anic vertex de grau 3, que ha de ser adjacent a tres dels vertexs restants, cosa que
doéna lloc a la consideracié de dos casos: o bé el vertex de grau 3 és adjacent als tres
vertexs de grau 2, o bé és adjacent al vertex de grau 1 i a dos vertexs de grau 2. El
lector completara ’analisi.
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10 Matematica discreta Problemes resolts

1.3.2 Modelitzacié de situacions en termes de grafs

Determinats problemes poden formular-se en termes de teoria de grafs. Aixo significa
que es pot trobar un model en termes d’aquesta teoria que permeti estudiar el problema
en qiiestié i aplicar-hi conceptes i resultats.

Sempre que tinguem un problema determinat que involucri objectes i relacions entre
ells es pot pensar a descriure un graf que en faci de model (cosa que no garanteix, pero,
resultats finals).

La modelitzacié abasta molts casos: problemes de reunions, problemes amb poliedres,
problemes de geometria combinatoria, com es pot veure en diverses parts de l’obra
(capitols de grafs planaris, de combinatoria elemental i de recurréncies).

Com a exemple, considerem un problema geometric en el qual tenim un poligon, com
el de la figura 1.9, i una triangulacié, és a dir, una descomposicié del poligon en reunié
de triangles no solapants mitjancant 1’afegit de diagonals internes.

Figura 1.9

Es poden plantejar preguntes com la de comptar el nombre de triangles o de diagonals
en termes del nombre de costats del poligon. Utilitzar relacions valides per a grafs
planaris ens podria ser util. Pero, on és el graf planari? De manera associada al
problema formulem un graf planari, que sera el model en termes de grafs de I'estructura
triangulada, i definim aixi el graf de la triangulacié, com es veu a la figura 1.10. No
seguirem per aquest cami, que es desenvolupa amb detall al capitol de grafs planaris.

Figura 1.10

En la majoria de casos es tracta de problemes que no sén de teoria de grafs, perod que
per mitja de la formulacié del model es converteixen en un problema de teoria de grafs.
Es també un cas de conversié d’un problema en un altre. En una seccié posterior en
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1 Introduccio 11

veurem exemples, tant des d’un problema no de grafs per al qual cal formular un model
de la teoria de grafs com des d’un problema de l'interior de la teoria de grafs, és a
dir, de grafs, que es pot convertir en un altre. També hi haura forca problemes de
combinatoria, majorment geometrics, que es convertiran en altres problemes per via de
la modelitzacio.

En aquest apartat veiem un exemple de modelitzacié utilitzant grafs.

!Problema 1.3 |

En una festa assisteizen 5 parelles i es produeizen salutacions entre els assistents. Se
suposa que no se saluden entre ells els components de cada parella. A la sortida, en
Jordi pregqunta a cada un de la resta dels assistents quantes persones ’han saludat i rep
9 respostes diferents.

Podem saber quines son les parelles que assisteizen a la festa? Dit d’una altra manera,
quantes persones ha saludat la parella de la persona que n’ha saludat n?

Quantes persones ha saludat en Jordi i quantes n’ha saludat la seva parella?

Resolucio

Considerem un graf G = (V, A) com a model de la situacid, en el qual els vertexs sén
les persones assistents a la reunio i hi ha una aresta que uneix z i y, si z i y se saluden.

A Tesquema de la figura 1.11 (esquerra) assignem a cada vertex el nombre de salutacions
que ha realitzat la persona que simbolitza, nombre que correspondra al grau del vertex,
llevat del que simbolitza en Jordi (J), el grau del qual desconeixem.

O ’1)9
@ 7 J [ )]
Vg 8 o ®o
)
® 7 1 o]
Figura 1.11
Ug 6 2 [ )
5 3
V5@ 4 o3
oU4

Ateés que ningu no se saluda a si mateix ni saluda ’altre component de la seva parella,
tenimVo e V: gv) <|V|-2=10—-2=38

i, en conseqiliencia, havent consultat 9 invitats i havent rebut 9 respostes diferents,
aquestes han de ser les segiients: 0,1,2,---,8.

Ates que g(vg) = 01 g(vg) = 8, el vertex vg és adjacent a la resta de vertexs
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12 Matematica discreta Problemes resolts

V1, V2, - V6, U7, V9. Com que g(v1) = 11 ja existeix una aresta incident amb v1, queden
exclosos de poder ser adjacents amb vy els vertexs vy i v1; per tant, vy és adjacent a
V9, V3, - - - Vg, Us, Ug. Raonant de forma analoga s’arriba a establir de manera completa
Pestructura d’adjacencies del graf, que és la que s’indica a ’esquema de la figura 1.11
(dreta):

A partir d’aqui poden contestar facilment les preguntes que es formulen. Si les parelles
s’indiquen amb la notacié a; — by, - - -, a5 — bs, aleshores la distribucié de parelles és la
que es mostra a la figura 1.12.

Figura 1.12

En efecte, si a1 és vg, aleshores, com que vg és adjacent a tots els vertexs llevat del vy,
cap no pot ser by; per tant, vg és by. Si ag és vy, per un argument similar a ’anterior
només vg i v1 podrien ser by; cal excloure vy (que és by) i, per tant, vy és by. De manera
analoga es deduiria quines sén les parelles que queden per determinar.

Finalment, vy és la parella d’en Jordi i ha saludat, per tant, 4 persones.

1.3.3 No oblideu mai el lema de les encaixades... ni el seu corollari

Un dels resultats de la teoria de grafs més utilitzat és el lema de les encaixades, que
convé tenir sempre present, com a possible font de relacions.

El lema de les encaixades és 2|A| = ) .y g(v). Observeu que es pot utilitzar per
obtenir el nombre d’arestes, si tenim la seqiiéncia de graus, o bé per obtenir relacions
d’interés. D’aqui es deriva un corollari molt 1til que afirma que el nombre de vertexs
de grau senar ha de ser parell.

Vegem-ne alguns exemples d’us.

En els propers exemples utilitzem el lema de les encaixades per obtenir el nombre
d’arestes.

!Problema 1.4 |
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1 Introduccio 13

Quantes arestes té un graf 3—reqular d’ordre 6%

Resolucié

Sigui A = (V, A) un graf 3-regular d’ordre n = |V| = 6. La hipotesi significa que tots
els vertexs sén del mateix grau, 3 en aquest cas, és a dir, que g(v) = 3,Vv € V. Quan
es coneix tota la seqiliencia de graus, com és el cas d’aquest enunciat, es pot obtenir el
nombre d’arestes utilitzant el lema de les encaixades:

2014 =) g(v)=> 3=3[V|=18.

veV veV

Per tant, |A| = 9.

! Problema 1.5

Demostreu que el nombre d’arestes d’un graf 4—regular és el doble del nombre de vértexs.

Resolucié

Aquest és un problema en el qual coneixem la seqiiéncia de graus. Ho podem utilitzar si
escrivim i concretem la formula del lema de les encaixades, com segueix a continuacio:
2|A] = >, cv 9(v) = 4n. Per tant, |[A| = 2n.

A Texemple segiient 'utilitzem per obtenir una relacié que ens sigui d’utilitat. Es
també un exemple d’us del corollari del lema de les encaixades.

! Problema 1.6

Proveu que un graf reqular de grau senar és d’ordre parell.

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf regular. Sigui r el grau comu de tots els vertexs, és a dir,
Vv € V : g(v) = r. Per hipotesi, r és senar. Cal provar que n = |V és parell.

Apliquem el lema de les encaixades:
204 =) glv)=> r=r[V].
veV veV

Per tant, r|V| és parell. Essent r senar, ha de ser |V/| parell.

Meétode alternatiu. També es pot resoldre de manera més fulminant. Si existis un graf
d’ordre senar amb la propietat de ser regular de grau senar, aleshores el nombre de
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14 Matematica discreta Problemes resolts

vertexs de grau senar (tots) seria senar, cosa que contradiu el corollari del lema de les
encaixades, que afirma que el nombre de vertexs de grau senar és parell.

Un nou exemple d’us del corollari:

! Problema 1.7

Estudieu si pot existir un graf amb la seqiiencia de graus 5,4,3,2,1,6,7,5.

Resolucio

Un graf amb aquestes caracteristiques tindria un nombre senar de vertexs de grau
senar, cosa que contradiu un conegut corollari del lema de les encaixades. Per tant, és
impossible.

També es podria arribar directament a una contradiccié aplicant el lema de les encai-
xades, com es pot veure a continuacié en aquest cas concret, suposant que existis un
graf G = (V, A) amb aquesta seqiiéncia de graus:

204 = g(v) =5+4+3+1+6+7+5=3L
veV

El membre de la dreta de la formula és senar, cosa que contradiu el que s’esta dient al
membre de I’esquerra, nombre parell.

!Problema 1.8 |

Poden existir grafs 5-regulars d’ordre 187

Resolucié

No pot existir cap graf d’aquestes caracteristiques, ja que el nombre de vertexs de grau
senar (5) seria senar (13), la qual cosa és contraria a allo que afirma el corollari al lema
de les encaixades.

1.3.4 Formalitzeu

Intentar sempre formalitzar i expressar notacionalment, en termes de notacio precisa, el
que teniu i el que us demanen és més que recomanable. Moltes vegades la notacié precisa
pot ajudar (fins i tot guiar, facilitar o induir!) el raonament; tot depén naturalment del
tipus de problema, pero sempre és convenient i pot resultar d’ajut. Establir notacié en
un problema pot ser d’ajut per “tenir tots els ingredients” de qué disposem a la vista
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La formalitzacié pot ajudar a tractar possibles complicacions d’enunciats en els quals
el que s’ha de provar es descriu verbalment, en llenguatge natural. El segiient n’és un
bon exemple.

Vegem un exemple en el qual una certa formalitzacié del problema ens pot guiar cap a
la resolucié. L’exemple també encaixaria a la subseccié 1.3.5

!Problema 1.9 |

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| > 13 amb vértexs de graus 7 o 8. Proveu que hi
ha com a minim 7 vertexs de grau 8 o bé, com a minim, 8 vértexs de grau 7.

Resolucié

Siguin
Vi ={veV|glv) =17}, Vs ={v € V|g(v) = 8}.

Evidentment, per hipotesi tenim V' = V7 U V3. Volem veure que es compleix: |Vz| > 8
o|Vs|>T.

Suposem que la conclusié no es compleix, és a dir, que es compleix

V7| <8 i |V <7,

o bé, equivalentment,

V2l <7 1 W[ <6

Ara bé, com que en un graf el nombre de vértexs de grau senar és sempre parell, no
pot ser |Vz| = 7 i, per tant, és |V7| < 6.

Pero aleshores arribem a una contradiccid, ja que ha de ser

13 < |V| = V5| + [Vs| < 6 + 6 = 12.

1.3.5 Suposeu que no es compleix el que es demana...

Vegem-ne uns exemples il'lustratius, tot i que en el curs de ’obra se’'n presenten molts
més.

Els dos exemples que segueixen sén també bons exemples per a ’apartat anterior 1.3.4.
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! Problema 1.10 |

Sigui G un graf de 19 vértexs amb 8 components connexos. Proveu que almenys un dels
components té un minim de 7 vértexs.

Resolucio

Sigui V' el conjunt dels vertexs i sigui |V| = 19. Si G1, G2, G3 sén els components
connexos de G i Vi, Va, V3, respectivament, els conjunts de vertexs, aleshores tenim
Vil + [Va| + V3] = [V = 19.

Suposem que la condicio que es vol demostrar no es compleix. Es tractara d’arribar a
alguna contradiccio.

Si no es complis 'afirmacié que es vol demostrar, seria
Vil <7, Vel <7, [V3] <7,

és a dir,
V1] <6, (V2] < 6,[V3] <6,

d’on
19 = [Va|+ [V2| + V3] <6+ 6 + 6 = 18,

que és absurd.

! Problema 1.11

Sigui T un arbre amb un nombre parell d’arestes. Proveu que T té almenys un vertex
de grau parell.

Resolucio

En primer lloc, vegem que tenim, queé podem escriure o afirmar a partir o bé de la
hipotesi, o bé de la teoria general. Mirarem d’utilitzar-les per obtenir informacié sobre
paritats, ja que d’aixo tracta el problema.

En primer lloc, establim la notacié. Sigui T' = (V, A).

En segon lloc, com que T és arbre, és |A| = |V| — 1, d’on |V| = |A| + 1, senar, ja que
per hipotesi |A| és parell. En tercer lloc, pel lema de les encaixades, podem escriure
> vev 9(v) = 2|4].

Suposem que no es compleir el que s’ha de demostrar. Aixo equival a dir que cap dels
vertexs és de grau parell. Vegem que s’arriba a una contradiccié.

Si tot vertex és de grau senar, aleshores el grau és de la forma tipica de tot nombre
senar, és a dir, g(v) = 2k, — 1, per a un k, convenient associat al vertex v, d’altra
banda arbitrari. Substituim al lema de les encaixades i resulta:
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204 = gv) = (2ky—1) =2 ky— > 1=2Y k,—|V|.

veV veV veV veV veV

D’on |V| = 23" oy kv —2|A]| és parell, per ser diferéncia de parells. Es produeix, doncs,
contradiccié amb el fet que |V| sigui senar.

Per tant, algun dels vertexs ha de tenir grau parell.

! Problema 1.12

Proveu que tot graf planari té un vértexr de grau menor o igual que 5.

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf planari. S’ha de provar que ezisteiz un vertex wg € V tal que
g(wg) < 5.

Suposem que la condicid que es vol demostrar no es compleiz. Es tractara d’arribar a
alguna contradiccio.

El que hem de fer, doncs, és negar la propietat que es vol a demostrar: suposem, doncs,
que per a tot vertex v € V es compleix la negacié de 'afirmacié sobre el grau, és a dir,
g(v) £ 5. Suposem, doncs, que per a tot vertex v és g(v) > 5. Ara bé, ateés que els
graus son enters, la condicié anterior equival a g(v) > 6,Vv € V.

Apliquem el lema de les encaixades: 2|A| = > i, g(v) > > 6 > 6|/V|]. D’aqui
deduim 3|V| < |A|. Ara bé, essent G planari i |V| > 3, és |A| < 3|V| — 6 i, combinant
les dues desigualtats, resulta 3|V| < 3|V| — 6, i d’aqui la contradiccié 0 < —6.

1.3.6 Suposeu que el graf és connex...

... O treballeu sobre els components connexos.

Depenent del problema, en alguns casos pot donar bon resultat provar resultats o estu-
diar un problema determinat per al cas que el graf sigui connex. Després, si I’enunciat
fa referencia a un graf general, es pot considerar el graf com a reunié de components
connexos i estendre el resultat al graf general.

Un exemple el trobem a la seccié 4.2. Es caracteritzen els grafs 2-regulars. Per a aixo
es fa un estudi del problema en el cas connex i posteriorment se n’estén el resultat al cas
no connex, aplicant a cada component connex el que s’ha provat per a grafs connexos.

Vegem-ne un exemple addicional. Considerem ’enunciat segiient. Sigui G un graf
planari que no conté cicles de longitud 3. Proveu que G conté algun vertex de grau
inferior o igual a 3. En aquest cas, podem demostrar el que es demana suposant que
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el graf és connex, ja que si no ho fos demostrariem I’afirmacié per als components
connexos. En aquest cas, aixo és factible perque un graf és planari si, i només si, ho
son els components connexos, i un graf no té cicles C'5 si, i només si, no en tenen
els components connexos. Aquestes propietats del graf les hereten els components
connexos, considerats com a grafs. Aquest exemple es resoldra al capitol 7, dedicat a
grafs planaris.

Un exemple d’aquesta estrategia el podem trobar en la demostracié de la férmula
d’Euler per a grafs planaris no connexos. Es demostra separadament la férmula per al
cas connex, cosa que no fem aqui, ja que forma part de la teoria estandard usual.

Vegem el cas de la generalitzacié de la formula d’Euler.

! Problema 1.13 |

Sigui G = (V, A) un graf planari amb m components connezxos. Formuleu i demostreu
el resultat analeg a la formula d’Euler per a aquest tipus de graf.

Indicacio. Apliqueu la férmula d’Euler a cadascun dels components.
Resolucio

Suposem que G conté v vertexs, a arestes, c¢ cares, i que els m components connexos
sén C1,---,Cy, 1 contenen, respectivament, v;, a;, ¢; vertexs, arestes i cares, per a cada
i=1,---,m.

Evidentment, es compleix

m m m
vzg Vg, a:E a;, c:g ¢ —(m—1),
i—1 i=1 i=1

ja que la cara no fitada s’ha comptat m vegades repetidament, una per a cada compo-
nent connex.

Per tant,
m m m
vie = Y vty a-(m-1)=Y (ite)-(m-1)
i=1 i=1 =1

m
(ai—i—2)—(m—1):Zai+2m—m+1:a+m+1.
1 i=1

I
NE

<.
I

En conseqiiéncia, la generalitzaci6 és

v+e=a+m+ 1.

Observem que si m = 1, cas connex, s’obté la formula que ja teniem: v + ¢ =a + 2.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



1 Introduccio 19

1.3.7 Proveu amb induccio

Desesperats? Si no sabeu que més fer, proveu amb induccio.

Al capitol 2, dedicat a la induccid, s’han presentat exemples molt diversos d’us del
metode inductiu per demostrar propietats i resoldre, per tant, problemes plantejats.
També se’'n poden trobar molts exemples addicionals a la resta dels capitols. Remetem
el lector al capitol esmentat i a la resta de I'obra.

Malgrat que moltes vegades el meétode ens pot permetre arribar a la demostracié d’un
resultat determinat, no s’ha de creure que sempre funcionara. Vegem un exemple en que
sembla problematic utilitzar el métode d’induccié per demostrar un resultat, concreta-
ment el segilient, resolt posteriorment al capitol 6, dedicat a arbres:

Sigui T un arbre tal que cada vértex adjacent a una fulla és de grau com a minim 3.
Proveu que existeizen dues fulles que son adjacents a un mateix vérter.

El lector pot intentar-ho per comprovar les complicacions que es presenten.

1.3.8 Compteu els objectes de més d’una manera...

...s1 és possible.

En més d’una ocasié pot ser 1til intentar comptar objectes (per exemple, les arestes
d’un graf) per més d’un metode per tal d’arribar a obtenir relacions que ens siguin tils.
Per exemple, el lema de les encaixades ens pot proporcionar una manera de calcular el
nombre d’arestes. Si estem en un problema d’abres, aleshores tenim una altra relacid,
que podem combinar amb la primera, que és |A| = |V| — 1. Si estem treballant amb
un graf planari, podem comptar addicionalment les arestes comptant les arestes de la
frontera de cada cara, per exemple.

Vegem-ne un parell d’exemples. Se’n presentaran més al capitol de grafs planaris.

! Problema 1.14 |

Sigui G = (V, A) un graf planari 3-regular de cares poligonals (la no fitada inclosa) que
son hexagons o quadrilaters. Proveu que té exactament 6 quadrilaters.

Resolucio

Establim la notacié: v és el nombre de vertexs, a és el nombre d’arestes, ¢ el nombre
de cares (amb la no fitada inclosa). Ates que hi ha exactament dos tipus de cares,
indiquem per n4 el nombre de quadrilaters i per ng el nombre d’hexagons. Obviament,
Cc =Ny + ng.

Observeu que el fet que la cara no fitada també hagi de ser poligonal implica que el
graf és connex.
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Comptem les arestes de dues maneres diferents.

En primer lloc, com a arestes “aportades” pels vertexs, és a dir, comptant, per a cada

vertex, el nombre d’arestes que hi sén incidents. Aixo no és res més que aplicar el lema
. ) . _ - _ , .

de les encaixades, és a dir, 2a = Yy 9(w) = >, cy 3 = 3v, d’on resulta una primera

relacié, v = %a.

En segon lloc, com a arestes “aportades” per la frontera de cada cara. D’aquesta manera
comptarem les arestes per duplicat, ja que cada aresta és comuna a exactament dues
cares, i és comptada una vegada per a cada cara. Aquesta propietat de les arestes es
pot afirmar per I'estructura poligonal de les cares, de la qual deriva ’abséncia d’arestes-
pont. Tenim, per tant, 6ng + 4ny4 = 2a, d’on a = 3ng + 2n4.

Ara podem reescriure en termes de ng,ng la primera relacié que hem obtingut anteri-
orment: v = 2a = 2(3ng + 2n4).

Observem que tenim c, v, a expressats en termes de ng, ng. Podem substituir aquestes
expressions a la férmula d’Euler, c+v = a + 2:

2
(ng + ng) + §(3n6 + 2ny4) = (3ng + 2n4) + 2.

Després de les simplificacions pertinents s’arriba a la conclusié esperada: ny = 6.

! Problema 1.15 |

Sigui G un graf (simple) connex d’ordre n que conté exactament k cicles arestodisjunts,
és a dir, que no comparteixen arestes. Calculeu el nombre d’arestes en termes de n, k.

Figura 1.13

Resolucio
En primer lloc, establim la notacié. Sigui G = (V, A) i siguin n = |V|, m = |A|.

Eliminem de cada cicle exactament una aresta. Quan en un cicle eliminem una aresta
no es produeix desconnexio en el graf, ja que si existia un recorregut utilitzant I’aresta
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eliminada, sempre es pot considerar el recorregut alternatiu en que l'aresta se substi-
tueix per la resta del cicle; per tant, d’aquesta manera es manté la connexié. Ara bé,
amb D’eliminacié d’una aresta, el cicle desapareix. Per la hipotesi de ’arestodisjuncié,
I’eliminacié d’exactament k arestes, tal com s’ha indicat, produeix l’eliminacié dels
exactament k cicles del graf.

Si les arestes sén {ay,---,ar}, aleshores G = G — {ay,---,ar} és connex i aciclic,
per tant, és un arbre i li és aplicable el resultat de la teoria d’arbres, que diu que
|A"| = |A(G)] = |[V(G")] —1 = |[V(G)] =1 = n — 1. D’altra banda, com que hem
eliminat exactament k arestes per eliminar els exactament k cicles (aixé és aixi per
l'arestodisjuncié), resulta |A’| = |A| — k = m — k. Finalment, igualant, resulta m =
|A|+k=n—-1+k.

Vegeu com hem comptat un mateix objecte, les arestes, de dues maneres diferents per
obtenir una relacio.

Si els cicles no fossin arestodisjunts, aleshores no podriem aplicar el raonament, ja que
I’eliminacié d’una aresta pot comportar la disminucié d’un cicle o més. Vegeu I’exemple
senzill de la figura 1.14.

9 Figura 1.14. L’eliminacio de

laresta ac destrueix 2 cicles.

Els cicles 2 —3 —4, 2 —4—5,

1—-2—4—-5 comparteizen l’ares-

c 5 ta 2 — 4, Ueliminacid de la qual
destrueiz els cicles.

Cas arbitrari. Es pot considerar una extensié del problema al cas arbitrari, no necessa-
riament connex, d’ordre n, amb exactament k cicles arestodisjunts i amb r components
connexos. L’argumentacié funciona exactament igual: amb ’eliminacié d’exactament
una aresta de cadascun dels k cicles s’arriba a crear un bosc d’ordre n, amb r com-
ponents connexos, cas en el qual sabem per la teoria general d’arbres que el nombre
d’arestes és n — r. Per tant, pel que fa al graf inicial, é&s m =n —r + k.

1.3.9 Convertiu un problema en un altre

Veurem, per mitja dels exemples, diverses modalitats de reduccié d’un problema a un
altre, del mateix tipus o de tipus diferent.
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1.3.9.1 Passeu al graf complementari

En aquests casos que veurem, el problema es converteix en un altre del mateix tipus,
pero més facil de resoldre.

! Problema 1.16

Obteniu els grafs 3—regulars d’ordre 6.

Resolucié

Sigui G = (V, A) un graf d’aquestes caracteristiques, amb n = 6 i amb seqiiéncia de
graus 3,3,3,3,3,3.

Amb l'objectiu de veure com podem abordar el problema, apliquem el lema de les
encaixades per obtenir el nombre d’arestes: [A| = 13, g(v) =313, 1,3 =19. No
sembla facil veure com es poden distribuir aquestes 9 arestes ni com reduir l'estudi
combinatori que podria derivar de la consideracié de la seqiiéncia de graus donada.

En aquests casos, es pot intentar passar al complementari, amb el benentes que 1’éxit
no esta mai garantit: només si en el complementari el problema resulta més facil de
resoldre.

Considerem, doncs, el complementari H = G¢, la seqiiencia de graus del qual sera
g (w) = gge(w) = n —1— gg(w), és a dir, en aquest cas, 2,2,2,2,2,2. Podem fer
servir ara la caracteritzacié de grafs 2-regulars, problema que hem estudiat al capitol
dedicat a connexio, a 'apartat 4.2. Sabem que H és un cicle o reunié de cicles, segons
si és connex o no, respectivament.

Per tant, tenim dos casos:

H és connex. Aleshores és un cicle, és a dir, H = Cg, d’on G; = (H¢)* = C§. A la
figura 1.15 (subfigura central) podem veure el graf corresponent; a la subfigura dreta
tenim el mateix graf, i aix{ resulta que és G; = C5 x Ts.

Figura 1.15

H no és connex. Aleshores és reuni6 de dos cicles (ja que un cicle té, com a minim, 3
vertexs), i necessariament és H = C3UCs. En aquest cas, és Gy = (H¢)¢ = (C3UC3)¢ =
C§+ CS= N3+ N3 = K373.
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Per tant, llevat d’isomorfisme, hi ha dos grafs 3-regulars de 6 vertexs: K33 i C3 x Tb.

El punt essencial d’aquesta resolucié ha estat passar al complementari i convertir, aixi,
el problema en un del mateix tipus, perdo més abordable.

! Problema 1.17

Obteniu els grafs amb 20 vértexs i 187 arestes.

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf amb aquestes caracteristiques. Tractar el problema directa-
ment no sembla massa comode, justament per I’alt nombre d’arestes, que s’acosta al
maxim possible, ja que el maxim d’arestes possible en un graf de 20 vertexs, correspo-
nent al graf complet Ky, és (220) = Q%j = 190. Sembla recomanable treballar amb
el complementari, en el qual hi haura un nombre molt reduit d’arestes, concretament

190 — 187 = 3.

Sigui, doncs, H = G° = (V, A’) el graf complementari, amb |A'| =3 in = |V|=20. El
problema és ara com distribuir 3 arestes en un graf de 20 vertexs i obtenir aixi tots els
grafs essencialment diferents, és a dir, no isomorfs. Hi ha diverses possibilitats.

Cas 1. Les tres arestes generen el subgraf Ko U Ko U Ko. La resta de vertexs formaran
un graf nul (el subgraf generat sera un graf nul). Tenim, per tant, H; = Ko U Ko U
KoUN,_¢=KoUKyUKsU Ny.

Figura 1.16. El graf H;.

Per tant, derivat d’aquest cas, tenim el graf G; = H{ = (Ko U Ko U Ky U N14)¢ =
K5+ K5+ K5+ Nfy=Na+ No+ Ny + K14 = Kop2 + Kiy.
Cas 2. Les tres arestes generen el subgraf T35 UT5 i la resta de vertexs forma el graf nul

corresponent. Tenim, per tant, Hy = T3 UT» U Ny5. El complementari sera Go = H§ =
(Tg UTyU N15)c = T?f + TQC + Nf5 = (Nl @] Tg) + Ny + K15.

Cas 3. Les tres arestes generen el subgraf T i la resta de vertexs forma el graf nul
corresponent. Tenim, per tant, H3 = T4 U Nig. El complementari sera Gz = H§ =
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(Ty U Nig)¢ = T5 + Nig = Ty + K6 (T4 és autocomplementari, com es pot veure
facilment).

Cas 4. Les tres arestes generen el subgraf cicle Cs i la resta de vertexs forma el graf
nul corresponent. Tenim, per tant, Hy = C3 U Ny7. El complementari sera G4 = Hf =
(C3U Ny7)° = CS + Ni; = N3 + Ki7.

Cas 5. Les tres arestes generen el subgraf estrella 4, = K 3 i la resta de vertexs forma
el graf nul corresponent. Tenim, per tant, Hs = FE4 U Nig. El complementari sera
G5 = Hg = (E4 @] N16)C = Eﬁ =+ Nlc6 = (Nl U 03) + K16 = 03 + K17.

Finalment, caldra estudiar si hi ha alguna parella de grafs isomorfs entre els obtinguts.
Resulta rapid de calcular les seqiiéncies de graus de Hy, Ho, Hs, Hy, que veiem que totes
sén diferents, amb la qual cosa també ho seran les de G, Gy, G3, G4. Per tant, no hi
ha cap parella de grafs isomorfs. Son essencialment diferents, i aquests sén els grafs
amb les carateristiques demanades.

En aquest cas, hem convertit el problema original en un del mateiz tipus, pero amb
dades diferents.

No sempre funciona. El pas al complementari no sempre és tutil. Per exemple, en
problemes de seqiiéncies, si es déna el cas que el problema no resulta realment més
simple. Fins i tot pot donar-se que el problema resulti ser exactament el mateix, com
el que ara enunciem: obteniu tots els grafs amb la seqiiencia de graus 1,2,3,2,2. Si
passem al complementari, la seqiiencia de graus resulta ser la mateixa: 3,2,1,2,2. Per
tant, el meétode no és aplicable.

1.3.9.2 Considereu el problema “complementari”

De vegades, en problemes combinatoris resulta més facil (si més no per a qui els ha de
resoldre) de resoldre, en comptes del problema, el que podriem anomenar el problema
“complementari”. Aixo es pot produir en el cas que el cardinal que cal comptar faci
referéncia a un conjunt universal S, és a dir, que calgui comptar |P|, amb P C S. Si
considerem el complementari Q = P¢, es compleix |P| = |S| — |Q| i, per tant, podem
resoldre el nostre problema si sabem resoldre el problema “complementari” de calcular
| P€|, cosa que ens pot resultar més facil.

Vegem-ne un exemple a continuacio.

! Problema 1.18

Calculeu quants niumeros de teléfon de 6 digits tenen algun digit repetit?

Resolucio

Els digits disponibles sén {0,1,---,9}.
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El total de nombres possibles (admetent que poden comencgar per 0) és 10-10-10- 10 -
10 - 10 = 106, ja que cada casella de la cadena pot contenir qualsevol digit sense cap
restriccié. Si S és el conjunt de tots els nombres possibles, és |S| = 106.

Sigui P C S, el conjunt dels nimeros de telefon de 6 digits amb algun digit repetit.
Podem considerar el problema “complementari”’, és a dir, el problema consistent jus-
tament en el contrari del que es demana, que és obtenir el nombre dels nimeros de
telefon de 6 xifres sense cap digit repetit. Volem obtenir, doncs, |@Q|, essent Q = S\ P,
complementari en S.

Per calcular els de telefon amb tots els digits diferents, triem 6 digits del total disponible
(amb la garantia que seran diferents), sense que l'ordre importi (només importa quins
sén) i, un cop triats, els permutem de totes les maneres possibles, per formar tots els
nimeros possibles amb les xifres triades. La quantitat és 6! (160). Es a dir, Q| = 6! (160).

Finalment, el nombre buscat és
10
Pl =S| - Q| = 106—6!(6)

Aquesta idea també s’utilitza moltes vegades quan resolem problemes de combinatoria
aplicant la formula d’inclusié-exclusié.

1.3.9.3 Passeu al dual en grafs planaris

! Problema 1.19 |

Sigui G un graf planari connex sense verters d’articulacio © amb les cares com a minim
triangulars. Proveu que el nombre de cares amb un nombre senar d’arestes és parell.

Resolucié

Observeu que, amb la condicié sobre els vertexs d’articulacié, garantim que no existei-
xen arestes-pont, ni estructures arbories, i que totes les cares (la no fitada inclosa) sén
poligonals. La construccié que farem també es pot considerar en aquests casos, pero
no ho tractarem aqui.

Es podria resoldre aquest problema per algun meétode directe. No ho farem aixi, ja que
I’objectiu és illustrar una idea, la de la conversié d’un problema en un altre d’un altre
tipus.

La condicié que es vol provar ens resulta familiar, ja que si substituim “cares” per
“vertexs” i “arestes” per “arestes incidents”, aleshores resulta simplement l’afirmacié
que el nombre de vertexs de grau senar és parell. Amb l'objectiu d’aplicar aquest
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resultat farem una reduccié del problema a un d’un altre tipus mitjancant la construccié
d’un graf auxiliar, el dual en el cas de grafs planaris.

Considerem, doncs, el graf G planari amb les condicions donades i construim un nou
(multi)graf, associat a una representacié planaria de G, de la manera que es descriu
a continuacié. Per illustrar aquesta construccid, considerem per exemple el graf de la

figura 1.17.

Figura 1.17

El nou (multi)graf s’anomena graf dual, que denotem G°. Hem de dir quins sén els seus
vertexs i quines les seves arestes. A cada cara li associem un nou vertex (vertexs blancs
a la figura 1.19). Per a cada parella de vertexs u, v, hi ha tantes arestes (possiblement,
per tant, multiples) uv com arestes comparteixen les fronteres de les cares corresponents

als vertexs en la representacié planaria del graf original.

A la figura 1.18 podem veure el (multi)graf dual corresponent.

N Do
// K
\. . o
/ PN Figura 1.18.  El graf origi-
e R < 17 S~ nal és el dels vértexs de color 1
1.7 S L7 Sso .
A R Pt arestes de tra¢ continu. Fl graf
oS~ . -- ~ e "~ s \ . .
A " .- ~ dual és el dels vértexs d’interi-
[ S g N\ . .
(WY ST \ or blanc ¢ arestes de trag dis-
\ \ 4 ] .
AN Z J continu.
4 ’,

Aquesta construcci6é no sempre produeix un graf (simple), ja que, com veiem, es poden
produir arestes multiples, derivades del fet que dues cares puguin tenir una frontera
comuna formada per més d’una aresta. Depenent de les caracteristiques del problema,
aixo pot no tenir importancia. Per exemple, si el que necessitem és poder aplicar el
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lema de les encaixades o el seu corollari, aleshores no es presenta cap problema, ja que
també sén valids per a multigrafs (com es pot veure facilment comptant les arestes com
a arestes “aportades” per cada vertex). No és el cas del nostre problema, perd també
li seria aplicable la férmula d’Euler, o la caracteritzacié de grafs eulerians en termes de
la paritat dels graus.

Observem que, donada una cara C de GG, amb la frontera formada per k arestes, el vertex
ve que li correspon en el graf dual G® té justament grau k, és a dir, 9as(ve) = k, de
manera que afirmacions sobre la paritat del nombre d’arestes que envolten la cara C
es converteixen automaticament en afirmacions sobre la paritat del grau ve en el dual.
Pero ara podem aplicar el corollari del lema de les encaixades, que afirma que en un
multigraf el nombre de veértexs de grau senar és parell, resultat que, retornat al graf
original GG, ens diu que el nombre de cares que tenen una frontera formada per un
nombre senar d’arestes ha de ser parell.

Observacio: De fet no cal que les cares siguin formades per una frontera de 3 arestes,
com a minim. Podriem acceptar fins i tot cares de 2 arestes, derivades, de fet, d’arestes
multiples (i aleshores el nostre graf seria un multigraf).

Vegem-ne altres exemples.

Considerem lafirmacié segiient (problema resolt del capitol de grafs planaris). Es un
problema sobre poliedres que es pot traduir, com es veu en aquesta mateixa seccio, a
un problema sobre grafs planaris: Considerem un poliedre (deformable a esfera) amb
els vertexs de grau 3 i amb dos tipus de cares, pentagonals i hexagonals. Aleshores té
exactament 12 pentagons.

Vegem ara el problema: Considerem un poliedre (deformable a esfera) amb totes les
cares triangulars 1 amb vértexs de graus 5 o 6. Proveu que hi ha exactament 12 vértexs
de grau 5.

Un problema és dual de laltre. Si en sabem resoldre un, l'altre queda automaticament
resolt. Formulem el primer en termes equivalents de grafs planaris: Considerem un
graf planari, de cares poligonals (la no fitada inclosa), amb els vértexs de grau 8 i amb
dos tipus de cares: C5,Cg. Proveu que hi ha exactament 12 cares pentagonals. El
segon problema es reformularia com: Considerem un graf planari amb totes les cares
triangulars i amb vértexs de grau 5 o 6. Aleshores hi ha exactament 12 vértexs de grau

.

1.3.9.4 Feu construccions auxiliars

La idea és fer construccions que converteixin un problema en un altre.

La construccié del dual de ’apartat 1.3.9.3 ja n’és una, pero n’hi ha d’altres possibles
que es poden considerar segons el problema.
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Tindrem ocasié de veure al capitol 7, dedicat a grafs planaris, i als capitols de combi-
natoria, resolucions de problemes combinatoris en disseccions geometriques mitjancant
construccions de grafs planaris auxiliars, lligats a la disseccié geometrica, grafs als quals
és aplicable tota la teoria de planaritat i, en particular, la formula d’Euler.

En moltes ocasions convertim un problema que no és de grafs (problemes de disseccions
geometriques, triangulacions o poliedres) en un altre que si que ho és, mitjancant la
modelitzacié corresponent. O bé podem considerar un model en termes de teoria de
grafs (per exemple, el graf d’'un poliedre), perd encara ens manca un ultim pas (per
exemple, una transformacié geometrica, com la projecci6 estereografica) per convertir
lestructura intermedia creada en la final (per exemple, un graf planari).

Per al cas dels poliedres, hi dediquem l’apartat segiient.

1.3.9.5 Convertiu problemes de poliedres a problemes de grafs planaris

Els poliedres per als quals podem aplicar resultats de teoria de grafs planaris (com per
exemple la férmula d’Euler) sén els que sén “topologicament deformables a esfera”. Si
el poliedre té “forats”, com en el cas del “poliedre” tor (figura 1.19, subfigura de la
dreta), aleshores no es pot recérrer a la projeccié estereografica i al model del poliedre
en termes de la teoria de grafs planaris (existeix, pero, una generalitzacié de la férmula
d’Euler que té en compte el nombre de forats).

Figura 1.19

El lector en pot completar la informacié a [WILS72] (grafs poliedrals: planaris, 3—
CONNEXOS).

Poliedres especialment notables des del punt de vista dels grafs planaris son el regulars.
Aplicant la teoria de grafs planaris, se'n poden obtenir propietats. Vegem els cinc
poliedres regulars a les figures 1.20 i 1.21. A la figura 1.20 tenim, d’esquerra a dreta,
el tetraedre, el cub o hexaedre i 'octaedre.

Figura 1.20
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A la figura 1.21 tenim, d’esquerra a dreta, icosaedre i el dodecaedre.

r.-“\

-

Molts problemes de poliedres es poden convertir a problemes de grafs planaris en el
pla. Pot utilitzar-se una projeccié que transformi punts de l’esfera (no necessariament
tots) en punts del pla. Entre d’altres, una de les transformacions que es pot utilitzar és
la projeccié estereografica. Algunes projeccions cartografiques podrien fer una funcié
similar.

Figura 1.21

Vegem a la figura 1.22 un esquema de perfil de la situacié referent a la projeccié este-
reografica.

Figura 1.22

pla de
projeccio

Considerem una esfera, de la qual seleccionem un punt N (pol de projeccié). Consi-
derem el punt S diametralment oposat i el pla tangent a ’esfera en aquest punt, pla
que serd el pla de projeccié. La projeccid (estereografica) P del punt P de l'esfera és
la interseccié del pla de projeccié amb la semirecta que passa per P i és d’origen V.
D’aquesta manera, tots els punts de 'esfera, llevat de IV, es poden projectar sobre el
pla. Vegem a la figura 1.23 un esquema illustratiu de la projeccié estereografica.

Figura 1.23

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



30 Matematica discreta Problemes resolts

A la figura 1.24 veiem com es projectaria una circumferéncia sobre ’esfera.

Figura 1.24

Com utilitzar aquesta projeccié en el cas d’un poliedre? Es considera una esfera que
contingui el poliedre (o, si és possible, que en sigui una esfera circumscrita). Des d’un
punt interior del poliedre (a vegades podra ser el centre de l'esfera) es realitza una
projeccié central del poliedre sobre ’esfera, operacié que crea una estructura sobre la
superficie esférica, corresponent al poliedre, que és la que després es projecta. Aix0
s’illustra a la figura 1.25.

Figura 1.25. Illustracio en el
cas del cub.

Vegem un exemple del procés en el cas del poliedre “buckminsterfullere” o “pilota de
futbol”, que correspon a la figura 1.26 (esquerra). A la dreta tenim el poliedre projectat
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sobre l'esfera.

—— —

Figura 1.26

Finalment, a la figura 1.27, una projeccié sobre el pla (estéticament manipulada).

Figura 1.27

Vegem grafs planaris associats als poliedres regulars. A la figura 1.28, i d’esquerra a
dreta, tenim els grafs del tetraedre, el cub i 'octaedre. En els esquemes s’ha mantingut
lestructura del graf, pero no les dimensions de la projeccid, que resulten irrellevants, i
s’han rectificat les arestes.

Figura 1.28
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A la figura 1.29, i d’esquerra a dreta, tenim els grafs de l'icosaedre i del dodecaedre.

Figura 1.29

Vegeu un problema sobre poliedres que, de fet, ha estat resolt préviament en aquest
mateix capitol com a problema de teoria de grafs planaris, a 'apartat 1.3.8: Considerem
un poliedre (deformable a esfera) tal que cada vértex és incident a 3 arestes i tal que
només hi ha cares de dos tipus: quadrilaters i hexagons. Proveu que hi ha exactament 6
quadrilaters. La resolucié donada anteriorment resol completament el nostre problema.

Concretem el que s’ha dit en un exemple.

! Problema 1.20 |

Considerem un poliedre conver format per cares triangulars i quadrangulars tal que
cada vértex pertany a 4 cares exactament. Proveu que conté exactament 8 triangles.

Resolucio

Per una projeccio6 estereografica adequada, projectem el poliedre sobre un pla, i conver-
tim el problema en un d’equivalent per a un graf planar G = (V, A), connex, amb totes
les cares poligonals (la no fitada inclosa). Les cares sén dels dos tipus indicats. La
condicié sobre els vertexs es tradueix que els vertexs son tots de grau 4.

Establim la notacié: v,a,c sén, respectivament, el nombre de vertexs, d’arestes i de
cares (amb la no fitada inclosa). Si ns,n4 sén, respectivament, el nombre de triangles
i el de quadrilaters, és ¢ = ng + n4. Cal veure ng = 8.

A partir d’aquest moment el problema sobre poliedres s’ha convertit en un problema
sobre grafs planaris. Els vertexs, les arestes i les cares del graf es corresponen amb els
respectius del poliedre.

Ara es tractara d’obtenir relacions a partir de les propietats del graf planari. Intentarem
expressar les quantitats a, v en termes de n3, ny4 i després substituir a la férmula d’Euler,
ct+v=a+2.

Una primera relacié s’obté per aplicacié del lema de les encaixades, és a dir, 2a = 4w,
o bé a = 2v. Aix0 correspon a comptar les arestes a partir de les incidents a cada
vertex. Comptant les arestes a partir de les fronteres de les cares, podem escriure
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2a = 3ng + 4ny4, d’on a = %(3n3 + 4ny). A més, ara podem reescriure la relacié a = 2v

i en resulta v = $a = 1(3n3 + 4ny).

Finalment, substituim a la férmula d’Euler
1 1
(’I’Lg + ’I’L4) + Z(?}’I’Lg + 4714) = 5(377,3 + 4714) + 2.

Fent calculs, resulta ng = 8.

Vegem-ne un altre exemple. En presentarem més endavant.

! Problema 1.21 |

Considerem un poliedre deformable a esfera. Proveu que el nombre de cares amb un
nombre senar d’arestes és parell.

Resolucié

Aquest problema ja ha estat resolt per diverses vies. S’ha plantejat anteriorment
(1.3.9.3) en termes de teoria de grafs planaris. Més concretament, l'enunciat era: “Si-
gui G un graf planari connex sense vertexs d’articulacié i amb les cares com a minim
triangulars. Proveu que el nombre de cares amb un nombre senar d’arestes és parell.”

Només cal disposar d’un mecanisme que ens permeti convertir un problema tridimen-
sional de poliedres deformables a esferes en un problema de grafs planaris en el pla. El
problema relatiu al poliedre real de ’espai ha de ser un problema de tipus combinatori
o “topologic”, en el qual no tinguin interes les relacions metriques entre vertexs, angles
diedrics. Un possible mecanisme €és la projeccio estereografica sobre un pla adequat de
projeccio.

Aquesta projeccié ens permetra convertir un problema tridimensional en un proble-
ma bidimensional, i aixi convertir un problema de poliedres en un problema de grafs
planaris, per després tornar enrere i arribar a una conclusié relativa a poliedres.

1.4 Intenteu resoldre els problemes per diversos metodes

Al marge dels consells per abordar la resolucié de problemes, amb caracter general
és molt recomanable, per a proposits d’entrenament personal, intentar resoldre els
problemes pel nombre maxim de metodes de que siguem capagos.

Aixo s’ha fet en moltes ocasions al llarg del llibre. Vegem-ne un exemple, d’entre molts
possibles, a 6.2.2.

Vegem a continuacié un exemple, en que de fet es resol el problema amb dues variants
de la mateixa idea.
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! Problema 1.22 |

Sigui G un graf planari connex sense verters d’articulacio © amb les cares com a minim
triangulars (la frontera té, com a minim, 8 arestes). Proveu que el nombre de cares
amb un nombre senar d’arestes és parell.

Resolucié

Aquest problema ja ha estat resolt per una via anteriorment a 1.3.9.31 1.3.9.5. Aquesta
és una mostra de com és possible, en moltes ocasions, intentar procediments alternatius
de resolucio.

A més, en aquesta exposicié considerarem més d’un metode de resolucio.

Meétode 1. Ates que hem de tractar la qiiestié relacionada amb el nombre d’arestes de
la frontera d’una cara, considerem c;, que definim com el nombre de cares envoltades
per i arestes, amb ¢ > 3 (tot i que no és estrictament imprescindible). Ara podem
comptar les arestes a partir de 'aportacié de cada cara. L’abseéncia d’arestes-pont
permet afirmar que cada aresta és compartida per exactament dues cares, de manera
que, comptant les arestes a partir de ) ;-4 ic;, les estem comptant per duplicat, ja que
cada aresta pertany a dues cares i, per tant, és > i>3ici = 2|Al. Reescrivim la férmula
anterior i la desglossem segons la paritat de i: -

2|A| = Zici = Z 2kcop, + Z(?k + 1)02k+1 = Z 2kcop + Z 2k02k+1 + Z Cok4-1-

i>3 k>2 k>1 k>2 k>1 k>1

Ara bé, 'iltim sumand és justament el que ens demanen, ja que el nombre de cares
amb la frontera formada per un nombre senar d’arestes és justament c3 +c5 +c7 + - - -.
Escrivint la igualtat anterior en la forma

Z Cok41 = 2|A| — Z 2kcor — Z 2kcop41,

k>1 k>2 k>1

resulta que aquesta suma, com a suma de parells que és, és un nombre parell.

Aquest és també un exemple de com comptar un objecte (les arestes) de més d’una
manera.

Meétode 2. Es una variant d’idees semblants a I’anterior, entorn de la paritat del nombre
d’arestes de la frontera de les cares. Novament, sigui ¢; el nombre de cares limitades
per i arestes, amb i > 3. S’arriba amb les mateixes argumentacions a 2|A| = >, 4 ic;.
Ara passem a classes de residu de modul 2, i aixi tindrem B

2A] = ic;
>3
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Ara bé, si i és parell, la classe corresponent és 0, i si ¢ és senar, és 1, de manera que
només quedara la contribucié corresponent als indexs senars:

O=¢é3+c5+cr+---

d’on

(_)203+C5+C7+"',

és a dir, ¢3 + ¢5 + ¢7 + - - - és parell (zero modul 2).
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Capitol 2

Induccio en
matematica discreta

2.1 Introduccio

En matematica discreta s’utilitza en moltes ocasions la metodologia de demostracié de
resultats basada en el principi d’induccio. Aquest metode déna lloc a les anomenades
demostracions per induccié o inductives. En aquest capitol descriurem amb detall el
metode d’induccié i en presentarem exemples variats. De fet, n’anirem trobant exemples
d’as al llarg de tot el llibre, en el decurs de la resolucié de més d’un problema.

El metode d’induccié resulta 1til no solament en matematica discreta, sind també en
moltes altres arees de la informatica, com per exemple la informatica teorica i I’analisi
d’algorismes. Tot i que ’enfocament (pel que fa als exemples) es decanta sobretot cap
a la matematica discreta, ’adquisicié d’aquesta tecnica demostrativa pot servir també
per a altres materies d’interes per a ’alumne d’informatica.

Els exemples que utilitzarem poden ser tant de teoria inicial com de teoria més avanca-
da, sense que en cap moment s’estableixin preliminars o prerequisits. Per aquest motiu,
si alguns exemples no sén completament comprensibles al lector per manca de conei-
xements previs en una primera lectura, el remetem a l’estudi corresponent o a una
relectura posterior, quan ja tingui els coneixements requerits. D’altra banda, és abso-
lutament recomanable efectuar relectures periodiques d’aquest capitol sobre induccio.

Es procurara mostrar el meétode mitjancant exemples que tinguin relacié o bé amb la
teoria de grafs o bé amb la combinatoria. El lector pot considerar aquests exemples
com exercicis per resoldre pel seu compte.

Segueix una breu introduccié no formalitzada, amb explicacions molt sumaries, a titol
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de recordatori, dels conceptes de grafs que necessitarem al llarg del capitol. Un graf és
una estructura combinatoria G = (V, A), on V és el conjunt de vertexs i A és el conjunt
d’arestes, expressié de relacions entre vertexs (una aresta és un subconjunt de 2 vertexs
en el conjunt de tots els subconjunts de V). L’ordre d’un graf és el nombre n = |V|
de vertexs i la mida és el nombre m = |A| d’arestes. El grau g(v) d’un vertex v € V
és el nombre d’arestes que hi sén incidents. Un graf és connezr si per a tota parella
de vertexs u,v existeix un recorregut que els connecta. Un component connex és el
subgraf més gran (maximal en ordre) per al qual es compleix la propietat anterior. Un
arbre és un graf connex sense cicles (aciclic). Un graf és planari quan es pot “dibuixar”
en el pla sense que hi hagi interseccions entre arestes; en aquest cas, es produeix una
disseccié del pla en que apareixen, a més dels vertexs i les arestes, les regions , sén les
cares (totes fitades excepte una). Un graf és k—acolorible si podem assignar k colors
als vertexs amb la condicié que no n’hi hagi d’adjacents amb el mateix color.

El lector interessat en una presentacié més detallada i completa del tema de la induccié
pot consultar el llibre [FESI91], que hi dedica un capitol exhaustiu. També en trobara
molts exemples variats, no necessariament relacionats amb la matematica discreta, als

llibres de [ENGEO00] i [LARSS83].

2.2 Principi d’induccié ordinaria

La induccié matematica és un metode de demostracié que sol ser molt 1til en aquelles
situacions en qué s’ha de demostrar una propietat P(n) que s’enuncia en termes dels
nombres naturals n € N. N’és un exemple la identitat

n(n + 1)

n
1424--+n=Y k=
+2+4+n ; 5

2.2.1 L’enunciat del principi d’induccié

Segueix ’enunciat precis del principi d’induccié, que de fet es podria formular com
a teorema, derivat de I'axiomatica dels nombres naturals o bé del principi de bona
ordenacio.

Principi d’induccié ordinaria (versié 1). Sigui ng un nombre natural i P(n) una
proposicio sobre n per a cada nombre natural n > ng. Si

1. P(ng) és certa, i

2. Per a cada nombre natural k > ng, si P(k) és certa, també ho és P(k + 1),
aleshores P(n) és cert per a tot nombre natural n > ny.
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Tot i que es pot provar rigorosament a partir de propietats dels nombres naturals,
intuitivament és clar que aixo prova la propietat P per a tot n > ng. Com a exemple,
suposem que ng = 0. Aleshores tindrem

e P(0) és cert (és a dir, per a n = 0) pel pas 1.

e P(1) és cert pel pas 2 i per P(0) (pel pas anterior).
e P(2) és cert pel pas 2 i per P(1) (pel pas anterior).
e P(3) és cert pel pas 2 i per P(2) (pel pas anterior).

e [ aixi successivament...

De vegades, en comptes de l'esquema anterior, P(k) = P(k + 1), pot convenir per
comoditat, costum o conveniéncia, adoptar I’esquema equivalent P(k — 1) = P(k), de
manera que podem demostrar propietats per induccié segons la variant:

Principi d’induccié ordinaria (versié 2). Sigui ng un nombre natural i P(n) una
proposicié sobre n per a cada mombre natural n > ng. Si

1. P(ng) és certa, i

2. Per a cada nombre natural k > ng, si P(k—1), k—1 > ng és certa, també ho és
P(k), aleshores P(n) és cert per a tot nombre natural n > nyg.

2.2.2 La induccid en accio

Exposem en aquest apartat com funciona una demostracié per induccié.

2.2.2.1 Etapes demostratives

En les demostracions inductives, les que fan servir el resultat anterior (o d’altres vari-
ants que es presentaran posteriorment), distingim dues etapes, justament mimetitzant
I’enunciat anterior:

e El pas base, que és el que correspon a la comprovacié o demostracié que P(ng) és
cert, és a dir, que la propietat en qiiestié es compleix per al cas n = ny.

e El pas inductiu (segons la versié 1), que consisteix a demostrar que per a tot
k > ng, si P(k) és cert, també ho és P(k +1). Quan en el curs de la demostracié
de la implicaci6é se suposa la validesa de P(k) (per provar P(k + 1)), aquesta
suposicié és 'anomenada hipotesi d’induccié (que en algunes ocasions denotarem
abreujadament HI a partir d’ara).
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2.2.2.2 El pas base

Normalment es pren el valor ng més petit per al qual la propietat P(n) tingui sentit.
Si no ho fem aixi, la propietat queda provada només a partir del ng que hagim triat
(seria, per tant, poc justificable no prendre el valor més petit possible).

Vegem-ne uns exemples:

e En el cas de la identitat aritmetica 1 4+2+---4+n = >, k= % podem
prendre ng = 1.

e Si es tracta de demostrar alguna propietat sobre poligons de n costats, aleshores
el més “petit” és el triangle, és a dir, ng = 3. Imaginem, per exemple, que es
tracta de demostrar que tot poligon és triangulable, és a dir, descomponible en
una reunié de triangles no solapants per afegit de diagonals internes.

e Si s’ha de provar una afirmacié sobre grafs r—regulars i es vol fer induccié sobre
lordre n = |V, aleshores, ates que g(v) < |V| — 1, resulta que n = |V| >
g(v) +1=r+1. Per tant, el minim és ny = r + 1, nombre minim de vertexs que
calen perque hi pugui haver algun vertex de grau r.

En moltes demostracions, el pas base és facil, pero no sempre és aixi.

2.2.2.3 Triar parametre

Respecte de qué podem fer induccié? Observem que el principi d’induccié es basa en
el fet que, donat un enter n, sempre existeix “el segiient” n + 1 en el conjunt dels
nombres enters. Aixo és fonamental i és la primera guia per triar el parametre respecte
del qual es fara la demostracié inductiva, quan hi ha la possibilitat d’escollir-ne més
d’un, en principi, depenent de la naturalesa del que calgui provar. Aixi, en una identitat
numerica en la qual intervenen nombres reals i nombres naturals, els reals mai no poden
ser candidats a parametres per a una demostracié inductiva (per a un nombre real,
no existeix “el segiient”!). Teécnicament, és equivalent al principi de bona ordenacié:
existeix un minim de tot conjunt no buit dels nombres naturals.

Sempre que vulguem fer una demostracié per induccié hem d’identificar el parametre
convenient per fer-la, el parametre respecte del qual farem la demostracié inductiva.

2.2.2.4 Quan és convenient fer demostracions inductives?

No es pot donar cap resposta clara a la pregunta, excepte en el cas d’arguments “d’au-
toritat” (quan ho demanen explicitament ’enunciat d’un problema o el professor!). Ara
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bé, es pot considerar la possibilitat d’'una demostracié inductiva quan ’enunciat de la
propietat que es vol demostrar s’explicita clarament en termes dels nombres naturals,
com per exemple en la coneguda identitat 1 +2 4 ---4+n = >} k = @ o en
un enunciat com el segiient: “un arbre d’ordre n té n — 1 arestes”. En altres casos,
no és explicita la dependéncia respecte d’un parametre que sigui nombre natural, pero
pot ser-hi implicitament, o bé el parametre en qiiestio existeix; per exemple, “un graf
connex amb seqiiencia de graus 1,2,---,2,1 és el graf trajecte”. Podriem intentar fer
induccié sobre la longitud de la seqiiencia de graus, que no és res més que ’ordre.
També es pot fer explicita la dependéncia d’un parametre natural fent més explicit
I’enunciat: “un graf connex d’ordre n i seqiiéncia de graus 1,2,---,2,1 és isomorf a
T,

Decidim quan i per que cal fer una demostracié per induccié segons ’experiéncia i la
naturalesa del problema.

Finalment, i com a “bon consell”, proveu de demostrar una propietat per induccié quan
tots els altres metodes amb queé heu abordat el problema han fracasat o bé quan no
teniu té cap idea de com abordar-ne la resolucié. Aix0 no vol dir, naturalment, que
sempre sigui factible fer una demostracié inductiva en aquesta circumstancia. El lector
no ha de pensar que la induccié sigui una “panacea” quan no troba cap altra manera
de resoldre un problema: depen del problema)

Observeu un exemple en queé podem intentar provar amb exit una propietat per induc-
cid, encara que no hi hagi cap dependencia explicita a I’enunciat respecte del parametre
n, ordre del graf: “tot arbre és 2- acolorible”; podem provar aquesta propietat per
induccié sobre ’ordre.

2.3 Primers exemples

Vegem uns primers exemples d’is del meétode de demostracié per induccié ordinaria, en
la modalitat més senzilla possible, corresponent a ’enunciat anterior. No requereixen
practicament cap teoria previa.

2.3.1 Identitats aritmetiques de sumacioé tancada

La suma dels n primers nombres naturals. Un exemple molt tipic és el de la suma dels
n primers nombres naturals, és a dir, 1 + 2 + - - - + n. Estem interessats a obtenir una
expressié “tancada” per a aquesta suma, és a dir, una expressié on no intervinguin
“punts suspensius”! Podem experimentar amb diversos n petits per mirar d’induir-ne
(sospitar, endevinar!) alguna férmula, i segurament arribarem a la conclusié que
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Aquesta és una identitat ben coneguda, que d’altra banda haguéssim pogut trobar
per consulta bibliografica. Es un dels primers exemples de demostracié inductiva que
hom sol trobar. Es demostrara posteriorment en un altre context, el de les successions
recurrents, i per metodes completament diferents.

Observem que en aquest cas P(1) és 'afirmaci6 corresponent a n = 1, que ara es redueix

e ) . 1(141
a comprovar que els dos membres coincideixen peran = 1, és adir, 1 = %(: 1). En

canvi, P(n) és lafirmacié 14+2+---+n = M; P(n+1) seria I’afirmacié corresponent

2
a la propietat pero arribant finsan+1,ésadir: 1+2+---+n+(n+1) = w;
en canvi, P(n— 1) seria 1+ 244+ (n—2)+(n—1) = (";1)".

Ara bé, com demostrar-la? Per induccid.

Dir aix0 encara no és suficient. Sempre que volem demostrar alguna propietat per
induccié hem d’escollir el parametre (nombre natural) respecte del qual es fara la de-
mostracid; en determinats problemes hi pot haver més d’una possibilitat (com per
exemple en el cas de la férmula d’Euler). Escollim el parametre n i, per tant, farem
la demostracié per induccio sobre n. Cal adoptar un esquema demostratiu. Adoptem
I’esquema

P(1)
{ P(n) = P(n+1),

on P(n) és la propietat de certa la igualtat >, k = %

Com és habitual en tota demostracié inductiva, calen els dos passos corresponents a
I’esquema demostratiu:

Pas 1 (base): P(1). En primer lloc s’ha d’establir la férmula per al primer valor per al
qual tingui sentit, que és en aquest cas n = 1; ara bé, per an = 1 la prova és una simple
comprovacié de rutina de la coincidencia dels dos membres de la igualtat a demostrar,
jaque%zlperanzl.

Pas 2 (inductiu): P(n) => P(n + 1). En segon lloc, hem de suposar que la identitat
és certa per a n per hipotesi d’induccio i provar que és certa per al valor n + 1; aquest
pas, juntament amb el primer, establira la validesa de la propietat per a tot n > 1.
Suposant, doncs, que 1 +2+ .- +n = % es compleix, vegem que es compleix per
an+ 1. Escrivim
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n+1 n
;k_(;k)ﬂwrl) (1 WHTHA) :w.

Observacions. En primer lloc, sobre ng = 1. Es podria haver provat P(6) (posem
per cas), és a dir, provar la propietat prenent ng = 6 per comprovacié directa, perd
aleshores la propietat, és a dir, la identitat aritmetica, hauria quedat provada només
per a n > 6. En segon lloc, en aquest cas concret resulta molt facil passar “de n a
n+1”, ja que no hi ha cap problema a construir la suma 1+- - -+n+(n+1): simplement
sumant n+ 1 a 1+ ---+n. La suma segiient, corresponent a P(n + 1), es pot escriure
univocament, sense que es pugui presentar cap problema de multiplicitat com els que
es poden produir en estructures més complexes, com els grafs.

Analitzem encara amb més detall el métode demostratiu per al cas del pas 2, tot i que
la simplicitat de 'exemple potser no facilitara diferenciar els matisos amb gaire claredat
(variants en l'orientacié conceptual de la demostracié). En veurem exemples molt més
clars, més endavant, en el cas de demostracions inductives en teoria de grafs.

Variant 1. Partim de P(n), que considerem valid per hipotesi d’induccié, i passem a
P(n+1). Aixo comporta efectuar manipulacions aritmetiques sobre la igualtat P(n),
que suposem, doncs, valida per hipotesi d’induccid.

Per tant, donem per valida la igualtat

1

Ara sumem n -+ 1 a ambdds membres de la igualtat, per tal d’obtenir la suma dels n+ 1
primers nombres naturals:

n(n+1)

14+24---4+n)+(n+1)= 5

+(n+1)

La resta és manipulacié aritmetica trivial a la dreta de la igualtat i aix{ establim la
validesa de P(n + 1):

(n+1)(n+2)

1+24 -+ (n+1) = 5

Seria identic per a la variant P(n — 1) = P(n).

En el cas d’un graf, si per exemple es fes una demostracié per induccié sobre ’ordre
n, aquesta variant implicaria passar d’un graf d’ordre n a un altre d’ordre n + 1, cosa
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no sempre tan facil com en aquest cas, en que passar al segiient significa simplement
sumar n+1. En el cas d’un graf, hauriem d’afegir un vertex, pero aixo es pot fer de més
d’una manera, en general, ja que podem afegir diversos conjunts d’arestes. I aquest és
el problema...

Variant 2. Considerem P(n + 1), concretament en aquest cas partirem de 1'expressié
del primer membre de la identitat que volem demostrar i aplicarem P(n), que suposem
certa per hipotesi d’induccié. Aquesta és justament la que s’ha presentat:

n+1 n
Sok= (3R + = MO gy = (R,

Seria millor encara l'esquema P(n — 1) = P(n).

Aquesta variant, en el cas d’un graf d’ordre n, no requereix la construccié d’un graf
d’ordre superior. Pot ser una via d’atac més adequada que la variant 1. Normal-
ment requereix algun tipus d’operacié destructiva per tal de poder aplicar la hipotesi
d’induccié a un graf d’ordre inferior.

Disposar d’identitats aritmetiques de sumacié tancada com 'anterior pot ser molt inte-
ressant com a auxiliar en processos de comptar a la combinatoria.

2.3.2 Induccié a la combinatoria

Correspondria també al mateix tipus d’estructura demostrativa senzilla la que aplica-
rem als exemples segiients, encara que tecnicament sigui més complicat.

2.3.2.1 La férmula binomial

Recordem que k! = k(k —1)---2.1 (per a k > 1), 0! = 11 que (}) = #lk)' (per a
n>k>0).

La formula del binomi (de Newton) és de gran utilitat en molts contextos, i, en especial,
en combinatoria:

(a+0)"

Z (Z) a" Rk, a,beR, neN.

k=0

Equivalentment, (a + b)" = > _ (})a"b" .
Demostrem-la per induccié sobre n en la versié 1 i variant (P(n) = P(n + 1)).

Pas 1. Per an =1 es comprova trivialment, ja que
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(a+0b)! = (é) att? + G) a®b'.

Pas 2. Suposem que la igualtat es compleix per a n = 7, és a dir, que la hipotesi
d’induccié és

(a+b) = Er: (2) a"F bk

Hem de provar que

r+1
(a+b) ! = Z (7“ ‘]: 1) QR pk

k=0

Per a aix0 multiplicarem ambdds membres de la igualtat de la hipotesi d’induccié per
a—+b:

@i = @ = (3 () )a e

k=1
_ r+1 . r+1 r—k+13k r+1
_ 4 <Z( ' ) b + b
k=1
r+1
_ Z <T+1>a(r+1)kbk
— N .

Observem que s’ha utilitzat la identitat combinatoria, que suposem que el lector ja
coneix:
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(Z)+<ki1) - (rzl)'

En tot cas, la demostracié és molt simple, ja que és un calcul rutinari:

T r r! 7!
<k>+(k—1) T Rk D —k+ D)
7! 1 1
Tt
r! r—k+1+k
(k—=D!r —k) k(r—k+1)
(r+1  (r+1) (r+1
k!(r—k—i—l)!_k!(r—i—l—k)!_( k )

En els casos anteriors, podem fer operacions manipulatives senzilles, com per exemple
simplement sumar n+1 per passar al cas segilient, al cas “n+1" colloquialment parlant,
com ara en la identitat que ens déna la suma dels primers nombres naturals.

2.3.2.2 Conjunt de les parts d’un conjunt

Encara en podem presentar un ultim exemple senzill, perd que també s’aparta de les
tipiques demostracions inductives d’identitats aritmetiques senzilles (tot i que també
n’hi pot haver de dificils).

Un conjunt de n elements té 2" subconjunts. Equivalentment, es tracta d’establir |A| =
n = |P(A)| = 2", essent P(A) el conjunt de les parts o conjunt de tots els subconjunts
d’A. Per exemple, si A ={1,2,3}, és P(A) = {0, A, {1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3}}.

Demostrarem la propietat per induccié sobre n. En aquest cas, és
P(n):|Al =n=|P(A)| =2"

Pas 1. Sigui n = 0. Aleshores A = 0, és P(A) = {0}, és a dir, |P(4)| = 1 = 2°, com
s’havia de veure.

Pas 2. Sigui k > 0 tal que P(k) és cert, és a dir, que si | B| = k, aleshores |P(B)| = 2¥,
cosa que considerem la hipotesi d’induccié. Vegem que P(k + 1) és certa. Sigui,
doncs, |A| = k + 1, no buit. Per tal de poder utilitzar la hipotesi d’induccié hem
d’aconseguir un conjunt de k elements al qual sigui aplicable (de fet, Iinica condicié és
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ser de k elements; una idea possible és eliminar un element d’A). Sigui ap € A i sigui
B = A —{ag}. Aleshores |B| = k i, per tant, |P(B)| = 2¥, per hipotesi d’induccié.

Vegem com podem arribar a la conclusié buscada. Considerem

Slz{S|SCA, CLO¢S}
Sy = {S|S C A, ap € S}

Es compleix obviament P(A) = S; U Sy 151 NSy = 0. Per tant, |P(A)| = |S1| + |52, i
ara es tracta de calcular separadament els cardinals de S1, Ss.

Considerem el cardinal de S7. Els elements de S; sén exactament els subconjunts
de B i, per tant, |S;| = |P(B)| = 2*. Quant a Sy, tots els elements sén conjunts
que contenen un element fix, ag, i la resta pot variar lliurement entre els k£ elements
restants d’A, és a dir, els elements de B. Per tant, els elements de Sy sén de la forma

S = S"U{ap}, on 8" C B. De fet, hi ha una correspondeéncia bijectiva i podem escriure
5| = [P(B)| = 2.

Per tant, finalment,
[P(A)] = |S1] + |S2] = 2° + 2F = 2. 2% = 2+,

com s’havia de veure.

2.3.3 Induccié en geometria combinatoria

Els objectes que s’han d’“afegir” a ’esquema inductiu P(n) = P(n + 1) no sempre
son tan simples com als exemples anteriors. Considerem, per exemple, la bicoloracid
d’una disseccié per rectes del pla:

Ezxzemple 1: Amb dos colors n’hi ha prou per acolorir una disseccio del pla per rectes.

Figura 2.1
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Considerem una descomposicié del pla per n rectes en regions poligonals. Suposem que
dues regions tenen frontera comuna si comparteixen una semirecta o un segment de
longitud no nulla; no es considera “tenir frontera comuna” compartir un vertex.

Provarem que les regions es poden acolorir globalment amb 2 colors, de tal manera que
les que tinguin frontera comuna siguin de colors diferents.

El lector s’intentara convencere que I’enunciat és correcte veient que és possible d’acolo-
rir amb dos colors afegint rectes successives a les disseccions que es van obtenint a partir
de n = 1; en presentem aqui la demostracié formal inductiva, i farem la demostracié
per induccié sobre n; suposem que els colors sén “blanc” (B) i “negre” (N).

Demostracido.

Pas 1. Per a n = 1 és cert trivialment assignant colors diferents als dos semiplans
produits per 'inica recta.

Pas 2. Suposem que per hipotesi d’induccié es poden 2-acolorir (segons el criteri de
I'enunciat) totes les disseccions per n rectes; en afegir una (n+1)-ésima recta r arbitraria
(figura 2.2) resulta una descomposicié del pla en dos semiplans S; i Ss.

Figura 2.2

Considerem les coloracions sobre S7 i S9 induides per la 2-coloracié general corresponent
a les n rectes: aix0 no constitueix una 2-coloracié de la disseccié produida per les n+1
rectes, ja que les cares noves que tenen per frontera comuna segments o semirectes
sobre r tenen la mateixa coloracié. Vegem que podem obtenir una 2-coloracié global
(figura 2.3):

1. Mantenim la coloracié sobre un dels semiplans, per exemple So; aixo deixa establerta
una 2-coloracié sobre aquest semipla.

2. Intercanviem els colors de totes les regions de I’altre semipla, Sy, és a dir, els blancs
passen a negres i els negres passen a blancs: aix0 manté una 2-coloracié sobre Sy i, per
I'intercanvi del color de les zones fronteres amb S7, obtenim la “compatibilitat” amb
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la 2-coloracié de Si; per tant, globalment s’ha produit una 2-coloracié.

Figura 2.3

Aqui els objectes que s’han d’afegir sén rectes!

El problema d’afegir una recta és que podem no estar segurs de generar una configuracié
general segons com ho fem, o en tot cas s’ha d’estudiar aquest problema en el curs de
la demostracio.

Potser seria millor una altra modalitat. Tenim la nostra disseccié de n rectes, n’elimi-
nem una, ens queda una disseccié de n — 1 rectes, la 2—acolorim per hipotesi d’induccié
i restituim la recta temporalment eliminada, que ara queda superposada sobre d’una
bicoloracid. La resta de la demostracié és idéntica a la variant anterior.

En aquest cas no es planteja cap problema de com ampliar ’estructura d’una disseccié
per rectes amb una recta més: aquest punt de vista no obliga a afegir cap recta,
siné només retornar una recta que s’ha suprimit momentaniament! Observem que
I’argumentacié és valida per a qualsevol recta que se suprimeixi.

Ezxemple 2: Disseccio del pla per rectes en posicio general. Considerem una colleccid
de n rectes en el pla. Direm que estan en posicio general si

e No n’hi ha dues de paralleles (és a dir, que dues qualsevol es tallen).

e No n’hi ha tres que passin per un mateix punt (de manera que les interseccions
de rectes ho sén exactament de dues rectes).

A la figura 2.4 s’observa una dissecci6 de rectes en posicio general a la subfigura esquerra
i, a la subfigura dreta, una disseccié de rectes que no estan en posicié general.
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/

Figura 2.4

En una disseccié per n rectes es creen subobjectes de dimensionalitat diferent: els
vertezs (interseccions de dues rectes), les arestes (segments, semirectes i rectes — quan
n = 1) i regions.

Provem per induccié la propietat segiient: Una disseccid per n rectes en posicié ge-
neral té n? arestes. Indiquem per a,, el nombre d’arestes d’una disseccié d’aquestes
caracteristiques.

Pas 1. En aquest cas és n = 1 i clarament a; = 1 = 12.

Pas 2. Suposem, per hipotesi d’induccid, que per a n rectes en posicié general és
a, = n?. Es tracta de veure que a, 1 = (n+1)2. En afegir una (n + 1)-&sima recta, es
produeix un increment A,, respecte de les arestes que ja hi havia, de manera que podem
escriure a, 11 = a,+ A,. Vegem quin és aquest increment, que procedira de dues fonts:
I'increment produit per la nova recta en tallar les antigues i els que li produeixen, a la
nova recta, les antigues en tallar-la.

Figura 2.5

Pel que fa a la primera, la nova recta talla totes les n anteriors, ja que no hi ha
parallelisme, i les talla en un punt interior a una aresta preexistent (no en un vertex,
ja que esta prohibida la interseccié de tres rectes) i, per tant, la desdobla en dues,
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amb la qual cosa produeix un increment net d’una aresta per cada aresta que talla.
Per tant, 'increment per aquesta contribucié és n, nombre d’arestes (rectes) que talla
la nova recta. Pel que fa a la segona font, les n rectes produeixen sobre la nova n
interseccions diferents (perqueé no poden passar 3 rectes per un mateix punt i perque,
en no poder-hi haver parallelisme, totes I’han de tallar; aixo produeix un increment
de n + 1 noves arestes, totes sobre la nova recta. Per tant, globalment és A, =
n+ (n+1) = 2n + 1. Finalment, aplicant la hipotesi d’induccié podem escriure:
Unp1 = ap+Ap =n%+ (2n+1) = (n + 1)%, com s’havia de demostrar.

2.3.4 Induccié en teoria de grafs

Ezxemple 1

Provem que tot arbre és 2—acolorible. En aquest cas, reformulem I’enunciat explicitant
el parametre respecte del qual farem la demostracié inductiva: tot arbre d’ordre n és
2—-acolorible. Suposem que no és el graf trivial Ny i que n > 2. Suposem conegut el
resultat que afirma que si tenim un arbre d’ordre n > 2, aleshores hi ha una minim
d’una fulla (de fet, un minim de dues), és a dir, un minim de vertexs de grau 1. Vegem
per induccié sobre n que es pot acolorir amb 2 colors, que podem suposar B, N.

Utilitzarem ’esquema demostratiu

Sigui T' = (V, A) arbre d’ordre n = |V|.

Pas 1. El valor de » minim que tingui sentit en un problema de 2-acoloriment és
ng = 2. En aquest cas, ates que T és connex, perque és arbre, ha de ser T' = Ts,
obviament acolorible amb 2 colors.

Pas 2. Suposem, doncs, n > 3. Considerem com a hipotesi d’induccié la propietat: tot
arbre d’ordre n’ = n—1 és 2—-acolorible. Per tal d’aplicar-la hem d’aconseguir un graf de
les mateixes caracteristiques que el nostre, és a dir, connex i aciclic, i d’ordre n— 1, cosa
que suggereix realitzar 'operacié destructiva d’eliminar un vértex. Ara bé, I’eliminacié
d’un vertex preserva el caracter d’aciclic, pero en general no es garanteix que el graf
resultant sigui connex, llevat que es pugui triar un vertex amb alguna propietat especial
per al qual aixo estigui garantit.

Ara, pel resultat indicat abans, existeix com a minim una fulla wg, ’eliminacié de la
qual no produeix desconnexié de ’arbre. Considerem, doncs, 7" = T —wjg, que continua
essent arbre, pero ara d’ordre n — 1, al qual podem aplicar la hipotesi d’induccié per
concloure que T” és acolorible amb 2 colors. Ara reconstruirem el nostre graf original
T i veurem que podem estendre a una 2—coloracié la que tenim en 7”. Res més facil: si
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w1 és el vertex que és adjacent a wy en T”, assignem a wq el color que resta, d’entre els
dos disponibles, que és diferent del que inductivament li ha estat assignat a wy. Aixo
produeix una 2—coloracié per a l'arbre 7.

Observacions

Una observacié important a fer és que si desconeixem la propietat d’existencia de fulles
en un arbre d’'un minim de 2 vertexs, aleshores I’eliminacié d’un vertex produeix en
general desconnexié i 7" = T — w és una reunié de components connexos; certament
cada component és un arbre, pero la situacié no s’ajusta a ’esquema demostratiu, ja
que els ordres seran n) < n, sense que es pugui afirmar n; = n — 1. Hem de buscar
un altre esquema demostratiu per induccié que pugui tractar aquestes situacions més
generals: és la induccid forta o induccid completa. El mateix passaria si eliminem
una aresta, necessariament aresta-pont: els dos components connexos que en resulten
tindran normalment un nombre de vertexs estrictament inferior a n — 1.

Una altra observacié fa referéncia a una altra visié alternativa de ’operacié destructiva
utilitzada, l’eliminacié d’un vertex i la creacié del nou graf resultant. Tot podria
quedar dins del mateix graf a nivell de subgrafs, ja que podriem considerar, en comptes
de T" =T — w, el subgraf de T induit pel conjunt de vértexs V! =V — {wp} i raonar
equivalentment sobre aquest subgraf.

Considerem ara el conegut resultat que ens diu quin és el nombre minim d’arestes
perque el graf pugui ser connex. Si G = (V, A) és un graf connex d’ordre n, aleshores
|A| > n — 1. P(1) seria la propietat indicada per al cas que n = 1, cas en el qual
s’hauria d’aplicar a G = Nj; en general tindriem:

P(n): G =(V,A) graf connex d’ordre n = |A| >n —1

Naturalment, també es pot formular una versié de la propietat que no involu-
cri cap referéncia explicita a nombres naturals, tot i que hi és subjacent: G =
(V, A) graf connex = |A| > |V| — 1.

Novament es veu que necessitem un altre esquema de demostracié inductiva, ja que no
resulta possible demostrar inductivament la propietat anterior si eliminem un vertex: si
es produeix desconnexid, els components connexos seran en general d’ordre estrictament
inferior a |V| — 1.

Ezemple 2
Caracteritzacio dels grafs trajecte
Demostreu que els grafs connexos amb seqiiencia de graus 1,2,---,2,1 son els grafs
——
(n—2)

trajecte (isomorfisme).

En primer lloc, si tenim G = (V, A) d’ordre n = |V|, pot succeir que n = 2 i que, de fet,
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no hi hagi cap vertex de grau 2. En aquest cas, la seqiiencia seria 1,1, que considerem
valida. La idea és, doncs, que hi ha exactament dos vertexs de grau 1 i la resta, si n’hi
ha, de grau 2.

Hem de provar que sén equivalents, per a un graf G = (V, A) connex d’ordre n:

1. La seqiiéncia de graus de G és 1,2, ... , 2, 1.
2. G =T, (isomorf).

Observem que la implicacié (2) = (1) és de justificacié trivial. El que no és obvi és
que (1) = (2).
Demostrem ara (1) = (2). Ho farem directament, per induccié sobre n, 'ordre del

graf. Aquesta és una bona estratégia quan no sabem com demostrar una determinada
propietat, que es formula en termes de n, ordre del graf.

Com sempre, considerem dos passos:

Pas 1. En aquest primer pas, demostrarem la propietat per al valor de n més petit
per al qual tingui sentit la propietat, que en aquest cas és n = 2. Aix0 significa que la
seqiiéncia és 1,1 i, per tant, G = T5.

Pas 2. Suposem, per tant, que n > 3, és a dir, que hi ha algun vertex de grau 2. HI:
Suposem per hipotesi d’induccié que la implicacié que es vol demostrar és certa per a
grafs connexos amb seqiiéncia de graus 1,2, ... , 2,1 i dordre n’ = n —1 < n. Més
concretament, “si un graf connex d’ordre n’ = n — 1 < n té seqiiencia de graus 1,2, ...,
2,1, aleshores és T,,.

Considerem, doncs, el nostre graf GG, connex, d’ordre n > 2, amb seqiéncia de graus
1,2, ... , 2,1. Per tal d’aplicar la hipotesi d’induccié, cal derivar de G algun o alguns
grafs d’ordre n’ = n — 1 que siguin connexos i amb el mateix tipus de seqiiéncia de
graus. Per a aixo efectuarem una operacié destructiva, que consistira a eliminar vertexs
amb la cura suficient perque estiguem en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccié i
posteriorment reconstruir el nostre graf, pero ara ja amb l'estructura aclarida.

Exposem ara un metode, en la linia del que hem dit anteriorment. Tot i que logicament
n’hi ha prou amb una demostracié , més endavant exposarem altres metodes a benefici
del lector.

Eliminem un vértex de grau 1. Sigui wy un dels vertexs de grau 1. La seva eliminacié no
produeix desconnexié, de manera que G; = G — w; continua essent connex i és d’ordre
n’ =n — 1 < n. Per tal de poder aplicar la hipotesi d’induccié a Gy, ens cal garantir
que és de seqiiencia de graus 1,2,...,2,1. En efecte, si wy és adjacent a vy, aleshores v;
no pot ser de grau 1 en GG ja que, si ho fos, formarien un component connex 75 i, atés
que n > 3, el graf G original seria no connex. Per tant, v; és de grau 2 en G i, per
tant, de grau 1 en Gy; d’altra banda, pel que fa a la resta de vertexs de Gy, hereten
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el grau que tenien en (G, de manera que la seqiiéncia de graus de G és 1,2,...,21. Hi
podem aplicar la hipotesi d’induccié i aleshores la seva estructura queda desvelada: és
G1 = T,s. Ara bé, reconstruim G restablint el vertex wy i I'aresta wqvq, i aixi resulta
G=T1T,.

Observem que si volem eliminar un altre tipus de vertex o més d’un, aleshores ens
trobem amb les limitacions del métode d’induccié simple que ja hem comentat.

2.4 Induccié completa o forta

En algunes demostracions inductives sobre n, parametre lligat a una determinada es-
tructura (un graf, per exemple) sobre la qual es vol demostrar una certa propietat,
no sempre es pot garantir, depenent del problema, que es podra aplicar la hipotesi
d’induccié sobre una estructura del mateix tipus a la qual correspongui el parametre
n — 1, com ja s’ha vist abans. Imaginem, per exemple, que tenim un graf G connex
d’ordre n per al qual s’ha de provar la propietat P(n) sobre grafs connexos i, per tal de
poder aplicar la hipotesi d’induccié a un graf derivat del donat GG, pero d’ordre inferior,
decidim eliminar un vertex v de G. Llevat que mitjancant alguna propietat addicional
(com, per exemple, la capacitat d’eliminar un vertex de grau 1) puguem garantir que
G’ = G — v continua essent connex (i d’ordre n — 1), normalment el maxim que podrem
afirmar és que ha aparegut una colleccié6 de components connexos, als quals podriem
aplicar la hipotesi d’induccid, si no fos que ara no es pot garantir que els ordres siguin
n — 1, siné que poden ser estrictament inferiors, i, en general, no es pot predir ni saber
a priori. Per tant, I’esquema anterior de demostracié inductiva simple o ordinaria no
és aplicable i ens cal un esquema que pugui cobrir aquests tipus de casos, d’altra banda
molt frequents en teoria de grafs.

L’esquema demostratiu que ens fa falta és el de la induccio forta o completa.
Principi d’induccié forta. Siguin ng un nombre natural i P(n) una proposicié sobre
n per a cada nombre natural n > ng. Si

1. P(ng) és certa, i

2. Per a cada nombre natural k > ng, si P(k') és certa per a cada k' amb ng <
k' < k, aleshores també ho és P(k + 1), aleshores P(n) és cert per a tot nombre
natural n > ng.

Es pot provar que ambdds esquemes (induccié simple o ordinaria i forta o completa)
sén equivalents.

Se’n pot formular també una versié finita, de manera semblant al cas de la induccié
ordinaria. També hi ha formulacions més generals per a les quals no cal que la propietat
que es vol demostrar es compleixi per a tot k' < k, siné només per a alguns.
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Resulta molt util per demostrar la correctesa d’algorismes basats en biparticié o particié
dels conjunts input.

Es veura millor el funcionament del métode en aquesta variant en el decurs de 'expli-
cacié de 'exemple segiient.

Ezxzemple 1: Tot arbre d’ordre n té exactament n — 1 arestes.

Recordem que un arbre és un graf connex i aciclic, és a dir, sense cicles.

Figura 2.6

Sigui T' = (V, A), amb n = |V|, m = |A]|.
Veurem més d’un metode de demostracio, fent induccié respecte del mateiz parametre:

Meétode 1: Eliminant un vértex. Provem ara el resultat ben conegut “m =n —1", per
induccié sobre n, ordre del graf.

Pas 1. El cas base correspon a n = 0, cas en el qual T' = Nj. Es m = 0 i dbviament es
compleix la propietat.

Pas 2. La idea és formular una hipotesi inductiva que ens permeti demostrar el que
volem per al “nostre” arbre T'(V, A) d’ordre n. Sembla logic efectuar alguna operacié
destructiva per passar d’ordre n a ordre inferior, per exemple n — 1, i aix0 es pot
fer eliminant un veértex w i creant, per tant, un nou graf 7" = T — w. Aleshores, si
la hipotesi d’induccié que haguéssim formulat fos “el nombre d’arestes m’ d’un arbre
d’ordre ' =k —1és m’ = k' — 17, ara no esta garantit que la puguem aplicar, perque
s’ha d’aplicar a l’estructura arbre, i pot succeir que 1" hagi deixat de ser-ho. En
efecte, T' reté laciclicitat pero, en canvi, podem haver perdut la connexié (llevat que
hagim eliminat un vertex de grau 1); en general, per tant, 7" = (J;_, H;, amb r > 1,
reunié de components connexos (observeu que pot ser que 7 = 1, perd no ho podem
garantir). Cadascun d’aquests components connexos és un arbre com a graf, pero ara
se’ns presenta el problema que els ordres respectius seran més petits que n—1 i tampoc
no els podem aplicar la hipotesi d’induccié tal com és formulada. Ja es veu, doncs, la
conveniéncia de reformular la hipotesi d’induccid, en el marc de la induccié forta, per
tal de resoldre el problema. Adoptem, doncs, HI: “el nombre d’arestes de tot arbre
d’ordre n' < n és n’ —1”. L’aplicarem a cadascun dels arbres H; = (V;, 4;). Establim
la notacié n; = |V;|, m; = |A;]-

Bé, aleshores ésn = ni +... +n,. +1, m; = n; — 1. Ara, pel que fa a les arestes,
si el grau de w és g(w) = h, perdem exactament h arestes quan ’eliminem i es creen
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exactament h components connexos, ja que si se’n produissin menys, aleshores voldria
dir que hi havia algun cicle. Per tant, »r = h. Aixi, doncs, m = mq + ... +my +h =
m—1)+...4mp—1)+h=Mn1+...+np) —h+h=m+...+np=n—1.

La inducci6 ordinaria, corresponent a l’esquema P(n — 1) = P(n) s’hauria pogut
aplicar eliminant un vertex de grau 1, pero per a aix0 hauriem hagut de saber que
tot arbre d’'un minim de dos vertexs té un minim de dos vertexs de grau 1 (fulles),
propietat certa, perd que dins ordre expositiu coherent s’exposa posteriorment (potser
es podria fer una prova inductiva que justifiqués I'existencia d’una fulla, que es pugués
fer directament); justament és facil de provar aplicant la propietat m = n—1 que volem
demostrar!

Depenent del que vulguem aconseguir o el que sapiguem, podem pensar en altres pos-
sibles operacions destructives com, per exemple, ’eliminacié d’arestes, cosa que en
aquest cas constituiria una altra variant de demostracié inductiva, sota el mateix es-
quema d’induccié forta.

Meétode 2: Eliminant una aresta. Podem adoptar una altra via més senzilla. Sigui
a una aresta. No pertany a cap cicle, ja que no n’hi ha, i, per tant, és aresta pont.
La seva eliminacié crea un nou graf amb exactament dos components connexos. Sigui
T" =T —a = H; U Hy. Els components connexos continuen essent aciclics i, per
tant, sén connexos; aixi, doncs, sén arbres, pero d’ordres estrictament inferiors a n i
els sera aplicable la hipotesi d’induccié en la seva versi6 forta. Siguin H; = (V1, 4;),
H2 = (%,Ag), Siguin ny = |‘/1|, mi = |A1|, ng = |‘/2|, mo = |A2| Per la hip()tesi
d’induccio, és my = n; — 1, mqy = ny — 1. I ara recomponem la situacié pel que fa al
“nostre” arbre: m=mi;+mo+1=(mn1—1)+(na—1)+1=(n1+n2)—1=n-—1.

Insistim que les operacions destructives han de mantenir el mateix tipus d’estructura o
s’han de crear subestructures del mateix tipus per tal que els sigui aplicable la hipotesi
d’induccié.

Ezemple 2: Caracteritzacié dels grafs trajecte (revisitat)

Tornem a ’exemple presentat a I'apartat anterior, en qué es prova la caracteritzacié
dels trajectes com els connexos amb la seqiiéncia de graus 1,2, ..., 2,1, per inducci
sobre el nombre de vertexs. Fem induccié sobre 'ordre n, pero ara presentarem dues
variants possibles que obliguen a adoptar la induccié completa. Es recomana al lector
la relectura de I'exemple tal com s’ha tractat anteriorment.

La part de la caracteritzacié que no és trivial és: si un graf és connex amb graus 1,2,
... ,2,1, aleshores és un trajecte.

Com sempre, considerem dos passos:

Pas 1. En aquest primer pas, demostrarem la propietat per al valor de n més petit
per al qual tingui sentit la propietat, que en aquest cas és n = 2. Aixo0 significa que la
seqiiencia és 1,1 i, per tant, G = T5.
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Pas 2. Suposem, per tant, que n > 3, és a dir, que hi ha algun vertex de grau 2. HI:
Suposem, per hipotesi d’induccid, que la implicacié que es vol demostrar és certa per a
grafs connexos amb seqiiéncia de graus 1,2, ..., 2,1 i d’ordre n’ < n. Més concretament:
“si un graf connex d’ordre n’ < n té seqiiencia de graus 1,2,...,2,1, aleshores és T,.

Considerem, doncs, el nostre graf G, connex, d’ordre n > 2, amb seqiiencia de graus
1,2,...,2,1. Per tal d’aplicar la hipotesi d’induccid, cal derivar de G algun o alguns grafs
d’ordre estrictament inferior que siguin connexos i amb la mateixa seqiiéncia de graus.
Per a aix0 efectuarem una operacié destructiva, que consistira en ’eliminacié de vertexs
amb la cura suficient perque estiguem en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccié i
posteriorment reconstruir el nostre graf, pero ara ja amb I'estructura aclarida.

Ja varem presentar el metode que consistia a eliminar un vertex de grau 1.
Meétode 2: Eliminem els dos vértexs de grau 1.
Siguin wi, wo els dos vertexs de grau 1, respectivament adjacents als vertexs vy, vs.

Per connexid, els dos vertexs de grau 1 no sén adjacents, ja que n > 3. Sin = 3,
aleshores els dos vertexs de grau 1 sén adjacents a un vertex comu de grau 2 i, en
aquest cas, és G = T3. Suposem, doncs, que n > 4; aleshores ja no és possible que els
vertexs de grau 1 siguin adjacents a un mateix vertex de grau 2, és a dir, que ha de
ser vy # v, ja que en cas contrari es formaria un component connex 73 i en restarien
vertexs fora, amb la qual cosa no hi hauria connexié. Eliminem ara els vertexs de grau
1; aleshores el graf (G resultant continua essent connex i amb els vertexs v, vo que han
passat a ser de grau 1 i, en conseqliéncia, la seqiiéncia de graus de Gy és 1,2,....2)1. A
més, 'ordre de G1 és n’ = n —2 < n ili és aplicable la hipotesi d’induccid, per tot el
que hem dit; d’aquesta manera la seva estructura queda aclarida immediatament. Es
G1 = T,_9; ara reconstruim el graf G i obtenim G = T,,.

Meétode 3: Eliminem un verter de grau 2.
El cas n = 3 és trivial. Suposem que n > 4.

Sigui wg un vertex qualsevol de grau 2, adjacent als vertexs vy, vs. No és possible que
v1, U9 siguin ambdds de grau 1, ja que, si fos aixi, tindriem un component connex T3 i
restarien vertexs, amb la qual cosa G no seria connex. Per tant, un dels dos és de grau
2. Hi ha dos casos que cal contemplar:

Cas 1. El vertex vy és de grau 11 el vg és de grau 2 (i, analogament, si fos a 'inrevés).
Eliminem wy i creem el graf Gy = G —wy = N1 U Hy, amb Nj format per v;. Aleshores
H; és connex, d’ordre n’ = n — 2 < n i amb sequéncia de graus 1,2, ..., 2,1, ja que els
vertexs diferents de vs hereten el grau que tenien i vy, que abans era de grau 2 excepte
un, de grau 1, ara és de grau 1 en G1, i també en H;. Podem aplicar la hipotesi
d’induccié a Hjp, que sera, per tant, un 7,,_o. Ara només resta, amb aquesta part
de 'estructura aclarida, reconstruir el graf original, amb la qual cosa queda finalment
G=T1T,.
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Cas 2. Els vertexs vy, vg sén de grau 2. Eliminem el vertex wy; el graf resultant és format
per dos components connexos G = Hy U Hy, amb vy € V(H;), vy € V(H3), de grau 1.
D’altra banda, si els vertexs de grau 1 en G sén wy, we, s’han d’haver repartit cadascun
a cada un dels components connexos, ja que en cas contrari els components connexos
Hi, Hy tindrien nombres senars, 1 i 3, de vertexs de grau senar 1, cosa impossible
en un graf. Per tant, els components connexos tenen graus 1,2,...,2,1 i, per hipotesi
d’induccid, sén trajectes, de manera que Hy = T),,, Hy = T,,,. Reconstruint el graf
original G, resulta G =T,,.

Ezemple 3: Tot arbre d’un minim de dos vértexs té un minim de 2 fulles.

Es possible presentar una demostracié no inductiva d’aquest resultat. Vegem aqui una
demostracié inductiva sobre 'ordre n de I’arbre. Sigui T' = (V, A) arbre d’ordre n > 2.

Pas 1. El valor minim és n = 2, cas en el qual T' = T, que té 2 fulles.

Pas 2. Suposem, per tant, n > 3. La hipotesi d’induccié es formula com “tot arbre
d’ordre n’ < n, amb un minim de 2 veértexs, admet 2 fulles”. Vegem-ne dues variants
possibles:

Meétode 1: Eliminem una aresta. Considerem una aresta a = wuv, que és aresta-pont
pel fet de tractar-se d’un arbre. Eliminem-la per formar 77 = T — a, graf aciclic amb 2
components connexos Hy = (V4, A1), Hy = (Va, Ag) aciclics i, per tant, arbres, cadascun
d’ells amb ordres respectius n1 < n, ny < n, que contenen cadascun un vertex extrem
de laresta a = wv. Suposem, per exemple, u € V;, v € Vo. Vegem que cadascun
d’aquests components connexos aporta una fulla al comput general de fulles de 7', amb
la qual cosa n’hi haura un minim de 2 garantides.

Si un dels components és d’ordre 1, aleshores el vertex corresponent era ja una fulla
en T, amb la qual cosa aporta un 1 al comput de fulles. Si el component (suposem,
per exemple, Hy) és d’ordre n’ > 2, aleshores, en aplicacié de la hipotesi d’induccid,
admet 2 fulles com a minim, fulles en 'arbre Hy. D’aquestes fulles una podria ser u,
que no ho sera en T'; I'altra, en canvi, continua essent de grau 1 en 7', amb la qual cosa
aportara una fulla al comput general. Globalment tenim el que voliem.

Meétode 2: Eliminem un vertex. Sigui w un vertex de 7. Si ja és una fulla, hem
resolt el problema aplicant la hipotesi d’induccié a T' — w, que seria una arbre d’ordre
n — 1, i ’aplicaria un raonament similar al metode 1 per justificar que aporta un
minim d’una fulla a T. Si w no és una fulla, és g(v) > 2 i aleshores 77 = T — w
és una reunié d’un minim de 2 arbres, cadascun amb ordre estrictament inferior a n.
Ara aplicariem argumentacions similars a les del metode 1 per justificar que cada un
d’aquests components connexos aporta a ’arbre T' un minim d’una aresta, amb la qual
cosa finalment en garantim un minim de dues.

Ezemple 3: St G = (V, A) és un graf connex d’ordre n, aleshores |A| > n — 1.

Demostrem ara la propietat per induccié sobre n.
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Pas 1. Considerem el cas ng = 1, cas en el qual és G = N7 i Obviament es compleix la
desigualtat, ja que |A| = 0.

Pas 2. Sigui n > 2. Suposarem que la propietat que es vol demostrar és certa per a
grafs connexos d’ordre n’ < n, és a dir: “si G' = (V', A") és un graf connex d’ordre
n' < n, aleshores |A’| > n’ — 1”7 i aquesta és la hipotesi d’induccié. Amb l'objectiu de
poder aplicar la hipotesi d’induccié, eliminem un vertex wg arbitrari del nostre graf
G = (V, A) d’ordre n i, per tant, produim el graf G’ = G — wg = (V', A’). Observem
que |[V'| =n—11|A"| = |A] — g(wp). Indiquem r = g(wp); és r > 1, ja que el graf G
és connex.

Ara poden haver passat dues coses:

Cas 1: G' és connexr. Estem en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccié a G’ i
escriure, per tant, |A’| > |V/| — 1, d’on podem reconstruir la informacié relativa a G:
Al = A 47> |4+ 12 (V] = 1)+ 1= V| =n— L

Cas 2: G' és no connez. Sigui G' = G1 U --- U G, Pexpressié de G’ com a reuni6 de
components connexos, dels quals n’hi ha com a maxim el grau de wy, de manera que
g <r = g(wpy) o equivalentment r —q > 0. Cada G; = (V;, A;) és connex d’ordre n; < n
i, per tant, li és aplicable la hipotesi d’induccié i, en conseqiiencia, podem escriure per
acadai=1,---,q, |A;] > |Vi|—1. Aleshores tenim: |[A| = |[A|+r = (3L, |A;|)+r >
(O, (Vi = 1)+ 7 = (50 [Vl — @) 47 = (V] =)+ (r—q) > V] 1 =n—1.

S’observa als exemples anteriors que hi pot haver una multiplicitat de demostracions
possibles fent induccié respecte d’un mateix parametre.

2.5 Induccio6 respecte de diversos parametres possibles

Normalment, en demostracions inductives en grafs, la induccié se sol fer respecte de
l’ordre o respecte de la mida. Veurem algun exemple respecte d’aquesta dltima possi-
bilitat.

2.5.1 Grafs planaris i formula d’Euler

Aprofitem el cas de la formula d’Euler per proposar exemples de demostracions induc-
tives respecte de diversos parametres, i fins i tot respecte de parametres poc usuals.

Recordem que un graf és planari si admet una representacié planaria, és a dir, una
representacié en el pla en la qual els vertexs es representen per punts i les arestes per arcs
de corba, de tal manera que no hi hagi interseccions entre arestes que no corresponguin
als vertexs extrems de cadascuna. Quan tenim una representacié planaria apareixen
les cares o regions, determinades per les arestes, cares d’entre les quals n’hi ha una
exactament que és no fitada.
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Hi ha casos en que la propietat que es vol provar s’explicita en termes de més d’un
nombre natural, com és el cas de la formula d’Euler per a un graf planari connex:

Teorema 2.1 Sigui G un graf planari connex amb n vérters, m arestes i c cares (comp-
tant la no finita). Aleshores, c+n —a =2 (féormula d’Euler).

La férmula fa referencia al nombre de cares ¢ d’una particular representacié plana del
graf planari; ara bé, un cop provada, i atés que podem reescriure-la com ¢ = a+2—n, el
nombre de cares resulta ser un invariant del graf i no depén de la particular representacié
plana del graf planari.

Existeixen moltes demostracions de la férmula d’Euler de tipus inductiu (i també n’hi
ha de tipus no inductiu). La induccid es pot fer respecte de diversos parametres, com
per exemple, entre d’altres:

e respecte de m, la mida o el nombre d’arestes,
e respecte de ¢, el nombre de cares,
e respecte del nombre de cicles del graf,

e respecte del nombre d’operacions constructives des del nul

No sol resultar productiu fer induccié sobre el nombre de vertexs en aquest cas, com
pot comprovar el lector.

Vegem tres de les possibilitats anteriors.

2.5.2 Induccié respecte del nombre d’arestes

Que significa fer induccié sobre el nombre d’arestes en teoria de grafs? Aqui en tro-
bem dues modalitats possibles, la concrecié de les quals depén del tipus de problema
particular en que es vulgui utilitzar el meétode de demostracié per induccid.

Modalitat 1. En alguns casos es considera n, I’ordre del graf, arbitrari, pero fix en tot
el procés inductiu. D’aquesta manera, si per exemple n > 0, aleshores a varia sobre
totes les possibilitats de construcci6 de grafs, afegint arestes (0, 1, 2, etc.), d’acord amb
les propietats que hagi de tenir el graf que es considera. Per exemple, si simplement
es tracta de grafs sense més restriccions, aleshores el valor minim de a en el pas base
inductiu sera 0, i el graf en qiiesti6é sera el V,,. Ara bé, si n és fix, i estem demos-
trant alguna propietat per a grafs connexos, aleshores el nombre minim d’arestes que
cal considerar en el pas base de la demostracié per induccié és el minim que permet
construir un connex sobre n vertexs, és a dir, a = n — 1, com és ben sabut de teoria
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d’arbres, cas en el qual efectivament tindrem un arbre (a més, s’ha provat abans com
a exemple de demostracié inductiva).

Demostracié inductiva segons aquest esquema: fizem n i fem induccié sobre a.

Pas 1 (base). El valor minim possible, atesa la connexié, és a = n— 1, amb la qual cosa
G és un arbre i tenim una unica cara, la C, la no fitada; és a dir, ¢ = 1, i trivialment
es compleix la férmula d’Euler, jaque c+n=14+n=(n—1)+2 = a+ 2, com es
comprova rutinariament.

Pas 2 (inductiu). Sigui ara a > n. Ateés que el nostre graf és connex, no és arbre per
la condicié a # n — 1 i, per tant, ha de tenir algun cicle C'. Sigui a una aresta de
C. L’eliminaciéo de o manté la planaritat. També conserva la connexid, ja que si una
aresta és d’un cicle, la seva supressié no augmenta el nombre de components connexos,
perque si un recorregut utilitza aquesta aresta, es pot trobar un recorregut alternatiu
a través de la resta del cicle. Per tant, G’ = G — a, @’ = a — 1 té totes les propietats
requerides per tal que se li pugui aplicar la hipotesi d’induccié. Caldra veure com ha
afectat I'operacié anterior al nombre de veértexs i de cares: el nombre de vertexs és el
mateix, n’ = n; en canvi, el nombre de cares ha variat. En efecte, 'aresta «a, ates que és
d’un cicle, no és aresta-pont i és aresta comuna d’exactament la frontera de dues cares:
la seva eliminacié produeix la fusié de les dues cares en una i, per tant, ¢ = ¢ — 1.
Aplicant ara la hipotesi d’induccié a G’ podem escriure la formula d’Euler per a G’ i
aleshores: 2=¢ +n'—d' =(c—1)+n—(a—1)=c+n-—a.

Modalitat 2. En altres casos, es considera n, variant també de totes les maneres possi-
bles. Aleshores, per exemple, si es tracta de connexos, en el pas base, ha de ser m = 0,
cosa que forca que hagi de ser G = Ni, és a dir, n = 1. En aquest cas, en el pas
inductiu es fan afirmacions del tipus “suposem que la férmula d’Euler es compleix per
a tot graf connex, planari, de m’ < m arestes”, i se sobreentén que n varia de totes les
maneres possibles, és per a tots els n possibles, sempre dintre de la compatibilitat amb
les propietats sobre els grafs que s’han de demostrar (planaritat i connexid, en aquest
exemple).

Repetim la demostracié de la férmula d’FEuler segons aquesta variant, sempre amb
I'intent d’analitzar els matisos diferencials de la demostracié inductiva. La fem per
induccié sobre a, nombre d’arestes. Ara no considerem n fixat, siné lliure.

Pas 1. El valor més petit possible és a = 0, cosa que obliga que sigui n = 1, per
mantenir la connexié. Aleshores, ¢ = 1 i obviament es compleix la férmula.

Pas 2. Sigui a > 1. Considerem el graf G planari connex de n vertexs, a arestes i ¢
cares d’una representacié planaria. Suposem la férmula valida per a tot graf planari
connex de a — 1 (o fins a un maxim de a — 1, tot i que aqui no cal) arestes (hipotesi
d’induccié). Hem de considerar dos casos possibles:

e (G no és un arbre. Aleshores, atés que és connex, ha de cer ciclic, i sigui C' un cicle

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



62 Matematica discreta Problemes resolts

de G. Sigui « una aresta del cicle. S’elimina per formar G’ = G — «, al qual se
li pot aplicar la hipotesi d’induccié i se’n pot afirmar la férmula d’Euler, seguint
exactament les argumentacions de la variant demostrativa anterior.

e G és un arbre. Aleshores m =n—1, c =1 (la cara C) i podem comprovar amb
aquests valors que es compleix la férmula d’Euler.

2.5.3 Induccié respecte del nombre de cares

Vegem una variant més de demostracié de la férmula d’Euler, ara per induccié sobre
el nombre de cares c:

Pas 1. Sigui ¢ = 1. Aleshores tenim que només hi ha la cara no fitada C,. El graf és,
doncs, aciclic i, essent connex, és arbre, amb la qual cosa resulta a = n — 1. Per tant,
ara justificar la férmula és només una comprovaci6 de rutina: c+n = 1+(a+1) = a+2.

Pas 2. Sigui ara ¢ > 2 i suposem la férmula valida per a grafs connexos planaris amb
un nombre estrictament inferior de cares ¢ < ¢ (hipotesi d’induccié). Per tal de poder
aplicar la hipotesi d’induccié al nostre graf farem una operacié destructiva consistent
a derivar algun graf a partir del nostre, amb menys cares, de tal forma que se li pugui
aplicar la hipotesi d’induccid, escriure la férmula d’Euler per a aquest graf i esperar
poder obtenir-la per al nostre.

La idea és considerar una aresta comuna de dues cares, és a dir, de la frontera comuna,
eliminar-la i aixi provocar la fusié de les dues cares en una. Aquesta és una part
delicada, ja que s’ha de mantenir la connexid, cosa que ens guia cap a l’eliminacié
d’una aresta que no sigui aresta pont, és a dir, que pertany a algun cicle.

Si ¢ > 2, atés que només hi ha una cara no fitada, n’hi ha com a minim una de fitada,
per exemple C'. També per aquest motiu, la frontera de la cara C' conté algun cicle, ja
que en cas contrari tindriem un arbre. Escollirem una aresta a de la frontera de C' que
pertanyi a un cicle.

En el nou graf creat per ’eliminacié de ’aresta en qiiestié és aplicable la hipotesi
d’induccié, ja que és planari, connex, i amb una cara menys. Tenim ¢/ =c—1, n’ = n,
a’ = a—1. Aleshores podem escriure ¢ +n' =a'+2, és a dir, (c—1)+n=(a—1)+2,
d'onc+n=a+2.

2.5.4 Induccié respecte de parametres inusuals

Seguim amb el tema de la férmula d’Euler per a grafs planaris connexos, de la qual
presentarem una nova demostracié inductiva, pero respecte d’un parametre inesperat.

Proposem un conjunt minim d’operacions constructives en grafs (pero dibuixades en
el pla) que permetin construir grafs planaris connexos a partir d'un vertex, és a dir,
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a partir de N, amb la idea addicional que d’aquesta manera es pugui arribar a tot
graf connex planari (de fet, una representacié planaria). Les construccions es fan amb
criteri de construccié planaria, de manera que no es construira una aresta que travessi
o talli arestes preexistents.

Es pren com a punt de partida el graf nul d’un vertex. Aleshores les operacions grafo-
grafiques que considerem sén:

e Operacic 1. Afegiment d’un nou vertex per connectar-lo per una aresta a un
vertex preexistent.

e Operacic 2. Subdivisié elemental d’'una aresta preexistent o, equivalentment,
insercié en una aresta d’un vertex de grau 2.

e (Operacio 3. Creaci6 de cicle per tancament de trajecte. Tancar amb una aresta
un subgraf trajecte T, és a dir, crear un cicle C,, sempre que no talli cap aresta
existent.

El lector s’ha de convencer (o ho pot provar per induccié) que un graf planari connex
o bé és N1 o bé es pot generar per l'aplicacié, a partir de N1, d’'una seqiiéncia finita
d’algunes de les operacions descrites anteriorment.

Una possible prova de la formula d’Euler sera sobre el nombre t d’operacions de les
anteriors per construir un graf connex planari (una per unal).

Pas 1. El cas més petit correspon a t = 1, és a dir, a fer una operacié a partir de Ny,
un vertex. En aquest cas només és aplicable 'operacié 1 i el resultat és el graf T5, per
al qual es compleix la férmula d’Euler.

Pas 2. Suposem que la férmula d’Euler es compleix per a tots els grafs connexos
planaris que es poden construir amb ¢ operacions de les anteriors, és a dir, que es
compleix c+n —a — 2 = 0. Construim d’un graf arbitrari d’aquest tipus un nou
graf amb una operacié més d’entre les disponibles. Vegem que se segueix complint la
férmula. Per a aixo hem de veure que la férmula es manté quan es realitzen cadascuna
de les tres operacions, analitzant quines son les variacions en les quantitats c,n, a per a
cada una d’elles i comprovant que per a cada operacid, si partimdec+n—a —2 =0,
continuem tenint la igualtat.

e Operacié 1. Tenim: n’ =n+1,c =c¢,d =a+ 1. Aleshores d +n' —ad —2 =
c+(n+1)—(a+1)—2=c+n—a—2=0, per hipotesi d’induccid.

e Operacié 2. Tenim: n' =n+1,c =c,d =a+1. Aleshores ¢ +n' —ad —2 =
c+(n+1)—(a+1)—2=c+n—a—2=0, per hipotesi d’induccid.

e Operacid 3. Tenim: ' =n,d =c+1,a =a+ 1. Aleshores ¢ +n' —d' —2 =
(c+1)+n—(a+1)—2=c+n—a—2=0, per hipotesi d’induccié.
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Per tant, queda provada la férmula.

2.6 Aspectes diversos

2.6.1 Distincié de casos segons paritat

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| = p. Si G no conté triangles Cs, proveu que
2
Al <[5 ]

Una primera observacié sobre I’enunciat: el significat precis és que no existeix al graf
cap subgraf isomorf al cicle C'.

Un aspecte important del problema és com utilitzar la hipotesi de no contenir triangles.
La idea basica és que si els vertexs u, v sén adjacents, aleshores no pot existir cap vertex
que sigui adjacent a tots dos, ja que en aquest cas existiria algun triangle. Considerant
la colleccié de vertexs adjacents a u, aquests queden exclosos com a possibles vertexs
adjacents a v i, en conseqiiencia, sembla que ha de ser possible trobar alguna relacié
entre els graus dels vertexs u, v.

Un possible metode demostratiu que es pot intentar usualment en teoria de grafs és
per induccié. La demostracié d’aquest resultat la farem per induccié sobre 1’ordre del
graf.

Per a valors p = 1, p = 2 el resultat és obvi. Ara bé, un primer intent de demostracié
per induccié no sembla portar facilment a cap conclusié.

Podem fer una demostracié per induccié separadament per a valors de p senars i parells.
Aix0 equival a plantejar i resoldre dos subproblemes diferents:

Problema 1: Tot graf sense triangles d’ordre parell r conté, com a maxim, L%j arestes.

. . < 2
Problema 2: Tot graf sense triangles d’ordre senar r conté, com a maxim, | -] arestes.

Demostrem-ho per a grafs d’ordre parell; es faria analogament per a grafs d’ordre senar,
cosa que queda pendent per al lector.

Sigui G doncs un graf d’ordre parell p = 2n+2, sense triangles Cs, i suposem el resultat
cert per a qualsevol graf sense triangles d’ordre ¢ < 2n = p — 2, amb ¢ parell.

Si G = Naj, 12, €l problema esta resolt; en cas contrari, A # ) i, per tant, hi haura dos
vertexs adjacents com a minim. Siguin u, v vértexs adjacents i sigui a = {u, v} l'aresta
corresponent. Podem suposar que efectivament n’existeixen, ja que en cas contrari seria
|A| = 0 i trivialment seria certa la conclusié.

Com que volem poder aplicar la hipotesi d’induccié, ens cal obtenir a partir de G
algun graf d’ordre estrictament inferior al qual sigui aplicable aquesta hipotesi (ne-
cessitem, per tant, que sigui d’ordre parell i sense triangles); considerem el graf
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G = (V1,A1) = G— S, amb S = {u,v} C V, que s’obté eliminant els vertexs u,v
i les arestes corresponents; en tot cas (G1, com a subgraf de l'original G, no conté
triangles i, a més, el seu ordre és ¢ = 2n. Per hipotesi d’induccié,

(2n)? o 4An?
R

[Auf < [

Ara tornarem a considerar (G, que pot obtenir-se a partir de G restituint u,v i totes
les arestes incidents a u,v.

Avaluem ara el nombre d’arestes incidents amb u o v. No pot existir cap vertex w
adjacent a u, v al mateix temps, ja que aleshores existiria algun triangle. Aixo significa
que si el grau de u és g(u) = k, aleshores, ateés que els vertexs adjacents a u no poden
ser adjacents a v, resultara g(v) < 2n + 2 — k (cal excloure com a possibles adjacents
els k vertexs que ja ho sén a u).

Figura 2.7

Convé tenir present que l'aresta a es compta dues vegades i, per tant, restarem 1 per
aquest doble comput:

|A]

|A1| + nombre d’arestes incidents amb u o v
[Ar] + g(u) +g(v) =1

< nP4g(u) +g)—1
= nt+k+2m+2—k—1=n’>+2n+1
(p=2n+2) p* P

com s’havia de provar.

2.6.2 Passos base miiltiples

En algunes ocasions s’ha de provar més d’un cas base. En podem posar un exemple
relacionat amb una recurrencia, com la de Fibonacci, que té dos passos base a la
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definicio:

a1:1
a2:1

Qn = Qp_1+ an_2, peran > 3.

Demostrem per induccié ’expressio del terme general de la successié de Fibonacci.

El terme general de la successio de Fibonacci és

(5]

Per simplificar el desenvolupament posterior denotarem ¢ = 1+v5 (nombre d’or) i

2
o = 1*2‘/5, de manera que cal provar que
an = (o1 — ¢3)
=
\/E_) 1 2

Observeu que ¢? = ¢; + 1,7 =1,2.
Demostrarem la igualtat per induccié completa:

Pas 1a. Cal provar el resultat per a n = 1, cosa que és una comprovacié rutinaria,
veient la coincidéncia de valors quan fem la substitucié n = 1.

Pas 1b. Cal provar el resultat per an = 2, cosa que és també una comprovacié rutinaria.

Pas 2. Suposem ara que k > 2 i que la formula es compleix per a tot ¢ amb 1 < i < k.
Essent £+ 1 > 3, estem en el cas general. Apliquem la hipotesi d’induccié per ki k—1
i podrem escriure, reagrupant termes i efectuant calculs,

Lok ey Lokt ke
k41 = A+ a1 = —=(P1 — +—= -
+ \/5(@1 ©5) \/5(901 ¢y )
Lk E—1 I k1 2 k—1/ 2
= — 1+1) - 2 +1) = — -
\/5( 1 (pr+1) =9y (p2+1)) \/5(901 (1) =¥ (#2))
L e k-+1
= \/5(901 5 )
Naturalment, aquesta demostracié pressuposa que ja hem sospitat el resultat per al-
gun mitja o ens ’han comunicat, cosa que és un inconvenient de les demostracions
inductives: cal saber el resultat que s’ha de demostrar... En aquest cas s’hauria pogut
deduir no inductivament a partir de resultats relatius a successions recurrents lineals a
coeficients constants homogenies o per altres metodes.
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2.6.3 Alternatives a la induccio

No sempre és estrictament imprescindible recérrer a la induccié per demostrar una
propietat. Es possible que siguem capagos de provar-la per altres metodes, no inductius.

Aquest és també un exemple en queé tampoc no és imprescindible efectuar una de-
mostracié per induccié. En efecte, si coneixem el resultat que diu que en un arbre
és m = n — 1, essent m el nombre d’arestes i n el nombre de vertexs, podem provar
directament:

Sigui G = (V, A) graf aciclic, amb ¢ > 2 components connexos. Siguim = |A|in = |V]|.
Aleshores m =n —c.

En efecte, siguin G1,...,G, els components connexos de G. Efectuem la construccié
del nou graf segiient: sigui H el graf que s’obté afegint una nova aresta connectant un
vertex de G; amb un vertex de G;41, per a¢ =1,...,¢— 1. D’aquesta manera, hem
construit un graf H d’ordre n, amb m’ = m + (¢ — 1) arestes, connex i aciclic (arbre).
Per tant, es compleix m’ =n — 11, per tant, m+ (¢c— 1) =n—1, don m =n — c.

Encara podem trobar una segona demostracié alternativa a la induccié. En efecte,
cadascun dels components connexos G; és un arbre i, per tant, m; = n; — 1, essent m;
el nombre d’arestes i n; el nombre de vertexs de G;. Ara bé, m = m; +... +m, =
m—-1)+...4n.—1)=n—c

Aix0 es podria provar per induccid.

O encara un altre exemple, depenent del bagatge de resultats que coneguem. Anteri-
orment s’ha provat per induccié el resultat que afirma que “tot arbre és 2—acolorible”,
cosa que és equivalent a dir “tot arbre és bipartit”. Ara bé, si coneixem el resultat que
caracteritza els grafs bipartits com els grafs tals que tots els seus cicles sén de longitud
parella, es pot aplicar en aquest cas, admetent que, en no haver-hi cicles, tots sén de
longitud zero, parell.

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| = p. Si G no conté triangles Cs, proveu que
2
Al < 5.

Una primera observacié sobre I’enunciat: el significat precis és que no existeix al graf
cap subgraf isomorf al cicle Cj.

L’aspecte principal del problema és com utilitzar la hipotesi de no contenir triangles.
La idea basica és que si els vertexs u, v sén adjacents, aleshores no pot existir cap vertex
que sigui adjacent a tots dos, ja que en aquest cas existiria algun triangle. Considerant
la colleccié de vertexs adjacents a u, aquests queden exclosos com a possibles vertexs
adjacents a v i, en conseqiiencia, sembla que ha de ser possible trobar alguna relacié
entre els graus dels vertexs u, v.

Meétode 1. Un possible metode demostratiu que es pot intentar usualment en teoria
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de grafs és per induccié. Aquest metode s’ha presentat anteriorment en aquest mateix
capitol.

Meétode 2. Intentarem una demostracié alternativa que no utilitzi induccié.

Siguin z,y € V vertexs adjacents i sigui a = {z,y}. Essent z,y adjacents, cap vertex
no pot ser adjacent a x,y, ja que aleshores G contindria un triangle Cj.

Suposem que k = g(z) és el grau de z. Poden ser adjacents a y com a maxim n — 1
vertexs restants, dels quals s’han d’excloure els que ho sén a z, és a dir g(z):

9(y) <n—1-g(z).

Figura 2.8

Ara bé, el vertex = ja ha estat comptat entre els n — 1 vertexs diferents de y i, en
conseqiiéncia, I'aresta a s’ha comptabilitzat dues vegades i, per tant, de fet:

9(y) <n—1—(g(x) = 1) =n - g(x).

Per tant, si z,y sén vertexs adjacents, és

g(x) +g(y) < n.

Ara podem considerar la suma estesa a totes les arestes {z,y} € A(G):

> (9@) +9(y).

arestes{z,y}

El nombre de sumands és |A| i, per tant,

Y (@) +9@) < D n=nlA|

arestes arestes

D’altra banda, pel que fa a

> (gl=) +9(v),

arestes
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si fixem un vertex z € V, el nombre de sumands del tipus
9(z) + 9(y)

és exactament el nombre de vertexs y per als quals existeix l'aresta {z,y}, és a dir,
exactament g(z); per tant, si N(x) és el conjunt de vertexs adjacents a z,

> 2)) = X gev (IN(2)|9(2))

= ZxEV(ZyGN(z

P teareald@) +9W) = Xoev (X yene)(9(@) +9(¥)))
) 9(
=Y ey (9(x))%.

En conclusid,

> (g(@)?* < nlAl.

zeV

Figura 2.9

Podem ara aplicar la desigualtat de Cauchy—Schwarz
|(wlv)] < Jluflllv]];

amb el producte escalar ordinari a R™ i la norma derivada del producte escalar ||z| =
(Z’Z)’ amb u = (15 ) 1)7 V= (g($)7 e ,g(:L“))

Per tant,

(Z(g(%))2 =D (g()- 1)’ < D (9@)* Y 1P =n) (gx)*

eV eV zeV eV eV
En conseqiieéncia, i aplicant a més la desigualtat anterior i el lema de les encaixades,

LalaP = T3 (o) 1) < 3 (o@))? < mlA,

zeV zeV
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d’on 4
—|A]* < n|A],
n
d’on
2
A<,
4

i evidentment, com que |A| és enter, es compleix:
2
n

Al < [—].

4<%

2.6.4 “Demostracié” inductiva falsa

Un parany amagat. Les demostracions inductives s’han de fer amb molta cura pel
que fa a la validesa de la hipotesi d’induccié quan s’aplica. Vegem un exemple de
“demostracié” de la “propietat” seglient: tot nombre natural n > 1 és senar. Procedim
a “demostrar” per induccié sobre n. En el pas base considerem el cas de n = 1, cas en el
qual efectivament es compleix la propietat. En el pas inductiu, suposem que k£ > 11 que
la propietat és certa per a tot j tal que 1 < j < k, és a dir, que tot j, amb 1 < j <k,
és senar (hipotesi d’induccié). Provem-ho per a k + 1. Escrivim £+ 1 = (k — 1) + 2;
aplicant la hipotesi d’induccié a k — 1, és k — 1 senar i, per tant, també ho és k + 1...
On és error de la falsa demostracié? La hipotesi d’induccié no és aplicable si k — 1 no
pertany al rang al qual li és aplicable, és a dir si no és > 1; pero aixo falla en el cas que
sigui k = 1, ja que aleshores k — 1 = 0 i aqui no es pot aplicar la hipotesi d’inducié.

Observeu que aqui s’ha fet la “demostracié” per induccié completa o forta, perd també
s’hauria pogut formular una variant segons l'esquema P(n — 1) = P(n).

En general, per tant, el lector ha d’extremar les precaucions a I’hora d’aplicar el metode
inductiu.
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Capitol 3

Grafs: aspectes basics

3.1 Objectius

En aquest capitol es presenta una mostra de problemes de tipus elemental, en el sentit
que requereixen poc desenvolupament teoric previ. Amb els conceptes basics, n’hi ha
prou per a la seva comprensio i resolucié. Un aspecte que cal tenir en compte és que
molts problemes sén dificilment classificables i poden correspondre a més d’un concepte
d’interes que es vulgui illustrar.

Diversos problemes que es podrien ubicar en aquest capitol s’han inclés en el capitol
d’introduccié. Problemes de connexitat i recorreguts s’han posposat al capitol posterior.

3.2 Apliqueu el lema de les encaixades

El lema de les encaixades és un dels resultats més basics de la teoria de grafs. Si
G = (V, A) és un graf i indiquem per g(u) el grau del vertex u en el graf G, el lema de
les encaixades és el resultat segiient:

2(4] =) g(w).

ueV

Una consequiencia immediata és que en un graf el nombre de véertexs de grau senar és
parell.

Recordem que un graf és r-regular si tots els vertexs sén de grau r.

! Problema 3.1
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Proveu que en un graf 2-regular el nombre de vértexs i d’arestes coincideizen.

Resolucio
Sigui G = (V, A) un graf 2-regular. Pel lema de les encaixades es compleix:
214l = gv) =D 2=2|V],
veV veV

d’on la conclusié: |A| = |V].

! Problema 3.2

Pot haver-hi grafs 3-requlars d’ordre 5%

Resolucié

Aplicant el fet que la suma de graus d’'un graf G = (V, A) és el doble del nombre
d’arestes, pel lema de les encaixades, resulta:

214 = g(v) =5-3=15
veV

resultat contradictori, ja que no és multiple de 2. En conseqiiéncia, no existeixen grafs
amb aquestes caracteristiques.

O, també, per aplicacié directa del corollari del lema de les encaixades, que afirma que
el nombre de vertexs de grau senar és parell.

!Problema 3.3 |

Demostreu que no pot existir cap graf amb vertexs de graus 3,3,3, i 1.

Resolucio
Aquest és un problema simple, que resoldrem amb molt de detall formal.

Observem que no podem utilitzar com a test negatiu que el nombre de vertexs de grau
senar ha de ser parell, recurs que sol ser 1til en problemes d’aquest tipus. També pot
utilitzar-se la propietat g(v) < |V|—1 com a criteri negatiu, pero en aquest cas tampoc
no s’arriba a cap conclusié.

Meétode A

Suposem que existeix un graf G = (V, A) amb la seqiiéncia de graus donada, i siguin
v1, V2, U3 1 v4 els vertexs de G, de graus, respectivament,
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g(v1) = 3,9(v2) = 3,9(v3) = 3,9(va) = 1.

Experimentalment (dibuixant!) és clar que 'afirmacié és certa. La demostracié podria
anar de la manera segiient.

Sense perdua de generalitat, podem suposar que el vertex vs és 'adjacent a vy.

Considerem el graf auxiliar G; = (V1, A1) obtingut eliminant el vertex vy i, per tant,
I'tinica aresta {v4,v3} que hi és incident. Aleshores, en Gi:

gc, (v1) = 3,96, (v2) = 3, 9c, (v3) = 2.

Tenint en compte que a Gy es compleix el lema de les encairades, és

ga, (v1) + g9a, (v2) + ga, (v3) = 2| A1

i, per tant, resulta |A;| = 4. Ara bé, en general tenim |A;| < (“g') = 3 i aix{ arribem
a un absurd.

Una manera alternativa d’arribar a contradiccié: el graf G; no pot existir com a graf
simple, ja que s’ha de complir, per a tot vertex w € V(G1), la desigualtat gg, (w) <
|V1| = 3. En conseqiiéncia, no pot existir G.

Observem que si aplicavem el mateix argument a G no s’arribava a cap contradiccié.
Meétode B

Un altre metode consisteix a considerar el graf complementari G de G. Si existis el graf
G amb la seqiiencia de graus donada, aleshores també hauria d’existir el complementari
G°, que tindria la seqiiencia de graus donada per 0,0,0,2, cosa que evidentment és
absurda.

Meétode C

Si existis un graf amb aquestes caracteristiques, cada vertex de grau 3 hauria de ser
adjacent als tres vertexs restants, en particular al vertex de grau 1. Aixo significa que
el vertex de grau 1 seria adjacent als tres vertexs de grau tres, amb la qual cosa hauria
de ser com a minim de grau 3, cosa que és contradictoria.

3.3 Problemes de reunions

Hi ha “problemes de reunions” que es poden estudiar mitjancant la teoria de grafs,
encara que inicialment no ho sembli. Es tracta de formular el model en termes de
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teoria de grafs que s’ajusti al problema i convertir les preguntes en preguntes de grafs.

Imaginem una reunié de n persones en la qual es produeixen salutacions per encaixades
de mans (aixi la salutacié és obligadament mutua, bidireccional). Com podem provar
I’afirmacié sobre que ha passat a la reunié referent a les salutacions: el nombre de
persones que ha saludat un nombre senar de persones és parell?

O bé aquesta altra: Hi ha com a minim 2 persones que han saludat el mateiz nombre
de persones.

Si considerem el graf G = (V, A) en que els vertexs soén les persones de la reunié i
les arestes son les salutacions, relacié establerta entre vertexs, aleshores la primera
afirmacié equival a dir que el nombre de vertexs de grau senar és parell. La segona
equival a afirmar que en un graf hi ha un minim de dos vertexs amb el mateix grau.

El problema segiient és una mostra més.

!Problema 3.4 |

Si G = (V,A) és un graf d’ordre |V| = 6, demostreu que G o el seu complementari G°
contenen algun triangle (3—cicle) Cs. Equivalentment: proveu que en una reunid de 6
persones sempre n'hi ha o bé 3 que es coneixen mutuament o bé n’hi ha 3 que no es
coneizen mautuament.

Resolucié

Considerem w € V. Podem suposar que w és adjacent com a minim a 3 vertexs de G.
En efecte, si no fos aixi, hi hauria com a maxim dos vertexs adjacents amb w i, per
tant, en quedarien un minim de tres no adjacents amb w en el graf GG, els quals serien
adjacents a w en el graf complementari G°.

V2

U1 Figura 3.1

v3

Per tant, fixat w € G, existeixen tres vertexs adjacents amb w en el graf G o bé exis-
teixen 3 vertexs adjacents amb w a G¢. En qualsevol dels casos, seguiriem raonaments
semblants. Per aix0 podem suposar que w és adjacent amb tres vertexs a G com a
minim, ja que en cas contrari raonariem sobre el graf complementari G¢ d’entrada.
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Siguin v1, ve, v3 vertexs adjacents amb w al graf G (figura 3.1).

Tenim dues possibilitats:

e Si algun dels v; és adjacent a algun altre dels v;, aleshores ja tenim el 3—cicle o
triangle, l'existéncia del qual s’havia de provar (figura 3.2).

Figura 3.2

e En cas contrari, tindrem al graf complementari G¢ que els vertexs vy, va, v3 sén
adjacents dos a dos. Cap de les arestes a, b, c existeixen en G, rad per la qual
existeixen a GG.. Demostrem aixi ’existéncia d’un 3—cicle en G°.

Figura 3.3

3.4 Sequeéncies de graus

Un problema tipic de la teoria de grafs elemental és trobar (si n’hi ha) tots els grafs
amb una determinada seqiiéncia de graus donada.

Un bon consell per resoldre alguns problemes que signifiquin tractar amb un vo-

lum considerable d’arestes o bé amb graus forca elevats consisteix a passar al graf

complementari. Si G = (V,A), el graf complementari G¢ es defineix com G¢ =
_ 9 , . . _ 174

(V, A"y = (V;P2(V)\A). L’ordre és el mateix. Es compleix [A| + |A/| = (‘2‘). A

més, gge(w) = V]| — 1 — ga(w).
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|Problema 3.5 |

Per a cada una de les seqiiéncies de nombres segiients, trobeu tots els grafs (llevat
d’isomorfisme) que tinguin els nombres com a graus respectius dels seus vértexs o bé
demostreu que no existeir cap graf amb aquestes caracteristiques:

a) 4, 4, 4, 8, 3;
b) 4, 4, 83, 8, 8

c) 4, 8,2, 1;

d) 5,5, 4,3 2, 1;
e) 6,3, 4, 1

~

Resolucio

Aplicarem a cada cas els tests basics:

1. el grau de cada vertex ha de ser estrictament inferior a l'ordre del graf;
2. el nombre de vertexs de grau senar ha de ser parell;

3. aplicant el lema de les encaixades, s’obté el nombre d’arestes, el qual no pot
superar ("2/‘).

Si la sequiencia de graus supera tots els tests, aleshores considerarem la possibilitat que
existeixin grafs amb aquesta seqiiéncia.

a) Aplicant els tests (1), (2), (3) no s’arriba a cap contradiccié. Vegem que efectivament
existeixen grafs amb aquesta seqiiéncia de graus.

Un possible metode seria el segiient: la seqiiencia de graus del possible comple-
mentari és més facil d’estudiar, ja que és 0,0,0,1,1. Els grafs que tenen aquesta
seqiiéncia de graus séon H = N3 U Kos.

Ara bé, G ~ (G°)° i, per tant, existird G i serd G = (N3 U K3)¢ = N§ + K§ =
K3 =+ NQ.

Un altre possible métode seria el segiient: els vertexs de grau 4 han d’ésser ad-
jacents a tots els altres vertexs del graf; I'nic esquema possible és el del graf
C3 + Ns.

El resultat és clarament el mateix.
b) 4,4,3,3,3. No n’existeix cap, ja que hi ha un nombre senar de veértexs de grau senar.

c) 4,3,2,1. No n’existeix cap, ja que per a tot vertex v € V ha de ser g(v) < |V| = 4.
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d) 5,5,4,3,2,1. No n’existeix cap. Vegem dos arguments possibles:

Argument A: Havent-hi 2 vertexs del grau maxim possible g(u) = 5 = g(w),
aleshores ambddés han de ser adjacents a tots els altres i, per tant, per a tot
vertex v ha de ser g(v) > 2.

Argument B: Si existis un graf G d’ordre 6 amb aquesta seqiiéncia de graus, ales-
hores la corresponent del graf complementari G¢ seria 0,0,1,2,3,4; si se’n considera
el subgraf dels vertexs de graus 1,2,3,4 s’arriba a un absurd (directament o apli-
cant el resultat de c).

e) 6,3,4,1. No n’hi ha cap, pel criteri 1.

Vegem a continuacié un exemple on es passa al complementari.

|Problema 3.6

Obteniu tots els grafs 4-requlars d’ordre 6.

Resolucié

Observem que es tracta d’obtenir els grafs amb seqiiencia de graus 444444. De fet, en
principi, no esta garantida l’existéncia de grafs d’aquestes caracteristiques.

El problema sembla més abordable si passem al complementari, atés que els grafs
d’aquestes caracteristiques tenen un nombre relativament alt d’arestes.

Suposem que sigui G = (V, A) un graf d’aquestes caracteristiques. Considerem el graf
complementari H = G°¢, també regular de graus 6 — 1 — 4 = 1, de seqiiéncia de graus
1,1,1,1,1,1. Aleshores es pot veure facilment que H = Ty U T, U T5.

Obtenim el complementari: G = (G°)¢ = H® = (Ib UTo UTy)¢ = T5 + Ts + Ty =
No+ No+ Ny = Ksoo.

Com s’observa, a més, aquesta argumentacié també en demostra l’existencia, per la via
d’obtenir-ne exemples.

Vegem un exemple en que no resulta 1til passar al graf complementari. Es també un
exemple d’un cas simple de problema de seqiiéncies de graus.

!Problema 3.7 |

Trobeu tots els grafs de seqiiéncia de graus 1,1,1,1,1,1,2,3,5.

Resolucio

Sigui G un graf amb aquestes caracteristiques, si existeix.
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En primer lloc observem que no resulta d’utilitat recérrer al pas al graf complementari
G¢, que tindria la seqiiéncia de graus 3,5,6,7,7,7,7,7,7, que no sembla facil de tractar
ates que els graus s6n molt elevats.

Procedirem a un estudi directe prenent com a punt de partida el fet de considerar
el vertex de grau maxim. Intuitivament podem sospitar que el que passi localment a
I’entorn del vertex d’aquest grau tant alt definira en gran part lestructura del graf.
Després s’haura d’efectuar un ajust final de collocacié per als altres vertexs. Natu-
ralment, aquestes s6n idees només qualitatives, perod poden ajudar I’analisi, juntament
amb la representacié grafica.

Sigui w el vertex de grau 5. Sera adjacent a un minim de 3 vertexs de grau 1. Els altres
dos vertexs adjacents a w poden ser de graus 1,2,3. L’estructura local es pot veure a la
figura 3.4, on s’ha indicat el grau de cada vertex. Depenent de quins siguin els valors
de z,y s’obtindran, si n’hi ha, els diversos grafs amb la seqiiéncia donada.

Figura 3.4

Considerem els diversos casos possibles.

Cas 1: x = 1;y = 1. En aquest cas, el graf hauria de ser G = K15 U H, on H seria un
graf amb seqiiéncia de graus 3,2,1, que no pot existir.

Per a cada un dels altres casos existeixen els grafs que s’indiquen a les figures posteriors.

Cas 2: x = 1;y = 3. Indiquem per G; el graf de la figura 3.5.

Figura 3.5
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Cas 3: x = 1;y = 2. Indiquem per G» el graf de la figura 3.6.

Figura 3.6

Cas 4: x = 2;y = 3. Indiquem per G3 el graf de la figura 3.7.

Figura 3.7

No hi ha més possibilitats que les anteriors. Aquesta analisi prova que n’hi ha, de grafs,
amb la seqliéncia donada. Resta per aclarir si n’hi ha tres, els anteriors, essencialment
diferents, és a dir, no isomorfs, o bé hi ha alguna parella de grafs isomorfs.

Es molt facil d’estudiar aquest problema en aquest cas senzill. En efecte, en el graf
G5 el vertex de grau 5 és adjacent al vertex de grau 2, cosa que no succeix en Gy, i
és adjacent al vertex de grau 3, cosa que no ocorre en Gy. Per tant, G3 no és isomorf
ni a Gp ni a G5. Només resta per escatir si G1, G2 sén isomorfs. Ara bé, ates que a
(G el vertex de grau 5 és adjacent al vertex de grau 3 i aquesta propietat no es déna
a (G3, podem concloure que no sén isomorfs. La no isomorfia de G3 amb G1, Gy també
s’hauria pogut deduir de I’adjacéncia 2-3 en G1, G2, mentre que en (G3 aquests vertexs
sén no adjacents.

Un exemple combinat amb un problema de “reunions”.

|Problema 3.8 |

Proveu que en qualsevol graf G = (V, A) amb un minim de 2 vértexs sempre hi ha un
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minim de 2 vértexs amb el mateix grau.

Hi ha un enunciat parallel: en una reunio de n persones en la qual es produeizen
salutacions mutues, sempre hi ha un minim de dues persones que han saludat el mateix
nombre de persones.

Resolucié

Sigui G = (V, A) un graf i sigui p = |V| > 2. Aleshores, per a cada vertex v € V és
0 < g(v) <p—1,1i, en conseqiiéncia, en principi hi poden haver els graus 0,1,---,p—1,
i, si tots fossin diferents, aquests haurien de ser els graus corresponents als vertexs del
graf.

Podem arribar ara a la conclusié de dues maneres diferents, essencialment dues variants
per a la mateixa argumentacié de fons:

Meétode A

Sigui V' = {v,, -, vp—1}, amb g(v;) = 14, i considerem el graf auxiliar Go = G — vy =
(Vb, Ap), amb Vo = V\{w}, Ao = A (ja que g(vg) = 0), és a dir, eliminem el vertex de
grau 0.

Aleshores, considerant Gy, és |Vp| = p — 1 i, en canvi, resulta en aquest graf Gy que
g(vp—1) = p — 1, que és absurd, si no s’admeten arestes multiples ni llacos.

Aixo prova, doncs, que hi ha d’haver com a minim 2 vertexs amb el mateix grau.
Meétode B

Provem que en un graf G = (V, A) d’ordre |V| = p no pot haver-hi un vertex isolat (de
grau 0) i un vertex de grau p — 1.

Sigui g(vg) =0, g(vp—1) =p— 1.

Els altres vertexs son els p — 2 restants:
V1, Up—2.

Per tant, p — 1 = g(vp—1) < p—2 < p — 1, contradiccié.

3.5 Isomorfisme

Els grafs G; = (V4, A1), Go = (Va, Ag) s6n isomorfs si i només si existeix una aplicacié
f: Vi — V5 amb les propietats.

1. f és bijectiva,

2. u~wvsiinoméssi f(u) ~ f(v).
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Observem que aixo significa que f conserva les adjaceéncies i també les no adjacéncies.

Una propietat important, derivada de la conservacié de les adjacéncies (i de les no
adjacencies) és la conservacié del grau entre vértexs que es corresponen per l’aplicacié
f, en cas d’isomorfisme. Es a dir, que tenim gg, (u) = ga,(f(u)). En relacié amb
aquest tema es planteja el problema de si dos grafs sén isomorfs o no.

No és un problema de dibuix, tot i que la representacio en el pla pot enfosquir la qiiestid,
i encara complicar-la. En més d’un problema se’ns donen dues representacions de grafs,
com per exemple a la figura 3.8, i se’'ns demana si sén o no isomorfs.

/ Figura 3.8
o

Els vertexs s’han de suposar etiquetats, com a la figura 3.9.
1
2

El problema és definir la correspondencia entre etiquetes que tingui les propietats indi-
cades en el cas d’isomorfisme. De vegades, una manipulacié grafica, un “redibuix”, de
fet suggereix quina podria ser una possible correspondéncia.

Figura 3.9

Segons el problema concret hi ha diverses maneres de tractar-lo, i aixo depenent també
de si finalment els grafs ho sén o no, d’isomorfs. Enumerem a continuacié una llista de
possibles actuacions en aquest sentit.
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Sotmetre els grafs a una bateria de tests, la no superacié d’un dels quals significa
descartar I'isomorfisme. La superacié de qualsevol d’ells no significa res.

Posar de manifest que ambdds grafs tenen propietats estructurals diferents que
n’impedeixen la isomorfia.

Tractar d’establir f amb les propietats requerides per a I’isomorfisme i veure que
és impossible (perque s’arriba a algun tipus de contradiccié), amb la qual cosa es
demostra que no sén isomorfs.

Finalment establir, si és el cas, una aplicacié (n’hi pot haver més d’una) que
compleixi les propietats anteriors, requerides per poder afirmar que els grafs sén
isomorfs.

Convertir el problema en un altre per al qual 'estudi sigui més simple (per exem-
ple, passant al graf complementari).

Vegem alguns exemples d’aquestes estrategies d’estudi de la isomorfia. Considerem els
grafs de la figura 3.10, dels quals volem estudiar si sén isomorfs.

Figura 5.10

3.5.1 Bateria de tests

Es poden plantejar diversos tests, que de fet sén condicions necessaries, és a dir, condi-
cions que s’han de complir si els dos grafs sén isomorfs. Per aquest motiu, no passar
un test ja permet descartar la isomorfia. Passar-lo no implica res.

Enumerem-ne alguns:

1. Test 1: Els ordres han de coincidir, és a dir, |Vi| = |V5|. En efecte, només si els

ordres coincideixen es pot establir una bijeccié f. De manera que si dos grafs
tenen ordres diferents, ja es pot afirmar que sén no isomorfs. En el cas que els
ordres coincideixin, per exemple, en el cas de la figura 3.10, aleshores no podem
afirmar res.
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2. Test 2: Les sequencies de graus han de coincidir. Aix0 és conseqiiencia de la
conservacio del grau dels vertexs, entre vertexs corresponents, per isomorfisme,
propietat ja esmentada abans. Naturalment, dos grafs poden tenir la mateixa
seqiiencia de graus i no ser isomorfs. En particular, per exemple, poden ser
ambdds regulars i no ser isomorfs. Superar el test no significa res: per exemple,
els grafs de la figura 3.10 s6n ambdoés 3—regulars i, per aquest motiu, no podem
concloure res, a partir d’aquest test, sobre la isomorfia. Considerem els grafs
Hy =Ty, Hy = Ko U Ks. Sén del mateix ordre (passen el test 1) i també sén de
la mateixa mida, pero les seqiiéncies de graus sén 1,2,2,1; 1,1,1,1 i, per tant no
sén isomorfs.

3. Test 3: Les mides o el nombre d’arestes han de coincidir. Es obvi per raons d’iden-
titat estructural, i també com a conseqiiencia de la conservacié de les seqiiencies
de graus i el lema de les encaixades. Hi pot haver grafs amb els mateixos nom-
bres d’arestes i no ser isomorfs (per exemple, N1 U T i T5 U T,). Naturalment,
la propietat en qiiestié es compleix si els grafs passen el test 2, pero pot ser 1til
fer directament una comprovacié sobre el nombre d’arestes per simple inspecci
visual.

3.5.2 Identitat estructural

La idea de fons que esta al darrere de la definicié formal d’isomorfisme és que dos
grafs isomorfs expressen la mateixa estructura de relacions entre els vertexs respectius.
Abans ens hem fixat en propietats que podiem comptar immediatament, com ’ordre,
la mida, els graus. Ens referim aqui a propietats més d’ordre qualitatiu, propietats que
s’han de conservar per isomorfime. Per exemple, si un graf és bipartit i I’altre no, no
son isomorfs. Si un graf és aciclic i 'altre no, no poden ser isomorfs. Podem prendre,
de fet, totes les propietats que es puguin establir per a 'un i que no siguin valides
per a l'altre per tal de descartar la isomorfia: per exemple, la connexid, el nombre de
components connexos, la presencia o abséncia d’un determinat tipus de cicles, d’entre
molts altres possibles. Aixi, doncs, en el cas dels grafs de la figura 3.10, el graf G conté
cicles ('3, mentre que el graf G2 no en té, cosa que podem afirmar en aquest cas senzill
per simple observacié visual o bé, tenint en compte que és K33, com a conseqiiencia
d’una caracteritzacié dels grafs bipartits, que es caracteritzen com els grafs que tenen
tots els seus cicles de longitud parella.

De vegades, ’observacio de ’estructura i la necessitat d’haver-la de mantenir ens poden
ajudar a establir I’aplicacié f per a la isomorfia. Per exemple, a la figura 3.10, el vertex
6 del graf H és I"inic vertex de grau 2 d’'un Cy, concretament, el 6 —5 — 1 — 4. Per
tant, se li ha de fer correspondre 1'inic vertex de H' de grau 2 d’'un Cy, és a dir, 2’,
unic vertex de grau 2 de Iinic Cy, 1/ — 2/ — 3/ — 4.
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3.5.3 Conservacié dels graus dels vertexs

La propietat de conservacié dels graus per isomorfisme és molt 1til com a guia per
establir una aplicacié f (amb les propietats anteriors) o bé per demostrar que no n’hi
ha cap, ja que implica restriccions importants a les imatges o correspondencies que es
poden assignar. La pitjor situacié és aquella en la qual els grafs sén ambdods regulars,
amb el mateix grau comu. La situacié més favorable és aquella en la qual hi ha vertexs
amb graus destacats respecte dels altres: per exemple, si existeix un Unic vertex de grau
4 a cada un dels grafs, aleshores qualsevol aplicacié candidata a definir un isomorfisme
ha de fer correspondre el vertex de grau 4 d’un graf amb el del mateix grau de laltre.
O bé si, per exemple, existeixen exactament 2 vertexs de grau 3 a cada graf, aleshores
qualsevol correspondencia isomorfica ha de fer correspondre el subconjunt de vertexs
de grau 3 de l'un en el subconjunt de vertexs de grau 3 de laltre i, en haver-n’hi 2 de
vertexs de grau 3, aixo es pot fer de dues maneres possibles.

Com a aplicacié del que s’ha dit anteriorment sobre la conservacié dels graus en el cas
d’isomorfisme, estudiem si els grafs de la figura 3.11 s6n isomorfs.

G I u Iv G- Iu/ Iv/ Figura 3.11
@ @ L J [ 4 @ L J

Observem que, en aquest cas, tots els tests anteriors no permeten arribar a conclusio.

Si fossin isomorfs, existiria una bijeccié f : Vi3 — Vo que conservaria les adjacencies
(i també les no-adjacencies). Si G1,G2 fossin isomorfs, existiria una bijeccié f amb
les propietats propies de I'isomorfisme. Per la conservacié dels graus, les imatges dels
vertexs u, v, de grau 3 han de ser els dos vertexs del mateix grau, u’, v’ del graf Gy, per
a la qual cosa hi ha dues possibilitats. Una d’elles és f(u) = u/, f(v) =v'. Ara bé, u,v
sén adjacents en Gy. Per la conservaci6 de les adjacencies, haurien de ser f(u), f(v),
és a dir, u/,v’, adjacents, cosa que no succeeix i s’arriba a contradiccié. En el cas de
laltra possibilitat, és a dir, que f(u) = ¢/, f(v) = «/, el raonament pot ser similar i
analogament s’arriba a contradiccié.

Es pot formular un argument alternatiu. Considerem 1'inic vertex w de grau 2 del graf
G1. Siw' és 'inic veértex de grau 2 de Go, ha de ser necessariament f(w) = w’. Ara
bé, si z és el vertex de grau 1 adjacent a w en Gy, aleshores f(z) ha de ser de grau 1 i
adjacent a f(w) = w’ en Gy, perd un tal vértex no existeix. S’arriba a contradicci6 i,
per tant, G1, G2 no s6n isomorfs.

Vegem-ne ara un exemple addicional, on la propietat sobre els graus és una guia per
establir una aplicacié f amb les propietats d’isomorfisme. Considerem els grafs de la
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figura 3.12.

Figura 3.12

Vegem que s6n isomorfs. Establirem una correspondéncia f amb les propietats requeri-
des, amb la cura constant de mantenir les adjacencies i les no- adjacencies (cosa que el
lector ha de comprovar amb detall). En primer lloc, s’haurien de fer les comprovacions
sobre l'ordre, la mida i les respectives seqiiéncies de graus o altres propietats per veure
que poden ser isomorfs. Els tnics vertexs de grau 4 respectius s’han de correspondre.
Per tant, f(1) = 4’. Hi ha en ambdds grafs un unic vertex de grau 2, adjacent als dos
vertexs de grau 3. Per tant, s’han de correspondre, és a dir, f(6) = 2. Als vertexs
2,3 de grau 2 adjacents al vertex 1 de grau 4 els han de correspondre els vertexs 5,6/,
hi hi ha dues maneres possibles: o bé f(2) = 5; f(3) = 6/, o bé f(2) = 6';f(3) = 5.
Argumentacions similars poden fer-se per a les parelles 4,5 i 1’,3’. Novament tenim
dues possibilitats: f(4) =3';f(5) =1 o bé f(4) =1'; f(5) = 3.

Considerem ara els de la figura 3.13. Veurem que, malgrat les diferencies d’“aspecte”,
també sén isomorfs. Per establir I’isomorfisme ens podem guiar per citeris similars als
anteriors.

Gy

Figura 3.13

Un possible isomorfisme ve donat per f(2) = 6/; ) = 2’ (linics vertexs de grau 2
adjacents comuns als vertexs de grau 3); f(1) =4; f(6) =5'; f(3) =35 f(5) =1". Hi
ha altres possibilitats.
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3.5.4 Pas al complementari

Atés que la bijecci6 a través de la qual es concreta 'isomorfisme de dos grafs conserva
les adjacencies i també les no-adjacencies, resulta que el problema de la isomorfia de
dos grafs es pot plantejar equivalentment per als respectius complementaris, és a dir,
que G ~ G2 si i només si Gf ~ G§. Aix0 pot ser util en el cas que resulti més facil
estudiar la isomorfia dels complementaris respectius.

[ITustrem aquesta idea amb un exemple. Considerem els grafs de la figura 3.12, ja estu-
diats directament a la subseccié 3.5.2, prenent en consideracié propietats estructurals.

Passem als respectius complementaris (figura 3.14). Veiem que G§ = Cs i, en canvi

b p g q 6 1 )
G§ = C3 U (3. L’un és connex i l'altre no, raé per la qual els complementaris no sén
isomorfs i tampoc no ho sén els grafs originals.

G5

° ° Figura 3.14

Es poden pensar exemples més complexos, en els quals aquest metode pugui ser de
molta utilitat. Per exemple, quan el nombre d’arestes de G1, G2 és molt alt, cas en el
qual hi ha “poques” arestes en els complementaris respectius i previsiblement ’estudi
de si sén isomorfs o no és més facil.

3.5.5 Problemes addicionals d’isomorfisme

!Problema 3.9 |

Sigui G1, Ga, G3 grafs de 4 vértexs i 2 arestes. Demostreu que, com a minim, dos son
isomorfs.

Resolucio
Estudiem, en primer lloc, els grafs de 4 vertexs i 2 arestes.

Sigui G = (V, A) un graf amb |V| = 4, |A| = 2, i siguin ¢1, g2, g3, g4 €ls graus respectius
dels vertexs.

De l'aplicacié del lema de les encaixades resulta g1 + g2 + g3 + g4 = 2|A| = 4 i de
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la restriccié 0 < g; < 2, Vi = 1,---,4, deguda al fet que |A| = 2, es deriva que les
possibilitats que tenim per a les seqiiéncies de graus sén:

i) 1,1,1,1

i) 2,2,0,0

i) 2,1,1,0
Per al cas (i), els grafs corresponents sén isomorfs al graf Ks U Ko, unié de dues copies
disjuntes isomorfes a Ko: G = Ko U K.
Per al cas (iii), els grafs corresponents sén els isomorfs al graf G = T3 U Nj.

En canvi, no existeix cap graf corresponent al cas (ii), cosa que es pot justificar intui-
tivament, pero també de manera rigorosa: eliminant els vertexs de grau 0, resta un
graf de 2 veértexs amb 2 arestes, la qual cosa és impossible (per exemple, perqué no
es compliria en el sugbraf corresponent que el grau de cada vertex sigui estrictament
menor que l'ordre).

La conclusié és, doncs, que existeixen en el conjunt dels grafs de 4 vertexs i 2 arestes,
dues classes d’equivaléncia per isomorfisme i, en conseqiiéncia, d’entre els tres grafs
G1, G2, G5, n’hi ha d’haver necessariament dos d’isomorfs.

|Problema 3.10 |

Per a quins enters n el graf n-cicle C,, és autocomplementari?

Resolucio

El significat de la pregunta és el segiient. Hem d’identificar n, si existeix, tal que C¢
sigui isomorf a C),, és a dir, cal trobar n tal que el complementari de C,, sigui novament
un cicle del mateix ordre.

Hi ha més d’un metode per trobar el valor n possible.

Si O, 1 Cf, han de ser isomorfs, aleshores en particular han de tenir la mateixa seqiiencia
de graus. El cicle C), és 2-regular, amb seqiiéncia 2,...,2. El graf complementari també
és regular, amb tots els graus goc (v) = [V —1-gc,(v) =n—1—-2=n—3. Ara, ha
de ser 2=n —3.

Per tant, n = 5, i aix0 significa que 'inic C}, que pot ser autocomplementari és Cs.

Caldra veure si efectivament ho és. Vegem a la figura 3.15 el graf C5 i el seu comple-
mentari.

Hi ha diverses maneres de justificar-ho:

Metode 1. Observem que Cf és connex 2-regular. Com es veu més endavant (4.2
5 )
per la caracteritzacié de connexos 2-regulars com a cicles, ha de ser C§ un cicle, d’on

Cg >~ 05.
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Meétode 2. Construccié d’un isomorfisme efectiu.

Considerem els dos grafs amb I’enumeracié dels vertexs respectius donada a la figura
3.15.

w1
ws
2 Figura 3.15
w3
4
Definim la bijeccié segiient:
© V—W

p(v1) = w
p(v2) = ws
p(v3) = ws
o(vs) = wo
p(v5) = wy

Ara caldria comprovar que ¢ conserva les adjacencies i les no-adjaceéncies, cosa que és
rutinaria per a aquest cas senzill. Hi hauria més possibilitats de definir correspondeéncies
bijectives que conserven les adjacéncies i les no-adjaceéncies.

Observacié addicional: hi ha altres maneres d’obtenir n = 5. D’acord amb una ar-

gumentacié general relativa al pas al complementari, tenim G = (V,A), n = |V|,
G° = (V, A°). Es compleix |A| = |4 i |A| + |A°| = |A(K,)| = (5). Si G = C,, alesho-
res |A| = |V| = n i, per tant, 2n = (}) = n(nT_l), d’on n? — 5n = 0. S’ha d’excloure el

cas n = 0 i, per tant, resulta n = 5.

! Problema 3.11

Estudieu si existeizen grafs trajecte T,, autocomplementaris.

Resolucié

Si n = 2, aleshores és immediat comprovar que 75 = Ny % T5. Per tant, suposem
que n > 3. Llavors la seqiiéncia de graus de T;, és 1,2,---,2,1. La seqiliéncia de
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graus del complementari T ésn—-1—-1,n—-1-2,--- , n—-1-2,n—-1-1, és a dir,
n—2n—-3,---,n—3,n—2.

Suposem que 7}, és un graf trajecte isomorf a 7). Aleshores T} és de ser un graf trajecte
i, per tant, de seqiliencia de graus 1,2,---,2,1. Per aquest motiu ha de ser n — 3 = 1,
n—2=2,és adir, n =4.

Per tant, 'inic candidat a ser trajecte autocomplementari és Ty. Ara només cal com-
provar si efectivament ho és. Una comprovacié rutinaria ens indica que si i, per tant,
I"inic graf trajecte autocomplementari és Tj.

! Problema 3.12

Estudieu si son isomorfs els grafs de la figura 3.16.

Gl . GQ G3 G4

Figura 3.16

Resolucié

Observeu que tots tenen el mateix ordre i la mateixa seqiiencia de graus. Tots sén
també connexos. Per tant, aquestes caracteristiques no ens sén ttils per estudiar si hi
ha parelles isomorfes.

EStudiarem el problema de la isomorfia per dos metodes.

Meétode 1: Analitzant estructura de cicles. Des d’aquest punt de vista, tenim que
G1 té exactament dos cicles C3 i un cicle Cy; G2 té exactament dos cicles Cs; Gg té
exactament tres cicles Cy i G4 té exactament un cicle C's, un cicle Cy i un cicle C5. Per
tant, no n’hi ha dos d’isomorfs.

Meétode 2: Per correspondéncia de graus.

En tots els grafs hi ha un unic vertex de grau 1. Aquests vertexs han d’estar en
correspondéncia per qualsevol isomorfisme. Ates que les adjacéncies s’han de conservar,
en G1,G2,G3 no hi ha cap parell de grafs isomorfs, ja que el vertex de grau 1 és
respectivament adjacent a un vertex de grau 2,3,5. Pel mateix motiu, en Gy, G, G4 no
hi ha cap parell de grafs isomorfs. Resta per estudiar el parell Gs, Gy; ara bé, G4 té
dos vertexs de grau 2 adjacents, cosa que no succeeix en (G3. Per tant, no sén isomorfs.
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3.6 Altres problemes

|Problema 3.13

Proveu que el graf de la figura 3.17 és bipartit. Existeizen cicles de longitud senar?

Figura 5.17

Resolucio

Es facil veure a la practica si un graf és bipartit o no. Una k—coloracié d’un graf és
una assignacié de colors als vertexs (d’entre els k colors disponibles), de manera que
vertexs adjacents rebin colors diferents. Es facil veure que un graf és bipartit si i només
si és 2—acolorible.

A la figura 3.18 hem acolorit amb 2 colors (blanc-negre) els vertexs del graf, de manera
que n’ha resultat una coloracié en el sentit precis que abans s’ha donat. Resta per
indicar quina és la particié del conjunt de vertexs V' = V; U V5. Prenem Vi com el
conjunt dels vertexs d’un dels colors, per exemple el blanc, i prenem com V53, la resta
de vertexs, de color negre.

Figura 3.18

Pel que fa a la pregunta sobre els cicles, recordem que un graf és bipartit si i només si
tots els cicles sén de longitud parella. Per tant, no hi ha cicles de longitud senar.
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Capitol 4
Connexitat 1 recorreguts

4.1 Objectius

En aquest capitol es presenten diversos problemes relatius al concepte de connexio i
de recorreguts. Els recorreguts amb propietats especifiques, com els eulerians o hamil-
tonians, es tracten a part, al capitol segiient. Destaquen, per la seva utilitat, com es
veura en problemes posteriors, les caracteritzacions dels cicles C,, com a grafs connexos
2-regulars i la caracteritzacié dels grafs trajecte T;,.

4.2 Caracteritzacié dels grafs 2-regulars

Un problema essencial per a la resolucié de molts altres problemes és tenir caracteritzats
els grafs que son 2-regulars, és a dir, els de seqiiencia de graus 2,---,2. Vegem-ne la
caracteritzacié. Es un bon exemple, a més, de demostracié inductiva en teoria de grafs
i de les tecniques destructives i de reconstruccié que s’utilitzen per poder aplicar la
hipotesi d’inducccié.

Molts problemes poden resoldre’s utilitzant aquesta caracteritzacio.

! Problema 4.1

Demostreu que els grafs cicle C, son els grafs connexos 2-requlars.

Resolucio

L’afirmaci6 suposa dues implicacions per a un graf G:

e En primer lloc, si G és un cicle, aleshores és 2-regular connex.
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e En segon lloc, cal veure que si G és un graf connex d’ordre n 2-regular, aleshores
G és isomorf al cicle C),.

La primera de les implicacions és trivial.

Vegem com es pot provar la segona. En farem la demostracié per induccié sobre 'ordre
del graf. Per fixar la notacid, sigui G = (V, A), |V| = n, graf 2-regular. Vegem que és
C.,,. Veurem aqui un exemple més de demostracié per induccid, que farem molt detallat.

Pas 1 (base). Com és tipic en les demostracions inductives, demostrarem la implicacié
per a grafs connexos 2-regulars de 'ordre minim possible. Atés que hi ha vertexs
de grau 2, 'ordre ha de ser com a minim 3 ja que, en termes formals, tenim g(v) <
V| =1, don |V]| > g(v) +1 = 2+ 1 = 3. Sigui, doncs, n = 3. No resulta dificil
veure que 'inica estructura possible és C'3. També en podriem donar un argument
formal (realment innecessari en aquest cas). Considerem un vertex qualsevol, de grau
2, adjacent forcosament als altres dos restants. Si I’eliminem, el graf que ens queda
és de seqiiencia de graus 1,1, necessariament T5. Restituint el vertex eliminat, resulta
Pestructura. O bé, alternativament, passant al complementari, G¢ és seqiiencia de graus
0,0,0, i, per tant, G = N3, d’on G = (G°)¢ = N§ = K3 = Cs.

Pas 2 (inductiu). Suposem, doncs, que n > 4. Com a hipotesi d’induccid, suposem que
la propietat és certa per a grafs connexos 2-regulars d’ordre n’ < n, és a dir, que és
valida la implicacié

H graf connex 2-regular d’ordre n’ <n = H = Cj.

Considerem, doncs, el “nostre” graf G = (V, A) d’ordre n = |V| > 4. Atés que volem
estar en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccid, intentarem realitzar alguna operacié
destructiva que en disminueixi 'ordre, com per exemple eliminar algun vertex. Sigui
u € V un vertex qualsevol de G, de grau 2 com tots. Siguin v,w els dos vertexs als
quals u és adjacent, ambdés també de grau 2 (figura 4.1).

u

Figura 4.1

Eliminem el vertex u. Aix{i es crea un nou graf G’ = G —u, dordren’ = n—-1<n
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(figura 4.2).

u,

Figura 4.2
G/

Ara el problema és que no podem aplicar a G’ la hipotesi d’induccié, ja que la seqiiencia
de graus és 1,2,...,2,1 i, d’altra banda, es pot haver produit desconnexié. La manera de
restablir la 2-regularitat i la connexid, si s’havia perdut, és afegir una aresta a = vw, i
aix{ crear un nou graf G” = G’ + a, sense que augmenti l'ordre (figura 4.3).

b

u,

Figura 4.3
G/I

Ara G” és 2-tegular i hem reparat la possible desconnexid, ja que si un recorregut
en el graf original G utilitzava la concatenacié de vertexs v — u — w, ara la mateixa
connexié s’estableix alternativament en G” mitjangant I'aresta uv. Només queda un
problema perque es pugui aplicar la hipotesi d’induccié: que amb 'afegit de I'aresta
a = vw no hagim sortit del domini per al qual és valida la hipotesi d’induccio, el dels
grafs (simples, és a dir, sense arestes multiples ni bucles). Per tant, hem de justificar
que amb D’afegit de a no es crea una aresta doble, és a dir, que v, w no sén adjacents
en G. En efecte, si ho fossin, aleshores, atés que tots els graus sén 2, els vertexs u, v, w
formarien un cicle Cs i, atés que n > 4, quedarien vertexs fora no connectables per cap
recorregut a cap dels anteriors, contra la hipotesi de connexié.

Podem, doncs, aplicar la hipotesi d’induccié a G”, amb la qual cosa la seva estructura
resta completament aclarida: G” = C,_; (figura 4.4).

Figura 4.4
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Ara podem reconstruir el nostre graf, desfent les operacions constructives i destructives
anteriors, en ordre invers:

G=(G"—vw)+vu+wu=(Ch_1 —vw)+vu+wu="T, 1+ vu+wu=C,.

En primer lloc, reconstruim G’ (figura 4.5).

u,

Figura 4.5

G/

Finalment, reconstruim G (figura 4.6).

u/ >

Figura 4.6

Observeu que la propietat no és certa en el cas dels multigrafs.

En el cas no connex, cada component connex és, com a graf, un graf connex amb la
mateixa sequencia de graus, de manera que és connex 2-regular. S’aplica el que s’acaba
de provar i d’aquesta manera resulta que ’estructura de cada component d’ordre k és
isomorfa a un cicle Cf.

En resum, tenim a partir d’aqui una caracteritzacié dels grafs 2-regulars, que soén els
cicles (cas connex) o les reunions de cicles (cas no connex, on cada component connex
és isomorf a un cicle).

Apliquem el resultat de caracteritzacié de grafs 2-regulars a un exemple, el del problema
segilent.

!Problema 4.2 |

Assisteizen a una reunid n persones. Cadascuna coneir exactament dues persones de
la reunid (i se suposa que la coneizenca és mutua). Proveu que es poden asseure en

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



4 Connexitat i recorreguts 97

rotllanes a ’entorn d’una o més taules rodones de manera que cadasci sequi al costat
de les dues persones que coneit.

Resolucio
Es un problema de “reunions” tipic que es pot formular i resoldre per teoria de grafs.

Reinterpretem el problema o formulem-lo en termes de teoria de grafs, atés que sembla
relacionat amb la caracteritzacié dels grafs 2-regulars. Considerem el graf G = (V, A),
amb V format pel conjunt de les persones. Dos vertexs sén adjacents si i només si les
persones que representen es coneixen; d’aquesta manera es defineixen les arestes i el
conjunt d’arestes del grafs. Que cadasci conegui exactament dues persones és el mateix
que dir que tots els graus sén 2, és a dir, que és un graf 2-regular.

La conclusio a la qual s’ha d’arribar no és més que ’expressi6 de la caracteritzacio dels
grafs 2-regulars: si el graf és connex, aleshores és un cicle C), (una sola taula); si el
graf no és connex, aleshores és una reunié de cicles, i els assistents a la reunié es poden
distribuir en rotllana a ’entorn de dues taules o més, complint la condicié requerida.

)

Sembla dificil donar una justificacié formal de la possibilitat d’aquesta distribucié sense
la caracteritzacié dels 2-regulars.

Vegem un altre exemple d’aplicacié (és també un exemple de la técnica de passar al
complementari).

!Problema 4.3 |

Obteniu els grafs 5—regulars d’ordre 8.

Resolucié

Sigui G = (V, A) un graf d’aquestes caracteristiques. Considerem el complementari
H = G°, de sequencia de graus 2,2,2,2,2,22.2. Podem aplicar ara la caracteritzacid
dels 2-regulars.

Hem de distingir dos casos possibles, depenent de si H és connex o no.

e Si H és connex, aleshores és un cicle i, per tant, H = Cg. En conseqiiencia, és
G=(G°)°=H°=Cq§.

e Si H no és connex, aleshores és reunié de cicles; ateés que com, a minim, hi ha
d’haver 3 vertexs en un cicle, hi ha dues descomposicions possibles: H; = C3UC5
i Hy = C4 U Cy. Per tant, hi ha dos possibles grafs:

1. G1:ch:(C3UC5)C:C§+C§:N3+C5:N2+R6.
2. G2:H2C:(C4UC4)C:CZ+CC:(TQUT2)+(T2UT2)
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Per tant, hi ha, llevat d’isomorfisme, tres grafs 5—regulars de 8 vertexs. Resta finalment
la demostracié que els grafs anteriors pertanyen a classes d’isomorfia diferents, és a dir,
sén dos a dos no isomorfs, cosa que és trivial. De fet, I'estudi d’isomorfia es pot
fer equivalentment, i resulta més facil en aquest cas, no sobre G1, G2, G3, sind sobre
Hy, Hy, Hs. Ara bé, és trivial que Cg, C3 U C5,Cy U C4 s6n dos a dos no isomorfs.

4.3 Caracteritzacio dels trajectes

! Problema 4.4

Demostreu que els grafs connexos amb seqiiencia de graus 1,2,---,2,1
~—
(n—2)

son els grafs trajecte.

Resolucio

En primer lloc, si tenim G = (V, A) graf d’ordre n = |V/|, pot succeir que n = 2 i que
de fet no hi hagi cap vertex de grau 2. En aquest cas, la seqiiencia seria 1,1, que també
considerem valida. La idea és, doncs, que hi ha exactament dos vertexs de grau 11 la
resta, si n’hi ha, de grau 2.

Hem de provar que sén equivalents, per a un graf G = (V, A) connex d’ordre n:

1. La seqiiéncia de graus de G és 1,2, ..., 2, 1.

2. G =T, (isomorf).

Observem que la implicacié (2) = (1) és de justificacié trivial. El que no és obvi és
1) = (2).
Demostrem ara (1) = (2). Ho farem per induccié sobre n, 'ordre del graf. Aquesta

és una bona idea quan no sabem com demostrar una propietat determinada, que es
formula en termes de n, I’ordre del graf.

Com sempre, considerem dos passos:

Pas 1 (base). En aquest primer pas demostrarem la propietat per al valor de n més
petit per al qual tingui sentit la propietat, que en aquest cas és n = 2. Aix0 significa
que la seqiiencia és 1,1 i, per tant, trivialment, G = T5.

Pas 2 (inductiu). Suposem, doncs, que n > 3, és a dir, que hi ha algun vertex de grau
2. Hipotesi d’induccio: Suposem per hipotesi d’induccié que la implicacié que volem
demostrar és certa per a grafs connexos amb sequencia de graus 1,2, ... , 2,1 i d’ordre
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n’ < n. Més concretament: “si un graf connex d’ordre n’ < m té seqiiéncia de graus
1,2, ... ,2,1, aleshores és T,/ (isomorf).

Considerem, doncs, el nostre graf GG, connex, d’ordre n > 2, amb seqiéncia de graus
1,2,...,2,1. Per tal d’aplicar la hipotesi d’induccié, cal derivar de G algun o alguns
grafs d’ordre estrictament inferior que siguin connexos i amb la mateixa seqiiencia de
graus. Per a aixo efectuarem una operacié destructiva, que consistira a eliminar vertexs
amb la cura suficient perque estiguem en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccié i
posteriorment reconstruir el nostre graf, pero ara ja amb I'estructura aclarida.

Hi ha diverses maneres possibles de fer-ho. Tot i que logicament amb una n’hi ha prou,
n’exposarem més d’una, a benefici del lector.

Meétode 1: Eliminem un verter de grauw 1. Sigui w; un dels vertexs de grau 1. La
seva eliminacié no produeix desconnexié, de manera que G; = G — wy continua essent
connex i és d’ordre n’ = n—1 < n. Per tal de poder aplicar la hipotesi d’induccié a G,
ens cal garantir que és de seqiiéncia de graus 1,2, ... ,2,1. En efecte, si w; és adjacent
a vy, aleshores v; no pot ser de grau 1 en G ja que, si ho fos, formarien un component
connex 715 i, ates que n > 3, el graf G original seria no connex. Per tant, v; és de grau
2 en G i, en conseqiiéncia, de grau 1 en G1; d’altra banda, pel que fa a la resta de
vertexs de G, hereten el grau que tenien en GG, de manera que la seqiiéncia de graus
de G és 12...21. Li podem aplicar la hipotesi d’induccié i aleshores la seva estructura
queda desvellada: és Gi = T,s, amb v; com un dels extrems. Ara bé, reconstruim G
restablint el vertex wy i 'aresta wqv i aixi resulta G = G + vywy = 1T,,.

Meétode 2: Eliminem els dos vértexs de grau 1.
Siguin wy, wo els dos vertexs de grau 1, respectivament adjacents als vertexs vy, vs.

Per connexid, els dos vertexs de grau 1 no sén adjacents, ja que n > 3. Sin = 3,
aleshores els dos vertexs de grau 1 sén adjacents a un vertex comu de grau 2 i, en
aquest cas, és G = T5. Suposem, doncs, que n > 4. Aleshores ja no és possible que
els vertexs de grau 1 siguin adjacents a un mateix vertex de grau 2, és a dir, ha de
ser v; # w9, ja que en cas contrari es formaria un component connex 73 i restarien
vertexs fora, amb la qual cosa no hi hauria connexié. Eliminem ara els vertexs de grau
1. Aleshores el graf G; resultant continua essent connex i amb els vertexs vy, ve que
han passat a ser de grau 1 i, en conseqiiencia, la seqiiéncia de graus de G és 1,2,...,2,1.
A més, l'ordre de G1 és n’ = n — 2 < nili és aplicable la hipotesi d’induccid, per tot
el que hem dit. D’aquesta manera, la seva estructura queda immediatament aclarida.
Es G1 =T,_5. Ara reconstruim el graf G = T,,.

Meétode 3: Eliminem un vértex de grau 2.
Cal estudiar separadament el cas n = 3 i després suposar que n > 4:

Sigui wg un vertex qualsevol de grau 2, adjacent als vertexs v1,vs. No és possible que
v1, V2 siguin ambdds de grau 1 ja que, si fos aixi, tindriem un component connex 75 i
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restarien vertexs, amb la qual cosa G no seria connex. Per tant, un dels dos és de grau
2. Hi ha dos casos per considerar:

Cas 1. El vertex vy és de grau 11 el vg és de grau 2 (i analogament si fos a U'inrevés).
Eliminem wy i creem el graf G; = G —wy = N1 U Hy, amb Ny format per v;. Aleshores
Hy és connex, d’ordre n’ = n — 2 < n i amb seqiiencia de graus 12...21, ja que els
vertexs diferents de vo hereten el grau que tenien i vy, abans de grau 2 excepte un, de
grau 1, ara és de grau 1 en (G, i també en H;. Podem aplicar la hipotesi d’induccié
a Hi, que sera, per tant, un 7;,_5. Ara només resta, amb aquesta part de l'estructura
aclarida, reconstruir el graf original, amb la qual cosa queda finalment G = T,,.

Cas 2. Els vertexs vy, vg sén de grau 2. Eliminem el vertex wy; el graf resultant és format
per dos components connexos G = H; U Hy, amb vy € V(H;), vo € V(H3), de grau 1.
D’altra banda, si els vertexs de grau 1 en G sén wy, we, s’han d’haver repartit cadascun
a cada un dels components connexos, ja que en cas contrari els components connexos
Hi, Hy tindrien nombres senars, 1 i 3, de vertexs de grau senar 1, cosa impossible
en un graf. Per tant, els components connexos tenen graus 1,2,...,2,1 i, per hipotesi
d’induccid, sén trajectes, de manera que Hy = T,,,, Hy = T},,. Reconstruint el graf
original G, resulta G = T,,.

Que passa si no és connex? En aquest cas, el graf sera reunié de components connexos.
Ara bé, cada component connex és, per si mateix, un graf i en satisfa les propietats
generals. En particular, cada component ha de tenir un nombre parell de vertexs de grau
senar; per aquest motiu, els dos vertexs de grau 1 no es poden distribuir en components
connexos diferents, siné que han de pertanyer al mateix component connex. Per tant,
tindrem un component connex amb la seqiiéncia que el caracteritza com a trajecte i la
resta de vertexs de grau 2, que es distribueixen en diversos components connexs, reunié
de cicles per la caracteritzacié de grafs 2-regulars, que hem vist anteriorment en un
problema de caracteritzacio, a la secci6 4.2.

p
TnU(CiyU---UGC:,), m+> ij=nm>2
j=1

Com a exemples d’aplicacié6 immediata, vegeu els segiients:

— FEstudieu els grafs de seqiiéncia de graus 1,2,2,1. Els dos vertexs de grau 1 han
d’estar en un mateix component connex, ja que en un graf el nombre de vertexs de
grau senar ha de ser parell. Amb la resta de vertexs no n’hi ha prou per formar un
segon component connex, ja que sén de grau 2. Per tant, el graf és connex i, per la
caracteritzacié, és el trajecte d’ordre 4, Ty

— FEstudieu els grafs amb sequéncia de graus 1,2,2,2,2,2,1. En primer lloc, si el graf
és connex, és isomorf a T7. Si és no connex, aleshores els vertexs de grau 1 han
d’estar en un mateix component connex, que tindra, per tant, la seqiiéncia de graus
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1,2,---,2,1 (eventualment amb cap vertex de grau 2), i, per la caracteritzacié dels
connexos amb aquest tipus de seqiiencies, és un trajecte. La resta de vertexs, de grau
2, es repartira en un o més components connexos, de 3 vertexs com a minim, i sobre
cada un d’aquests actuara la caracteritzacié que hem vist anteriorment dels 2-regulars,
de manera que restara un cicle o una reunié de cicles. Resumint, i com a resultat
d’aquestes argumentacions, la solucié és T, To U Cs, T3 U Cy, Ty U Cl.

Observeu que l’argumentacié de la caracteritzacié no depen de la caracteritzacié dels
2-regulars. Ara bé, si es dona per coneguda, aleshores la podem utilitzar per a una
argumentacié alternativa, com es veu tot seguit.

Com provar la implicacié anterior (2) = (1) en el cas connex a partir de la caracterit-
zacio dels cicles com a connexos 2-requlars?

Sigui G un graf connex d’ordre n amb seqiiencia de graus 1,2, ... , 2,1. Vegem que
G = T,. En primer lloc, considerem el cas n = 2, cas en el qual, de fet, la seqiiéncia
és 1,1, d’on directament s’infereix que G = T5. Suposem, doncs, que n > 3. Siguin u, v
els vertexs de grau 1; aquests vertexs no sén adjacents, ja que si ho fossin no hi hauria
connexi6. Considerem el graf G resultat d’afegir I’aresta uwv a G, és a dir, G; = G+uw,
cosa que podem fer sense crear cap aresta doble. D’aquesta manera, el graf auxiliar Gy
continua essent connex obviament i és 2-regular. Aplicant el teorema de caracteritzacid
de connexos 2-regulars, resulta ser un cicle Gy = C),. Si ara restablim el graf original
eliminant I’aresta uv, resulta un trajecte: G = Gy —uv = Cp, —uwv =T,,.

També es podria provar la caracteritzacio dels cicles com els connexos 2-regqulars a par-
tir de la caracteritzacio dels trajectes. La idea és: donat un graf connex amb seqiiéncia
de graus 2, ... , 2, n’eliminem una aresta qualsevol. No es pot produir desconnexié:
en efecte, els vertexs extrems de ’aresta quedarien amb grau 1 i la resta, amb grau 2.
Si es formessin dos components connexos o més, els dos vertexs de grau 1 haurien de
pertanyer al mateix component, perque un graf no pot tenir un nombre senar de vertexs
de grau senar; restablint ’aresta es restaura el graf original, amb la qual cosa no podien
haver quedat vertexs fora d’aquest component. Justificat aixo, el graf que resulta de
I’eliminacié de I'aresta és connex amb seqiiencia 1,2,...,2,1. Per la caracteritzacid, és un
trajecte. A partir d’aquest trajecte, afegint 'aresta eliminada inicialment, es restaura
el graf, que és, per tant, un cicle.

4.4 Passeu al complementari

Com ja s’ha vist anteriorment (i també es veura més endavant), en ocasions tenim
problemes que es poden resoldre si passem al graf complementari. Per exemple, pot
donar-se que en el complementari el problema derivat el tinguem ja resolt o sapiguem
com resoldre’l.
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Vegeu un exemple en que justament fem servir la caracteritzacié dels grafs connexos
2-regulars, utilitzant, doncs, que aquest problema el tenim resolt.

En general, és un “bon consell” provar amb el pas al complementari en problemes de
seqiiencies de graus, tot i que naturalment és possible que no se’n pugui treure cap
conclusié de valor.

!Problema 4.5 |

Obteniu els grafs de sequéncia de graus 6,5,5,5,5,5,5,6 amb la condicid que les de grau
6 no siguin adjacents.

Resolucio

No sabem si existeix cap graf amb aquestes caracteristiques. D’entrada, la seqiiéncia
de graus passa amb exit el primer test de contenir un nombre parell de vertexs de grau
senar (per tant, podria existir un graf amb aquestes caracteristiques). Suposem que
n’existeix algun i o bé arribem a una contradiccié (i a la conclusié que no n’existeixen)
o bé arribem a esbrinar-ne I’estructura i a obtenir-los tots, llevat d’isomorfisme.

Sigui G = (V,A) un graf amb seqiiéncia de graus donada, és a dir, amb seqiiéncia
6,5,5,5,5,5,5,6. Ateés que se suposa que els vertexs de grau 6 no sén adjacents, han
de ser adjacents a tots el vertexs de grau 5. Podem fer una operacié destructiva i
considerar H el graf que resulta de suprimir els dos vertexs de grau 6. Aleshores, la
seqiiencia de graus de H és 3,3,3,3,3,3, que tampoc no sembla d’estudi immediat, ja
que no hi ha cap grau destacat.

Alternativament, el que farem és passar al graf complementari i considerar,doncs, F' =
H¢, que sera de seqiiencia de graus 2,2,2,2,2,2. Aleshores, només hi ha dues possibilitats,
segons si F' és connex o no:

o F' és connex. Essent 2-regular, per la caracteritzacié que n’hem vist (4.2), és un
cicle, és a dir, F' = Cg. Per tant, H = F*° = C§.
Ara que ja tenim aclarida lestructura de H, cal restaurar o reconstruir el graf

original i tenim, per tant, G = Na + C§.

e I és no connnexr. En aquest cas, per la caracteritzacié dels 2-regulars, és reunio
de cicles. Ara bé, en el cas de 6 vertexs només es poden formar 2 cicles, que sén
triangles, de manera que resulta: H = F° = (C3 U C3)¢ = C§ + C§ = N3 + N3 =
K3 3. Reconstruint el graf original tenim: G' = Ny + K3 3.

Resta per veure que sén no isomorfs, cosa que deixem per al lector.

Meétode 2. Estudiem ara el problema directament, passant al complementari la seqiién-
cia completa. Aleshores, si existis algun graf () d’aquestes caracteristiques, n’hi hauria
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d’haver algun a la seqiiéncia 1,2,2,2,2,2,2.1, amb la propietat que els dos vertexs de
grau 1 siguin adjacents (ho han de ser en el complementari, ja que no ho sén en el
graf).

Aixo dltim només pot passar si els vertexs de grau 1 formen un component connex T5.
La resta estara format per vertexs de grau 2, i poden formar un component o dos. Per
la caracteritzacié dels cicles en resulten dues possibilitats.

Per tant, Q1 = T2 U Cs, Q2 = To U (C5 U C3) =T U C3 U (5. La resposta al problema
és Qf, Q5.
Amb aquest exemple hem pretes illustrar diverses idees, tot i que la primaria ha estat la

idea de passar al graf complementari i convertir aixi el problema en un de practicament
resolt.

En més d’una ocasié se’ns demana provar resultats o estudiar un graf amb un nombre
elevat d’arestes o amb una sequiencia de graus molt alts respecte de l'ordre del graf.
En aquestes situacions pot ser dificil fer I’estudi corresponent o arribar a conclusions,
atesa la complicacié combinatoria de 'objecte. En aquest cas, pot ser recomanable
(sense que sigui cap garantia d’arribar al final) considerar el graf complementari, ja que
aleshores previsiblement tindrem “poques” arestes i les sequiéncies de graus seran de
graus “petits”.

Vegem, com a exemple, la resolucié del problema anterior en tota la seva generalitat,
sense la restriccié sobre les adjacencies dels vertexs de grau 6.

! Problema 4.6

Obteniu els grafs de seqiiencia de graus 6,5,5,5,5,5,5,6.

Resolucio

En primer lloc, abans hem vist una resolucié, per al cas d’una hipotesi més forta.
Sigui G = (V, A) un graf amb seqiiéncia de graus donada, és a dir, amb seqiiéncia
6,5,5,5,5,5,5,6. Sigui H = G° el graf complementari, que ha de ser de seqiiencia de
graus 1,2,2,2,2.2.2.1. L’estudi sembla ara més abordable, ja que el graf té menys arestes
i els graus s6n molt baixos.

Fem, en primer lloc, una distincié depenent de si H és o no connex.

Si H és connex, aleshores, per la caracteritzacié dels grafs trajecte, és H = Ty i, per
tant, G = H® = Tg.

El cas H no connex és més complicat. En aquest cas, H és reunié de components
connexos. Ates que hi ha dos vertexs de grau 1, senar, i tot graf té un nombre parell de
vertexs de grau senar, els vertexs de grau 1 han de pertanyer a un mateix component
connex ja que, en cas contrari, dos components connnexos, que sén grafs, tindrien un
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nombre senar de vertexs de grau senar, un cada un.

Hi ha diverses agrupacions possibles, corresponents a l’estructura de components conne-
x0s. Analitzem a continuacié els casos que es poden produir.

e Suposem que existeix un component connex @1 format pels vertexs de grau 1, de
seqiiencia 1,1. Per connexid, Ko = T5 i resten 6 vertexs de grau 2, que es poden
distribuir tots en un sol component connex, que serad aleshores ()2 = Cg, 0 bé
en més d’un component connex. Ara bé, en aquest ultim cas, donat que un graf
amb un vertex de grau 2 ha de tenir un minim de 3 vertexs, I'inica repartici6
possible és 222 i 222 i, per tant, la resta és C3 U (3. Hi ha, doncs, dos possibles
grafs: Hy = To UCg i Hy = T5 U Cs U (3. Per tant, passant al complementari
per reobtenir 'original, resulta Gi = Hf = (T U Cs)¢ = T5 + C§ = No + C§ i
Gy = (TQUC,?,UC?))C:T§+C§+C§:NQ+N3+N3:K2’373.

e A partir d’ara podem anar afegint vertexs de grau 2 al component que conté
els dos vertexs de grau 1, que donaran lloc a grafs trajecte, fins al maxim que
permeti el fet que als altres components hi ha d’haver un minim de 3 vertexs,
dels vertexs restants de grau 2. Les possibilitats de distribucié sén, doncs, les
segiients, necessariament en dos components connexos:

1. Distribucié 121, 22222. Correspon a H = T3 U (5. Per tant, G = H¢ =
(Tg U 05)0 = Tgc + Cg = (T2 U Nl) + Cfs.

2. Distribucié 1221, 2222. Correspon a H = T, U C4. Aleshores, G = H¢ =
(T4 @] 04)0 = Tf + CZ =Ty + (TQ U TQ)

3. Distribucié 12221, 222. Correspon a H = T5 U ('3, d’on resulta G = H¢ =
(Ts U Cs)¢ =TS + C5 =TS + Ns.

Els complementaris sén T35 U C5, T, U C4,T5 U C5 i tenen estructures de cicles
diferents. No hi ha, per tant, cap parella isomorfa. En conseqiiéncia, els grafs
demanats sén tres, els anteriors.

4.5 Problemes addicionals

!Problema 4.7 |

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| = p > 2 i suposem que el grau de cada vértex
v € V satisfa g(v) > %(p —1). Proveu que G és un graf connex. Podem afirmar que
son connexos els grafs amb seqiiéncies de graus:
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Resolucio
Suposem que G no és connex i siguin, per tant, Gy,---,Gg, k > 2, els components
connexos de GG, amb conjunts de vertexs Vi, ---, Vi, respectivament, i sigui ¢; = |Vj|,

perat=1,--- k.
Evidentment, és ¢; +--- + q = p.

Considerem dos vertexs u,w que pertanyen a dos components connexos diferents. Su-
posem, per exemple, que u € G;, w € G}, i # j.

Aleshores, u pot ser adjacent com a maxim als ¢; — 1 vertexs restants al component
connex al qual pertany, i analogament per a w.

Per tant,

D’aqui obtindriem
1
p—-l=—F—+"—F—<g(u)+g(w)<g+q¢g —-2<p-2,
que és una conclusié absurda.

Pel que fa a la segona part, trivialment es veu com a aplicacié de la primera que els
grafs corresponents han de ser connexos.

!Problema 4.8 |

Caracteritzeu els grafs G = (V, A) d’ordre n > 4 que satisfan les condicions:

a) G és 2—connex,

b) la seqiiéncia de graus de G és: 3,3,---,3,n —1,
com els grafs roda R,.

Resolucio

Una observacié previa que cal fer és que ha d’ésser n > 4; aix0 es deriva de la seqiiéncia
de graus (ja que |V| > g(v) + 1,Vv) i és, d’altra banda, condicié inherent a la definicié
del graf roda R,.

Per provar la caracteritzacié que es demana cal veure dues coses:
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1. Que el graf roda R,, satisfa les condicions a i b,

2. Que si un graf G d’ordre n satisfa les condicions a i b, aleshores és isomorf al graf
roda R,.

Vegem-ne la primera part (la trivial).

La condicié b es compleix clarament. Pel que fa a la propietat a de 2—connexié, R, és
certament 2—connex, ja que l’eliminacié d’un vertex no pot produir cap increment en
el nombre de components connexos; aixo es pot comprovar directament estudiant per
separat qué passaria si eliminéssim el vertex de grau n — 1 o qualsevol dels altres, o bé
aplicant el teorema de Whitney de caracteritzacié de 2—connexos.

Vegem-ne la segona part.

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre n > 4 per al qual se satisfan les condicions a i b.
Vegem que aleshores és isomorf al graf roda R,. Sigui w € V tal que g(v) = n — 1.
Per la 2—connexid, el graf G’ = G — w continua essent connex. Ara bé, pel fet que

gw) =n—1=|V| -1, w és adjacent a la resta de vertexs del graf i, per tant, la
seqiiencia de graus de G' = G —w és 2,---,2. Resulta, doncs, que G' = G — w és:

e d’ordre > 3,

e connex,

e amb seqiiencia de graus: 2,---,2.

Per una caracteritzacié préviament coneguda (seccié 4.2) dels grafs cicle, coneixem
lestructura de G’ = G — w:

G’:G—wQCn_l.

Per tant, l'estructura de G sera

GENl—i-GIZNl—l-Cn_lERn.

!Problema 4.9 |

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| = p, amb dos components connexos que son grafs
complets. Proveu que es compleix

1
Al > 1(102 —2p).
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Resolucio
Meétode 1

Considerem els dos components connexos C1, Cy del graf amb, respectivament, x i p—x
vertexs. Per tant, tenim per hipotesi

Cl = Kl‘a CQ = Kp*xa

i, en conseqiiéncia, els nombres d’arestes sén, respectivament,

El nombre total d’arestes del graf G dependra de z, i sera la funcié

F@%_C>+<?—m)_$@—1X+@—mXp—m_U.

2 2 2 2

Calculem ara la distribucié de vertexs entre els dos components per a la qual s’assoleix
el valor minim possible per al nombre d’arestes. Si el minim s’assoleix a x(, aleshores
sera

|A| > F(x9).

Estudiem, doncs, F(z). De F(z) = 2 — pz + 3(p? — p) resulta F'(z) = 2z — n i,
per tant, el possible minim relatiu sera o = £ = k. Es efectivament minim ja que

F’(xz) =2 > 0. El valor minim corresponent és

k(k—1) (2k —k)(2k —k —1)
2 + 2

= kE-D=2C-1)=16" ).

Al > F(zo) = F(k) =

El minim d’arestes correspon a ’equidistribucié de vertexs als dos components; qual-
sevol altra configuracié incrementa el nombre d’arestes.

Meétode 2
Podem plantejar una via alternativa de resolucié.

Sigui G = (V, A), amb |V| = p. Considerem G = G U Gy, amb G1 = (V1, A1) = K,
Go = (‘/27142) = Kp—:z-
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Pel lema de les encaixades podem escriure

204 =) gw)+ Y gw) =z(@—1) +(p—2)(p —z 1)

veEW] vEVR

Es a dir,
1 2
Al =5@@ -+ p-2)p-2-1)= (-1 +{-2)p-2-1).
Ates que cal veure |A| > 1(p? — 2p), si considerem

H(z) =2(x(x - 1)+ (p—2)(p -z - 1)),

cal veure que H(z) > p? — 2p.

Ara bé, aix0 es redueix practicament a un simple calcul rutinari:

H() = 20— o+ (p—af — (p—2) = 427 — 4pz + 27 — 2
= (42 —4pz + p*) + (p* — 2p) = (2x — p)* + (p* — 2p) > p* — 2p,

ja que (2z — p)? > 0, per ser quadrat.

! Problema 4.10

Sigui G = (V, A) un graf d’ordre |V| = n. Proveu que si es compleizx

g(@)+g(y) >n—1, Ve,yeV, z#y,

aleshores €s connexz.

Resolucio
Podem resoldre el problema de més d’una manera.
Meétode 1

Suposem que el graf G = (V, A) és no connex. Siguin z,y € V pertanyents a components
connexos diferents, que podem suposar que sén, respectivament, G;, G, és a dir, x €
V(G;), y € V(Gj). Els graus dels vertexs en els components connexos sén els mateixos
que en el graf general. Ara bé, cada component connex és un graf i, per tant, el grau
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d’un vertex és limitat pel nombre de vertexs disponibles en el component. Per aixo
podem escriure

9(z) < V(G -1,  gly) < [V(Gy)| -1
La hipotesi sobre els graus suggereix que sumem
9(x) +9(y) < V(G)[+V(Gy)| —2<n—2,
i aixi s’arriba a
n—1<g(x)+g(y) <n-2,

que és absurd.

Meétode 2

Donats z,y € V arbitraris, cal veure que existeix algun recorregut = — y.
Hi ha dos casos possibles.

Cas 1. Els vertexs x,y son adjacents. Aleshores trivialment hi ha un cami que els
connecta.

Cas 2. Els vertexs x,y no son adjacents. Considerem la notaci segiient per al conjunt
de vertexs adjacents a un vertex donat z € V: N(z) = {t € V|t ~ z}. Observem que

9(2) = [N(2)].
Dey & N(z), x € N(y)iobviament z € N(z),y € N(y), resulta que z,y & N(x)UN (y)
i, per tant, havent-hi aquests dos elements exclosos, |N(z) U N(y)| <n — 2.

Si demostrem que |N(z) N N(y)| < 1 resoldrem el problema. Ara bé,

N
|
Do
\Y

IN(z) UN(y)| = [N(z)| + [N(y)| — |N(z) "N (y)|

= g(@)+9(y) —IN(z)NN(y)| =n—1—|N(z) N N(y)|
i, en conseqiiéncia,
IN(z)NN(y)| >n—1—-(n—2) =1

Amb aix0 provem que existeix un vertex w que és adjacent comu a x, y i, en conseqiien-
cia, existeix un recorregut, el x — w — y.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



110 Matematica discreta Problemes resolts

Observem que amb aquest metode 2 demostrem més del que ens demanen. Que de-
mostrem sobre el diametre del graf?

! Problema 4.11 |

Sigui G = (V, A) un graf amb |V| = n vértexs i m components connezos. Proveu que
es compleix

4] < 5(n—m)n —m +1)

Resolucio

Estem buscant una fita superior per al nombre d’arestes del graf. Si G = G1U- - -UG,, és
Pexpressié del graf com a reunié de components connexos, suposem que G; = (V;, 4;),
perai=1,---,m, isigui p; = |V;|. Es compleix, per una banda, p; + -+ + p;,, = n i,
per una altra, |[A(G)| = Y7, |A(Gi)|.

Es clar que dins de cada component connex el nombre maxim d’arestes és el que cor-
respon al graf complet construit amb els vertexs del component, de manera que, fixada
una distribucié dels n vertexs en els m components connexos, tenim

m

4@ =3 14G0] < Y14 =3 (75) = 5 Eomtoi— ).
=1 =1 =1

=1

Es tracta de veure quina és la distribucié de vertexs possible en m components que
pot produir un nombre maxim possible d’arestes, superior al d’altres configuracions, en
el cas més favorable per tal de tenir el maxim d’arestes, que és aquell per al qual els
components connexos sén grafs complets. La fita superior seria la de la desigualtat de
la férmula anterior.

Donada una configuracié H = K, U---U K, , vegem com afecta el nombre maxim
possible d’arestes la variacié d’algun p;. Evidentment, una disminucié de p; ha de
produir variacions d’alguns dels altres p;, ates que p; + -+ + py, = n.

Considerem una parella 4,7, amb i # j, i suposem p; > p;, G; = Kp,, Gj = K, i
considerem el graf G’, resultat de treure un vertex de Gj; i afegir-lo a G, és a dir:
G'=GU---UG 1UGU---G;U--- UG,

on cada component és un graf complet de lordre respectiu, amb p, = |[V(G})| =
V(G| +1ip; = |V(G)| = [V(Gy)| - 1.

Intuitivament s’ha eliminat un vertex de G i s’ha incrementat G; amb un vertex, i
sobre els conjunts de vertexs subjacents s’han construit els grafs complets.
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Es immediat comprovar que, ates que p; > pj, és

() )=6)-()

i, per tant,

Y - )2 A

r=j+1

Es clar, doncs, que amb aquesta operacié s’incrementa el maxim nombre possible d’a-
restes del graf. Es pot iterar, i després d’un nombre finit d’iteracions, s’arribara a la
configuracié que produeix el maxim nombre d’arestes amb m components i n vertex,
que és aquella en la qual tots els components sén grafs nuls, excepte I'altim, que és
complet:

m—1

Go=NiU -+ UN1UK,,_(;n_1)-
Aleshores,
A(GD)] = [A(Fo )| = 50— m+1)(n —m).
Per a qualsevol altre graf G és

A(G)] < |A(Go)] = g(n—m)(n—m +1)

! Problema 4.12 |

Descriviu, llevat d’isomorfisme, tots els grafs connexos d’ordre 5 amb tots els graus
parells.

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf amb les caracteristiques anteriors.
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En primer lloc, per connexié, g(v) > 0. En segon lloc, és valida la fita superior genérica
g(v) < |V| —1=41, per tant, g(v) < 4, per a tot v € V. En conseqiiéncia, els tinics
graus possibles sén 2 i 4.

En principi, doncs, les possibles seqiiéncies de graus sén:
Tipus A: 2,2,2,2,2.
Tipus B: 2,2,2,2.4.
Tipus C: 2,2,2,4.4.
Tipus D: 2,2,4,4.4.
Tipus E: 2,4,4,4,4.
Tipus F: 4,4,4,4.4.

Analitzem cada un dels tipus anteriors (des del punt de vista de l'isomorfisme). Exem-
plars corresponents a diferents tipus seran no isomorfs, ja que tindran seqiéncies de
graus diferents (i, com a conseqiiéncia, nombres d’arestes diferents).

En el tipus A, el graf és 2-regular. Tenint en compte la caracteritzacié dels grafs
connexos 2-regulars (4.2), és G = Cj (isomorf).

En el tipus B, sigui vy el vertex de grau 4, és a dir, g(vg) = 4, adjacent a la resta. Si
G = G — vy, és G = N1 + G’ (N7 correspon al vertex de grau 4). Ara bé, la seqiiencia
de graus de G’ és 1,1,1,1, d’on G’ = K3 U Ky. Per tant, G = N; + (K3 U K3) (figura
4.7).

Figura 4.7

També s’hauria pogut estudiar passant al complementari. Si H = G°, la seqiiéncia de
graus és 2,2,2,2.0, d’on H = C4 U N;. Per tant, G = H® = C§{ + N} = (K3 U K3) + Nj.

En el tipus C, podem passar al complementari, que tindra seqiiéncia de graus 2,2,2,0,0.
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Aleshores, G¢ = C3 U Ny, d’'on G = C§ + N5 = N3 + K.

Figura 4.8

També es pot estudiar el problema directament. En efecte, cada vertex de grau 4 és
adjacent a la resta, de manera que els vertexs de grau 2 sén adjacents als dos vertexs
de grau 4, amb la qual cosa queda completament aclarida l’estructura d’adjacencies.
Per tant, G = N3 + T (N3 correspon als vertexs de grau 2; T és el subgraf generat
pels vertexs de grau 4 en G).

Encara es pot plantejar la resolucié segons una tercera variant. Si u és un dels vertexs
de grau 4, i considerem G’ = G — u, aleshores G = N + G’. Ara estudiem ’estructura
de G’, que té seqiiencia de graus 1113. L’estructura corresponent és N3 + N; = K 3.
Per tant, G = Ny + K1 3 = N3 + 15, plenament coincident amb els resultats anteriors.

En el tipus D, considerem el complementari, de seqiiencia 2,2,0,0,0. No existeix cap
graf amb aquesta seqiiencia de graus.

En el tipus E, considerem el complementari, de seqiiencia 2,0,0,0,0. No existeix cap
graf que la tingui com a seqiiéncia.

En el tipus F, I'inica possibilitat és G = K.

! Problema 4.13

n—1

Sigui G un graf d’ordre n > 2 tal que g(v) > "5=, per a tot vérter v. Proveu que
D(G) <2 (diametre).

Resolucié

Considerem dos vertexs qualssevol u,v. Ateés que hem de provar que D(G) < 2, cal
veure que d(u,v) =1 o que d(u,v) = 2. Hi ha dues possibilitats:

Cas 1. Si u,v sén adjacents, aleshores d(u,v) = 1.

Cas 2. Suposem que u,v no sén adjacents. Vegem que d(u,v) = 2. Per a aixd només
cal provar que existeix un z € V tal que és adjacent a u,v, de manera que es crea un
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cami u — z — v de longitud 2. Hem de provar, equivalentment, que v ha de ser adjacent
a algun dels vertexs que sén adjacents a u.

Que passaria si v no fos adjacent a cap dels vertexs als quals és adjacent u? Essent

u adjacent a "Tfl o més vertexs, queda exclosa per a ser adjacent a v una quantitat
més gran o igual que "T_l + 1, ja que també n’hem d’excloure el vertex u. Per tant,

glv) <n—1- (”Tfl +1) = ”51 — 1 (observem que, amb caracter general, el grau ha

de ser menor o igual que n — 1). Aplicant aquest resultat i la hipotesi de I'enunciat a
g(v), arribem a una contradiccid:

n—1 n—1
5 =9v) =

_17

és a dir,

n—1 n—1

! Problema 4.14

Si G és no connex, proveu que el complementari G¢ és connex i de diametre menor o
igual que 2.

Resolucié

Sigui G = (V, A). Si és no connex, es pot expressar com a reunié de k > 2 components
connexos, és a dir, G =G U---UGy.

Siguin u,v dos vertexs qualssevol de G¢ (també de G, ja que els conjunts de veértexs
coincideixen). Es tracta de veure que existeix en G¢ un recorregut que els connecta. Es
més, si veiem que existeix un cami de longitud 1 o 2 haurem provat I'afirmacié sobre
el diametre.

Sén possibles dos casos:

1. Els vertexs u,v pertanyen a components connexos diferents de G, és a dir, u €
V(G;) iv € V(Gj), i # j. Aleshores no sén adjacents en G, és a dir, no existeix
en GG aresta uv. Pero aixo significa que l'aresta existeix en G, és a dir, que u, v
sén adjacents en el graf complementari G°.

2. Els vertexs u,v pertanyen al mateix component connex de GG, per exemple Gj;.
Ates que k > 2, existeix un altre component connex diferent, per exemple Gj.
Sigui z € V(Gj). Aleshores en G els vertexs u,v sén no adjacents a z, perque
estan en components connexos diferents. Pero aixo implica que ho sén en G¢, és
a dir, que existeixen en G° les arestes uz, vz. Per tant, en G¢ existeix el cami
u—2z—.
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! Problema 4.15

Sigui G un graf connex amb tots els vérters de grau igual o superior a 2. Proveu que
G conté algun cicle.

Resolucio

Utilitzem el fet que un graf connex admet sempre algun vertex que no és d’articulacio.
Aquest resultat es veu com a problema resolt al capitol 6. Sigui wy un vertex que no
és d’articulacidé. Per tant, G’ = G — wg és connex.

Essent gg(wp) > 2, existeix un minim de dos vertexs adjacents a wg en G. Siguin uy, ug
aquests vertexs, i siguin a1 = wou1, a2 = wous.

Essent ' connex, existeix en G’ un u; — ug cami C que és format per arestes que
)

també sén de G. Si reconstruim G' = G’ + wg + aq + aso, aleshores tenim en G el cami

C Uay Uas, que és un cicle. Per tant, el graf conté un cicle.

Observeu que un cop provat per a grafs connexos, la propietat es pot estendre a qual-
sevol graf, no necessariament connex. En efecte, en cada component connex d’un no
connex es continua complint la propietat sobre els graus i s’aplica el que s’ha vist a
cada component connex.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



Capitol 5

Problemes eulerians
1 hamiltonians

5.1 Objectius

En aquest capitol es presenten problemes lligats a un tipus especial de recorreguts en
un graf, recorreguts que tenen en compte si hi ha o no repeticié d’arestes (problemes
eulerians) o de vertexs (problemes hamiltonians). Al nivell que els tractarem, els pro-
blemes eulerians resulten sorprenentment simples. Menys simples sén els problemes
hamiltonians: donarem una série de metodes per estudiar el problema i, sobretot, per
justificar que un graf és no hamiltonia, si aquest és el cas.

5.2 Problemes eulerians

Un graf és euleria si i només si admet un circuit euleria. Un circuit euleria és un
recorregut tancat que conté totes les arestes sense repeticié. Hi ha una caracteritzacié
extraordinariament senzilla del caracter euleria d’un graf (0bviament connex). Un graf
connex és euleria si i només si tots els graus sén parells. Com es veu, donat un graf,
aquesta és una propietat de comprovacié immediata.

Podem donar, pero, una caracteritzaciéo més completa de I’eulerianitat d’un graf connex.
Considerem el teorema de caracteritzacié segiient de grafs eulerians.

Teorema 5.1 Per a un graf G connex, son equivalents

1. G és euleria.
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2. El grau de qualsevol vertex és parell.

3. El conjunt de les arestes es descompon en reunid de cicles arestodisjunts.

A continuaci6 es presenten problemes diversos.

! Problema 5.1

Donat un graf reqular que conté un nombre senar d’arestes i un nombre parell de vértexs,
demostreu que no pot contenir cap circuit eulerid.

Resolucié

Sigui G = (V, A) un graf regular de grau comu r, amb |V| = 2k. Pel lema de les
encaixades, es compleix:

214 =D g(v) => r=[V]r=2kr

veV veV

Aleshores |A| = kr. Ateés que |A| és senar, també ha de ser-ho r i, per tant, no es
compleix la propietat de caracteritzacié dels grafs eulerians (un graf és euleria si i
només si el grau de cada vertex és parell) i, en conseqliencia, no existeix cap circuit
euleria.

!Problema 5.2 |

Sigui G un graf connex que conté només vérters de grau parell. Demostreu que G no
pot contenir cap aresta-pont.

Resolucié
Meétode A

Suposem que G = (V, A) és connex i sigui a = {v, w} una aresta—pont. Considereu el
graf auxiliar G; = (V3,41), amb V; =V i 4) = A\{a}, és a dir, el graf que s’obté a
partir de G eliminant laresta a = {v, w}.

Si al graf G tenfem gg(v) = 2k > 2 1 gg(w) = 2k’ > 2, al nou graf G; tindrem

9a,(v) =2k — 1,
9G, (w) = 2k' — 1.

La resta de graus no ha variat.
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Essent a = {u,w} una aresta—pont, ha de ser G; ha de ser un graf no connex; sigui
C' el component connex que conté el vertex v (per exemple). Aleshores C' és un graf
(subgraf de G) tal que, si u € V(C):

g(u) = 2k"parell, Vu # v, 1iés
g(v) =2k —1 senar,

i s’arribara a la contradiccié que al graf C' existeix un nombre senar de vértexs de grau
senar, cosa que és impossible en virtut del lema de les encaixades.

Meétode B

Pel teorema de caracteritzacié de grafs eulerians, G és euleria; en conseqiiencia, per una
ben coneguda caracteritzacio dels grafs eulerians, segons la qual el conjunt de les arestes
és reuni6 de cicles arestodisjunts (vegeu el teorema de caracteritzacié que s’ha recordat
al principi del capitol), tota aresta esta en algun cicle i, per tant, la seva eliminacié no
pot produir desconnexi6 del graf. Per tant, cap aresta és aresta-pont.

! Problema 5.3

Proveu que, si un graf té tots els vertexs de grau 2, aleshores existeix un cicle.

Resolucio
Son possibles diverses alternatives per a la resolucid.

Meétode 1. Si tenim demostrada la caracteritzacié dels grafs 2-regulars com a reunié de
cicles, hem acabat. El lector en pot veure la demostracié a la seccié 4.2.

Meétode 2. Podem utilitzar la teoria de grafs eulerians. En efecte, cada component
connex és un graf euleria perque tots els vertexs sén de grau parell. En un component
connex qualssevol les arestes es distribueixen en reunié de cicles arestodisjunts, amb la
qual cosa queda provada ’afirmacio.

Meétode 8. Podem aplicar la teoria d’arbres. A cada component connex del graf els
vertexs continuen essent de grau 2. Per tant, hi ha un minim de 2 vertexs i, en canvi,
no hi ha cap vertex de grau 1. En conseqiiéncia, un component connex qualsevol no és
arbre, ja que tot arbre amb un minim de 2 vertexs té un minim de vertexs de grau 1 i,
per tant, conté cicles.

A Texemple segiient es planteja essencialment un problema de modelitzacid. En efecte,
es formula un model del problema en termes de teoria de grafs i es reformula la pregunta
en termes de grafs eulerians (o hamiltonians).
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!Problema 5.4 |

Considerem un joc de domino format per les fitres que contenen puntuacions que van
de blanc-blanc a sis-sis.

Es planteja el problema de saber si es pot trobar una disposicio de les fitxes, de manera
que se situin sobre un cercle tancat i amb la condicio que dues fitxes estan en contacte
amb la mateiza puntuacié (coincideizen una puntuacid de la primera amb una de la
segona), com per exemple:

...23|36/65|5330...

Ezxisteix solucid al problema?

Resolucio

Observeu que de la propia situacié resulta que no es poden repetir fitxes, que no estan
repetides en el joc.

Observeu també que la condicié circular és equivalent a una distribucié en seqiiéncia
lineal, de manera que els extrems tinguin puntuacions coincidents.

Aquest és un exemple de formulacié d’un problema en termes de teoria de grafs i, més
encara, en termes de grafs eulerians o hamiltonians.

Formulem el problema en termes de teoria de grafs. Per a aix0 cal buscar un model
adequat en termes de teoria de grafs que permeti de plantejar-lo i resoldre’l.

El lector pot intentar formular una versié hamiltoniana del problema.
Versio euleriana

El model que considerem és el segiient. Cada puntuacié possible (de 0 a 6) es representa
per un vertex del nou graf H = (V, A), de manera que V = {0, 1,2, 3,4,5,6}. Les arestes
son les fitxes. Donat que hi ha una fitxa doble per a tota puntuacid, resulta que per a
cada vertex hi ha un llag. Ara bé, atés que les dobles no representen cap problema, ja
que sempre poden intercalar-se, podem considerar el graf H’, resultat d’eliminar tots
els llagos (i aixi H' és un graf). Atés que existeix per a cada parella de puntuacions la
fitxa corresponent, no repetida, H' = K7.

El problema és construir un recorregut tancat, sense repeticié d’arestes (aqui forcada-
ment, perque son les fitxes) de manera que contingui totes les arestes.

El que es demana és precisament un circuit euleria (tancat); existeix solucié si H' és
euleria. Ara bé, es compleixen les condicions del teorema que en caracteritza l’existeéncia,
ja que g(v), Vv € V és parell (g(v) = 6, per a tot v en H').

Per tant, el problema admet solucio.
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5.3 Problemes hamiltonians

Descrivim en aquesta seccié una série de metodes per abordar I'estudi del caracter
hamiltonia d’un graf.

5.3.1 Quin és el problema?

Suposem que tenim un graf G = (V, A) connex.

Un cicle hamiltonia és un cami tancat que passa per tots els vertexs del graf sense
repeticié. Un graf connex que admet algun cicle hamiltonia és un graf hamiltonia.

El graf del dodecaedre és hamiltonia. Els grafs de la figura 5.1 mostren 'existéncia de
diversos cicles hamiltonians en el graf del dodecaedre (arestes de trag gruixut).

Figura 5.1

El problema més tipic és esbrinar si un graf connex donat és o no hamiltonia. En
aquest cas, o bé es troba algun cicle hamiltonia, cas en el qual es conclou que el graf és
hamiltonia, o bé es prova que no n’hi pot haver cap, i en aquest cas es conclou que no
és hamiltonia.

Malgrat les similituds en la formulacid, els problemes de grafs hamiltonians no tenen

res a veure amb els seus homolegs eulerians. No disposem de cap criteri similar o
d’aplicacié igual de senzilla que permeti decidir si un graf és hamiltonia o no ho és.

5.3.2 La condicio suficient sobre la suma de graus de vertexs no ad-
jacents

Hi ha alguns resultats generals que garanteixen el caracter de hamiltonia d’un graf,
pero solen ser d’aplicacié molt limitada en casos practics com els que podem haver de
tractar, i tampoc no es plantegen en termes d’equivalencia, tot i que sén d’indiscutible
interes teoric. Un dels més coneguts és el resultat que s’enuncia a continuacié.
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Teorema 5.2 Sigui G = (V, A) un graf d’ordre n = |V| > 3. Suposem que g(u) +
g(v) > n per a cada parella de vértexs u,v no adjacents. Aleshores G és hamiltonia.

Vegem un exemple d’ts del teorema anterior.

!Problema 5.5 |

Demostreu que si G és un graf d’ordre n i de mida |A| > (";1) + 2, aleshores G és
hamiltonia.
Resolucioé

Aquest és un problema en qué podem intentar veure que, per a vertexs u, v no adjacents,
tenim g(u) + g(v) > n, cas en el qual podem deduir que G és hamiltonia.

Vegem, doncs,
upv=g(u) +g(v) = n.

Fixem, doncs, els vertexs u, v, no adjacents.

Considerem el graf resultant d’eliminar els vertexs anteriors, és a dir, G’ = G\{u,v}.
Vegem quants vertexs i quantes arestes té aquest graf auxiliar. Pel que fa als vertexs,
|[V(G")| = n —2. Pel fa a les arestes, en eliminar u, eliminem g(u) arestes. En eliminar
v, n’eliminem g(v). D’entre aquestes, no n’hi ha cap de compartida, ja que no sén
adjacents, de manera que no n’hem eliminat cap de comuna. Per tant, el nombre total

d’eliminades és g(v) + g(u). Aixi, |A(G")| = |A(G)| — g(u) — g(v).
Ara bé, tenim la fitacié general |A(G")| < ('V(QGI)‘), que podem aplicar:

(n 2 2) - (W(zG /)|) = [A@)] = |A(G)] - g(u) = g(v)

També apliquem la hipotesi de I’enunciat:

(";2) > |A(G)] - g(u) — g(v) = (";1) +2—g(u) — g(v),

d’on

sw+aw= (") - (") +2=n

En aplicacié del resultat teoric anterior podem formular una altra condicié suficient per
a la hamiltoneitat, corollari de ’anterior.
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Teorema 5.3 Sigui G = (V, A) un graf d’ordre n = |V|. Si per a cada vértex v es

compleir g(v) > %, aleshores G és hamiltonid.

Cal dir que aquests resultats sén d’aplicabilitat practica molt limitada , ja que la
condicié sobre la suma de graus no es compleix la majoria de les vegades en que hem
d’estudiar si un graf és hamiltonia.

Atesa ’aplicabilitat escassa dels resultats anteriors, donarem alguns criteris que es po-
den seguir, principalment amb la idea d’arribar a un resultat negatiu, és a dir, de no
hamiltoneitat per part d’un graf. Donarem condicions necessaries senzilles de hamilto-
neitat; si no es compleixen, es podra afirmar que el graf en qiiestié no és hamiltonia.

5.3.3 “Bons consells”

Donem en aquesta seccié una colleccié de metodes que permeten abordar la pregunta
de si un graf és hamiltonia o no.

5.3.3.1 “Estructura circular” d’un graf hamiltonia

La idea essencial és que si un graf G = (V, A) d’ordre n = |V/| és hamiltonia, aleshores
admet un cicle hamiltonia C' i aixo significa que tots els vertexs estan distribuits sobre
un cicle, naturalment d’ordre n, i, a més, hi poden haver altres arestes, com es mostra
a la figura 5.2. Observem que aleshores V(C') = V(G), ateés que tots els vertexs del graf
han d’estar sobre el cicle. En general, si tenim un n—cicle, aquest conté exactament n
arestes, de manera que |A(C)| = n en un graf hamiltonia d’ordre n, amb cicle hamiltonia

C.

Figura 5.2

A la figura 5.3 es concreta la idea anterior de distribucié ciclica en el cas d’un graf
hamiltonia concret, el corresponent a ’octaedre. A la subfigura de ’esquerra tenim un
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cicle hamiltonia: 1,2,3,4,5,6,1. A la dreta veiem la corresponent “presentacié circular”
del graf, amb els vertexs en la seqiliencia donada pel cicle hamiltonia. Observeu com hi
ha altres arestes, a més de les del cicle exterior.

Figura 5.3

D’aquesta manera de veure un graf hamiltonia deriva la majoria de metodes per estudiar
st un graf ho és o no. Aquests metodes son conseqiiencia de l'estructura circular en el
cas hamiltonia.

Hi ha algunes idees que es poden utilitzar per decidir, donat un graf concret, si és
hamiltonia o no.

En aquesta exposicié utilitzarem el graf de la figura 5.4, al qual anirem aplicant diversos
metodes d’analisi. Nogensmenys, aquest és un cas especial, ja que a no tots els grafs els
sén aplicables tots els metodes possibles. L’aplicacié d’alguns metodes en alguns casos
sera concloent, des del punt de vista de poder afirmar la no-hamiltoneitat; en d’altres
no sera util ’aplicacié del metode que sigui. Molts dels criteris sén de tipus negatiu.

Figura 5.4

5.3.3.2 Test 1: és 2—connex?

La primera cosa que ha de passar perque un graf pugui ser hamiltonia és, per descomp-
tat, que sigui connex. De manera que el primer test que ha de superar és el de la
connexio, que donem per obvi. Per tant, la pregunta sobre el caracter hamiltonia
només s’aplica als grafs connexos.

En relacié amb la connectivitat, de fet s’ha de complir una propietat més forta, la
2—connexid, és a dir: si G és hamiltonia, és 2—connex. En conseqiiéncia, si un graf és
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no 2—connex, aleshores és no hamiltonia.

La radé d’aixo és novament I'estructura ciclica d’un graf hamiltonia. En un graf amb
aquesta propietat tots els vertexs estan situats en un cicle, i és ben sabut que elimi-
nant un vertex d’un cicle mai es produeix desconnexié. Aleshores, si el graf no és
2—connex, essent connex, aixo significa que es pot produir desconnexié eliminant un
vertex adequat, cosa que no pot océrrer en un cicle.

Per tant, el test és:

Test: G no 2—connex =—> G no hamiltonia.

Equivalentment, un graf hamiltonia no té vertexs d’articulacio:
Test: G té vertexs d’articulaci6 = G no hamiltonia.

Si un graf no passa aquest test, queda descartat automaticament com a possible graf
hamiltonia.

En el cas del graf de la figura 5.4, no podem afirmar res, des del punt de vista d’aquest
test, sobre si el graf és hamiltonia o no, ja que és 2—connex. En canvi, si considerem
els grafs de la figura 5.5, aleshores, ates que no sén 2—connexos, podem afirmar que no
son hamiltonians.

Figura 5.5

5.3.4 Cada vertex contribueix amb 2 arestes...

Suposem que el graf G = (V, A) és hamiltonia, i sigui C' un cicle hamiltonia. Aquest
cicle conté tots els vertexs i cada vertex del graf aporta al cicle C' exactament 2 arestes,
de manera que de forma més precisa podem escriure, si considerem C com a graf, que
gc(v) = 2. Un cop “aportades” dues arestes, les altres arestes incidents que pugui tenir
el vértex ja no poden ser del cicle C' (per descomptat, en podrien ser d’un altre) i, per
tant, s’han de descartar (per a C).

En un graf en el qual busquem obtenir algun cicle hamiltonia, una propietat que es
pot utilitzar és que, com a consequencia dels arguments anteriors i de l’estructura
circular, les arestes d’un vertex de grau 2 han de ser necessariament incloses en tot
cicle hamiltonia, cosa que ens pot proporcionar les primeres peces per a una construccié
progressiva d’un cicle, si n’hi ha, ja que aixi obtenim arestes que, si hi ha algun cicle
hamiltonia, hi han de ser incloses forcosament.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



126 Matematica discreta Problemes resolts

La inclusié obligada de les arestes de vértexs de grau 2 també pot ser ttil quan es
tracta de veure que no hi ha cicles hamiltonians. Se suposa que n’existeix algun, que
ha d’incloure necessariament les arestes incidents a vertexs de grau 2 i s’intenta arribar
a alguna contradiccié.

Vegem-ne un exemple d’aplicacié.

Estudieu si és o no hamiltonia el graf de la figura 5.6, amb les arestes etiquetades per
a referéncia.

Figura 5.6

Suposem que el graf sigui hamiltonia. Sigui C' un cicle hamiltonia. Aleshores aquest
cicle ha de contenir les arestes incidents als vertexs de grau 2. Per tant, hi han de
ser incloses necessariament les arestes 1,2,3,4,5,6,7,8. Podem arribar a contradiccié per
diverses vies a partir d’aqui.

Vegem-ne una. La inclusié de les arestes 3,6 forga l'exclusié del cicle C' de les arestes
11,14, ja que el vertex comu al qual sén incidents només hi pot aportar 2 arestes.
L’exclusié de l'aresta 11 produeix la inclusié de la 9, ja que el vertex extrem comu
de les arestes 1,9,11 hi ha d’aportar 2 arestes al cicle C. Ara bé, la inclusié de la
5,7 produeix 'exclusié de les arestes 10,12,9. Per tant, s’arriba a ’absurd que ’aresta
9 és inclosa i exclosa al mateix temps. En conseqiiéncia, no pot haver-hi cap cicle
hamiltonia.

5.4 Trobar cicles hamiltonians: el graf del dodecaedre és
hamiltonia

Aplicar les idees anteriors pot ser 1til per obtenir cicles hamiltonians concrets.

Obtindrem ara un cicle hamiltonia, provant, doncs, que el graf del dodecaedre és ha-
miltonia.

La idea essencial és tenir en compte que si existeix un cicle hamiltonia, cada vertex
aporta al cicle exactament 2 arestes. Aix0 produeix en el procés d’obtencié d’un possible
cicle una cascada d’inclusions i d’eliminacié d’arestes per a I'hipotetic cicle que es va
construint. En efecte, si d'un vertex han quedat dues arestes incidents seleccionades, la
resta s’han d’eliminar, ja que no poden pertanyer a cap cicle hamiltonia que contingui
les altres dues. Ara bé, I’eliminacié d’aquestes pot fer que s’hagin d’incloure arestes
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incidents als altres extrems de les eliminades.

El cicle hamiltonia que construirem (si finalment tenim exit!) contindra tots els vertexs.
Per tant, no representa cap inconvenient prendre com a punt de partida el vertex
blanc de la figura 5.7. Aquest vertex aporta dues arestes al cicle hamiltonia que s’esta
construint, i per a aixo hi ha 3 possibilitats. En aquest cas, escollim les dues indicades a
la figura 5.7 (subfigura dreta), cosa que significa que estem buscant cicles hamiltonians
que continguin aquestes arestes. Altres decicisions en aquest punt ens portarien a
buscar un altre tipus de cicles hamiltonians.

Figura 5.7

L’eleccio6 de les dues anteriors arestes forca ’eliminacié de la tercera adjacent al vertex,
ja que no podra pertanyer a cap cicle hamiltonia que contingui les altres dues, com es
veu a la figura 5.8 (subfigura esquerra). Pero aleshores aix0 forca la necessaria inclusié
al cicle final, si existeix, de les dues arestes addicionals que es mostren a la figura 5.8
(subfigura dreta).

Figura 5.8

A la figura 5.9 (esquerra) prenem una decisié sobre quina nova aresta incorporem. Hi
ha una altra possibilitat, pero aleshores aixo ens portaria a una nova ramificacié, en la
qual, si hi hagués exit, obtindriem tipus diferents de cicles hamiltonians. En tot cas,
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aquesta decisié forca I’eliminaci6 de la tercera aresta incident (subfigura dreta).

Figura 5.9

Com es mostra a la figura 5.10, la decisié anterior forca la incorporacié de dues noves
arestes (subfigura esquerra) i, com a conseqiiéncia, l'exclusié d’una aresta (subfigura
dreta).

Figura 5.10

La decisi6é anterior propicia la incorporacié de dues noves arestes, com es veu a la subfi-
gura esquerra de la figura 5.11. A la subfigura dreta prenem una decisié d’incorporacié
d’una aresta, entre les dues possibles.

Figura 5.11
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L’eleccié anterior forca I’eliminacié d’una aresta, cosa que forca la incorporacié de dues
noves arestes, com es veu a la figura 5.12.

Figura 5.12

A partir d’aquest moment, tot el procés és similar al que s’ha seguit fins aqui.

Figura 5.13

Segueix el procés “automatic” d’inclusié i exclusié d’arestes.

Figura 5.14

En aquest punt, a la figura 5.15 (dreta) prenem una decisi6é d’inclusié d’una nova aresta,
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d’entre dues possibilitats.

Figura 5.15

A partir d’aqui, tot el procés acaba automaticament, amb inclusions i exclusions d’a-
restes en cascada.

Figura 5.16

Mostrem a la figura 5.17 el resultat final del procés, que demostra que existeix un cicle
hamiltonia (obtingut de manera efectiva) i aixo prova, al mateix temps, que el graf és
hamiltonia. A la subfigura dreta tenim la superposicié amb el graf original.

Figura 5.17
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A la figura 5.18 es mostren els vertexs en els quals s’han pres decisions d’inclusié
d’arestes (inici de bifurcacions). Altres decisions ens haurien portat a d’altres possibles
cicles hamiltonians, cosa que podria ser la base d’una estratégia per obtenir-ne de
forma sistematica en exemples concrets. En altres exemples ens poden portar també
a atzucacs, cosa que demostra que no existeixen cicles hamiltonians que continguin les
arestes que s’han anat escollint.

Figura 5.18

5.4.1 Si tenim la sort que sigui bipartit...

En el cas d’un graf del qual hem d’esbrinar si és o no hamiltonia, si és bipartit, en
alguns casos podem utilitzar al nostre favor aquesta propietat.

Suposem que el graf G = (V, A) sigui bipartit, i concretament sigui (V;, Va)-bipartit.
Suposem que és hamiltonia. Aix0 significa que tots els vertexs estan distribuits en
un cicle. Ara bé, un cicle és bipartit o 2—acolorible si i només si I'ordre és parell i,

en aquest cas, el nombre de vertexs de cada color coincideix. Si el cicle és bipartit,
aleshores |V1| = |V3].

Figura 5.19
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Figura 5.20

A la practica, és facil saber si un graf és bipartit: intentem biacolorir-lo. Aixo és possible
si i només si és bipartit. Només ens resta comparar els cardinals dels vertexs d’un color
(|B|, blanc, per exemple) i els de l'altre (|V|, negre, per exemple). Si coincideixen, no
podem afirmar res sobre el graf des del punt de vista de la hamiltoneitat. En canvi, si
no coincideizen, ja podem afirmar que el graf no és hamiltonia.

Com a exemple, estudiem si el graf de la figura 5.21 és hamiltonia.

( o Figura 5.21

Observem que es pot 2—acolorir, com es veu a la figura 5.21. Sigui B el conjunt de
vertexs blancs i IV el conjunt de vertexs negres. Si fos hamiltonia hauria de ser |B| =
|N|. Ara bé, en aquest cas, |B| =4, |N| = 6. Per tant, no és hamiltonia.

5.4.2 'Treure vertexs i comptar els components connexos

Indiquem per ¢(G) el nombre de components connexos d’un graf. Observem que, en
un cicle C I'eliminacié de k vertexs mai produeix un nombre de components connexos
estrictament superior a k. En alguns casos no es produeix ni tan sols desconnexid. De
manera que si F' C V(C) és el conjunt de vertexs que s’elimina, tenim que ¢(C — F) <
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|E].

Si un graf G = (V, A) és hamiltonia, aleshores tots els vertexs estan en un cicle C.
L’eliminaci6é d’un conjunt F' de vertexs de G és tal que ¢(G — F) < |F|, ja que tots els
vertexs sén del cicle. Per tant, si en un graf podem trobar un conjunt F' de vertexs
tal que la seva eliminacié produeixi un nombre estrictament superior de components
connexos que el cardinal de F, és a dir, ¢(G — F) > |F|, ja podem afirmar que el graf
no és hamiltonia.

Considerem com a exemple el cas del graf G de la figura 5.22, del qual volem estudiar
si és hamiltonia.

( o Figura 5.22

Escollim com a conjunt F', conjunt del veértexs que volem eliminar, els vertexs que
estan indicats en blanc. Aleshores tenim |F| = 3 i, en canvi, ¢(G — F') = 5. Ates que
¢(G — F) > |F|, G és no hamiltonia.

5.4.3 Conjunts independents de vertexs

Sigui G = (V,A) un graf. Un subconjunt S C V es diu que és un subconjunt
independent de vertexs si els vertexs de S sén dos a dos no adjacents, és a dir,
T, y€eS = xALy.

Si el graf G és hamiltonia, aleshores tots els vertexs estan en un cicle C' i sera, per tant,
V(C) = V(G). Ateés que és un cicle, necessitem el mateix nombre d’arestes, és a dir,
|A(C)| = |[V(C)| = |[V(G)|. La idea consisteix a veure que no hi ha prou arestes per
formar el cicle, és a dir, que hi ha un nombre d’arestes disponibles estrictament inferior
al necessari. D’aquesta manera es pot concloure que el graf és no hamiltonia.

Donat un vertex u € V, és g(u) > 2, en el cas 2—connex. Per cada vertex es poden
descartar g(u) — 2 arestes, ja que només pot contribuir al cicle amb exactament 2
arestes. La resta no pot ser-hi, tot i que no podem afirmar quines queden descartades,
sindé que només sabem quantes sén les que s’han de descartar. El problema seria que,
en descartar arestes incidents a dos vertexs, no poguéssim garantir que no es descarten
repetidament, com pot passar en el cas d’adjacencia, depenent del graf concret. Aixo
només es pot garantir si els vertexs sén no adjacents. Pero aixo és precisament el que
ocorre en conjunts independents de vertexs: tenim la garantia que una mateixa aresta
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no es descarta dues vegades, una vegada per cada vertex extrem.

Aleshores, el nombre d’arestes descartades és D = _4(g(u)—2). Per tant, el nombre
d’arestes disponibles per formar cicle és |A| — D. I ha de ser, perqué es pugui formar,
|A| — D > |V]. Si |A| — D < |V|, ja podem afirmar que el graf no és hamiltonia.

Per aquest motiu interessa considerar vertexs de graus alts.

Atés que volem poder descartar el maxim nombre d’arestes, I'estratégia haura de consis-
tir a escollir el maxim nombre de vertexs, i vertexs del maxim grau possible. En els
casos practics, quan ambdues coses no siguin possibles, s’haura d’establir un cert com-
promis entre els dos criteris. Resulta inttil (pero innocu) incloure vértexs de grau 2 en
conjunts independents de vertexs, ja que no donen lloc a descartar cap aresta.

Considerem com a exemple el cas del graf G de la figura 5.23, del qual volem estudiar
si és hamiltonia.

( o Figura 5.23

Suposem que G és hamiltonia, i sigui C' un cicle hamiltonia. Recordem que V(C) =
V(G) = 10.

Escollim com a conjunt independent de vertexs els que estan acolorits amb color clar.
Hem intentat incloure el nombre maxim de vertexs dels graus més alts. Hi ha un vertex
de grau 5: podem (i hem de) descartar 3 arestes d’entre les que li sén incidents. Hi ha
2 vertexs de grau 4: de cada un d’ells hem de descartar 2 arestes. Per tant, el nombre
d’arestes (com a minim) que no poden formar part de qualsevol cicle hamiltonia és
D=|A-3-2—-2=|A|—7=15-7=8. Ara bé, hi haura prou arestes disponibles
per formar cicle? Si hi hagués un cicle hamiltonia C, hauria de tenir 10 vertexs. Ates
que en un cicle el nombre de vertexs i d’arestes coincideix, és |A(C')| = 10, perod aleshores
aixo és impossible, ja que només hi ha 8 arestes disponibles per formar cicle.

Per tant, el graf G no és hamiltonia.

No sempre es pot escollir un conjunt independent de vertexs amb el qual es pugui
arribar a alguna conclusié.
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5.5 Quan tots els metodes sén inaplicables: el graf de
Petersen no és hamiltonia

Vegem un exemple en el qual fallen tots els metodes indicats fins aqui.

En el cas del graf de Petersen no podem aplicar cap dels metodes anteriors. En efecte, és
2—connex, no és bipartit, no podem trobar un nombre convenient de vertexs, I’eliminaci6
dels quals produeixi un nombre superior de components connexos, i no podem trobar
cap conjunt de vertexs independent que permeti arribar a una conclusié negativa.

Linic metode que ens resta és veure que no existeix cap cicle hamiltonia, utilitzant el fet
que, si n’existis un, tot vertex hauria de “collaborar-hi” amb dues arestes exactament.

Suposem que existeix algun cicle hamiltonia C'. Recordem que ha de contenir tots els
vertexs. Centrarem la nostra analisi inicialment en el vertex destacat de la figura 5.24.

Figura 5.2/

Si el cicle hamiltonia C' contingués les arestes seleccionades (de gruix superior) de la
figura 5.25, aleshores la tercera aresta no podria formar part del cicle C. Aquesta
possibilitat (cas 1) és la que analitzarem, i arribarem a la conclusié que no hi pot haver
cap cicle hamiltonia que contingui aquestes dues arestes.

Figura 5.25

Naturalment, aixo no demostra que no n’hi pugui haver un altre que contingui una
de les altres dues parelles. Aixo correspondria a dos casos més, cas 2 i cas 3, que sén
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els que es mostren a la figura 5.26. Per raons de simetria, aqui ens podriem limitar
a estudiar-ne només un. Ara bé, seria repetitiu respecte del cas 1, i no en farem aqui
I’analisi, totalment similar. Tanmateix, pot fer-ho el lector. Avancem, pero, que el
resultat és similar: no hi ha cap cicle hamiltonia que correspongui a la tipologia dels
casos 21 3. Com que aix0 esgota totes les possibilitats, la conclusié és que no hi ha cap
cicle hamiltonia en el graf de Petersen. Per tant, el graf de Petersen no és hamiltonia.

Figura 5.26

En els esquemes que segueixen indicarem les arestes que es van seleccionant amb trag
gruixut, i les eliminades amb linia discontinua.

Tornant a ’analisi del cas 1, la inclusi6 de les dues arestes forca ’exclusié de la tercera,
cosa que al seu torn forca la inclusié de les altres dues seleccionades a la dreta de la
figura 5.27.

TS

En aquest moment prenem una decisié d’inclusié d’una aresta, com es mostra a la
figura 5.28. Aquesta decisié ens porta a estudiar el subcas 1a, i I’altra decisié portaria a
estudiar el subcas 1b. No seguirem per aquesta segona ramificacié, tot i que obviament
s’ha de fer: ja avancem que s’arriba a una contradiccidé, cosa que pot comprovar el

Figura 5.27
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lector.

‘ ' ‘A' Figura 5.28

[ 2o\

La decisié anterior (subcas la) porta a la corresponent cascada d’exclusions i d’inclu-
sions d’arestes (figura 5.29).

Figura 5.29

Aixo0 ens porta a una nova exclusié obligada, que forca a una posterior inclusié, com es
veu a la figura 5.30.

Figura 5.30

El resultat final és que el “cicle” C és reuni6 de dos cicles, cosa que és contradictoria
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(figura 5.31).

Figura 5.51

Per tant, no hi ha cap cicle hamiltonia de la tipologia cas 1 - subcas la. Analogament
és veuria que les altres bifurcacions en la casuistica tampoc no aportarien cap cicle
hamiltonia.

5.6 Problemes diversos

!Problema 5.6 |

Sigui G un graf amb dos vértexs no adjacents de grau 3 i la resta de grau menor o igual
que 2. Proveu que no és hamiltonid.

Resolucio
Sigui G = (V, A) i siguin u,v € V tal que g(u) = g(v) = 3.

Pel lema de les encaixades,

204/ => yeVgy) =3+3+ 2, <3+3+2n—2)=2+2n,
=3

aplicant que els graus x; dels vertexs diferents de u, v sén z; < 2. Per tant, |A| <n+1.

Si existis un cicle hamiltonia C, aleshores hauria de contenir exactament 2 ares-
tes incidents a cada vertex; la resta d’arestes no hi sén, i aix0 ho podem afirmar
en particular per a u,v. Per tant, atés que u,v no sén adjacents, podem eliminar
(g(u) —2) + (g(v) — 2) = 2 arestes, que amb tota seguretat no poden pertanyer al cicle
C'. De manera que queden disponibles per formar el cicle C' un nombre d’arestes |A| —2;
arabé, [A|—2<(n—1)—2=n-—1.

Amb aquest nombre d’arestes no es pot formar el cicle C' d’ordre n, que requereix
exactament n arestes.
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Per tant, no és hamiltonia.

!Problema 5.7 |

Estudieu, pel mazim de métodes possibles, si el graf de la figura 5.32 és hamiltonia.

Figura 5.52

Resolucio

Vegem com, en aquest exemple, es pot arribar a la conclusié que el graf no és hamiltonia
) )

per practicament tots el metodes descrits. No és necessariament aixi en tots els casos.

Naturalment, amb un métode n’hi ha prou!

S’observa en primer lloc que el graf és 2—connex. Podria ser, doncs, en principi, hamil-
tonia.
Meétode 1: Es bipartit?

Una de les primeres coses que podem fer és veure si el graf és bipartit. A la figura 5.33
es mostra clarament que, en efecte, el graf és bipartit. Per argumentacions que hem
vist anteriorment, si el nombre de vertexs “blancs” és diferent del dels vertexs de I'altre
color, no és hamiltonia. Tenim |B| =91 |N| = 7. El graf no és, doncs, hamiltonia.

Figura 5.53

Metode 2: Nombre de components connexos en eliminar vertexs.

Si es poden trobar vertexs adequats tals que la seva eliminacié produeixi un nombre de
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components connexos superior al nombre d’aquest vertexs, el graf no és hamiltonia. A la
figura 5.34 eliminem els 6 vertexs blancs i es produeixen, aixi, 7 components connexos.
El graf és, doncs, no hamiltonia.

Figura 5.3/

Meétode 3: Conjunts de vértexs independents.

Vegem que podem trobar un conjunt de vertexs independent que ens permeti descartar
arestes (en nombre) i arribar a la conclusié que no n’hi ha suficients per formar un
cicle hamiltonia. Considerem els vertexs blancs de la figura 5.35. Si existis un cicle
hamiltonia, cada vértex del graf hi aportaria exactament 2 arestes. Atenent als vértexs
d’aquest conjunt independent, es poden descartar -3 -3 -3 —-1—-1—-1-1= —-13
arestes. El graf té 27 arestes; en queden 27 — 13 = 14 disponibles per formar un cicle
hamiltonia. Ara bé, aixo és impossible ja que, en haver-hi 16 vertexs, en calen 16. Per
tant, el graf no és hamiltonia.

Figura 5.55

Meétode 4: Cada vertex aporta exactament dues arestes a un cicle hamiltonia.

Es de tracta provar que no hi pot haver cicles hamiltonians pel procediment d’incloure,
per a cada vertex, exactament dues arestes en un hipotetic cicle hamiltonia i produir,
aixi, una seqiiéncia d’incorporacions i exclusions d’arestes al cicle, per arribar finalment
a la conclusié que no n’hi pot haver cap.

No farem una discusié completa, que deixem per al lector. A les figures 5.36 i 5.37
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mostrem una seqiiencia d’inclusions i exclusions en cascada. Les arestes de trac gruixut
seran les arestes incloses, les marcades en seran les excloses.

Considerem el vertex w. Si pertany a algun cicle hamiltonia, hi aporta exactament 2
arestes. N’escollim dues, les de tra¢ gruixut (subfigura esquerra de la figura 5.36) i,
de fet, anem a provar que no hi ha cap cicle hamiltonia que les contingui. S’hauria de
provar el mateix per a les altres dues eleccions restants possibles, pero, en aquest cas,
ens ho podem estalviar per raons de simetria.

L’elecci6 d’aquestes arestes forga 'exclusié de la tercera aresta incident amb w i la
inclusié de dues arestes més (subfigura central). A la subfigura dreta efectuem una
eleccié, la de laresta a, una de les dues alternatives possibles. El lector analitzara
l’altra alternativa. Acabarem demostrant, doncs, que no hi ha cicles hamiltonians
contenint les tres arestes escollides fins ara.

Hem d’excloure I'aresta b per evitar que es formi un cicle, ja que en cas contrari no
tindriem un cicle hamiltonia.

=

A la figura 5.37 es veu la seqiiéncia derivada d’inclusions i exclusions d’arestes al cicle
hamitonia que ens porta a la contradiccié d’un cicle “hamiltonia” que no conté tots els
vertexs.

El lector completara ’analisi amb 'estudi de les diverses alternatives.

|Problema 5.8
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Estudieu si el graf de la figura 5.38 és hamiltonia.

Figura 5.58

Resolucié

Observem que el graf és 2—connex i, per tant, no s’exclou la possibilitat que sigui
hamiltonia. En aquest cas, tampoc no és bipartit, com es pot veure facilment, ates
que té cicles Cs, de longitud senar. També es pot veure que no existeix cap conjunt
independent de vertexs que ens permeti arribar a la conclusié de no-hamiltoneitat.

Estudiem si podem aplicar el metode dels components connexos. Observem a la figura
5.39 que 'eliminaci6 dels 3 vertexs blancs produeix un nombre superior de components
connexos (4). Per tant, el graf no és hamiltonia.

Figura 5.59

N4

A la figura 5.40 es presenta un nou graf modificat al qual és aplicable, en canvi, el
metode dels conjunts independents de vertexs.

Figura 5.40

N4

En efecte, el conjunt dels vertexs de color blanc és un conjunt independent, de vertexs
de grau 5; per cada un d’ells podem descartar 3 arestes (9 en total). Hi ha 10 vertexs
i, per tant, calen 10 arestes per formar un cicle hamiltonia. El graf té 18 arestes, de les
quals se’'n poden utilitzar 18 — 9 = 9, qunatitat insuficient per formar cicle. Per tant,
el graf de la figura 5.40 no és hamiltonia.
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Capitol 6

Arbres

6.1 Objectius

En aquest capitol es presenten problemes diversos relatius a una de les estructures més
importants en teoria de grafs, especialment des del punt de vista de la connexié amb la
informatica. En primer lloc, es recorda un resultat que resumeix diverses caracteritzaci-
ons dels arbres, i posteriorment es resolen problemes que s’enuncien en termes d’arbres
i d’altres que no sén explicitament problemes d’arbres, pero que es poden resoldre amb
el concurs de resultats provinents de la teoria d’arbres.

6.2 Preliminars teorics i exemples

El graf T'= (V, A) és un arbre si és connez i aciclic (és a dir, no té cicles). Un bosc és
una reunié d’arbres o bé, simplement, un graf aciclic.

Indiquem aqui un resultat de caracteritzacié d’arbres:
Teorema 6.1 Sigui T = (V, A) un graf d’ordre n = |V|. Son equivalents:
1. T és connex i aciclic (és a dir, no té cicles).
2. T és aciclic i |A] =n— 1.
3. T és connez i |A| =n—1.
4. T és connex i cada aresta €s aresta-pont.
5

. Hi ha un inic cami x — y per a cada parella de vértexs x,y € V(T).
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6. T no té cicles i amb l'afegiment d’una aresta es crea un unic cicle.

A continuacio, se’n fan alguns comentaris.

La primera de les propietats és la que usualment es prenen com a definicié d’arbre.
Qualsevol de les altres és equivalent i podrien ser preses, un cop vista l’equivaléncia,
com a definicions d’arbre.

Un dels resultats més tils de la teoria d’arbres és que si un arbre és d’ordre n, aleshores
té n — 1 arestes, la minima quantitat d’arestes possible per mantenir la connexié. Tota
aresta d’un arbre és aresta-pont, ja que no pertany a cap cicle. Si afegim una aresta
a un arbre, deixa de ser-ho. Un altre resultat que també és molt utilitzat és el que
garanteix existencia d’un minim de 2 fulles per a tot arbre amb un minim de dos
vertexs. Una fulla és un vertex de grau 1.

Un resultat que també pot ser 1til és la caracteritzacié dels trajectes T, com els grafs
connexos amb seqliencia de graus 1,2,---,2,1, que s’ha vist anteriorment (seccié 4.3).

Un graf és connex si, i només si, admet algun arbre generador.
6.2.1 Aplicacié del teorema de caracteritzacio

Tot i que al llarg del capitol veurem aplicades les diverses caracteritzacions d’arbres,
vegem-ne a continuacié alguns exemples.

!Problema 6.1 |

Sigui G = (V, A) un graf connex amb seqiéncia de graus 4,4,4,4,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1.
Proveu que és un arbre. Obteniu tots els arbres amb aquesta seqiiéncia de graus, llevat
d’isomorfisme.

Resolucio

En aquest cas, I'ordre és n = 14. Calculem el nombre d’arestes aplicant el lema de les
encaixades: 2|[A| =) i g(v) = 4-4+10 = 26, és a dir, |A| = 13. Ara bé, és justament
|A] = n — 1. Com que és connex, apliquem la propietat (3) de la caracteritzacié per
justificar que és un arbre.

Al marge de la qliesti6 anterior, aprofitarem per obtenir tots els arbres amb la seqiiéncia
de graus anterior.

Analitzem en quina configuracié podem trobar els vertexs de grau 4. Considerem un
vertex wg de grau 4, qualsevol pero fixat, sense que aixo signifiqui péerdua de generalitat,
com es veura en les argumentacions.

Els grafs que s’han de construir han de ser connexos. A més, no hi pot haver cicles,
condicié que en guia la construccio.
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Hi ha diverses possibilitats:

Cas 1. El vertex wg és adjacent als altres 3 vertexs de grau 4. El quart vertex al qual
és adjacent és de grau 1. Ates que no hi pot haver cicles, hem de descartar possibles
arestes entre la resta de vertexs de grau 4, per la qual cosa han de ser adjacents a
vertexs de grau 1. Es pot veure que s’utilitzen tots els vertexs de grau 1. El graf
resultant és necessariament el de la figura 6.1 (subfigura esquerra).

Cas 2. El vertex wq és adjacent a exactament 2 vertexs de grau 4; els altres vertexs al
qual és adjacent sén necessariament de grau 1. Ateés que no hi pot haver cicles, el graf
que en resulta és el de la figura 6.1 (subfigura dreta).

No hi ha realment més casos possibles, ja que si considerem la possibilitat d’un vertex
de grau 4 adjacent a exactament 1 vertex de grau 4, aquesta ja és coberta pels casos
1, 2, com es pot veure a la figura 6.1.

L 1., :

Figura 6.1

Encara ens cal comprovar que aixi hem produit grafs de classes d’isomorfisme diferents.
Ara bé, en aquest cas és molt simple, ja que en un graf hi ha un vertex adjacent a 3
vertexs de grau 4 i a l'altre graf no hi cap vertex amb aquestes caracteristiques. Per
tant, hi ha essencialment 2 grafs amb les caracteristiques de I'’enunciat. El lector pot
proposar una justificacié més formal de la no-isomorfia.

Vegem en el problema segiient, que de fet és continuacié de 'anterior (tot i que l’enun-
ciat no involucri explicitament els arbres), com s’utilitza el teorema de caracteritzaci6
per extreure informacié sobre el graf.

!Problema 6.2 |

Obteniu els grafs no connexos amb seqiéncia de graus 44441111111111 (si n’hi ha).

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf amb aquestes caracteristiques. Estudiem quines condicions
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s’haurien de complir i quina estructura hauria de tenir un graf amb aquestes propietats.
Si en trobem almenys un exemplar demostrarem que existeixen.

Observem que 'ordre és n = 14. Aplicant el lema de les encaixades podem calcular el
nombre d’arestes: |[A| = 1(4-4+10) = 13 =n — 1. Essent no connex, G no és arbre.
Pel teorema de caracteritzacié d’arbres, tenint en compte que |A] = n — 1, no pot ser
aciclic. Per tant, el graf ha de contenir cicles, propietat que ens permet descartar una
bona quantitat de casos i permet fer més facil 'estudi de les diverses configuracions
possibles. També s’hauria pogut deduir el caracter de ciclic del resultat que diu que
en un graf aciclic el nombre d’arestes és n — k, essent k el nombre de components
connexos. En aquest cas, n —1=n —k, d’on k = 1, la qual cosa contradiu la hipotesi
de no-connexio.

Si hi ha d’haver cicles, ates que un vertex de grau 1 no pot pertanyer a un cicle, han
d’estar formats per vertexs de grau 4, en un minim de 3. Aix0 permet considerar
diversos casos:

Cas 1. Existeix un cicle C5 de vertexs de grau 4. Per al quart vertex de grau 4 hi ha
diverses possibilitats:

1. No és adjacent a cap vertex de grau 4, cas en el qual formara part d’un altre
component connex. Només cal saturar els components connexos amb vertexs de
grau 1 fins a esgotar-ne la provisi6 (graf G de la figura 6.2).

: : + Figura 6.2

2. Es adjacent a exactament un vertex de grau 4 (graf Gy de la figura 6.3).

Figura 6.3
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3. Es adjacent a exactament 2 vertexs de grau 4. En aquest cas, el subgraf generat
pels vertexs de grau 4 és No + Ko (graf G5 de la figura 6.4).

Figura 6.4

4. Es adjacent a exactament 3 vertexs de grau 4. El subgraf generat pels vertexs de
grau 4 és K4 (graf G4 de la figura 6.5).

Figura 6.5

Cas?2. Existeix un cicle Cy de vertexs de grau 4 i cap cicle (5, amb la qual cosa ja
queda esgotada la provisié de vertexs de grau 4. El subgraf generat pels vertexs de
grau 4 és (4. Saturem el component corresponent amb vertexs de grau 1 i distribuim
la resta en altres components connexos (graf G5 de la figura 6.6).

N 7]
L

Figura 6.6

Queda provat que existeixen grafs amb les caracteristiques de ’enunciat. Ara es podria
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veure facilment que els que s’han obtingut sén no isomorfs.

El graf G4 té 4 components connexos, propietat estructural que no és compartida per
cap altre. Per tant, és no isomorf a cap altre. G5 té 3 components connexos. Per tant,
tampoc no és isomorf a cap altre. G5 no conté cap cicle Cs, raé per la qual no és isomorf
a cap dels G1,G2,G3. Només resta veure si G1, Gy sén isomorfs. A Gy tenim (en un
component connex) dos vertexs de grau 1 adjacents. Per qualsevol correspondéncia
isomorfica f, a aquests dos vertexs els hauria de correspondre a G; una parella de
vertexs de grau 1 també adjacents, cosa que és impossible. Per tant, no sén isomorfs.

Observeu que aquest problema també es podria considerar com a exemple de I'tis de la
teoria d’arbres per resoldre problemes en ambits més generals de la teoria de grafs.

6.2.2 Existeix un minim de dues fulles

Aquesta propietat, que es pot afirmar per a tot arbre no trivial, és a dir, amb un
minim de 2 vertexs, permet plantejar demostracions inductives, ja que eliminant una
fulla wg d’un arbre T', 'existencia de la qual és garantida, podem crear un graf d’ordre
estrictament inferior 7", que continua essent arbre. Depenent del problema i de les
propietats amb que tractem, potser podrem aplicar la hipotesi d’induccié a T’. La
figura 6.7 il'lustra aquesta idea.

Figura 6.7

Si ens convingués, en canvi, eliminar dues fulles (I’existéncia de les quals és garantida),
aleshores hauriem d’adoptar I’esquema inductiu de la induccié completa.

Al capitol 2, dedicat a la induccié, se n’han presentat alguns exemples. Se’n veuran
d’addicionals posteriorment. Presentem-ne un exemple, pero, a continuacié.

També es pot utilitzar aquest resultat per facilitar ’obtencié dels graus dels vertexs, ja
que en tenim dos com a minim que sén de grau 1. Aix0 pot simplificar la discussié. Es
pot aplicar en el lema de les encaixades.
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|Problema 6.3 |

Sigui T un arbre d’ordre n > 3 i de grau mazxim A = 2. Proveu que és el graf trajecte
T,.

Resolucié

De fet, si és T' un graf trajecte i n > 3, el grau maxim és 2. Aquesta és una afirmacié
trivial d’establir analitzant la seqiiencia de graus en un trajecte.

L’afirmaci6 no trivial és justament la de ’enunciat del problema. Vegem, doncs, A =
2=T~T,.

Sigui T' = (V, A), arbre amb |V| = n.

Meétode 1.

Tenint en compte que T és arbre, és connex. D’acord amb la caracteritzacié dels grafs
trajecte (4.3), n’hi ha prou a provar que la seqiiéncia de graus és 1,2,---,2, 1.

Donat que T és connex, perque és arbre, no hi ha vertexs de grau 0. Per tant, els unics
graus sén 1 (ja que hi ha un minim de 2 fulles) i 2, ja que hi ha algun vertex amb
aquest grau, ates que el maxim dels graus és 2.

Siguin F' el conjunt de les fulles i D el conjunt dels vertexs de grau 2. Tenim, doncs,
la partici6 V' = FU D i, per tant, n = |F| + |D|. Hem de provar que hi ha exactament
2 fulles, és a dir, que |F| = 2.

Apliquem el lema de les encaixades i la propietat |A| =n — 1:

2n—1)=2[4 =) g(v)= Y gv)=) g()+ Y g(v)=|F|+2|D|.

veV veEFUD veEF veED

Per tant, 2(|F| + |D| — 1) = |F| + 2|D|. Simplificant, |F| = 2.
Metode 2: per induccid.

Provem de demostrar la propietat per induccié sobre n. Utilitzarem que un arbre
amb un minim de 2 vertexs té un minim de 2 fulles, resultat que suposarem conegut
i que, com hem explicat, forma part de la teoria general d’arbres. Per contra, no sera
necessaria la caracteritzacié dels grafs trajecte mitjancant la seqiiencia de graus de la
seccio6 4.3.

Pas 1 (base). Donat que hi ha vertexs de grau 2, 'ordre és com a minim 3. Suposem,
doncs, n = 3. Aleshores, essent T arbre i tenint en compte I'existéncia d’un minim de
2 vertexs de grau 1, resulta la seqiiéncia de graus 1,2,1, que correspon a 73.

Pas 2 (inductiu). Sigui n > 4. Considerem el nostre arbre T = (V, A) d’ordre n amb
A = 2 i suposem per hipotesi d’induccié que tot arbre d’ordre n’ = n — 1 amb grau
maxim 2 és isomorf a T}, = T},_1.
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Sigui wy un vertex de grau 1 en 7. Suposem que és adjacent a ug en 7. Tenim que
el grau de ug en T no pot ser 1 ja que, si ho fos, aleshores qualsevol dels vertexs que
resten no es podria connectar per un cami a ug i el graf seria no connex. Per tant,
gr(up) = 2. Considerem 7" = T — wy. Aleshores resulta 7" arbre d’ordre n — 1. Tenim
que gy (ug) = 1. A T" els graus dels vertexs sén 1 o 2. Vegem que no tots sén 1, amb
la qual cosa estariem en condicions d’aplicar la hipotesi d’induccié. Si no hi hagués cap
vertex de grau 2 a T”, tots serien de grau 1 i, atés que n’ > 3, T” seria no connex. Per
tant, lestructura de T és la de T),_1, essent ug un dels dos vertexs de grau 1 en T".
Reconstruint el graf T obtenim que la seva estructura és T,.

Meétode 3. Tornem a utilitzar, amb una argumentaci6 diferent, el resultat que garanteix
I’existencia de 2 fulles si hi ha un minim de 2 vertexs i la caracteritzacié dels trajectes
en termes de la seqiiéncia de graus. Vegeu la figura 6.8.

Siguin wi,u; vertexs de grau 1. Si n > 3, els vertexs wi, u; no sén adjacents, ja que hi
hauria desconnexio.

Sigui we un vertex adjacent a wi; sigui us un vertex adjacent a uy. Si n = 3, aleshores
we = ug i el graf és T3. Sigui, doncs, n > 4; per connexid tenim ws # us i s6n de grau
2, el maxim dels graus.

Per connexié existeix un we — ug recorregut C en T', recorregut que no conté els vertexs
w1, u1. D’acord amb la caracteritzacié de grafs trajecte, hem de veure que la resta de
vertexs, si n > 4, sén tots de grau 2, és a dir, hem de veure que no n’hi pot haver de
grau 1. Suposem que n’hi ha algun i sigui vy vertex de grau 1 de T'. Per aquest motiu,
no és del cami C. Per connexié existeix un v; — wj recorregut D. Si aquest recorregut
no té vertexs en comu amb C, aleshores connecta directament amb w1, amb la qual cosa
g(wy1) > 2, que és contradictori. Per tant, C,D han de compartir algun vertex diferent
de wy, zp, que sera de grau g(zp) > 2, cosa que contradiu la hipotesi.

oWl Ulo o O O

Figura 6.8

6.2.3 Aplicaci6 de la teoria d’arbres a 1’estudi de grafs

En diverses ocasions és possible utilitzar resultats d’arbres per estudiar grafs o obtenir
propietats de grafs que no sén arbres. Vegem-ne només una mostra.
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! Problema 6.4

Proveu que tot graf connex té almenys un vertex que no és d’articulacio.

Resolucio

Sigui G = (V, A) un graf connex d’ordre n. Hem de veure que existeix algun vertex tal
que la seva eliminacié no produeix desconnexié del graf, és a dir, que existeix wy € V
tal que G’ = G — wy continua essent connex.

Naturalment, suposem que n > 2. El problema es podria resoldre per més d’un meétode.
Ara bé, es tracta de veure aqui que podem utilitzar resultats de teoria d’arbres per
obtenir propietats de grafs, en ’enunciat de les quals no es fa cap esment als arbres.

Donat un arbre d’ordre n > 2, existeix un minim de dues fulles, és a dir, vertexs de grau
1, leliminacié de les quals no produeix desconnexié a 'arbre, és a dir, que el resultat
continua essent connex.

Es tracta d’utilitzar aquesta propietat. Pero el problema és relacionar un graf connex,
que és el que tenim, amb algun arbre apropiat, per tal d’aplicar raonaments en la linia
anterior. Afortunadament tenim el resultat que afirma que tot graf connex admet un
arbre generador.

Sigui, doncs, T' = (V, A’) un arbre generador de G, amb A’ C A i amb el mateix conjunt
de vertexs que G. Sigui wy una fulla de T. Essent una fulla de T, T/ = T — wy és
connex. Vegem que és un vertex que no és d’articulacié de G, és a dir, que G’ = G —wy
continua essent connex. Siguin x,y vertexs de G'. S6n també vertexs de T” i, essent T”
connex, existeix un z — y cami en T”. Ara bé, les arestes de T” sén arestes de G’ i, per
tant, existeix un z — y cami en G’, amb la qual cosa queda provat que G’ és connex.
Vegeu-ne a la figura 6.9 un esquema explicatiu.

Figura 6.9

Suposant aquesta propietat, ara és possible simplificar algunes demostracions que s’han
vist en altres contextos. En particular, aquelles en les quals cal garantir la conservacié
de la connexié quan s’elimina un vertex, sempre que es mantinguin les altres propietats
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requerides pel problema, amb ’objectiu de poder aplicar la hipotesi d’induccié.

Figura 6.10

Per exemple, la demostracié inductiva de la propietat que afirma que en un graf connex
G = (V, A) d’ordre n hi ha com a minim n — 1 arestes, és a dir, |A| > n — 1, es pot
simplificar sabent el resultat anterior.

Procedirem per induccié sobre n.
Pas 1 (base). La comprovacié és trivial per an = 1.

Pas 2 (inductiu). Suposem que n > 2. Suposem, com a hipotesi d’induccid, que la
propietat és certa per a grafs connexos amb n — 1 vertexs. Considerem el nostre graf
G = (V, A) d’ordre n, i sigui wp un vertex que no és d’articulacié. Aleshores tenim que
G =G —wy= (V',A") és connex i d’ordre n — 1, amb la qual cosa li és aplicable la
hipotesi d’induccié. Per tant, podem afirmar |A'| > [V/|-1=(n—-1)—-1=n—2.
Ara bé, és |A| = |A'| + g(wo) > (n — 2) 4+ g(wp). Essent G connex, no hi ha vertexs
de grau 0 i, per tant, és g(wg) > 1. Substituint a la desigualtat anterior resulta
Al >n—2+g(wy) >n—2+1=n-1.

! Problema 6.5

Proveu que un graf connex d’ordre n té, com a minim, n — 1 arestes.

Resolucié

Sigui G = (V, A) un graf connex, amb n = |V|. Hem de demostrar que |A| > n — 1. La
demostracié tipica d’aquest resultat és per induccié sobre n, com s’ha vist al capitol 2.
Ara bé, podem utilitzar alternativament la teoria d’arbres mitjancant el resultat que
afirma que en un graf connex existeix sempre un arbre generador.

Sigui T' = (V, A’) un arbre generador de G, l'existéncia del qual és garantida pel resultat
esmentat. Recordem que A’ C A.

Essent T' un subgraf generador, V(T') = V(G). Essent T arbre, és |A'| = |A(T)| =
|[V(T)| — 11, per tant, tindrem |A| > |A'| = |V(T)| —1=|V(G)| —1 =n— 1. Per tant,
|A| >n— 1.
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Observem que el resultat ens indica que n — 1 és el minim d’arestes requerides si hi
ha d’haver connexié. Per sota d’aquest valor no hi pot haver connexié en un graf de
n vertexs. També sabem que aquest valor minim justament s’assoleix per als arbres.
Finalment, no és condicid suficient de connexié, com es pot comprovar amb Ny U K,
per an > 3.

|Problema 6.6 |

Proveu que, si un graf té tots els vértexs de grau igual o superior a 2, aleshores ha de
contenir algun cicle.

Resolucio

Considerem G = (V, A) un graf amb aquesta propietat. Sigui G = G1U-- UGy, k > 1,
la descomposicié de G en reunié de components connexos. Cada un dels G; és un graf
amb la propietat de tenir els graus dels vertexs més grans o iguals a 2, cosa que en
particular implica que cada component ha de tenir un minim de 2 vertexs. Considerem
un component qualsevol, per exemple G;, que com a graf és connex, perque és un
component connex. Ara bé, recordem que un arbre amb un minim de 2 vértexs té un
minim de 2 fulles, és a dir, de vertexs de grau 1, cosa que no es compleix per a G;, ja
que tots els vertexs sén de grau superior o igual a 2. Per tant, G; no pot ser un arbre.
Un arbre és un graf connex i aciclic. Ateés que G; és connex, la propietat que falla és
I’aciclicitat. Per tant, G; té algun cicle, que sera també cicle de G.

!Problema 6.7 |

Proveu que, st G = (V,A) és un graf connez, amb |V| = |A|, aleshores G conté un unic
cicle.

Resolucio

En primer lloc, vegem que té algun cicle. Observem que |A| # |V| — 1 i, per tant, G
no pot ser arbre. Ara bé, essent connex, ha de contenir algun cicle, ja que si fos aciclic
seria arbre. Per tant, el graf conté cicles.

Vegem que només n’hi ha un. Considerem C' un cicle de G i sigui a € A(C') una aresta
del cicle C. L’eliminacié de laresta a per formar el graf G’ = G — a manté la connexié,
perqueé és d’'un cicle. Ara bé, pel que fa a G’, és connex i A(G') = |A(G)| -1 =
[V(G)| — 1= |V(G’)| — 1. Per una de les caracteritzacions dels arbres, G’ és un arbre.
Restituint ’aresta a tornem a obtenir el graf original G = G’ +a. Ara bé, quan s’afegeix
una aresta a un arbre es crea un unic cicle, propietat que caracteritza també els grafs
que sén arbres.
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6.2.4 Problemes de seqiiencies de graus en arbres

En el cas dels arbres, els problemes tipics de seqiiencies de graus es poden tractar amb
més facilitat, ateses les propietats addicionals de l'estructura. L’existencia garantida
d’un minim de 2 vertexs de grau 2 pot ser vital per a la resolucié del problema o, com
en aquest cas, pot ser util simplement per facilitar-ne la resolucié disminuint els casos
que cal considerar.

!Problema 6.8 |

Sigui T un arbre d’ordre 12. Suposem que T té exactament tres vértexs de grau 3 4
exactament un vertex de grau 2.

1. Obteniu la seqiiéncia de graus de T

2. Trobeu dos exemples d’arbres no isomorfs amb la seqiéncia de graus anterior.
Justifiqueu la no-isomorfia.

Resolucié
Sigui T' = (V, A) un arbre d’ordre n = 12.

(1) Utilitzem el lema de les encaixades: 2|A| = > .y g(v). En primer lloc, com que T
és un arbre, és |A| = |V|—1=12—1=11. Essent n > 2, hi ha un minim de 2 vertexs
de grau 1, cosa que podem aprofitar per simplificar raonaments posteriors, tot i que no
és estrictament necessari. Aleshores podem escriure, pel lema de les encaixades:

22 =2(A] =) g(v) =3+3+3+2+1+1+ar+as+ 29 + 210 + T11 + 712,
veV

on x7,xs,x9, 10, T11,L12 sOn els graus desconeguts de la resta de vertexs.

De la igualtat anterior resulta: x7 + xg + X9 + x19 + 11 + 12 = 9. Ateés que tot
arbre és connex, el grau d’un veértex no pot ser zero i, en conseqiéncia, x; > 1, i =
7,8,9,10,11,12. Per hipotesi, els graus que resten per trobar no poden ser 2,3. Per
tant, o bé sén 1 o bé més grans o iguals que 4. Donat que s’ha de complir la igualtat
anterior, es pot veure que no tots poden ser 1; no n’hi pot haver cap més gran o igual
que 5 (atés que la resta s6n més grans o iguals que 1). Per tant, hi ha d’haver com a
minim un vertex de grau 4, pero no més d’un ja que aleshores no es compliria la igualtat.
Només existeix, doncs, una possibilitat per als graus pendents d’obtenir: 4,1,1,1,1,1.
En conclusié, la seqiiencia de graus és 4,2,3,3,3,1,1,1,1,1,1,1.

(2) Per guiar l'obtencié d’exemplars d’arbres amb aquestes caracteristiques (i veure,
aixi, que n’existeix algun) podem fer construccions procurant de mantenir sempre la
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connexio i evitant formar cicles, com a guia de construccié. Hi ha moltes maneres de
fer-ho. Podem considerar, per exemple, el vertex de grau 4. No pot ser adjacent a 4
vertexs de grau 1, ja que aleshores es crearia un graf no connex. Estudiem si pot ser
adjacent a exactament 3 vertexs de grau 1; el quart vertex ha de ser de grau 2 o 3. Hi
ha diverses possibilitats, de les quals en presentem només dues, a la figura 6.11.

Figura 6.11
H1 H2

De manera sistematica, podriem obtenir facilment tots els grafs no isomorfs amb les
hipotesis de I’enunciat.

Vegem formalment que Hy = (V4, A1), Hy = (Va, A3) no sén isomorfs. Si ho fossin,
existiria una bijeccié f : V3 — V5 que, en particular, conservaria les adjacéncies. Ara
bé, com a conseqiiencia, f conserva graus i aix0 implica que la imatge de 'inic vertex
de grau 4 de Hq ha de ser necessariament 1'inic vertex de grau 4 del graf Ho, i el mateix
podem dir per als vertexs de grau 2. Per tant, f(u) = w, f(x) = y. Ara bé, u,x sén
adjacents en Hj i, en conseqiiencia, f(u), f(z) també ho han de ser en Hs, és a dir,
w,y han de ser adjacents en Hs, la qual cosa és una contradiccid!

!Problema 6.9 |

Sigui T un arbre amb vértexs de grau 1 i 8. Calculeu el nombre de fulles en termes de
l’ordre.

Resolucio
Sigui T' = (V, A), amb n = |V]|.

El propi enunciat suggereix considerar x; el nombre de fulles o vertexs de grau 1 i 3
el nombre de vertexs de grau 3.

Aplicant el lema de les encaixades i la propietat especifica d’arbres segons la qual és
|A| = n —1, podem escriure 2(n — 1) = 2|A| = >~y 9(v) = 21 + 323 = 21 + 3(n — 1).

Per tant, 2n — 2 = 3n — 221, d’'on 1 = %

! Problema 6.10 |

Quin és el nombre de vértexs d’un arbre que té 8 vértexs de grau 2, 2 vértexs de grau
3, 1 vértex de grau 4 i la resta de grau 17
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Resolucio

Donat 'arbre T' = (V, A), tenim, per la propietat |A| = |V| — 1 i pel lema de les
encaixades, el segiient:

S g(v) = 204] = 2(|V| - 1) = 2n — 2.

veV

Si k és el nombre de fulles o vertexs de grau 1,ésn=3+2+1+k = 6+ k. Aleshores,
aplicant I'anterior, és 2(6+k) —2=2n—-2=3" -y g(v) =3-242-34+4+k. Resolent
I’equacié en k resulta k = 6 i, per tant, n = 12.

! Problema 6.11 |

Sigui T un arbre d’ordre n = 8. Proveu que si T té 5 vertexs de grau 2, aleshores és
isomorf al graf trajecte Tg.

Resolucié

Tenint en compte la caracteritzacié de grafs trajectes, només cal provar, ates que T és
connex, que la seqiiéncia de graus és 1,2,---,2, 1.

Sabem que si un arbre té un nombre de vertexs superior o igual a 2, aleshores hi
ha d’haver un minim de 2 vertexs de grau 1. Per tant, la seqiiéncia de graus sera
1,1,2,2,2,2,2, 2. Per obtenir z podem utilitzar el lema de les encaixades i el fet que,
per a un arbre, |A(T)| =|V(T)|—-1=n—-1:

2-14+5-2+x=>Y g(v)=2/A[=2n-2.
veV

Per tant, x = 2. Aix0 prova el que calia.

6.3 Problemes diversos

! Problema 6.12

Proveu que tot arbre d’ordre n > 2 és 2—acolorible.
Resolucio

Tot i que ja s’ha vist abans una versié d’aquest problema (al capitol 2, dedicat a la
induccid), en veurem aqui una altra. Proposem una demostracié per induccié sobre
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lordre de larbre, i encara en més d’una modalitat. Sigui T = (V, A) arbre d’ordre
n=1V|.

Pas 1 (base). Considerem el cas n = 2. Per connexi6 ha de ser T' = T3, Obviament
2-acolorible

Pas 2 (inductiu). Sigui n > 3 i suposem la propietat certa per a arbres d’ordre n’ < n,
és a dir, els arbres d’ordre n’ < n sén 2-acoloribles.

Meétode 1: Eliminem una aresta. Sigui a € A una aresta qualsevol, que és aresta pont,
perque és aresta d’un arbre. Suposem que és a = uv. Vegeu la figura 6.12.

Figura 6.12

Eliminem a per crear el graf 7" = T — a. Ara bé, com és sabut, aleshores es produeixen
dos components connexos exactament, de manera que 7" = HiUH,, amb Hy = (V1, A1),
Hy = (Vo,As) i, amés, u € Vi, v € V, (0 a l'inrevés). Com que sén connexos i hereten
el caracter aciclic, Hy, Hy sén arbres, d’ordres respectius ny = |Vi|, ng = |V2|. Els
és aplicable la hipotesi d’induccié i, per tant, cadascun és 2—acolorible, amb els colors
B, N per exemple (figura 6.13).

T Figura 6.13

n2

Si un d’ells és Ny, se li assigna un color arbitrariament. En reconstruir el nostre graf
tornant a afegir I'aresta a eliminada, és a dir, fent T' = T" + a, poden donar-se dues
situacions:

1. Cas 1. Els vertexs extrems u,v han rebut colors diferents en les coloracions de
H,y, Hs, respectivament. Aleshores, mantenint les coloracions respectives, amb
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lafegit (restauracid) de I’aresta a obtenim una coloraci6 global de T' (figura 6.14).

@? § % Figura 6.14

2. Cas 2. Els vertexs extrems u, v han rebut colors idéntics en les coloracions de Hy,
Ho, respectivament. Ara no podem restablir 'aresta a, ja que hi hauria collisié
de colors. Construim un 2-acoloriment per a T' de la manera segiient: mantenim
la coloracié de H; (per exemple) i intercanviem els colors dels vertexs de Hy, és
a dir, els que sén blancs passen a negres, i viceversa. Aix0 crea una bicoloracié
en Hs, pero ara u,v tenen colors diferents i ja podem restablir ’aresta a, per
recuperar T', que queda ara globalment 2-acolorit (figura 6.15).

B? % % Figura 6.15

Meétode 2: Eliminem un vértex. Una variant de resolucid, seguint el mateix esquema
inductiu, consistiria a eliminar un vertex w, de grau k. Si k=1, aleshores 7" =T — w és
2—acolorible per induccié i, si v és el vertex adjacent a w, assignem a w color diferent
del que ha rebut v en la coloracié inductiva. Si k > 2, aleshores és T" = T — w =
Hy U --- U Hyg, reunié de k£ components connexos, que sén arbres d’ordres inferiors
estrictament a n i, per tant, inductivament 2—acoloribles. Si els vertexs adjacents a w
en T sén wy,- -, wy, hauran rebut un dels dos colors. Assignem a w un color diferent
del color de wy. Sigui ara w;, ¢ > 2, un qualsevol dels altres vertexs. Si el color de w;
és diferent del de w, no cal fer res. En cas contrari, intercanviem els dos colors a H;,
component que conté w;. Aix0 produeix una 2—coloracié en H; i, procedint analogament
per a la resta de vertexs, tenim finalment una 2—coloracié global de 'arbre T

|Problema 6.13 |

FEstudieu si existeizen arbres autocomplementaris.
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Resolucio

En primer lloc, analitzem qué se’ns esta demanant. Si 7' = (V, A) és un arbre, estem
interessats a saber si pot ser isomorf al seu complementari T°. Amb aquest objec-
tiu, vegem si podem identificar possibles candidats a ser arbres autocomplementaris.
Posteriorment analitzarem cada cas que en pugui haver resultat.

En primer lloc, vegem qué podem deduir simplement del fet que un graf sigui au-
tocomplementari, amb independencia de propietats addicionals, com la de ser arbre,
que s’aplicaria posteriorment.

Suposem que el graf és d’ordre n, és a dir, |V| = n. Tenim en general que T¢ = (V, A").
Ara bé, per isomorfisme, resulta en particular que |A| = |A’|. Ateés que per al graf
complementari és A’ = Po(V) — A, resulta |[A'| = () — |A] i, per tant, |[A| = (5) — |A],

don |A| = 1(3) = 2,

Ara podem aplicar que T és un arbre i, per tant, |A| = n — 1, amb la qual cosa podem
escriure n — 1 = n(nT_l), d’on (n —1)(§F —1) = 0. Per tant, ésn = 1 0 bé n = 4.
D’aquesta manera tenim extraordinariament limitat el ventall de possibles candidats.
Per tant, acabem d’obtenir una condicié necessaria, condicié que s’ha de complir perque
un arbre pugui ser autocomplementari, cosa que no significa que tot arbre d’ordre 4

hagi de ser-ho, com tindrem ocasié de comprovar en ’analisi que segueix.
Pel que fa a n = 1, 'inica possibilitat és T' = N7, obviament autocomplementari.
Estudiem ara ’altre cas possible, n = 4. Anem a obtenir els arbres d’ordre 4.

Si considerem la seqiiencia de graus, sera del tipus 1,1, z3, x4, ja que hi ha d’haver un
minim de dues fulles, és a dir, de vértexs de grau 1. Aplicant el lema de les encaixades,
204 = > cy9(v) = 14+ 1+ 23 + 34, i tenint en compte que, com que és arbre,
|Al=n—1=4—1= 3, resulta finalment que 2 + x3 + 4 = 6, és a dir, x3 + x4 = 4.
Enumerem les possibilitats per als graus que sén incognita. Ates que T és arbre, T” és
connex i, per tant, no hi ha vertexs de grau zero, amb la qual cosa és x3 > 1, x4 > 1.
Només hi ha dues possibilitats essencialment diferents: z3 = 1,24 =31 3 = 2,24 = 2,
cosa que ens porta a les seqliencies de graus 1,2,2,1; 1,1,1,3. Observeu que l'altra
possibilitat, z3 = 3,4 = 1, és essencialment la primera, ja que estem interessats en
isomorfisme, i els vertexs no es consideren etiquetats.

En el primer cas, atesa la connexid i la caracteritzacié dels grafs trajecte, és T = Ty.
Es pot comprovar que Ty = Ty, és a dir, que és autocomplementari, com es pot veure
a la figura 6.16.

o @ @ e ‘@ Figura 6.16
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Pel que fa a la seqiiéncia 1,1,1,3, és immediat veure que es tracta del graf estrella
T = E4. Ara bé, T¢ = C3 U N1, no isomorf a T', com podem veure a la figura 6.17.

Figura 6.17

Per tant, en conclusid, els tunics arbres autocomplementaris sén N, Ty.

! Problema 6.14

Sigui T un arbre amb un nombre parell d’arestes. Proveu que T té almenys un vertex
de grau parell.

Resolucié

Es un problema que sembla abordable utilitzant el lema de les encaixades i la propietat
que diu que el nombre d’arestes d’un arbre d’ordre n és n — 1.

Suposem que no es compleix el que s’ha de demostrar, és a dir, suposem que tots els
vertexs son de grau senar.

Sigui T' = (V, A), amb |V| =n i |A| parell.

Si v € V, aleshores el seu grau és de la forma g(v) = 2k, + 1. Aplicant el lema de les
encaixades,

2(n—1):2|A|:Zg(v):Z(?kv—i-l):2Zkv+21:parell+n

veV veV veV veV

Per tant, n parell. Ara bé, de n = |A|+ 1 resulta n senar, la qual cosa és contradictoria.

Vegem un procediment més immediat. Essent T" arbre, és n = |A| + 1. Si el nombre
d’arestes és parell, aleshores I'ordre n és senar. Ara bé, si no hi hagués vértexs de grau
parell, tots serien de grau senar i n’hi hauria, per tant, una quantitat senar, ’ordre.
Ara bé, aix0 es contradiu amb el resultat ben conegut que afirma que el nombre de
vertexs de grau senar en un graf és parell.

|Problema 6.15 |
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Sigui T un arbre d’ordre n > 2. Proveu que el nombre f de fulles és

f=2+ ) (9v)-2).

g(v)>3

Resolucio
Sigui T' = (V, A) arbre amb n = |V]|.

Ates que a ’enunciat es fan consideracions sobre vertexs de graus diversos, concreta-
ment vertexs de grau 1 (fulles) i vertexs de grau superior o igual a 3, sembla raonable
considerar els conjunts de vertexs respectius i establir-ne la notacié corresponent. Do-
nat que un arbre és connex, no hi ha vertexs de grau 0, de manera que els vertexs que
considerarem seran els de graus 1, 2 i superior o igual a 3.

Siguin, doncs, F' = {v € V|g(v) =1}, R={v € V|g(v) =2} i 5 = {v € V|g(v) > 3},
cosa que determina una particié del conjunt de vertexs. Es V. = FURUS i és
n = |F|+|R| +|S].

Apliquem el lema de les encaixades i el fet que |A| =n — 1, perque T és arbre. També
descomponem la suma de graus concordantment a la particié del conjunt de vertexs:

2n—1) =2/A] =Y g(v) =Y g(w) + Y gw) + D g() =|F|+2[R[+ > g(v).

veV veF vER veS g(v)>3

Si indiquem |F| = f,|R| = r,|S| = s, podem escriure, substituint a la férmula anterior,

2(f+r+s)— 1) =f+2r+ Z g(v).

g(v)>3

Simplifiquem i reestructurem:

f = 2-2s+ Z g(v) =2+ Z g(v) —2s

g(v)>3 g(v)>3
= 24( ) g(v) —( 2)=2+ ) (g9(v) —2).
g(v)>3 g(v)>3 g(v)>3

|Problema 6.16

Obteniu tots els arbres d’ordre n amb grau maxim n — 3.
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Resolucio

Sigui T' = (V, A) un arbre d’ordre |V| = n tal que el maxim dels graus és n — 3. Aixo
significa que hi ha com a minim un vertex per al qual s’assoleix aquest maxim, és a dir,
de grau n — 3. Sigui, doncs, wy € V tal que g(wg) = n — 3. Perque aixo tingui sentit,
i tenint en compte que els arbres sén connexos i, per tant, no hi ha vertexs isolats, ha
de ser n — 3 > 1, és a dir, n > 4, cosa que suposarem a partir d’ara.

Per tant, hi ha n—3 vertexs adjacents a wy, vertexs que denotarem per vy, ---,v,_3. No
hi pot haver cap adjacéncia v; ~ v;, ja que si hi fos, es formaria un cicle C3, wo —v; —vj,
que no és possible per laciclicitat de 'arbre T'.

Resten encara dos vertexs més per considerar, que podem denotar per z, ¢, no adjacents
a wy, ja que els adjacents a wy sén els v; (figura 6.18).

e
0@1/0/0/\’\%0 Figura 6.18

@ O

Per connexié, han d’existir recorreguts que connectin z,¢ amb algun o alguns dels
vertexs v;.

Son possibles ara tres modalitats:

Cas 1. Els vertexs z,t sén adjacents a un mateix vertex s d’entre els v;. Aleshores z,t
no poden ser adjacents, ja que es formaria el cicle s — z —¢. En aquest cas, 'estructura
del graf T seria la de la figura 6.19.

Figura 6.19

Cas 2. Els vertexs z,t sén adjacents, respectivament, a vertexs diferents d’entre els v;.
Siguin z ~ s, t ~ r, s # r. En aquest cas, z,t no sén adjacents, ja que si ho fossin es
formaria el cicle wg — s — z —t — r, en contradiccié amb [’aciclicitat. En aquest cas, el
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graf té lestructura que es mostra a la figura 6.20.

Figura 6.20

Cas 3. Només un dels vertexs z,t és adjacent a algun dels v;. Sigui, per exemple, z ~ s.
Si s’ha de mantenir la connexid, ha de ser t ~ z. A la figura 6.21 es mostra el graf
corresponent.

Figura 6.21

En el cas n = 4, s’obtenen els grafs de la figura 6.22, on els casos Hy i H3 s6n el mateix.
Atenent a les doferents seqiiéncies de graus, sén no isomorfs.

H,
Hs

()] O O ) Figura 6.22

Per a n = 5 s’obtenen els grafs de la figura 6.23. Observeu que Hy = H3. Atenent a
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les diferents seqiiencies de graus, Hi, Hy sén no isomorfs.

Hy
Hy
Figura 6.23
Hj3

Vegem a la figura 6.24 el cas de n = 6.

H H
1 2 H.
Figura 6.24

A la figura 6.25 es representen els tres grafs obtinguts per a n > 6.

H, Hy Hjs
Figura 6.25

Estudiem si hi ha alguna parella de grafs isomorfs, per a n > 6. El graf Hy, a diferéncia
dels altres, no té vertexs de grau 2. Per tant, Hi no és isomorf a cap dels altres. Els
grafs Ho, H3 no sén isomorfs perque els dos tnics vertexs de grau 2 sén no adjacents i
adjacents, respectivament. Per tant, Hi, Ho, H3 sén grafs essencialment diferents, dos
a dos no isomorfs.

Meétode alternativ. Hi ha una altra possibilitat de resolucié del problema. Es tracta
d’obtenir inicialment la seqiiencia de graus del graf. Siguin zi1,---,Zn_2,Zp_1, T, €ls
graus del graf. Com a minim un d’ells ha de ser n — 3, per exemple x,, = n — 3.

Escrivim el lema de les encaixades i utilitzen que |A| =n — 1:
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n—=3)+xp_1+-+z1=2A] =2(n—1),

ésadir,z1+ -+ x,_1 =n+ 1. Ara bé, com que GG és arbre, és connex i, per tant,
x; > 1. Siexpressem z; =1+ a}, perai=1,---,n— 1, serd 2, > 0. Substituint a la
igualtat anterior resultara

n—1

(n—l)—l—Zx;:n—i-l,

i=1

d’on Z?;ll x, = 2. Aixo déna dues possibilitats per a la seqiiencia de zi: 0,0,....,0,2;
0,0,...,0,1,1. Les seqiiencies corresponents per als graus sén: n — 3,1,...,1,3; n —
3,1,...,1,2,2.

El lector pot estudiar els casos n = 4,5 i podem suposar, per no haver de fer excepcions,
n > 6.

Enelcasn—3,1,...,1,3, el vertex de grau n — 3 no pot ser adjacent a només vertexs de
grau 1, ja que aleshores restarien vertexs en un segon component, cosa que és contraria
a la connexié. Ha de ser adjacent al vertex de grau 3 i a n — 4 vértexs de grau 1.
Aquesta configuracié déna lloc a Hj.

En el cas n —3,1,...,1,2,2, per raonaments analegs al cas anterior, el vertex de grau
n — 3 ha de ser adjacent com a minim a un vertex de grau 2. Aix0 déna lloc a dues
possibilitats, segons si és adjacent als dos vertexs de grau 2 o només a un. D’aquestes
possibilitats es deriven els grafs Hy, Hs.

El lector completara els raonaments que el portaran a les mateixes conclusions que en
el primer metode.

! Problema 6.17

Obteniu tots els arbres d’ordre n > 4 amb grau mdxim n — 2.

Resolucio

Sigui T' = (V, A) un arbre d’ordre |V| = n tal que el maxim dels graus és n — 2. Aix0
significa que hi ha, com a minim, un vertex per al qual s’assoleix aquest maxim, és a
dir, de grau n — 2. Sigui, doncs, wy € V tal que g(wg) =n — 2.

Per tant, hi ha n — 2 vertexs adjacents a wy, vertexs que denotarem per vy, -, v,_o.
No hi pot haver cap adjacéncia v; ~ vj, ja que, si hi fos, es formaria un cicle Cs,
wp — v; — vj, que no és possible per l'aciclicitat de ’arbre T'.
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Resta encara un vertex més per considerar, que podem denotar per z, no adjacent a
wp, ja que els adjacents a wy sén els v;. Per la connexié ha de ser adjacent a un dels
v;. Per tant, hi ha un unic graf, que correspon al de la figura 6.26.

Vi

Wo

@ > ® Figura 6.26

En els casos d’ordres inferiors a 4 s’obtenen grafs trajectes.

Podem considerar un metode alternatiu per obtenir els arbres amb la propietat esmen-
tada, basat en 'obtencié de la seqiiéncia de graus.

Apliquem el lema de les encaixades, el fet que hi ha un minim de 2 vertexs de grau 1 i
que |A| =n — 1. Si indiquem per z1, - - -, z,_3 graus desconeguts, podem escriure:

20n—1)=2[A| =) gv) =z 4+ 20 5+ 1+14(n—3).
veV

Efectuant operacions resulta 1 + - - - +x,_3 = n — 2. Ara bé, per connexié en un arbre
no hi ha cap vertex de grau 0 i, per tant, z; > 1. L’inica possibilitat és que un grau
sigui 2 i la resta 1 (n > 4).
n—2

Per tant, la seqiiéncia de graus de 'arbre és: 1,---,1,2,n — 2 . Si el vértex de grau
n — 2 fos adjacent als vertexs de grau 1, aleshores restaria un vertex de grau 2 que no
podria ser adjacent a cap dels altres vertexs, la qual cosa és contradictoria. Per tant,
el vertex de grau maxim és adjacent al vertex de grau 2 i a n — 3 vertexs de grau 1,
amb la qual cosa arribem a l’estructura del graf de la figura 6.26.

|Problema 6.18 |

Proveu que si el nombre de fulles d’un arbre d’ordre n > 3 és 2, aleshores ’arbre és
isomorf al graf trajecte T,,.

Resolucio

Sigui T' = (V, A) arbre d’ordre n > 3. Recordem que és garantit un minim de 2 fulles.
Vegem que si és el maxim, aleshores ha de ser necessariament un trajecte. Observeu
que els trajectes tenen aquesta propietat, de manera que és una caracteritzacié dels
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trajectes d’entre els arbres. O també, equivalentment, els trajectes son els arbres amb
exactament 2 vertexs de grau 1.

Tenint en compte que tot arbre és connex i atenent la caracteritzacié dels grafs trajecte
(seccié 4.3) com els grafs connexos amb seqiiéncia de graus 1,2, ... ,2,1, és suficient
provar que la seqiiéncia de graus és la indicada.

Intentem determinar la seqiiéncia de graus de larbre T utilitzant les eines al nostre
abast: lema de les encaixades, existéncia d’un minim de 2 fulles, nombre d’arestes igual
an—1.

Podem escriure:

20n—1) =2/A| =) g(v) =1+ 1425+ + zp.
veV

Ates que per connexié no hi pot haver graus nuls, en haver-hi exactament dos vertexs
de grau 1, ha de ser z; > 2, per a ¢ = 3,...,n. El nostre problema és veure que
3 = ... = Tp, = 2. Sino fos aixi, algun d’ells com a minim, per exemple z;,, seria
estrictament més gran que 2 i, per tant,

n—2 n—2

2(n—1)=1+14a34+ - 4z, >1+14+2+ - +2=2+2(n —2),

cosa que ens porta a 'absurd —2 > —2.

Observem que aixd es podria justificar alternativament escrivint z; = z + 2, amb
x, >0, per i = 3,...,n. Aleshores podem reescriure a l’equacié derivada anteriorment
del lema de les encaixades:

2(n—1)=1+1+a3+ - +zn=2+20n—2)+ Y _aj,
i=3n

d’on ), 5. ) = 0. Per tant, essent cada sumant no negatiu, ha de ser 24 = ... =z, =

n
0.
Meétode 2: Per induccid. Podem intentar demostrar el resultat per induccié sobre n i
encara amb més d’una variant.

Considerem l’esquema de demostracié inductiva P(n — 1) = P(n), que utilitza la
propietat, que suposem coneguda, que tot arbre amb més de dos vertexs té un minim
de dues fulles.

Pas 1 (base). Considerem el cas corresponent al valor minim de n. Atés que hi ha
vertexs de grau 2, necessariament n > 3. Suposem, doncs, n = 3. La seqliencia de
graus és 1,2,1. Necessariament ha de ser T' = T5.
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Pas 2 (inductiu). Sigui n > 4. Suposem per hipotesi d’induccié la propietat certa per a
ordre n’ = n—1, és a dir, que si un arbre d’ordre n — 1 té exactament 2 fulles, aleshores
és isomorf a T;,_1. Per poder utilitzar la hipotesi d’induccid, efectuarem una operacio
destructiva sobre el nostre arbre T' eliminant un vertex convenient, de tal manera que
es conservi el caracter d’arbre i la propietat de tenir exactament 2 fulles.

Sigui wy € V un vertex de grau 1, adjacent a vg € V. Sigui wy laltra fulla de T' (i no
n’hi ha més). Considerem T = T — wy. El graf T’ continua essent arbre, és d’ordre
n — 1 i hereta una fulla, el vertex wy. Qualsevol altre vertex diferent de vg,w; és de
grau superior o igual a 2, ja que si algun fos de grau 1, ’arbre T original hauria tingut
més de 2 fulles. Per tant, I'"inic candidat a ser una fulla en T" és vy, i ho ha de ser, ja
que T” ha de tenir un minim de 2 fulles.

Aplicant la hipotesi d’induccié a T” resulta 7" = T;,_1. Ara podem reconstruir el graf
T, desfent 'operacié d’eliminacié de wq, i obtenir finalment T' = T,,.

Una segona variant utilitzaria el fet que un arbre amb un minim de 2 vertexs té un
minim de 2 fulles, pero aleshores I’esquema demostratiu és la induccié completa. Es
basaria a eliminar els dos tdnics vertexs de grau 1, wg,w;, i aixi crear un arbre G,
d’ordre n — 2, on els dos Unics vertexs de grau 1 son els vertexs vy, v; adjacents a
wp, w1, respectivament, en 7' (ja que si fossin altres vertexs, també serien fulles de T,
que deixaria de tenir-ne exactament dues).

|Problema 6.19 |

Sigui T un arbre d’ordre n > 3. Proveu que si té n—1 fulles, aleshores és el graf estrella
E,=Kin 1.

Resolucié

El reciproc és obviament cert. Vegem, doncs, el que es demana a I’enunciat. El resultat
és certament intuitiu, pero estem buscant una justificacié formal.

Hi ha una argumentacio senzilla, que és la que segueix a continuacié. Siguin vy, ---,vp—1
les fulles de 'arbre. Sigui wy el vertex restant. Es facil veure que, tractant-se de vertexs
de grau 1, no hi ha dues fulles adjacents, ja que seria T' no connex, donat que n > 3.

Per tant, si no hi pot haver cap aresta entre les parelles de vertexs v;, tots han de ser
adjacents (essent de grau 1) a ’'iinic vértex que resta, wy, que resulta ser, per tant, de
grau n — 1. Aixi, doncs, T = N1 + N,,_1.

També es podria formular un argument inductiu, eliminant un vertex de grau 1, cosa
que es deixa per al lector.

|Problema 6.20
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Sigui T un arbre de grau mazim A. Proveu que té un minim de A fulles (vértexs de
grau 1).

Resolucio

Hi ha diversos metodes d’abordar aquest problema. Algun d’ells pot ser molt més
directe i rapid que els altres. Aixd no té importancia: el lector no ha d’oblidar que val
la pena explorar el maxim de possibilitats possibles (dintre del que és raonable), ja que
I’objectiu és 'entrenament en el raonament i la manipulacié combinatoria, en teoria de
grafs en aquest cas.

Meétode 1: Per induccid. Considerem el nostre arbre T' = (V, A) d’ordre n, amb grau
maxim A. Anem a provar el resultat per induccié sobre n.

Pas 1 (base). Sigui n = 2. Aleshores, per connexid, és T' = Ty, cas en el qual A =11
podem comprovar que hi ha un minim de A =1 vertexs de grau 1 (dos, de fet).

Pas 2 (inductiu). Sigui n > 3. Aleshores T' té un minim de 2 fulles, vertexs de grau
1. Sigui wg vertex de grau 1 de T'. Quina és la hipotesi d’induccié en aquest cas? En
aquest cas, ateés que es pretén eliminar un dels vertexs de grau 1, resulta: tot arbre
d’ordre n’ = n—1 i de grau maxim A’ té un minim de A’ fulles. L’estrategia és, doncs,
eliminar els vertexs wq i aixi crear el graf 7" = T — wg. Aleshores T’ continua essent
arbre, d’ordre n’ = n — 1, i se li pot aplicar la hipotesi d’induccié: el nombre de fulles
de T" és superior o igual a A’, maxim dels graus de T’. Ara bé, suposem que wg és
adjacent a vy en T

Si el grau maxim A de T s’assoleix en un(s) vertex(s) ug # vo de T (i obviament,
up # wp), aquest maxim no varia en passar a T’, que és A. En aplicacié de la hipotesi
d’induccid, resulta que 7" té un minim de A fulles. Ara, pensant en la restitucié de T,
poden passar dues coses: si el grau de vy en T” no és 1, aleshores no és una fulla en
T’ i, en restituir el vertex wy, resulta que T' queda amb un minim de A + 1 fulles (wq
i el minim garantit de A fulles de T"); si, al contrari, és g7v(vg) = 1, aleshores resta
un minim de A — 1 fulles a T”, que també ho seran de T'. En afegir wg s’obté la fulla
suplementaria que calia per assolir un minim de A fulles.

Una argumentacié similar funciona també si el grau maxim A s’assoleix en 7" a vy i a
algun altre vertex.

Si el grau maxim A de T s’assoleix a exactament a vg, que sera de grau A i la resta de
vertexs, de grau estrictament inferior a A, aleshores el grau maxim de 7" és A — 1 (i
certament es pot assolir a més d’un vertex, a part de vg). En aplicacié de la hipotesi
inductiva, 77 té un minim de A — 1 fulles. Si vyp no és una fulla de T”, aleshores,
restituint wg (fulla de T") obtenim per a 7' un minim de (A —1) + 1 = A fulles. Si vg
és una fulla de 7", aleshores el grau maxim de 7" és A —1 = 1, cosa que, per connexio,
implica que ha de ser reduit a T, amb un vertex de T, el vertex vy. Per tant, T' = T3,
cas en el qual es compleix la propietat.
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Metode 2: Immediat! El metode es basa a considerar que si A és el grau maxim,
aquest grau s’assoleix com a minim en un vertex, per exemple wy, que sera adjacent a
A vertexs, per exemple: v, ---,va. L’eliminacié del vertex wy produeix un bosc de A
components connexos, T' = G U---UGa; cadascun d’aquests components és un arbre,
ja que hereten l'aciclicitat de T'. Vegem que cada component connex “aporta” a l’arbre
original T" una fulla com a minim, amb la qual cosa tenim que hi ha un minim de A
fulles. Considerem un component connex G;.

Considerem dos casos possibles. Si GG; és format per un vertex, aleshores és una fulla
de T' i, per tant, aquest component aporta una fulla al comput general quan es recons-
titueixi el graf T'. Si G; és un arbre de dos o més vertexs, aleshores hi ha un minim de
2 fulles en G;. Podria ser que una de les fulles fos v;, I’altra sera una fulla també de T'
i, en conseqiiéncia, el component connex G; aportara un minim d’una fulla a T quan
es faci la reconstruccié. Per tant, a cada G; hi ha com a minim un vertex que és fulla
de T'. En conseqiiéncia, T té un minim de A fulles.
T T Yg Figura 6.27. En
Gs Gy e aquest graf es po-
.\. o den wveure les di-
verses situacions que
Gy es poden donar,
G\
o

corresponents a la
discussio anterior

Meétode 3: Analitzant els graus dels vértexs.

Establim una notacié minima que ens permetra efectuar manipulacions amb els graus
dels vertexs. Siguin F' = {v € V|g(v) = 1}, conjunt de les fulles; D = {v € V|g(v) =
A}, conjunt de vertexs de grau maxim A, no buit per hipotesi, de manera que d =
ID| > 1; P = {v € V|2 < g(v) < A — 1}, la resta de vertexs. Observem que per
connexié no hi ha vertexs de grau 0. Tenim la particié V = F U D U P, d’on es deriva
que n = |F| + d + |P|, o, equivalentment, |P| = n — d — |F|. El nostre problema és
provar que |F| > A.

Com que T és arbre, |A| = n — 11 pel lema de les encaixades podem escriure:

2n—1) = 204|=) g(0) =) g@)+ Y g(v)+ Y g(v)

veV veEF veD veP

= |F|+dA+) " g(v) > |[F| +dA +2|P|
veEP
= |F|+dA+2(n—d—|F)).
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Per tant,

2n —2 > |F| + dA + 2n — 2d — 2|F|,
d’on
|F| >dA —-2d+2=(A-2)d+2>(A—-2)1+2=A,

com s’havia de veure.

Variant B. Podem seguir una altra variant argumental a 'entorn de la mateixa apro-
ximacio a la resolucié del problema.

Sigui x; el nombre de vertexs de grau i de larbre 7. Essent T connex, xg = 0.
Considerem, doncs, x1,---,zA, per a A el maxim dels graus. Donat que hi ha un
vertex de grau A, és xao > 1. Hem de veure que z1 > A.

En primer lloc, podem escriure una relacié immediata: n = x; 4+ --- + za. D’altra
banda, per ser T" arbre, és |[A| =n—1= 21+ ---+xa — 1. Aplicant el lema de les
encaixades podem escriure 2|A| = > v g(v) = 1 + 222 + 323 + - - - +ix; + - - + Aza

Per tant, 2(z1 + -+ +2a — 1) =2|A| =21 + 222 + 323+ -+ +iz; + - + Aza

Ara, efectuant simplificacions a la igualtat anterior,

A A A
T =24 dzi— Y 2m; =2+ (i—2)3; 22+ (A—2)2a 22+ (A-2)1=A.
=3 =3 =3

! Problema 6.21 |

Sigui T un arbre d’ordre n > 3. Proveu que D(T') = 2 (diametre) si i només si T és
isomorf al graf estrella E,.

Resolucio
SiT = E,, amb n > 3, aleshores trivialment és D(T') = 2.
Suposem que D(T) = 2. Anem a veure que T' = E, = K 1.

Vegem, en primer lloc, que existeix un vertex que és adjacent a la resta. Siguin z,y
vertexs no adjacents, és a dir, d(z,y) # 1. Una parella de vertexs no adjacents ha
d’existir, ja que en cas contrari, si aixo no passés, seria el graf K, i, per ser arbre, seria
el graf Ko = Ty, cas en el qual D(T') = 1, cosa que seria contradictoria amb la hipotesi.

Ates que 1 < d(z,y) < D(T) = 2, tindrem que d(z,y) = 2 i, en conseqiiéncia, existeix
un vertex z adjacent a x,y. Si no hi ha més vertexs, aleshores T' = T3, determinat per
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la seqiiéncia x — z — y. Si existeix algun altre vertex, per exemple ¢, aleshores veurem
que t és adjacent a z (figura 6.28). Si no ho fos, vegem que s’arriba a contradiccié.
Per connexid, existeix un ¢t — z recorregut C', que a més és unic, perque T és arbre. Si
el recorregut és format per una unica aresta, aleshores hem acabat. Suposem que el
recorregut és format per més d’una aresta. No pot contenir cap dels vertexs z,y; si,
per exemple, contingués el vertex x, aleshores, per unicitat de camins entre dos vertexs
en un arbre, t — C —x — z — y seria "inic t — y recorregut, de longitud com a minim 3,
de manera que d(y,t) > 3 i, en conseqliéncia, seria D(7T') > 3. Aleshores, el recorregut
t — C — z — y (per exemple; seria el mateix amb x) seria 'inic ¢ — y recorregut i la
seva longitud seria com a minim 3, d’on per la unicitat seria d(¢,y) > 3 i, per tant,
D(T) > 3.

o L
x z Y

Figura 6.28

Existeix, per tant, un vertex z que és adjacent a la resta. Si w és un vertex diferent de
z, aleshores no pot ser adjacent a cap altre vertex s, ja que en cas contrari es formaria
un cicle w — z — s, cosa que és contradictoria amb I'aciclicitat.

Metode 2: Per induccié. Anem a demostrar la propietat per induccié sobre n. La idea
és suggerida pel fet que existeix un minim d’una fulla i la seva eliminacié produeix
un graf d’ordre inferior que continua essent arbre, tot i que caldra que continui tenint
diametre 2.

Com sempre, cal considerar dos passos en aquest metode de demostracio.

Pas 1 (base). Considerem n = 3. Aleshores, com que T és arbre, és T = T3, és
D(T3) =2 i es compleix que T és el graf estrella, concretament 7' = T3 = K 5.

Pas 2 (inductiu). Suposem n > 4. La hipotesi d’induccié és la propietat: “Tot arbre
d’ordre n’ = n — 1 de diametre 2 és isomorf a E,,_; = Kj,_2”. Considerem ara el
nostre arbre 7' d’ordre n, de diametre 3. Sigui wp una fulla de T, adjacent a vy (figura
6.29).

wo
O Figura 6.29

Considerem l’arbre resultant 7" = T — wg, d’ordre n’ = n — 1. Li podrem aplicar la
hipotesi d’induccié si justifiquem que és de diametre 2. Ateés que hem eliminat una
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fulla de T', és D(T") < D(T) = 2. Ates que n >4, és D(T") > 1. Si fos D(T") =1, dos
vertexs qualsevol de T” serien adjacents i es tractaria, per tant, del graf complet, és a
dir, 7" = K,,_1. En conseqiiéncia, com que és arbre, seria K5, cosa que significaria que
n = 3. Per tant, D(T") > 1 i, en conseqiiéncia, D(T") = 2. En aplicacié de la hipotesi
d’induccié resulta que 7" = K 1,n—1, amb un vertex central que denotem wug. Si ug # vo,
aleshores tindriem en T el recorregut wy — vy — ug — tg, on tg és un dels vertexs restants
de T'. El recorregut és tnic, perqué és arbre, i, en conseqiiéncia, d(wo,tg) = 3, cosa
que contradiu la propietat D(T') = 2. En conseqiiéncia, ug = vp, vertex central, al qual
també és adjacent wg. Per tant, T' és lestrella E,, (figura 6.30).

o —e@ y

0
@ Figura 6.30

Vo

! Problema 6.22 |

Calculeu el nombre de fulles d’un arbre amb arrel binari complet d’ordre n, n > 3, en
funcid de n.

Resolucié

En primer lloc, descrivim la situacié sobre la base de les hipotesis de ’enunciat. Siguin
T l'arbre amb arrel donat i sigui T = (V, A) 'arbre subjacent. Siguin f el nombre de
fulles i i el nombre de vertexs interns (arrel inclosa) de T'. Aleshores el graf subjacent
T té f vertexs de grau 1, un de grau 2i ¢ — 1 de grau 3, tal com es veu a la figura 6.31.
Siguin els conjunts de vertexs respectius F, D, W.

Figura 6.51

Escrivim el lema de les encaixades, utilitzant que, per ser arbre, |A| = n — 1:
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2(n—1) =2/A] =D gv) =Y g)+>_ g)+ Y g(v) = f+2+3(i—1) = f+3i—1.

veV veEF veD veW

Ara bé, encara podem escriure una relacié més, ¢ = n — f, que substituirem a l’equacié
anterior: 2n —2 = f +3(n — f) — 1. Per tant, f = 2.

|Problema 6.23 |

Sigui T un arbre tal que cada vertex adjacent a una fulla és de grau 3, com a minim.
Proveu que existeizen dues fulles que son adjacents a un mateiz vértex.

Resolucié

Sigui T' = (V, A). Implicitament resulta de la condicié dels graus que hi ha més de 3
vertexs, d’on existeix un minim de 2 fulles. Aix0 exclou també que dues fulles siguin
adjacents, cas en que seria T' = T5, la qual possibilita alguns raonaments posteriors.
Suposem que T' té f fulles, que denotem per vy,---,vy, i suposem que cada fulla v;
és adjacent al vertex w;, amb g(w;) > 3. Els vertexs w; sén els que sén adjacents a
alguna fulla.

Suposem que no es compleix la propietat que es vol demostrar. Aixo significa que no
hi ha dues fulles que siguin adjacents a un mateix vertex i, per tant, tots els vertexs
wy,- -+, wy sén diferents i cadascun d’ells és adjacent a només una de les fulles (els
vertexs que sén adjacents a una fulla, ho sén només exactament a una).

La idea és “podar” larbre de totes les fulles, és a dir, considerar el graf T/ = T —
{v1,---,vs}, resultat d’eliminar totes les fulles. En la mesura que eliminen vertexs de
grau 1, el graf resultant manté la connexié i, per descomptat, I’aciclicitat. Per tant, T”
és un arbre.

Analitzem quins sén els graus dels vertexs en T'. Per connexié no hi ha veértexs de
grau zero. Els vertexs wy,---,wy, iniciament de grau superior o igual a 3, ara sén en
T’ de grau superior o igual a 2, ja que eren adjacents a no més d’una fulla. Pel que fa
a la resta de vertexs, no s’han alterat les adjacencies en 'operacié d’eliminacié de les
fulles i, per tant, conserven el grau que tenien en 7. Ara bé, atés que no eren vertexs
isolats ni fulles, el grau era superior o igual a 2. En conseqiiéncia, i com a resum, tots
els vertexs de T" sén de grau superior o igual a 2, cosa que esta en contradiccié amb el
fet que T" sigui arbre, que ha de tenir un minim de 2 vertexs de grau 1 (fulles).
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Capitol 7

Planaritat

7.1 Objectius

Tractem el tema dels grafs planaris des del punt de vista dels problemes. A través
dels problemes volem fer veure com es pot treballar en teoria de grafs planaris i de
quina forma entren en joc els diversos resultats teorics que ja s’han exposat previa-
ment; volem també que el lector adquireixi habilitats en aquest tipus de problemes i
en com modelitzar, en el marc de la teoria de grafs planaris, determinats problemes,
que en principi en semblen allunyats, com ara problemes combinatoris de disseccions
geometriques (que posteriorment es tornaran a tractar, des d’altres punts de vista) o
problemes de geometria tridimensional relatius a estructures poliedriques.

Els objectius pel que fa al contingut a cobrir sén els segiients: planaritat en general,
teorema de Kuratowski, fitacid superior lineal de la mida i el nombre de cares, for-
mula d’Euler, formula d’Euler per a poliedres, resolucié de problemes de poliedrica
mitjancant teoria de grafs, tractament dels aspectes de combinatoria i de comptatge
d’objectes en determinades estructures geometriques com triangulacions o disseccions
per rectes, com ja s’ha dit, cosa que és d’interes per a l'algorismica geomeétrica.

7.2 Grafs planaris: revisio teorica i exemples

7.2.1 Aspectes basics

Recordem, en primer lloc, alguns conceptes relatius a corbes de Jordan, en la mesura
que poden ser a la base de raonaments per estudiar la planaritat d’alguns grafs.

Corbes de Jordan en el pla. Una corba 7y del pla es diu que és de Jordan si és continua
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i no té autointerseccions.
Les arestes d’un graf es representen mitjancant aquest tipus de corbes.

El teorema de la corba de Jordan és de molta utilitat en algunes demostracions de
planaritat o de no-planaritat. Recordem-ne ’enunciat, del qual podeu veure una il-
lustracié a la figura 7.1:

Teorema de la corba de Jordan. Si C és una corba de Jordan tancada, aleshores R?—C' es
descompon en dues parts disjuntes E, I (exterior i interior, respectivament), de manera
que si x € E, y € I, tota corba de Jordan C’ d’extrems z,y talla almenys en algun
punt la corba de Jordan C.

Figura 7.1

Representacions d’un graf en el pla. Com és sabut, un graf G = (V, A) és una estruc-
tura combinatoria abstracta que expressa unes relacions (arestes) entre elements d’un
conjunt donat (vertexs). Malgrat aquesta visi6 abstracta, moltes vegades representem
el graf en el pla, d’acord amb el criteri usual: els vertexs es representen per punts del
pla i les arestes es representen mitjancant corbes que uneixen punts que representen
vertexs. A la teoria de grafs planaris estem interessats per les propietats d’aquestes
representacions en el pla.

Una representacio plana d’un graf és una representacié en el pla si les arestes no es
creuen en punts diferents dels vertexs. Un graf és planari si admet alguna representacid
plana, com es pot veure, per exemple, en els casos de Ky, C),, T), o qualsevol arbre.

No tot graf admet una representacio plana i, per tant, no tot graf és planari. No sén
planaris, per exemple, els grafs K5 i K3 3. Aquest resultat es demostra formalment, cosa
que veurem com a exemple posteriorment, pero és facil convencer-se de l’afirmacié (tot
i que aix0d no demostra res!) efectuant diverses maniobres combinatories per intentar
dibuixar planariament els grafs indicats, maniobres que acaben en fracas, com es pot
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veure en alguns esquemes, com els de la figura 7.2.

Figura 7.2

Els grafs K5 i K33 no sén uns simples exemples de no-planaritat. De fet, juguen un
paper fonamental en la caracteritzacié de la planaritat, ja que el teorema corresponent
(teorema de Kuratowski) es formula en termes de K5 i K3 3.

Cares d’un graf planari. Un concepte lligat a una representacié plana d’un graf planari
és el de cara, que només té sentit en la teoria de grafs planaris. Si tenim un graf planari
i considerem una representacié planaria, es produeix una disseccié del pla. Les parts
connexes bidimensionals son les cares.

Existeix una unica cara no fitada, que denotarem per C'. A la figura 7.3 en tenim un
exemple. A part dels vertexs i les arestes, podem parlar de cares de la representacid
planaria, entre les qual s’inclou I'tinica no fitada, que indiquem per C.

Figura 7.3. Observeu com la
frontera de la cara no fitada
Cos €s un poligon, concreta-
ment un pentagon.

No sempre les cares sén poligonals, com es veu als exemples segiients de la figura 7.4.

Figura 7.5. FExzemples de grafs
planaris no poligonals; en el graf
de la dreta la frontera de la cara
Coo no és poligonal.

En el comput del nombre de cares, hi és normalment comptada la Cy,, i aixi ho supo-
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sarem sempre, llevat d’indicacié en sentit contrari.

En el graf de la figura 7.6 veiem un exemple de quines serien les cares.

G

v Figura 7.6

7.2.2 Caracteritzacio del grafs planaris

Existeix una caracteritzacié de la planaritat donada pel teorema de Kuratowski. Abans
d’enunciar-lo cal de recordar algunes definicions.

Subdivisio elemental. Descrivim intuitivament una operacié que es pot fer en un graf
per obtenir-ne un de nou. Donat un graf, una subdivisio elemental d’una aresta és la
insercié d’un vertex de grau 2 a I'aresta. En podem veure un exemple als grafs de la
figura 7.7, on veiem el resultat d’efectuar diverses operacions de subdivisié elemental
del graf de I'esquerra.

Homeomorfisme de grafs. Es diu que dos grafs sén homeomorfs si sén o bé isomorfs
o bé ambdds provenen d’un graf, ancestre comu, per subdivisié elemental d’arestes
(Pancestre pot ser eventualment un d’ells, i aleshores laltre ha derivat del primer
per iteracié de subdivisions elementals). Per exemple, els dos grafs de la dreta de la
figura 7.7 no sén isomorfs, pero en canvi sén homeomorfs, ja que es poden obtenir per
seqliencies de subdivisions elementals a partir d’un mateix graf, el de l'esquerra (que
resulta ser també homeomorf a qualsevol dels altres dos).

Figura 7.7

Teorema de Kuratowski. El teorema de Kuratowski caracteritza completament la pla-
naritat en termes dels grafs K33 i Ks.

Teorema 7.1 Un graf és planari si i només si no conté cap subgraf homeomorf a Ks
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o a K373.

7.2.3 El graf dual

Donat un graf planari connex G, sense 2—cicles ni llagos, i una representacié plana
del graf, es pot realitzar la construccié del graf (pseudograf) dual G* de la manera
segiient: els vertexs del nou graf corresponen a les cares del graf inicial i dos vertexs
son adjacents si i només si les cares corresponents compartien una aresta. Si els graus
son com a minim 3, les cares del dual séon “com a minim triangles”. Si hi ha vertexs
de grau 2, aleshores es crea al dual un 2—cicle. A la figura 7.8 es mostra el procés de
construccio.

\
|
AT 11N Figura 7.8

Per a la resolucié de problemes és interessant veure que el nombre d’arestes de la frontera
d’una cara poligonal és el grau del vertexs corresponent al graf dual, i viceversa, cosa
que és til per convertir problemes d’un tipus a laltre. Aixi, per exemple, si un graf
planari té totes les cares pentagonals, el dual és 5-regular. O, per exemple, si tenim
un enunciat com el segiient: Sigui G un graf connex i planari amb ¢ < 12, on c és el
nombre de cares, i tal que tots els vertexs tenen grau > 3. Proveu que eristeix una cara
limitada per 4 arestes com a mazim, aleshores provarem el resultat si provem que en el
graf dual existeix algun vertex de grau < 4.

Al capitol 1 hem presentat exemples d’us del graf dual.
7.2.4 La férmula d’Euler

La féormula d’Euler és un resultat per a grafs planaris connexos.

Teorema 7.2 Sigui G = (V, A) un graf planari connex, amb v vértexs, a arestes i c¢
cares (comptant-hi la no fitada Cy ). Aleshores es compleix

ctv=a+2 (7.1)

Si el graf no és connex, amb k components connexos, aleshores c+v = a+k+1 n’és una
generalitzaci6. Observem que, si k = 1, s’obté la formula que ja teniem: v+ ¢ = a + 2.
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7.2.5 Fitaci6 superior de la mida i del nombre de cares

Un resultat important de la teoria de grafs planaris és el que segueix. Es fonamental
en la resolucié de molts problemes, en especial la primera de les desigualtats.

Teorema 7.3 Per a un graf planari amb n vértezs, a arestes i ¢ cares (comptant-hi la
no fitada C,) es compleizen les relacions segiients:

1. a < 3n—6.

2. ¢c<2n—4.
Es pot formular, de fet, un resultat més general:

Teorema 7.4 Per a un graf planari, connex, d’ordre n, mida a, tal que totes les cares
tenen una frontera formada per k > 3 arestes com a minim, es compleix a < %(n—?).

7.3 Com estudiar si un graf és planari...

Un dels problemes tipics que es poden donar és decidir si un graf és planari o no, amb
metodes artesans, sense l'aplicacié de cap algorisme (hi ha algorismes per tractar el
problema, pero estan fora del nostre interés en aquesta publicacié). Una idea general
que pot guiar els nostres intents és suposar que el graf és planari, aplicar propietats i
relacions que es compleixen per planaritat i arribar a algun tipus de contradiccio, i aixi
provar que no és planari, si aquest és el cas.

7.3.1 Dibuixeu i experimenteu

En algunes ocasions en que el graf és planari, si no és molt complicat se’'n pot inten-
tar fer una representacié planaria en el pla, modificant convenientment la posicié de
determinats vertexs clau.

! Problema 7.1 |

Dibuizeu en forma plandria el graf de la figura 7.9.

Figura 7.9

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



7 Grafs planaris 181

Resolucio

La illustracié de la figura 7.10 presenta una possible representacié plana del graf.

6
1
Figura 7.10
7

Dibuizeu en forma planar el graf de la figura 7.11.

! Problema 7.2 |

Figura 7.11

Resolucio

La illustracié de la figura 7.12 presenta una possible representacié plana del graf.

Figura 7.12
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S’exposen a continuacié diversos metodes que es poden intentar per demostrar la no
planaritat.

7.3.2 Apliqueu el teorema de la corba de Jordan

Vegeu un exemple d’aplicacié del teorema de la corba de Jordan per provar que un graf
és no planari. Concretament, demostrem que el graf K33 és no planari.

!Problema 7.3 |

Proveu que el graf K33 no és planari (métode 1).

Resolucio

Considerem 'esquema de la figura 7.13 (subfigura dreta), en el qual distribuim el maxim
nombre de vertexs en un cicle C, és a dir, tots els vertexs en aquest cas, representant
d’aquesta manera planariament un subgraf del graf (1-4-2-5-3-6). Integrem successiva-
ment en la representacié planaria les arestes 1-5,2-6. Resta per situar 'aresta 3-4. Els
vertexs 3,4 pertanyen, respectivament, a regions diferents d’entre les dues determinades
per la corba de Jordan tancada C’, donada per 1-5-2-6-7-1. Pel teorema de Jordan,
qualsevol corba de Jordan que connecti els vertexs 3,4 interseca necessariament la fron-
tera de C’ (vegem a la figura 7.13 una illustracié d’una de les diverses possibilitats).
Aixo demostra que el graf no és planari.

Figura 7.13

7.3.3 Apliqueu contraccioé d’arestes

IlI'lustrem a continuacié el metode de contraccié d’arestes per veure que un graf no és
planari. Concretament, provarem que el graf de Petersen no és planari. La idea basica
és que l'operacié de contraccié d’arestes no destrueix la planaritat, de manera que, si
s’aplica a un graf planari, el graf o pseudograf resultant també ha de ser planari.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



7 Grafs planaris 183

! Problema 7.4 |

Proveu que el graf de Petersen no és planari (métode 1).

Resolucio

En el cas del graf de Petersen, es contrauen les arestes amb gruix que s’indiquen a la
figura 7.14. Si el graf de Petersen fos planari, també ho seria el resultat de la contraccié
multiple. Ara bé, el resultat és precisament K5, que no és planari, com és ben sabut.

Figura 7.14

7.3.4 Apliqueu el teorema de Kuratowski

Vegem uns exemples d’utilitzacié de la caracteritzacié donada pel teorema de Kura-
towski.

!Problema 7.5 |

Estudieu si els grafs de la figura 7.15 son planaris.

Resolucié

Una simple inspeccié ocular ens convenc que el graf de I’esquerra conté un subgraf K3 3,
que el del centre conté un subgraf homeomorf a K33 i que el de la dreta és homeomorf
a K5 i, en conseqiiéncia, no sén planaris.

Podem utilitzar el teorema de Kuratowski per estudiar (per una via alternativa a 1’an-
terior) si el graf de Petersen és planari o no:
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|Problema 7.6 |

Proveu que el graf de Petersen no és planari (métode 2).

Figura 7.16

Resolucié

Efectuarem diverses manipulacions de construccié grafica en el pla fins que resulti obvi
que el graf de Petersen conté un subgraf homeomorf a K33 i, en conseqiiencia, no pot
ser planari. A la figura 7.17 es redibuixa en forma alternativa el graf de Petersen.

Figura 7.17

El graf de Petersen conté el subgraf de la figura 7.18, que és homeomorf a K3 3.

>%<' o

! Problema 7.7

Demostreu que, en un graf planari, en tota colleccié de 5 vértexs n’hi ha com a minim
dos que no son adjacents.

Resolucio
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Considerem una collleccié de 5 vertexs en el graf planari. Si tots fossin adjacents dos a
dos, aleshores el subgraf generat seria Kj i, pel teorema de Kuratowski de caracteritza-
ci6 de grafs planaris, no ho podria ser. Per tant, hi ha d’haver un minim de 2 vertexs
no adjacents.

7.3.5 Apliqueu la fitacié superior del nombre d’arestes

Podem proposar una prova de la no-planaritat de K5 diferent de la classica, no aplicant
el teorema de la corba de Jordan.

|Problema 7.8 |

Proveu que Ky no és planari (métode 2).

Resolucié

En efecte, si K5 fos planari, es compliria a <3n—6=3-5—6 =9. Ara bé, en aquest
cas és a = (g) = (g) = 10, la qual cosa és una contradiccio.

Aquest meétode no sempre funciona. Per exemple, si volguéssim aplicar-lo en aquesta
forma a la demostracié de la no-planaritat de K33, no arribarfem a cap contradiccid,
jaque9=a<3n—6=3-6—6=12. Pero en podem aplicar una versié més forta en
aquest cas:

!Problema 7.9 |

Proveu que K33 no és planari (métode 2).

Resolucio

Essent K3 3 bipartit, tots els cicles sén de longitud parella (també es pot veure direc-
tament per a aquest graf en particular, sense recérrer a la condicié de bipartit) i, en
conseqiiéncia, els cicles estan formats com a minim per 4 arestes. Si el graf fos planari,
existiria una representacio plana tal que la frontera de cada cara tindria, com a minim,
k = 4 arestes. Ara, aplicant la formula general que ens déna una fitacié del nombre
d’arestes, podem escriure a < k_ﬁ2(” —2) = 125(6 — 2) = 8, perd a = 9, contradiccié.

Tampoc no funcionaria intentar utilitzar la desigualtat a < 3n — 6 per demostrar alter-
nativament que el graf de Petersen no és planari, com es pot comprovar immediatament,
pero podem aplicar la generalitzacié d’aquesta férmula:

|Problema 7.10 |

Proveu que el graf de Petersen no és planari (métode 3).
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Resolucio

Si el graf de Petersen fos planari, s’hauria de complir a < k_ﬁ2(” —2). Ara bé, per a
aquest graf es pot prendre k = 5, que és la minima de les longituds dels cicles, i aleshores
s’arriba a una contradiccid, ja que a = 15 i, en canvi, a < k_ﬁz(” —-2)= 2(10 —2), d’on
a <13.

7.4 Comptar en geometria i teoria de grafs planaris

En algorismica geomeétrica, en CAD o, simplement, en geometria, és necessari moltes
vegades comptar objectes i subobjectes d’una determinada configuracié. En molts
casos, aquests problemes es poden formular en termes de la teoria de grafs planaris.

Presentarem tres tipus de problemes: les disseccions del pla, les triangulacions del pla
i els poliedres (deformables a esfera).

Algunes de les idees que es presenten aqui s’han presentat als capitols dedicats a induc-
ci6 (2), a la introducci6 (1), i es tornaran a tractar en el capitols posteriors de combi-
natoria (8, 10).

Disseccions geomeétriques

En geometria, podem considerar configuracions geométriques formades per rectes,
plans, rectangles, circumferéncies, esferes o altres objectes menys “regulars”. Aquestes
configuracions descomponen l’espai en parts i produeixen el que anomenarem dissecci-
ons geometriques, com es pot veure en algunes de les il'lustracions de les figures 7.19 i
7.20.

Figura 7.19. Disseccio geométri-
ca en el pla creada per un conjunt
de rectes. Aquesta estructura s’a-
nomena arranjament. En aquest
cas, no correspon a un graf pla-
nari.

Els objectes que generen disseccions poden ser més complexos, com per exemple cercles
(figura 7.20).

Aquestes configuracions generen disseccions geometriques de ’espai, donen lloc a ele-
ments geometrics tals com vértexs, cares i arestes, 1 pot ser d’interes saber-los comptar
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o almenys avaluar-ne l'ordre de magnitud o tenir-ne alguna fita superior (vegeu la figura
7.20). Aquesta presentacié és intuitiva, perd no anirem més enlla en la definici6 formal
dels conceptes de cara, vertexs i arestes, lligats essencialment a la dimensié.

arestes

\vértems

cares  qgrestes

Figura 7.20. Disseccions amb veértexs, arestes, cares (algunes
les hem indicat graficament omplint-les de negre), algunes
fitades i d’altres mo. En el cas que hi hagi una dnica cara no
fitada, la indicarem per C. En el cas de les circumferéncies,
la disseccio es pot veure com un graf planari.

A la dissecci6 per rectes en el pla es formen vertexs (interseccions de rectes), “arestes”
(segments i semirectes) 1 “cares”, que poden ser fitades o no. A la disseccié per cir-
cumferencies es formen vertexs, arestes (arcs de circumferencia), totes fitades i “cares”
(parts del pla limitades per arestes).

En aquest tipus de disseccié hi ha una tnica cara no fitada; la resta sén cares fitades.

Moltes disseccions planes sén de fet grafs planaris i, per tant, els seran aplicables la
férmula d’Euler i altres relacions. Vegem-ne un exemple a continuacio.

! Problema 7.11 |

Es considera la figura 7.21 formada per un cercle sobre el qual tracem n segments, amb
els extrems situats sobre la circumferéncia corresponent, que poden intersecar-se o no,
de tal manera que no comparteizen extrems sobre la circumferencia, és a dir, que cada
extrem ho és només d’un segment. Suposem que es produeiren p interseccions dels
segments a linterior del cercle i que cada interseccio ho és d’exactament 2 segments
diferents (és a dir, que no hi ha 3 segments que passin pel mateiz punt). Es tracta de
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calcular el nombre de regions internes que es formen.

Figura 7.21

Resolucio

Calculem el nombre de vertexs v: hi ha p vertexs interiors a la circumferéncia, i 2n
sobre la circumferencia. Per tant, v = 2n 4 p. Pel que fa al nombre d’arestes a raonem
de la manera segiient: p vertexs interiors aporten 4 arestes cadascun (les incidents amb
cada vertex) i els 2n vertexs periferics n’aporten 3 cadascun. Ara bé, comptant d’acord
amb aquesta idea, comptem duplicadament totes les arestes, ja que cada aresta hi és
comptada per cada un dels seus dos extrems, que sén vertexs; per tant, 4p+3(2n) = 2a,
d’on resulta a = 3n + 2p. Ara aplicarem la férmula d’Euler ¢ 4+ v = a + 2 i, per tant,
c=(3n+2p)+2—(2n+p) = n+ p+ 2. Finalment, el nombre de cares interiors ¢;
sera ¢; = c—1=n+p+ 1. També es pot calcular immediatament el nombre d’arestes
interiors, ja que de periferiques n’hi ha 2n i, en conseqiiéncia, d’interiors n’hi haura
a; =a—2n =n-+ 2p.

En cas que totes les cares, la no fitada inclosa, siguin triangulars, aleshores es pot

obtenir un resultat més precis que les desigualtats enunciades amb anterioritat, i les
desigualtats del teorema anterior es converteixen en igualtats:

!Problema 7.12 |

Per a un graf planari connex amb n vértexs, a arestes i ¢ cares (comptant-hi la no fitada
Cw ), amb totes les cares triangulars, es compleizen les relacions segiients: a = 3n — 6
1c=2n —4.

Figura 7.22
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Resolucio

Podem fer una argumentacié directa tenint en compte que totes les cares son triangulars
i, en conseqiiencia cada cara “aporta” 3 arestes, les de la frontera, al comput general
d’arestes, que d’aquesta manera resulten comptades duplicadament i, en conseqiiencia,
3c=2a,c= %a, que utilitzem a la férmula d’Euler:

2
a+2:c+n:§a+n,

Operant a partir de a+2 = %a—i—n i simplificant s’obté la relacié que voliem: a = 3n—6.

Pel que fa a la segona de les igualtats, utilitzant novament la férmula d’Euler i la
igualtat anterior: c+n=a+2= 3n—6)+2=3n—4, d'on ¢ =2n —4.

7.4.1 Arranjaments o disseccions planes per rectes

Hi ha un tipus especial de dissecci6 plana anomenada arranjament de rectes. Un ar-
ranjament de n rectes és la disseccié produida per n rectes del pla en posicio general.
Direm que un conjunt de rectes estan en posicié general si es compleix: (1) no n’hi ha
dues de paralleles i (2) no n’hi ha tres que passin per un mateix punt.

En particular, aixo significa que els vertexs sén interseccions d’exactament dues rectes,
cada parella de rectes es tallen (tota recta talla totes les altres). En podem veure un
exemple a les figures 7.20 i 7.19. Els vertexs son les interseccions de les rectes, les
arestes son els segments i les semirectes.

Aquesta configuracié garanteix el maxim nombre de subobjectes: el maxim de vertexs,
d’arestes i de cares. En particular, amb aquesta configuracié és més facil calcular el
nombre d’aquests subobjectes de la disseccid; per al cas de posicié no general (posicié
degenerada), aquests nombres sén fites superiors (figura 7.23).

Figura 7.23

El que ens pot interessar calcular és el nombre de vertexs, arestes i cares de la disseccid.
El calcul d’aquestes quantitats per metodes directes es realitza als capitols de combi-
natoria, al de successions recurrents (v, = (g), anp =n?ic, = (g) + n +1). També
n’hem vist algun resultat al capitol d’induccié (cap. 2). Ara bé, vegem com es pot
utilitzar la teoria de grafs planaris per calcular el nombre de cares un cop coneguts el
nombre de vertexs i el nombre d’arestes (secci6 7.5.6).
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7.4.2 Triangulacions

Un cas particular de disseccié geometrica en el pla és una triangulacié d’un poligon
simple (de contorn sense autointerseccions) i sense forats.

Donat un poligon P, una diagonal interna és un segment determinat per dos vertexs
no consecutius continguts en el poligon, com a la figura 7.24.

Una triangulacio d’un poligon és una descomposicié del poligon en reunié de triangles
obtinguda mitjangant diagonals internes (vegeu la figura 7.24). En particular, aixo
significa que els triangles no se solapen siné és en conjunts d’area nulla (vertexs o
arestes).

Figura 7.2/

Se suposa que no s’utilitzen punts interns auxiliars, siné només els vertexs del poligon
per tracar les diagonals internes.

Podem afirmar alguna cosa sobre el nombre de triangles i de diagonals internes de
qualsevol triangulacic d’un poligon simple?

Formulem un model en termes de teoria de grafs planaris per tal d’obtenir propietats
de les triangulacions a partir de la teoria de grafs planaris. Aquest és també un exemple
de modelitzacié:

Graf associat a una triangulacid d’un poligon simple. Suposem que tenim una tri-
angulacié del poligon P, formada per triangles i diagonals internes. Aix0 determina
una descomposicié planaria del pla, és a dir, una estructura de graf planari poligonal
(connex) 7 = (V, A) on els vertexs V sén els vertexs dels poligons, les arestes A del
graf sén els costats del poligon i les diagonals internes de la triangulacié i les cares C
son els triangles més I'exterior del poligon, que s’assimila a la cara no fitada Cy,.

Figura 7.25
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Nombre de triangles i diagonals. L’enunciat seglient és sorprenent, ja que afirma que,
per a un poligon simple fixat, totes les triangulacions tenen el mateix nombre de tri-
angles i de diagonals internes. Dit d’una altra manera, aquest nombre és independent
de les peculiaritats de la forma del poligon i també de la triangulacié concreta (pot
haver-n’hi més d’una) i només depen del nombre de vertexs.

! Problema 7.13 |

Tota triangulacio d’un poligon simple P de n costats té exactament n — 2 triangles 1
n — 3 diagonals internes.

Resolucio

La idea és aplicar la férmula d’Euler al graf de la triangulacié. Sigui una triangulacié del
poligon P de n costats, formada per ¢ triangles i m diagonals internes, i sigui 7 = (V, A)
el graf planari poligonal corresponent a la triangulacié, amb C com a conjunt de les
cares, la no fitada inclosa.

Aleshores tenim
v=|V]|=n, a=|Al=n+m, c=1Cl=t+1.

Comptem les arestes del graf de la manera seglient, com a arestes “aportades” per cada
triangle: cada triangle aporta al comput general 3 arestes, que es compten repetidament
2 vegades per a les que sén frontera comuna de 2 triangles, i només una vegada pel
que fa a les fronteres amb Co. Per tant, si a 3¢ li sumem les arestes del poligon (per
acabar de “fer el pes”) haurem duplicat el nombre d’arestes, és a dir, 2a = 3t +n, d’on
podem escriure a = %(Bt + n). Substituint ara els valors anteriors a la férmula d’Euler
c+ v = a+ 2 podem escriure

_ gt+n
2

(t+1)+n +2,

d’on resulta t =n — 2.

Finalment, substituint pel valor que acabem d’obtenir

-2
n+m:a:3t+n:3(n )+n:2n_2’

2 2

resulta el que voliem: m =n — 3.

7.4.3 Poliedres i grafs planaris

El tema que ens ocupa s’ha tractat anteriorment; remetem el lector al capitol 1.
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Donem per suposat que el lector coneix els objectes geometrics tridimensionals deno-
minats poliedres, objectes solids limitats per superficies formades per poligons i amb
determinades regles de bona formacié; ens limitarem a aquells que sén deformables a
esfera, cosa que en particular vol dir que s’exclouen les superficies solides, limitades
per poligons, pero amb forats “que travessen completament” el solid. No cal que siguin
necessariament convexos; per exemple, els poliedres estrellats estan en la categoria dels
“topologicament deformables” o homeomorfs a esfera i, en canvi, no convexos.

En aquestes estructures geometriques podem observar tres elements: les cares, que sén
els poligons de la superficie limitant, les arestes, que sén els segments frontera comuna
de dues cares, i els vértexs, interseccions d’arestes.

El graf d’un poliedre. Donat un poliedre, es pot definir ’anomenat graf del poliedre,
que és el graf que té com a vertexs els vertexs del poliedre, i dos vertexs sén adjacents
en el graf si i només si sén extrems d’una aresta del poliedre.

Perd podem anar encara més lluny i fer correspondre a tot poliedre (deformable a
esfera) un graf planari, mitjangant una projeccié que passi de l'espai 3D al pla. La
formalitzacié d’aquesta correspondencia es pot fer técnicament amb ’anomenada pro-
jeccid estereografica, que descrivim a continuacié. Amb aquesta projeccié els vertexs,
les arestes i les cares del poliedre donen lloc, respectivament, als vertexs, les arestes i
les cares del graf planari associat.

Projeccié estereografica. Amb una projeccié adequada (técnicament, una projeccié
possible és la projeccié estereografica), podem traslladar Pestructura de connectivitat
del poliedre (vertexs, arestes i cares) al pla, i aixi formar una disseccié plana i traslladar
a propietats dels poliedres algunes propietats que es puguin obtenir a la disseccié. En
aquesta projeccio tenim una esfera i un pla de projeccié. El pla de projeccio és tangent
a la superficie esférica per un punt, que podem considerar “pol sud”. El centre de
projeccio és el punt diametralment oposat o “pol nord” N i la projeccié de qualsevol
punt P # N de 'esfera és la interseccié del pla amb la recta N P.

N’hi ha prou de saber que aquest procés és possible. A la practica, no cal realitzar per
a cada cas la projeccié estereografica efectiva: podem suposar que esta fet i utilitzar
per a poliedres algunes propietats dels grafs planaris.

Problemes de poliedres i problemes de planaritat

En virtut d’aquesta correspondencia que es pot establir a través de la projeccid estere-
ografica, es poden traslladar resultats de la teoria de grafs planaris a poliedres a ’espali,
com sén per exemple la férmula d’Euler i les fitacions valides per a la mida i el nombre
de cares.
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Molts d’enunciats de grafs planaris donen lloc a enunciats relatius a poliedres, i a
Iinrevés.

Molts problemes (combinatoris, no metrics) es poden tractar com a grafs planaris i es
poden convertir a problemes dins d’aquesta teoria, cosa que recomanem al lector com
a estrategia per a la resolucié de problemes combinatoris i d’estructura en poliedres.

Formula d’Euler i fitacions derivades per a poliedres

Com a conseqiiencia del que s’ha dit, la formula d’Euler es pot traslladar a poliedres
deformables a esfera:

Teorema 7.5 En els condicions anteriors, si C és el nombre de cares, A el nombre
d’arestes 1 V el nombre de vertexs, aleshores

C+V=A+2 (7.2)
En general, també sén valides les desigualtats A < 3V — 6, C < 2V — 4. Si totes les

cares son triangles, aleshores hi ha igualtat (aixo succeeix, per exemple, en el cas de
'icosaedre).

Ezemple . Si ens diuen que el dodecaedre té 20 vertexs i 12 cares, el nombre d’arestes
no pot ser altre que a = c+v—2 = 30, i aix0 també és valid per a qualsevol deformacié

“topologica” de la figura.

Figura 7.26

! Problema 7.14 |

Demostreu que, per a un poliedre, son equivalents les igualtats A =3V —6 i C =2V —4.

Indicacié. Substitulu a la féormula d’Euler.

|Problema 7.15 |
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Considerem un poliedre convex de 10 vertexs tal que cada vérter és incident amb &
arestes. Calculeu el nombre de cares i d’arestes. Proposeu algun exemple de poliedre
amb aquestes caracteristiques.

Resolucio

En efecte, considerem un graf planari poligonal associat, per al qual v = 10. Comptem
el nombre d’arestes a partir de les que “aporta” cada vertex, que és precisament 3. Ara
bé, aquesta manera de comptar ens déna el doble del nombre d’arestes, de manera que
podem escriure 3v = 2a, d’'on a = 15. Ara apliquem la férmula d’Euler per obtenir
c=a+2—v =7 Elcub escapcat de la figura 7.27 demostra que existeixen poliedres
amb aquestes caracteristiques.

‘v Figura 7.27

Poliedres requlars. Direm que un poliedre és “regular” si tots els vertexs sén incidents
al mateix nombre d’arestes i totes les cares sén poligons del mateix tipus. Aquest és
un concepte topologic de poliedre regular, on només interessa la forma de les cares i les
connectivitats entre vertexs i, per tant, s’admet deformacié. Si, a més, s’exigeix que les
cares siguin poligons regulars del mateix tipus, aleshores estem fent intervenir aspectes
metrics i obtenim els poliedres regulars en sentit classic, dels quals es pot demostrar
que n’existeixen cinc i no més.

AV&E& G-

!Problema 7.16 |
Demostreu que els unics poliedres requlars que existeixen son el cub, el tetraedre, l’octae-
dre, el dodecaedre i l’icosaedre.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



7 Grafs planaris 195

Resolucio

Només tractarem parcialment els aspectes combinatoris del problema. Formulem el
problema en termes de teoria de grafs, considerant el graf planari corresponent a un
poliedre regular. Ateés que en un poliedre regular tots els vertexs sén incidents al mateix
nombre d’arestes, el graf corresponent és regular, r—regular, per exemple, amb r > 3.
Tots els poligons s6n d’un mateix tipus, cosa que significa que cada cara és poligonal,
té el mateix nombre d’arestes a la frontera, m per exemple, amb m > 3. Siguin v,a,c
el nombre de vertexs, d’arestes i de cares, respectivament.

Comptem les arestes a partir de les que aporten els vertexs, cosa que condueix a la

relacié rv = 2a, o equivalentment v = %a. Ara podem comptar-les com a arestes
aportades per les cares i podem escriure 2a = mc, o bé ¢ = %a.
Si substituim a la férmula d’Euler:
2 2 2r —mr —2m
0<2=c+v—a=—a+-a—a=a(——).
m r mr

Essent a,r,m > 0, és 2r — mr — 2m > 0 o equivalentment mr — 2r — 2m < 0. Ara bé,
podem reescriure mr — 2r —2m = (m —2)(r —2) —4 i, per tant, 0 < (m—2)(r —2) < 4,
ja que m,r > 3. Com que sén quantitats enteres, és 1 > (m — 2)(r —2) > 3, d’on
m—2,r —2 € {1,2,3}. La taula que segueix descriu totes les possibilitats. S’indica a
la dreta quin dels grafs dels poliedres les satisfa.

‘m—2|7‘—2|m‘7“|v‘a‘c| Grafs ‘
1 1 313|416 | 4 tetraedre
2 1 4 3] 8 |12 6 cub
1 2 3146 |12 8 octaedre
3 1 5 131]20 | 30|12 | dodecaedre
1 3 3 15]12|30 |20 | icosaedre

Quedaria per veure que no hi ha més grafs, llevat d’isomorfisme, amb les caracteristi-
ques anteriors que els grafs del cub, el tetraedre, 'octaedre, el dodecaedre i I'icosaedre,
respectivament. Posteriorment restaria per tractar encara ’aspecte metric del proble-
ma.

7.5 Algunes técniques per resoldre problemes en grafs
planaris

En el que s’ha dit anteriorment ja s’han posat de manifest diverses teécniques per a la
resolucié de problemes en teoria de grafs. En aquesta seccié procurarem sistematitzar
algunes de les tecniques que ja s’han presentat.
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7.5.1 Utilitzeu la fé6rmula d’Euler

Molts del problemes que ens plantegem de teoria de grafs planaris es poden tractar
utilitzant la férmula d’Euler. Sempre és convenient plantejar-se si la podem utilitzar
(per exemple, quan el graf sigui connex).

! Problema 7.17 |

St un graf planari connex té tots els vértexrs de grau 3, proveu que a = 3c¢—6 1 v = 2c—4.
Observeu que es pot formular un enunciat alternatiu en termes de poliedres: si un polie-
dre té tots els seus vértexs de grau 8, aleshores A =3C — 6. Alguns exemples concrets
son el cub, el tetraedre, el dodecaedre i el cub truncat, entre d’altres. Generalitzeu el
resultat al cas r—regular, amb r > 3.

Resolucio

Pel lema de les encaixades, és 3v = 2a, d’on v = %a. Ara, substituint aquest valor de v
a la férmula d’Euler s’obté a = 3¢ — 6. Per obtenir l'altra igualtat, tornem a utilitzar
la férmula d’Euler substituint a per a = 3¢ — 6 i s’obté v = 2¢ — 4.

La generalitzacié es deixa per al lector.

7.5.2 Suposeu que no és cert o que és cert... i arribeu a contradiccié

|Problema 7.18 |

Estudieu si pot ezistir un graf planari d’11 cares (la no fitada inclosa) amb tots els
vertexs incidents amb 5 arestes. Observeu que es podria reformular demanant si existeix
algun graf planari 5—regular d’11 cares.

Resolucié

Suposem que existeix un graf amb les condicions de I’enunciat. Tenim per hipotesi
que ¢ = 11 i que, del fet que tots els vertexs sén de grau 5, comptant les arestes a
través de les quals aporta cada vertex, es pot escriure la relacié 5v = 2a. Podem ara
aplicar la férmula d’Euler ¢ + v = a + 2, utilitzant les relacions anteriors i arribem a
la conclusié que v = 6, i utilitzant novament la férmula d’Euler o directament amb la
relacié 5v = 2a s’obté finalment la dada que faltava: a = 15. Ara bé, aixo esta en
contradiccié amb la desigualtat a < 3v — 6 i, en conseqiiencia, no pot existir un graf
d’aquestes caracteristiques.
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7.5.3 Utilitzeu la fita superior de la mida

! Problema 7.19 |

Quin és el nombre minim de vértexs que ha de tenir un graf planari connex 4-regqular?

Resolucio
Sigui G = (V, A) planari connex 4-regular, amb n = |V|.

Com utilitzar la hipotesi de 4-regularitat? Apliquem el lema de les encaixades, per
obtenir 2|A| =3 i, g(v) = >, oy 4 = 4n, d’on |A| = 2n.

Un altre resultat que podem aplicar és |A| < 3n — 6, d’on 2n > 3n — 6. D’aqui resulta
n > 6. A la figura 7.29 podem veure un graf amb aquestes caracteristiques i amb el
minim dels ordres possibles, n = 6, cosa que resol la pregunta de si n’existeixen amb
aquest ordre minim.

Observeu que, substituint |A| = 2n a la férmula d’Euler c+n = |A|+2, s’obté ¢ = n+2.

Vegeu grafs planaris connexos 4-regulars a les figures 7.29 i 7.30.

Figura 7.29

Figura 7.50
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7.5.4 Compteu les arestes de dues maneres

En més d’una ocasié pot resultar tutil comptar objectes, usualment arestes de dues
maneres diferents, com a arestes aportades pels vertexs i com a arestes aportades per
les fronteres de les cares. Vegem-ne un exemple.

|Problema 7.20 |

Considereu un poliedre convex tal que, per a tot vértex, hi ha eractament 3 arestes
incidents i les cares son hexagonals o pentagonals. Proveu que ha de tenir exactament
12 cares pentagonals.

Resolucié
Considerem el graf planari associat al poliedre.
Siguin v, a, ¢ el nombre de vertexs, d’arestes i de cares, respectivament.

Tenim, per la hipotesi de ser cada veértex incident amb 3 arestes, que 3v = 2a. Aix0
és conseqiiencia d’aplicar el lema de les encaixades o bé, indirectament, calculant el
nombre d’arestes comptant les incidents amb cada vertex, pero aleshores es compten
per duplicat.

Atés que hi ha dos tipus de cares, sembla raonable fer una distincié formal entre ambdods
tipus, distincié que ens permetra operar i escriure relacions. Siguin c¢s el nombre de
cares pentagonals i cg el nombre de cares hexagonals.

Aleshores, c5 4+ cg = ¢, ja que no hi ha més cares que les pentagonals i les hexagonals.

Ara comptem el nombre d’arestes d’una altra manera, a partir de les que aporta cada
cara a la frontera, tenint en compte que aixi també es compten per duplicat, ja que
cada aresta és compartida per dues cares exactament, de les quals és aresta comuna (i
és comptada dues vegades, una per cada cara a la qual pertany). Per aquest motiu,
5cs 4 6cg = 2a, d'on a = 3(5¢5 4 6¢6) i ara, de 3v = 2a: v = $(2a) = %(5cs + 6¢g), amb
la qual cosa ja ho tenim tot preparat per substituir a la férmula d’Euler ¢+ v = a + 2:

1 1
(c5 +c6) + 5(565 + 6cg) = 5(505 + 6cg) + 2

Operant a la igualtat anterior, s’obté c; = 12, cosa que és un resultat sorprenent!

Vegem un exemple d’aquest tipus de poliedres: la “pilota de futbol” (figura 7.31).
També hi ha el més obvi, el dodecaedre, del qual ja no cal comptar les cares: sén 12,
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segons aquest resultat.

L ]

Figura 7.31

7.5.5 Passeu al graf dual

! Problema 7.21 |

Sigui G un graf planari connex amb ¢ < 12 (c és el nombre de cares) i tal que tots els
verters son de grau superior o tgual a 3. Proveu que existeix una cara limitada per 4
arestes, com a maxim.

Resolucié

Essent tots els vertexs de grau superior o igual a 3 garantim que en el dual no hi ha
llacos ni cares formades per dues arestes, siné que les cares del dual sén, com a minim,
triangulars. Aixo garanteix que no és ni un multigraf ni un seudograf. Considerem,
doncs, G* el graf dual, d’ordre p = ¢ < 12.

Hem de veure que existeix en el dual algun vertex w de grau gg=(w) < 4. Suposem que
no n’hi ha cap, és a dir, que per a tot vertex u del dual, gg=(u) > 5.

Aplicant el lema de les encaixades podem escriure, en el dual: 2/A] =
Zuev(g*)gg* (u) > B|V(G*)| = bp. Ara bé, aplicant en el dual la desigualtat
|A| < 3p — 6, resulta 5p < 2|A| < 2(3p — 6), d’on 12 < p, cosa que és una contradiccid.

Observeu que, en no haver-hi arestes miltiples, tenim garantida la validesa de la desi-
gualtat |A| < 3|V| — 6. Observeu que, per exemple, no es compliria per a un multigraf
de 2 vertexs connectat per una aresta multiple.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



200 Matematica discreta Problemes resolts

7.5.6 Reduiu el problema a grafs planaris

En determinades ocasions, un problema no és de teoria de grafs planaris, és a dir, que en
preséncia no tenim cap graf planari al qual puguem aplicar propietats, desigualtats, la
férmula d’Euler, per exemple. En algunes ocasions, es pot fer una construccié auxiliar
que ens redueixi el problema a un problema de grafs planaris, com per exemple, en el
segiient, relatiu a disseccions del pla per rectes en posicié general.

Figura 7.52

En algunes ocasions s’ha de treballar amb disseccions geometriques planes que no cor-
responen exactament a grafs planaris poligonals, normalment a causa de la presencia
de més d’una cara no fitada, o de semirectes en comptes d’arestes, com per exemple els
casos de la figura 7.32.

En aquesta situacié, amb 'objectiu d’utilitzar teoremes valids per a grafs planaris poli-
gonals, el que es pot fer és una construccié auxiliar d’un graf planari poligonal associat
a la disseccid, aplicar els resultats a aquest graf i després obtenir-ne conseqiiéncies per
a la disseccié original (sempre que sigui possible).

! Problema 7.22 |

Sigui A una disseccid del pla per n > 1 rectes en posicié general. La disseccid produeiz
un nombre v, de vérters, un nombre a, d’arestes (segments de longitud no nulla o
semirectes) i un nombre ¢, de regions poligonals o cares. Obteniu una relacid entre ¢y,
Ay © Uy

Resolucio

Meétode 1. No podem aplicar directament la formula d’Euler a la disseccié. El que fem
és construir un graf auxiliar, derivat de ’arranjament, al qual sigui aplicable la formula
esmentada. Introduim un vertex fictici W, al qual connectem totes les semirectes i
aixi generem cares d’un graf planari poligonal ordinari corresponent a les regions de
A; indiquem per A’ el nou graf planari poligonal, que tindra v’ vértexs, a’ arestes i ¢/
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cares, com es veu a la figura 7.33.

Figura 7.53

Observeu que v/ = v, + 1, ¢ = ¢,, a’ = a,. Substituint a la férmula d’Euler per a A’ i
utilitzant els valors obtinguts previament, resulta:

c 4+ =ad +2
en+ (v +1) =a,+2
Cn =a, — v, + 1.

Meétode 2. Hi ha una manera alternativa de reduir el problema a la teoria de grafs
planaris. S’encercla la part de la disseccié per un cercle prou gran de manera que
contingui a l'interior tots els vertexs de la disseccié (aix0 es pot fer perque hi ha un
nombre finit de vértexs: podem agafar com a centre un vertex qualsevol i com a radi una
longitud estrictament superior al maxim de les distancies del centre als altres vertexs),
creant una estructura de graf planari similar a la de la figura 7.34, en la qual s’escapcen
les semirectes i 'exterior del cercle es converteix en I'inica cara Cy, del graf.

Figura 7.3/

Indiquem per v),, al,, ¢, els nombres de vertexs, d’arestes i de cares, respectivament,

de la nova estructura. S’ha produit un increment d’una cara, la no fitada, i 'aparicié
de nous vertexs i arestes sobre el contorn circular, degudes a les interseccions de les
rectes. Per tant, tenim v}, = v, + 2n, a,, = a, + 2n, ¢, = ¢, + 1 1 podem ara aplicar
la férmula d’Euler a aquest graf planari auxiliar i escriure: ¢, + v}, = a), + 2, d’on
(en +1) + (vp +2n) = (an, + 2n) + 2, d’on finalment ¢, + v, = ap, + 1.
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L’existéncia d’aquesta relacié ja és interessant per si mateixa. A més, i ateés que el
nombre de vertexs es pot obtenir trivialment, pot utilitzar-se per obtenir qualsevol de
les quantitats ¢, a,, coneguda ’altra.

El nombre de vértexs, interseccions de rectes, és facil de calcular. Atesa la condicié que
no n’hi ha dues de paralleles, dues rectes qualssevol determinen un d’aquests vertexs i,
per laltra condicié, cada vertex és interseccié d’exactament dues rectes. Per tant, els
vertexs sén exactament les interseccions de totes les parelles de rectes que es puguin
formar, sense que importi ’ordre, i, en conseqiiéncia, és (g)

7.6 Problemes addicionals resolts

S’inclouen en aquesta seccié problemes variats addicionals no classificats tematicament.

|Problema 7.23 |

Sigui G = (V, A) un graf planari (simple). Demostreu que G té un vértex de grau
menor o igual a 5.

Resolucio

Podem suposar que |V| > 7, ja que en cas contrari el resultat seria cert trivialment,
ates que si un graf és d’ordre n, aleshores g(v) <n —1, per a tot v € V.

Suposem també d’entrada que el graf és connex. Aix{ mateix, podem suposar que hi
ha com a minim dues arestes, ja que en cas contrari hi hauria trivialment vertexs de
grau inferior a 5.

Suposem que no hi ha cap vertex v amb g(v) < 5. Per tant, per a tot v € V, és
g(v) >5,0bé gv) >6,VveV.

Aleshores, d’una banda tenim, aplicant el lema de les encaixades, 2|A| =3 i g(v) >
6|V|. D’altra banda, com que és planari connex i |A| > 2, és |A| < 3|V| —6 i, per tant,
d’ambdues desigualtats resulta:

6|V| < 2|4] <6|V|—12,

o bé 0 < —12, conclusié que evidentment és absurda.
Per tant, ha d’existir algun v € V amb g(v) < 5.

Vegem un resultat similar a continuacid.

!Problema 7.24 |
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Si un graf és planari connex, amb els vértexs de grau més gran o igual a 3, aleshores
existeir un minim de 4 véertexs de grau menor o igual a 5.

Resolucio

Observem que existeixen grafs com els de la hipotesi. Per exemple, grafs 3—connexos
planaris. Qualsevol projecci6 estereografica d’un poliedre (deformable a esfera) satisfara
aquestes condicions. De fet, es pot formular un resultat parallel per a poliedres (cosa
que es deixa per al lector).

Sigui G = (V, A) un graf amb les caracteristiques de la hipotesi. Sigui V5 = {w €
Vl]g(w) < 5} (eventualment buit). Tenim V = V5 U V. Sigui n = |V|. Hem de veure
que |V5| > 4.

Observem que V¥ = {w € Vl]g(w) > 6}.

Apliquem, en primer lloc, el lema de les encaixades, utilitzant la particié anterior del
conjunt de veértexs.

204 = Y gw)= Y glw)+ Y g(w)

weV weVs weVy

> D gw)+ Y 6= g(w)+6|V5]
weVs weVy weVs

= > g(w) +6(n—[V5)).
weVs

Ara bé, de |A| < 3n — 6 i de la desigualtat anterior podem escriure

> g(w) +6n —6|Vs| < 6n — 12,
weVs
d’on

> g(w) < 6VF| - 12,
weVs

Aplicant ara la propietat sobre els graus és [V5| <33, 1. g(w), resulta 3|Vs| < 6|V5|—
12, d’on 4 < |V4|.

! Problema 7.25 |

Sigui G = (V, A) un graf planari. Demostreu que el nombre de vértexs de grau estric-
tament inferior a 12 supera o iguala la meitat dels vérters.
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Resolucio

Considerem la particié de V:

Vi = {ve Vig(v) < 12},
Vo ={v e Vl]g(v) > 12}.

Volem veure que |Vi| > 3, essent n = |V].

Si no fos aixi, seria |Vi| < § i, per tant, [Vo| > |5 | + 1, i aleshores tindriem:

> gw) = > g(v) 2 121V = 12(|5 | +1) > 6n.
veV veVL

Ara bé, en un graf planari connex es compleix que |A| < 3|V| — 6 i, per tant, podem
escriure, utilitzant el lema de les encaixades,

> gw) =2/A] <2(3|V| - 6) = 6|V| — 12 = 6n — 12 < 6n,
veV

desigualtat amb la qual s’arriba a contradiccié.

! Problema 7.26 |

Sigui G = (V, A) un graf planari, amb n = |V|, i suposem que g(v) > 3, Yv € V.
Demostreu que hi ha, com a minim, %(471 + 12) vertexs de grau inferior o igual a 9.

Resolucié

Considerem la partici6 V = V; U V,, amb

Vi={veVlgv) <9}
Vo = {v e Vigv) >9} = {v € Vlg(v) = 10}.

Sigui « = |Vi|, amb la qual cosa és |Va| =n — z.

Ates que g(v) >3, Vv €V, es compleix:

D9y =" gw)+ > g(v) = 3[Vi| + 10[Va].

veV veW] veVr

Aleshores, utilitzant el lema de les encaixades, tindrem ) ;- g(v) = 2|4] i la fitaci6
|A| < 3|V| — 6, ja que G és connex i planari, que es compleix:
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3z + 10(n — x)).

DN | =

1
3n—62§Zg(v)2
veV

D’aqui es deriva:
6n — 12 > 10n — Tx,

d’on 7x > 4n + 12 i, per tant,

v
=

x> = (4n +12).

|Problema 7.27 |

Considerem un poliedre convexr P de n vertexs i realitzem seccions del poliedre per plans
parallels al pla de coordenades xy i que passen pels vértexs de P. Pot afirmar-se que la
seccio del poliedre compresa entre dos plans consecutius conté, com a molt, de ’ordre
de O(n) arestes?

Resolucio

En efecte, la interseccié buscada contindra, a tot estirar, un nombre d’arestes de ’ordre
de O(cp), essent cp el nombre de cares. Ara bé, tenim que l'estructura de la superficie
del poliedre és essencialment la d’un graf (simple) planari connex i, per tant, per la
férmula d’Euler es compleix

vp+cp =ap+2,

si vp, cp, ap, designen el nombre de vertexs, cares i arestes de P, respectivament, i,
d’altra banda, tenint en compte que el grau de cada vertex és com a minim 3, també
es compleix que

ap < 3vp — 6,

d’on resulta

vp+cp <3vp —6+2=3vp —4,

i, en conseqiiéncia,
cp S QUP —4.
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Per tant,
O(Cp) == O(va - 4) == O(n)

! Problema 7.28 |

Considerem els poliedres convexos P, Q, amb n, m vértexs, respectivament. Suposem
que cal calcular la interseccic P N Q, que és movament un poliedre convex. Es pot
formular un algorisme elemental consistent en realitzar un test d’interseccié de cada
cara(poligon) de P amb cada cara(poligon) de Q: a mesura que es va avangant en la
llista de les cares de P, es van calculant les interseccions amb totes les altres cares de
Q; si no es detecta cap interseccid entre cares, aleshores és 0o bé PN Q = 0 o bé l'un
conté laltre. Com podriem justificar que aquesta aprorimacid a la solucid del problema
es pot realitzar en temps com a molt de Uordre de O((n +m)?)?

Resolucio6

En efecte, siguin vp, ap i cp els nombres de vertexs, arestes i cares (poligons) del polie-
dre P, respectivament, i analogament vg, ag i cg pel que fa al poliedre ). Recordem
que l'estructura de la superficie d’un poliedre convex (cares de diferents dimensions)
pot assimilar-se (per projeccié estereografica) a la d’un graf simple planari connex i, en
conseqiiéncia, és valida la férmula d’Euler:

vp+cp = ap+2,
vg+ecg = ag+2;

per tant, aplicant el fet que per a tot graf G = (V, A) simple, connex, planari, amb el
grau de cada vertex com a minim 3, es compleix que

|A] < 3[V[ -6,
resulta
vp+cp <3vp—6+2=3vp —4,
v +cg < 3vg — 4,
d’on:

Cp§21)p—4:2n—4,
cg < 2vg —4=2m—4.

Per tant, si T és la funcié de cost computacional de I'algorisme en qiiestid, es complira

T € O(cpeq) = O(nm) = O((n +m)?),
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en virtut de la identitat obvia nm = 1/2[(n +m)? — m? — n?].

! Problema 7.29 |

Proveu que si G és un graf planari, connex, 3-reqular tal que totes les cares son triangles
o hexagons, aleshores té exactament 4 triangles.

Considerem un poliedre format per cares triangulars i hexagonals, de manera que cada
vertex sigui incident amb 3 arestes. Demostreu que té exactament 4 cares triangulars.
Obteniu el nombre de vertexs i d’arestes en funcié de les cares hexagonals.

Resolucio

En primer lloc, establim notacions suggerides per I'enunciat. Si és G = (V, A), siguin
v =|V|, a =|A]|, isigui c el nombre de cares del graf planari, amb la cara infinita Cy,
inclosa.

Totes les cares sén poligonals, triangulars o hexagonals, la infinita inclosa. La frontera o
contorn d’una cara triangular és formada per 3 arestes i la frontera d’una cara hexagonal
és constituida per 6 arestes. Indiquem per c3 el nombre de cares triangulars i per cg el
nombre de cares hexagonals. Finalment, hem d’obtenir cg = 4.

Podem escriure immediatament dues relacions. En primer lloc, la férmula d’Euler per
a grafs planaris connexos: ¢+ v = a + 2. En segon lloc, és trivialment ¢ = c3 + cg, ja
que no hi ha cares d’altres tipus.

La idea és expressar c, v, a en termes de cs3, cg 1 substituir finalment a la férmula d’Euler.

Intentem comptar el nombre d’arestes de dues maneres diferents: com a arestes “apor-
tades” per cada vertex i després com a arestes “aportades” per cada cara.

Pel que fa al nombre d’arestes aportades pel conjunt de tots els vertexs, es podria
obtenir directament o bé aplicant el lema de les encaixades i utilitzant el fet que el graf
és 3-regular,

20="> g(w)=> 3=3|V|=3v,

weV weV
cosa que ens permet escriure v = %a.

Ara calculem les arestes comptant les que aporta cada cara, de manera que provisio-
nalment el nombre d’arestes seria 3cg + 6¢g. Ara bé, d’aquesta forma es compten les
arestes per duplicat, perqueé cada aresta és aresta comuna de la frontera de les dues
cares que la contenen i, per tant, és comptada dues vegades, una per a cada cara. En
conseqiiéncia, finalment

3c3 + 6¢cg = 2a.
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D’aqui resulta a = 3(3c3 + 6¢g). Substituint ara a 'expressié de v en termes d’a,
expressem també v en termes de c3, cg:

2 21 1
v=ga= 55(303 + 6cg) = §(3C3 + 6¢g) = c3 + 2c¢6.

Substituim finalment a la férmula d’Euler per obtenir una relacié entre cs, cg:

1
(c3 + cg) + (c3 + 2¢6) = 5(303 + 6cg) + 2

Operacions rutinaries conclouen el que s’havia de provar: cg = 4.
Observem que tenim v = cg + 2¢g = 4 + 2¢g. I també a = %(303 + 6¢g) = 6 + 3c.
Comentaris

Existeixen grafs amb les propietats indicades? Tot i que no es demana, és bo saber si
hem estat demostrant coses sobre el buit, és a dir, ens interessa saber si hi ha grafs
amb les propietats de I’enunciat o no n’hi ha.

A la figura 7.35 podem veure un graf planari connex 3-regular amb les cares triangulars
o hexagonals; correspon al tetraedre truncat. Podem comprovar que efectivament hi
ha 4 cares triangulars exactament: aixo no és una casualitat; ha de ser aixi en virtut
del resultat demostrat!

Un exemple trivial, sense cares hexagonals, amb totes les cares triangulars, és el graf
corresponent al tetraedre, és a dir, G = Ny + Cj.

! Problema 7.30 |

Proveu que un poliedre sense cares triangulars té algun vértex de grau 3.

Resolucié

Considerem el graf planari associat al poliedre. Es un graf connex. Totes les cares sén
poligonals, limitades com a minim per 4 costats (ja que no hi ha cares triangulars).
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Cada aresta és aresta comuna d’exactament dues cares. El grau de cada vertex és, com
a minim, 3.

Suposem que tots els vertexs sén de grau superior a 3, és a dir, g(v) > 4. Arribarem a
una contradiccid.

Apliquem el lema de les encaixades:

2041 = S g(v) > Y4 =4y,

veV veV

don |A] > 2|V.

Si indiquem per c¢; el nombre de cares limitades per i arestes, podem comptar les arestes
a partir de les aportades per cada cara. Sitenim en compte que, d’aquesta manera, cada
aresta és comptada per duplicat, resulta 2|A| = )., ic; > > s, 4¢; =4 5 ¢ = 4c,
on c és el nombre de cares del poliedre. Per tant, 2|A[ > 4c, és a dir, |A| > 2c. Apliquem
ara la férmula d’Euler ¢ + |V| = |A| 4+ 2, d’on 2¢ + 2|V | = 2|A| + 4. Aplicant I'iltima
desigualtat resulta |[A| 4+ 2|V| > 2¢ + 2|V| = 2|A| + 4, d’on |A| + 2|V| > 2|A| + 4.
D’aqui resulta |A| < 2|V| — 4. Fent servir ara la primera de les desigualtats resulta
2|V| < |A| <2|V| —41is’obté la conclusié absurda 0 < —4.

Versio addicional.

Observeu que existeix una versié en termes de teoria de grafs planaris que no contenen
cicles C3. Existeix aleshores algun vertex de grau menor o igual a 3.

En aquest cas, ates el tipus de propietat, podem suposar que el graf és connex, ja que
si no ho fos treballariem en cada component connex. Vegem-ne, a la figura 7.35, un
exemple possible.

Figura 7.35

Vegem que, en aquest cas, en el qual no es pot garantir que les cares siguin poligonals,
podem també arribar a la desigualtat 4c < 2| A|, a partir de la qual les argumentacions
serien identiques al cas anterior. La frontera de cada cara és fomada per un minim de
4 arestes.

Cada aresta pertany a alguna cara, encara que sigui la C,. Hi ha arestes de dos tipus,
les de tipus “a”, que no sén compartides per dues cares, i les de tipus “b”, compartides

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



210 Matematica discreta Problemes resolts

per dues cares. Sigui a el nombre d’arestes del tipus “a”’. Indiquem per ¢; el nombre
de cares que tenen ¢ arestes a la frontera; és ¢ > 4.

Si comptem les arestes comptant les aportades per les fronteres de les cares, les de tipus

“a” sén comptades una vegada, mentre que les de tipus “b” es compten per duplicat.

Per tant,

Zici +a =2/A|.

i>4

Aixi, doncs,

204 > icita =) dei+a=4) ¢ +ta=4c+a>de
>4 >4 >4

|Problema 7.31 |

Sigui G un graf connex d’ordre n > 11. Proveu que G o G és no planari.

Resolucié
Siguin G = (V, A), n=|V|, G* = (V, A"), on |4'| = (}) — |A|.

S’ha de provar que algun dels grafs GG, G¢ és no planari. Negar aquesta afirmacié és
suposar que ambdoés grafs, G, G s6n planaris. Vegem com arribem a alguna contradic-
cié.

Escrivim, de moment, les relacions que deriven de la planaritat.

Essent ambdos grafs planaris, podem utilitzar les propietats derivades de la planaritat,
en particular la fitacié superior del nombre d’arestes en termes de 'ordre, valida fins i
tot en el cas no connex. Aixi, podem escriure |[A] <3n—61|A’| <3n—6. Pel que faa
aquesta ultima desigualtat, podem escriure (g) —|A| <3n—6, d’on (g) —3n+6 <|A|
Combinant les dues desigualtats, resulta () —3n+6 < |A| < 3n—6, d’'on () —3n+6 <
3n — 6, d’on () —6n+ 12 < 0. Calculant, n® — 13n + 24 < 0.

Fins ara no hem fet servir la hipotesi de ser n > 11. Considerem la funcié6 F(n) =
n? —13n + 24. La seva grafica és la d’una parabola oberta cap al semipla de les y*. La
interseccié amb ’eix Ox, si n’hi ha, correspon a les arrels de 'equacié de segon grau
x2 — 13z + 24 = 0. Les solucions sén z; = M 1x9 = @ Tenim que la més

gran de les solucions és x; = 10.--- (figura 7.36). Per n > 11, F(n) > 0, la qual cosa
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és una contradiccid.

y=x?— 13z + 24

Figura 7.36

! Problema 7.32

Sigui G = (V, A) un graf amb |V| <5 o |A| <9. Proveu que G és planari.

Resolucio
Es una aplicacié del teorema de Kuratowski.

En efecte, si |V| < 5, aleshores G no pot contenir cap subgraf homeomorf a K5 ni
a K33, ja que |V(K5)| = 51 |[V(K33| = 6. Si un graf H és homeomorf a K5, és
|A(H)| > |A(K5)|, i analogament per a K3 3.

Pel que fa a la condicié sobre les arestes, 'argumentaci6 és similar, ja que |A(K5)| =
(5) =101 |A(K33)|=3-3=09.

|Problema 7.33 |

Sigui G un graf planar connex amb 11 vértexs o menys. Proveu que existeir algun
vertex de grau menor o igual a 4.

Resolucié

Sigui T'= (V, A) amb la propietat indicada. Suposem que no es compleix la propietat
que es vol demostrar.

Si no fos aixi, seria g(v) > 4, Vv € V. Ateés que els graus sén enters, seria, de fet,
gv) >5,YveV.

Aplicant el lema de les encaixades,

214 =) g(v) = > 5=5V].

veV veV
d'on [A| > 3|V|.

D’altra banda, com que és planari, es compleix |A| < 3|V| — 6. Combinant ambdues
desigualtats resulta 2|V| < 3|V| — 6, d’on |V| > 12, cosa que contradiu la hipotesi.
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Capitol 8

Combinatoria elemental

8.1 Objectius

En aquest capitol es presenta una colleccié de problemes de tipus basic, en el sentit
que no son problemes lligats a una determinada metodologia especialitzada, cosa que es
deixa per altres capitols posteriors (com, per exemple, férmula d’inclusié-exclusié (9))
o successions recurrents (10) .

Malgrat el titol, se suposa ja un cert coneixement combinatori per part del lector, que
ha de saber resoldre els problemes combinatoris més basics.

També es presenten exemples, sobretot a I'apartat de problemes geometrics, de com es
pot utilitzar la teoria de grafs planaris (especialment la férmula d’Euler) per resoldre
problemes de comptar objectes.

8.2 Problemes de combinatoria basica

Apleguem aqui diversos problemes de combinatoria elemental.

!Problema 8.1 |

En una reunio, 35 dels assistents son nois. Suposem cada noi coneix 6 de les noies de
la reunid i cada noia coneix 7 dels nois. Quantes noies hi ha a la reunic?

Resolucié

Adoptem un model descriptiu de la situacié consistent en un graf G = (V, A), on V és
el conjunt dels assistents, V = V3 U V5, amb V; conjunt de nois i V5 conjunt de noies,
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i A el conjunt de les coneixences noi-noia, coneixenca que suposem mutua. Hi ha, per
tant, una aresta per cada coneixenca. Comptem el nombre d’arestes de dues maneres,
a partir de les coneixences dels nois i a partir de les de les noies. Aquestes coneixences
donen lloc al mateix nombre d’arestes, que sén les mateixes.

Sigui x el nombre de noies. Les arestes “aportades” pels nois sén 35-6 i les “aportades”
per les noies, 7x. Per tant, 35 -6 = 7Tx. Finalment, x = 30.

!Problema 8.2 |

Suposem que un grup d’alumnes tenen 12 assignatures per triar. Suposem que els
alumnes es distribueizen en 9 subgrups de 8 alumnes cadascun (Si,---,Sg). Suposem
que cada assignatura €s escollida per exactament r alumnes, pertanyents a diferents
subgrups d’entre els anteriors. Cada element de S; es matricula d’una assignatura.
Calculeu el valor de v (quants alumnes es matriculen de cada assignatura?).

Resolucio6

Considerem el model segiient, en el qual hi ha 12 columnes, indicatives de les 12 as-
signatures que es poden cursar, i 9 files, corresponents als grups d’alumnes, agrupats
segons algun criteri academic que no cal indicar. Es colloca una creu a la casella per
indicar que ’assignatura ha estat escollida per un alumne d’un grup. A la taula segiient,
se suposa que cada assignatura és cursada per 3 alumnes, és a dir, r = 3, de manera
que a cada columna hi ha 3 creus. Com que cada element de S; es matricula d’una
assignatura, a cada fila hi ha 8 creus.

10 | 11 | 12

S1 X |x|x
S2 | x| x| x X X
S3
S4 | x| x| x| x X X | x| x
S5 X X
S6 X X
S7 X
S8 x| x b'e

S9 e X

HiW (MO

™
™
™
™
™

El conjunt de les creus és tinic. El nombre de creus és el mateix tant si les comptem
per files com si les comptem per columnes. Expressar aixo ens portara a una relacio.

Nombre de creus per files: 127

Nombre de creus per columnes: 9 - 8.
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Per tant, 12r =9-8, d’on r = 6.

Es pot plantejar una versié equivalent, abstracta, de 'enunciat, de la manera segiient.
Sigui C' = {1,2,---,10}. Es tenen 9 subconjunts S; C C, amb |[S;| =8,i=1,---,9.
Suposem que cada element de C' pertany a exactament r dels subconjunts 5;. Calculeu
T.

|Problema 8.3 |

Proveu lafirmacio segiient: en un conjunt de 12 nombres naturals, n’hi ha com a minim
dos tals que la seva diferéncia és multiple de 11.

Resolucio
Es una aplicaci6 clara del principi de les caselles.

Sigui |S| = 12. Cal identificar les “caselles” per a I’aplicacié del principi de les caselles.
En aquest cas, la resta de dividir els elements de S per 11, és a dir, les 11 caselles:
0,1,2,---,10, ja que en la divisi6 entera, si m = 11g+r, és 0 < r < 11.

Per tant, hi ha d’haver si,s9 € S amb r| = ro, si 57 = 11q1 + 11, s = 11go + ro. Per
tant, s; — so = 11(q1 — q2) + (11 — 12) = 11(q1 — @2).

!Problema 8.4 |

Considereu els enters decimals de n digits, amb n > 2. Per exemple, si n = 3, seran
els nombres compresos entre 100 i 900 (no es consideren com a tals els que contenen
zeros al principi, com seria 003, per exemple). Volem saber quants d’aquests nombres
existeizen que no contenen 2 digits iguals adjacents. Per exemple, 646 hi seria comptat,
pero no 466.

Resolucio

El context en el qual ens hem de situar és el de les permutacions de n digits (de 0 a
9), amb repeticié, amb la condicié que no es consideren de n digits els nombres que
comencen per 0, 00, ..., 000000000.

Sigui x = dj - - - d,, un d’aquests nombres, essent dy,---,d, els digits corresponents.
Analitzem com es poden formar els nombres amb les propietats de ’enunciat.
dy: hiha 9 maneres d’escollir d; d’entre {1,---,9} i, per tant, hi ha 9 eleccions possibles.

d;, i > 1: podem escollir d; d’entre {0,1,---,9}, perd només de 9 maneres diferents, ja
que hem de garantir que d; # d;_1.

Per tant, m =9-9-...-9 = 9" és el nombre buscat.

|Problema 8.5
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En un grup de n persones s’han de triar tres carrecs: els de president, secretari i
tresorer. Obteniu de quantes maneres es pot fer.

Resolucié

Tractem el problema des d’un punt de vista estrictament combinatori. Podem resoldre
el problema de més d’una manera.

Meétode 1. Suposem que l'ordre en queé es trien els carrecs no té importancia. Podem
considerar tries directes: primer es tria un carrec i després els segiients d’entre els que
queden. Suposem que primer es tria president, després secretari i, finalment, tresorer.
Aixi, podem escollir president de n maneres possibles. Escollit el president, resten
n — 1 possibilitats per escollir secretari. Escollit secretari, podem escollir tresorer de
n — 2 maneres possibles, d’entre les possibilitats restants. Per tant, el nombre total és
n(n—1)(n —2).

Meétode 2. Fem una tria indirecta. Podem escollir una terna de persones, cosa que
podem fer de (g) maneres i després, a partir de la terna, fer I’eleccié dels carrecs. Ara,
per cada terna podem fer 3! assignacions d’individus a carrecs de president-secretari-
tresorer, o bé escollim, igual que abans: 3-2- 1. El total és 3!(2).

Observacié. Ambdds métodes coincideixen:

n n!
3! (3) = S!W =n(n—2)(n—3).

!Problema 8.6 |

Calculeu el nombre de cadenes de longitud n formades per 0,1 amb exactament k zeros.

Resolucio

L dnica cosa que cal fer és escollir els k llocs de la cadena que seran ocupats per zeros,
ja que la resta sera ocupat simplement per uns. Pero aixo és el mateix que escollir &
llocs d’entre n, sense que, una vegada escollits, importi 'ordre. Per tant, la resposta
és (Z) Si imaginem etiquetades les caselles, hem d’escollir un conjunt d’indexs, pero
I’ordre no importa.

Observeu que es pot resoldre el problema equivalentment escollint posicions que s’ocu-

paran amb uns, és a dir, amb n — k uns. Per idéntica argumentacid, es poden escollir
.. n

aquestes posicions de (nf k) maneres.

Observeu que ambdds resultats coincideixen, ja que (}) = (,,”,), identitat combinatoria

ben coneguda.
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També es pot abordar la resolucié d’una altra manera. Si pensem que utilitzem n
caracters per construir una cadena de longitud n, el nombre de cadenes que es poden
formar és n! Ara bé, d’entre aquests caracters, n’hi ha k de repetits, iguals a 0,in —k
repetits iguals a 0. Per tant, hem d’identificar permutacions. De manera que el resultat
és

1 1 | n! n
— = = .
El'(n —E)! El(n — k)! k

També es pot repensar mitjancant un altre artifici: reetiquetem els zeros ideéntics (i
analogament els uns), és a dir, considerem els caracters 01,02, -,0x, 11,10, -, 1_g.
Considerant-los provisionalment diferents, formem les n! permutacions corresponents.
Posteriorment, tornem a identificar-los per obtenir la férmula anterior, dividint per k!
iper (n— k).

| Problema 8.7 |

Calculeu quantes paraules d’11 lletres es poden formar amb les lletres de la paraula
ABRACADABRA.

Resolucio

Observem que hi ha algunes lletres repetides. Concretament, la “A” esta repetida 5
vegades; la “B” ila “R” estan repetides 2 vegades; la “C” ila “D” estan “repetides” 1
sola vegada.

Si formem les permutacions de les lletres, aleshores dues permutacions de posicions
de lletres repetides poden ser comptades com a permutacions, perdo donaran lloc a la
mateixa paraula.

Sigui T' el nombre de paraules buscades.
Hi ha diverses vies d’aproximacié al problema.

Meétode 1. Podem assignar una etiqueta a les diverses lletres repetides i considerar-
les provisionalment com a caracters diferents, és a dir, Aq,---, A5, B1, Bs, R1, R2,C, D.
Aleshores el nombre de paraules provisionalment diferents que es poden formar amb
aquestes 11 lletres provisionalment diferents és 11! Ara bé, de la identificacié A1 =
--+As = A, By = By = B, Ry = Ry = R resulta que s’han comptat com a diferents
paraules que de fet sén repetides, originades per la permutacié de posicions entre dos
caracters identificats. Totes aquestes paraules s’identifiquen i, per comptar finalment
les que hi ha, hem de dividir pel nombre de permutacions de Aq, - - -, A5, etc. Qualsevol
permutacié que sigui de les lletres anteriors donara, per a totes, ...A...A...A...A..A..., i
analogament per a B, R.

Per tant, finalment
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11!
T'= soemmn

Metode 2. A partir de T s’obté el nombre de permutacions d’11 caracters multiplicant
per 5! (corresponent a les paraules identificades per la repetici6 de les A), per 2! (per
B), per 2! (per R) i també per 1! (per C, D).

De manera que 11! = 5121211117

! Problema 8.8

Donat un conjunt de n elements, calculeu el nombre de grafs que es poden construir
sobre aquest conjunt com a conjunt de vértexs (se suposa que els vértexs estan etique-
tats).

Resolucié

Considerarem el conjunt V', amb |V| = n. Imaginem que tenim disponibles el maxim de
les |A| = () arestes possibles. Es tracta de fer les seleccions, escollint o deixant d’es-
collir cadascuna de les arestes. Els grafs que es poden formar es formaran per ’eleccié
de diversos subconjunts d’arestes: en podem agafar 0, 2 (de totes les maneres possibles
d’entre totes les disponibles, sense que importi 'ordre), 3, i aix{ successivament, fins al

total.

Per exemple, els grafs que es poden formar amb k arestes sén (l‘é‘). No es considera
isomorfisme: podem considerar que els vertexs estan etiquetats. Tenim, per tant,

(o)~ (1) () = () + ()

Esa dir, resulta la férmula segiient, a la qual apliquem la férmula del binomi de Newton:

Al

2 C::l’) _ oAl _9(3) — 9™

k=0

!Problema 8.9 |

Si en una classe hi ha n nois i m noies, calculeu de quantes maneres es poden alinear
de forma que totes les noies estiguin juntes.

Resolucio6
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Observeu que s’ha de formar una cadena de longitud n + m que té una subcadena de
longitud m formada per totes les noies de costat. Podem resoldre el problema per més
d’un metode.

Meétode 1. El grup de les m noies llisca al llarg de la cadena. Considerem la primera
posicié k de la primera noia, llegint per ’esquerra, essent k la posicié a la cadena total.
Hem de veure com poden variar aquestes primeres posicions i, fixada una posicid,
quantes cadenes es poden formar.

En primer lloc, fixada una primera posicié per a les noies, és a dir, la posici6 de la
primera noia, segueix el bloc de les m noies, que es poden distribuir de m! maneres
diferents. Fixada una distribucié de les noies, les n posicions restants estan ocupades
per nois, els quals es poden col'locar de n! maneres diferents. Per tant, fixada la posicié
k on s’inicia el bloc de noies, hi ha m!n! distribucions diferents, que resulten ser les
mateixes per a totes les posicions.

Resta per veure quins valors pot prendre k: 1 < k < n+ 1, caselles on poden iniciar-se
les subcadenes de noies.

Per tant, finalment el nombre buscat és (n + 1)n!m! = (n + 1)!m!

Meétode 2. Ateés que les noies estan en un grup compacte, podem considerar un nou
caracter, “*”, que representa la subcadena de les noies. Aleshores tenim n+ 1 caracters,
que poden formar (n+1)! cadenes. Fixada una posici6é de “*”, ara hem de “descompri-
mir” a m noies i després permutar, amb la qual cosa resulta (n + 1)!m!, que coincideix
amb el resultat obtingut al metode 1.

8.3 Comptar en geometria: disseccions geometriques

Vegem a continuacié un problema de comptar tipicament geometric.

|Problema 8.10 |

Les diagonals d’un poligon convex. FEn un poligon qualsevol, una diagonal és el segment
determinat per dos vértexs no adjacents que estigui inclos dins del poligon. Calculeu el
nombre de diagonals d’un poligon convex.

Resolucio

En el cas d'un poligon convex, qualsevol segment determinat per dos vertexs no adja-
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cents és contingut en el poligon i n’és, per tant, una diagonal.

——
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Considerem un poligon convex de n vertexs. Es tracta de calcular el nombre de diago-
nals del poligon.

Meétode 1. Cada diagonal és determinada per una parella de vertexs, sense que importi
lordre, i el nombre de parelles de vertexs que es poden escollir en un conjunt de
n vertexs és (g) Ara bé, aquest no és el nombre de diagonals, ja que tambés hi
sén comptats en aquest comput els costats del poligon, determinats per parelles de
vertexs consecutius. Donat que hi ha n costats, el nombre de diagonals sera finalment
n _ 1

(5) —n=3n(n—3).

Meétode 2. Es podria enfocar el calcul d’una altra manera, considerant el nombre de
diagonals que parteixen de cada vertex, que és n — 3, nombre de vertexs restants, un
cop descartats els dos costats adjacents. Com que hi ha n vertexs, el resultat total
seria n(n — 3). Ara bé, d’aquesta manera cada diagonal es compta dues vegades, una
per cada vértex extrem. Per tant, la quantitat correcta és in(n — 3).

Una estructura interessant i alhora una bona font de problemes combinatoris en geo-
metria o simplement combinatoris en general és la de les disseccions per rectes en el
pla, per circumferéncies en el pla, per plans en l’espai tridimensional i per esferes en
I’espai tridimensional.

8.3.1 Disseccions per rectes

Als capitols d’induccié (2) i de grafs planaris (7) ja se n’ha fet una introduccié i se n’han
vist algunes propietats, en relacié amb la combinatoria. El tema es torna a tractar al
capitol de recurrencies (10).

Sembla convenient recordar, amb independencia de cap problema concret, que sén
aquestes disseccions.
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Considerem n rectes en el pla. Diem que estan en posicid general si es compleix:

e No n’hi ha dues de paralleles. Aixo significa que dues rectes qualssevol es tallen
en un punt.

e No n’hi ha tres que passin per un mateix punt. Aixo significa que pel punt
d’interseccié de dues rectes (que ha d’existir, per la condicié primera) no n’hi
passa cap altra.

Una colleccié de rectes en posicié general produeix una disseccié del pla en conjunts,
objectes geometrics de dimensionalitat variada. En primer lloc, tenim els verters,
interseccions de les rectes (dimensié 0). En segon lloc, les arestes, que sén els segments
i dues semirectes que es produeixen sobre cada recta (dimensié 1). En tercer lloc, es
produeixen regions bidimensionals, fitades o no, les cares (dimensié 2).

S’accepta el cas especial d’'una sola recta, és a dir, n = 1, cas en el qual no hi ha
vertexs, hi ha una sola “aresta”, la recta mateixa, i hi ha 2 “cares”, els dos semiplans
determinats per la recta.

Estem especialment interessats a comptar els subobjectes d’una disseccid, és a dir, el
nombre de vertexs, d’arestes (fitades i no fitades) i de cares (fitades i no fitades). Com
veurem, sorprenentment no depenen de les particulars rectes, és a dir, de la seva posicio,
siné només de n, el nombre de rectes de la disseccié.

A la figura 8.2 tenim una disseccié per rectes del pla en posicié general.

Figura 8.2

La primera cosa que obtindrem és el nombre dels subobjectes de la disseccid.

! Problema 8.11 |

Donada una disseccio del pla per n rectes en posicio general, calculeu el nombre v, de
vertexs, a, d’arestes i ¢, de cares.

Resolucio

Nombre de vertexrs
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Cada vertex és interseccié d’exactament dues de les rectes de la disseccié, perque estan
en posicié general (dues rectes es tallen en un punt, i per un punt d’interseccié hi passen
exactament dues rectes). Els vertexs es corresponen, doncs, amb les interseccions de
parelles de rectes, sense importar ’ordre. De manera que hi ha tants de vertexs com

combinacions de n rectes preses de 2 en 2, és a dir, v, = (g)

Nombre d’arestes

En el cas n = 1, aleshores hi ha una tunica “aresta”’, la mateixa recta i, per tant,
a; = 1. Suposem que n > 2. Classifiquem les arestes en segments i semirectes. Sigui
pn, €l nombre de segments i g, el nombre de semirectes. Cada recta aporta al comput
d’arestes 2 semirectes i, per tant, ¢, = 2n.

Recordem que hi ha v, = (g) vertexs a la disseccio.

Comptem el nombre d’arestes a partir de les “aportacions” de cada vertex al comput
general. Cada vertex és incident amb 4 arestes, de manera que el nombre 4v, ens
donaria el nombre d’arestes, si no fos que algunes de les arestes es compten per dupli-
cat (els segments, una vegada per cada extrem) i altres, les semirectes, només hi sén
comptades una vegada en aquesta quantitat. Per tant, 4v, = 2a, — ¢,. Finalment,
2a, = 4(2) —2n, d’on a, = n>.

Resulta facil ara obtenir el nombre de les arestes fitades, és a dir, els segments: p, =
Un — @ = Gy, — 20 = n? — 2n.

Observem que aquesta argumentacié no es podria aplicar al calcul del nombre de cares,
ja que no hi ha regularitat en el nombre d’arestes de la frontera de cada cara.

Al capitol 10 es veu una altra manera de calcular a,, utilitzant recurrencies.
Nombre de cares

Quan se sap el nombre de vertexs i d’arestes, es pot calcular el nombre de cares mit-
jancant D'aplicacié de la férmula d’Euler a un graf planari auxiliar, com s’ha fet al
capitol dedicat als grafs planaris (7). El lector pot consultar la resolucié corresponent.

! Problema 8.12 |

Tallar un pastis. Talleu un pastis circular amb n rectes de manera que s’obtingui el
nombre mazxim de porcions possibles i calculeu aquest nombre.

Resolucio

En primer lloc, les n rectes han d’estar en posicié general, posicié que produeix el maxim
nombre de subobjectes. D’altra banda, podem suposar que totes les interseccions entre
rectes es produeixen a l'interior estricte del pastis, ja que altrament perdriem porcions
(cares de la disseccié). En particular, aixo significa que dues rectes de les de la partié
no es tallen a la circumferencia, contorn del pastis. A partir d’aquestes consideracions
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podem adoptar dos metodes de resolucié, que s’exposen a continuacio.

Meétode 1: Utilitzant resultats obtinguts préviament sobre disseccions per rectes. Ob-
servem que hi ha dos tipus de porcions: les internes, és a dir, les que no comparteixen
cap arc del perimetre, i les externes, és a dir, les que tenen un arc del perimetre en el
seu contorn. Des del punt de vista de la disseccié per rectes, les cares porcions internes
son les cares fitades de la disseccid, i les externes es corresponen bijectivament amb les
cares no fitades de la disseccid. Per tant, el nombre de porcions és el nombre de cares
de la disseccié. Pero aquest nombre s’ha calculat abans independentment i sabem que
és ¢, = (g) +n+ 1.

Meétode 2: directament i utilitzant la formula d’Euler. Donada la disseccié que s’ha
descrit anteriorment, escapcem les semirectes, arestes no fitades, en el punt d’interseccié
amb la circumferencia, de manera que les rectes queden substituides per les cordes
corresponents. Ens queda un esquema geometric sobre el qual considerem el graf planar
seglient: els vertexs (v) sén les interseccions entre rectes i les interseccions de les rectes
amb la circumferéncia, ara extrems de les cordes; les arestes (a) sén els segments i els
arcs de circumferéncia, i les cares sén les porcions (c) i exterior del pastis, tnica cara
no fitada.

Calculem aquestes quantitats.

En primer lloc, els vértexs: v = (3) + 2n, ja que tenim () interseccions interiors i 2n
interseccions amb el contorn circular.

Pel que fa a les arestes, les comptarem considerant les que aporta cada vertex (les
incidents amb cada vertex, per ser més exactes). Els vertexs interiors n’aporten 4, i els
periferics n’aporten 3 cadascun. Ara bé, d’aquesta manera es comptarien per duplicat,
ja que una mateixa aresta es compta una vegada per a cada extrem. Aixi, doncs,
4(3) +3(2n) = 2a, d’on a = 2(}) + 3n.

Per calcular el nombre de porcions, utilitzem la férmula d’Euler: (¢ +1) +v = a + 2,
donc=a+1-v=2(3) +3n+1-((3) +2n) = (}) +n+ 1, que coincideix amb els
resultats de metodes alternatius.

“Crosses mentals”

De vegades, alguns petits artificis o construccions auxiliars poden donar seguretat en
el procés deductiu en el curs de la resolucié d’un problema. Vegem-ne un parell d’e-
xemples.

Suposem que tenim una disseccié del pla per n rectes en posicié general. Considereu
les dues preguntes segiients:

|Problema 8.13 |

Donada una disseccio del pla per n rectes en posicio general, calculeu
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1. El nombre d’arestes no fitades.

2. El nombre de cares no fitades.

Resolucio
Considerem la disseccié de n rectes en posicié general.

Les arestes no fitades s6n les semirectes corresponents a les rectes de la disseccié.
Intuitivament, cada recta aporta 2 d’aquestes semirectes, de manera que n’hi ha 2n.
Ara bé, si aquest raonament sembla confus, es pot aclarir amb la construccié trivial
segiient, que també ens ajudara a contestar la segona pregunta.

Considerem un cercle auxiliar que contingui tots els vertexs. La construccié d’un tal
cercle és possible: ja que hi ha un nombre finit de vertexs, podem escollir com a centre
qualsevol dels vertexs i com a radi una quantitat estrictament superior al maxim de
les distancies del centre a la resta dels vertexs. D’aquesta manera, totes les arestes que
son segments, determinades per parelles de vertexs, sén dins del cercle auxiliar. La
resta d’arestes, que sén semirectes, tallen la circumferencia. Hi ha tantes semirectes
com talls i hi ha dos talls per a cada recta. Per tant, hi ha 2n semirectes o arestes no
fitades.

Figura 8.3

L’argumentacié directa, com en el cas de les semirectes, no sembla clara en el cas de les
cares no fitades. Pero la construccié auxiliar anterior ens permet veure-hi més clar. En
efecte, les semirectes separen les cares no fitades. Quantes semirectes hi ha? N’hi ha 2n,
i aquest és el nombre de cares no fitades. Fem servir, alternativament, la construccié
auxiliar anterior. Sobre la circumferéncia auxiliar es creen 2n interseccions, que formen
2n arcs de circumferencia, i cada arc correspon a una cara no fitada. Aixi arribem per
una altra variant argumental al resultat: hi ha 2n cares no fitades.

Naturalment, si sabéssim el nombre total d’arestes i de cares, aleshores podriem calcular
el nombre d’arestes i de cares fitades, pero aixo és objecte d’un altre exercici.

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



8 Combinatoria elemental 227

Observacié. El lector pot intentar traslladar aquesta idea al cas d’una disseccié de
I’espai per plans en posicié general, substituint la circumferéncia auxiliar per una esfera.

Aquest metode de construir una circumferencia auxiliar contenidora ja es va utilitzar
al capitol de grafs planaris (7) per donar un dels metodes per calcular el nombre de
cares d’una disseccié per rectes.

Obtenim a continuacié el nombre de les cares d’una disseccié per n rectes en posicié
general segons un procediment diferent, generalitzable a dimensié superior.

! Problema 8.14 |

Considerem n rectes del pla en posicid general (no n’hi ha dues de paral’leles, ni n'hi ha
tres que passin per un mateix punt). Aquesta colleccid de rectes produeix una disseccid
del pla en vertexs, arestes i cares o regions (fitades o no). Calculeu el nombre de
T€gIONs.

Resolucio

Entre les diverses possibilitats de resolucié presentem un metode directe, sense s de
recurrencies (que deixem per al capitol 10, de successions recurrents), que té I’avantatge
que es pot generalitzar al cas tridimensional, on les rectes se substitueixen per plans.

Podem suposar que no hi ha cap recta horitzontal. Si fos aixi, atés que n’hi ha un nom-
bre finit, sempre podriem fer una rotacié adequada per eliminar aquesta possibilitat.

Establirem una distincié entre dos tipus de regions, segons si sén fitades inferiorment
(tipus I) o no (tipus II). Aleshores, el nombre de regions sera r,, = |I|+ |II|. A la figura
8.4 s’indiquen les regions fitades inferiorment (I); la resta sén les no fitades inferiorment

(10).

II Figura 8.4
II

II
17

Comptem separadament el nombre de les regions de tipus I i de tipus II.

Tipus I. Les regions de tipus I son les fitades inferiorment, i sén aquelles que tenen un
punt d’ordenada minima. S’observa que les fites inferiors sén justament els punts que
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sén interseccions de rectes, és a dir, els vertexs de la disseccié. Tota interseccié de dues

rectes de la dissecci6 és fita inferior d’una unica regié de tipus I. Per tant, |I| = (g)

Tipus II. Les regions de tipus II sén les no fitades inferiorment. Tracem una recta
auxiliar s que sigui horitzontal i que estigui per sota de totes les regions fitades. Aixo
es pot aconseguir sense cap problema, ja que n’hi ha prou d’escollir una recta que
estigui per sota de tots els vertexs de la disseccié, dels quals n’hi ha un nombre finit.
Totes les rectes tallen s perque no n’hi ha cap d’horitzontal, i aixi creen n interseccions
sobre s, que queda descomposta en n + 1 seccions (segments i dues semirectes). Ara
bé, aquestes seccions sén la interseccié de s amb cares, les que travessa s. Es pot veure
que s talla totes les cares no fitades inferiorment (si una cara de tipus II no fos tallada
per s, aleshores seria fitada inferiorment), les de tipus II, de les quals n’hi ha, per tant,
n+1,ésadir, [II| =n+1.

Figura 8.5

S

ZS0 BN

Aixi, doncs, r, = |[I| + [II| = (5) + n+ 1.

Observacid. Aquest problema apareix diverses vegades al llarg del llibre. En aquestes
ocasions es tracten problemes associats de comptar subobjectes geometrics lligats a una
disseccié per diferents metodes.

8.3.2 Disseccions per plans
Podem considerar un problema similar a ’espai tridimensional on les n rectes han

quedat substituides per n plans, situats en posicid general, i aixo és objecte d’un altre
enunciat.

1. Tres plans qualssevol es tallen en un punt (observeu que aquesta propietat exclou
el parallelisme): dos plans qualssevol es tallen en una recta i un tercer pla ha de
tallar aquesta recta intersecci6 en un punt (no hi pot ser parallela ni contenir-la).
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2. No hi ha quatre plans amb un punt comu, és a dir, per la interseccié de tres d’ells
no n’hi passa un quart.

En el cas d’aquesta estructura es produeix una disseccié de I’espai, on apareixen vertexs,
arestes, cares de dues dimensions i regions tridimensionals. Podem estar interessats
a calcular el nombre d’alguns d’aquests subobjectes geometrics. Vegem com podem
aplicar la tecnica basada a considerar cares fitades i no fitades del cas de les disseccions
per rectes en el pla per a aquest problema, en el cas del calcul del nombre de regions
tridimensionals.

|Problema 8.15 |

Calculeu el nombre de regions tridimensionals d’una disseccid de I’espai produida per n
plans en posicié general (tres plans qualssevol es tallen en un punt, i no n’hi ha quatre
que passin pel mateix punt).

Resolucié

Es molt facil calcular el nombre de vertexs V,, d’una disseccié de n plans en posicié
general. Tot vertex és interseccié d’exactament 3 plans, i cada tres plans donen lloc a
exactament un vertex. Per tant, els vertexs estan en correspondéncia amb les ternes

no ordenades de plans, és a dir, V,, = (g)

Podem adoptar la via d’atac similar a la del problema de calcular el nombre de regions
per a una disseccié per n rectes fent una distincié entre les fitades i les no fitades,
considerant dos tipus de regions tridimensionals, les fitades inferiorment (tipus I) i les
no fitades inferiorment (tipus II). Aleshores el nombre de regions tridimensionals sera
R, = |I| + |II|. Calculem separadament aquests cardinals.

Podem suposar que no hi cap pla horitzontal.

En el cas d’una regié de tipus I, existeix un punt que té la més petita de les altures
(z), 1 és precisament interseccié de 3 plans. De fet, es pot veure que els punts de z
minima sén justament els vertexs de la disseccid, dels quals n’hi ha tants com maneres
d’escollir 3 plans d’entre n sense que importi l’ordre, és a dir, combinacions de n plans
presos de 3 en 3. Per tant, |I| = (3).

Vegem ara com es pot calcular el nombre de regions no fitades inferiorment. Sigui II
un pla horitzontal que esta per sota de totes les regions fitades inferiorment, per sota
equivalentment de tots els vertexs de la disseccid. Els plans de la disseccid tallen el
pla II en una colleccié de n rectes que constitueixen una disseccié de n rectes en el
pla auxiliar en posicié general. Les cares de la disseccié sobre II sén les seccions de I1
amb les regions tridimensionals no fitades inferiorment, i hi estan en correspondencia
bijectiva, com el lector pot comprovar. Per tant, hi ha tantes regions 3D no fitades
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inferiorment com cares bidimensionals a la disseccié del pla auxiliar II. Pero aquest
problema s’ha resolt justament a 'enunciat anterior. Aixi, [I| = (5) +n + 1.

Per tant, finalment R, = |I| + [II| = (3) + (5) + n+ 1.
8.3.3 Disseccions per circumferencies

Considerem n circumferencies en el pla. Direm que estan en posicié general si es
compleix el segiient:

1. Es tallen dos a dos en dos punts (la tangeéncia es considera cas “degenerat” i no
es considera tall).

2. No n’hi ha tres que es tallin en un mateix punt.

Figura 8.6

Aleshores es produeixen subobjectes geometrics: vertexs (interseccions de circumferen-
cies), arestes (arcs de circumferéncia) i cares (regions limitades per arcs de circumferén-
cia, amb una tnica regi6 exterior no fitada). Un dels problemes tipics és saber calcular
el nombre de vertexs, arestes i cares.

|Problema 8.16 |

Considerem n circumferéncies del pla en posicio general. Calculeu el nombre de vérters
U, el nombre d’arestes a,, i el nombre de regions o cares ¢, (comptant-hi la no fitada)

Resolucié

Calcul del nombre de vértexs. Dues circumferencies de la colleccié generen 2 punts
d’interseccio. Reciprocament, els vertexs es produeixen per la interseccié d’exactament
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2 circumferencies. Només cal veure quantes parelles es poden formar a partir de les n
circumferencies, sense importar l'ordre, i aleshores tenim v,, = 2(’2‘)

Calcul del nombre d’arestes. Fem un comput directe a partir de les arestes que incidei-
xen a cada vertex. S’observa que de cada vertex parteixen 4 arestes, de manera que pro-
visionalment podriem pensar que el nombre d’arestes és 4v,,. Ara bé, aquest raonament
seria erroni, ja que cada aresta hi és comptada per duplicat en la quantitat anterior.
Per tant, la relacié correcta és 4v, = 2a,. Per tant, a, = 2v, = 4(3) =2n(n—1).

Calcul del nombre de regions. Podem considerar el graf planari que té, com a vertexs,
els vertexs de la disseccid, i com a arestes, els arcs de circumferencia. Les regions sén
les cares del graf planari.

Li és aplicable la féormula d’Euler i, per tant, podem escriure:
ch=an+2—v,=2n(n—-1)+2—-nn—-1)=n>-—n+2.

El nombre de cares fitades és n2 —n + 1.

Observacid. El mateix problema es resol alternativament al capitol dedicat a recurren-
cies (10).

Vegem-ne un exercici més, que resultara relacionat amb ’anterior.

! Problema 8.17 |

Calculeu en quantes parts o regions divideixen la superficie esférica n circumferéncies
sobre lesfera, de tal manera que es tallen dues a dues (sense tangéncia) i no n'’hi ha
tres que es tallin en un mateiz punt.

Resolucié

Podem utilitzar la projeccié estereografica amb pol de projeccié un punt qualsevol de
la regi6 que no és de cap interseccié de circumferéncies (aquests punts sén els que no
pertanyen a cap circumferéncia). Amb aquesta projeccié estereografica el problema
es redueix a un problema equivalent en el pla, pel que fa al nombre de subobjectes
geometrics (en particular, les regions), amb n circumferéncies en posicié general. La
projeccié de la cara on hi ha situat el pol de projeccié déna lloc a I'inica cara no fitada,
de punts exteriors a totes les circumferéncies.

Pel problema anterior, 7, = n? —n + 2.

Resulta un exemple en que un problema es transforma en un altre, ja resolt o més facil
de resoldre, i aixo amb el concurs de la projeccié estereografica.
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Capitol 9

Principi d’inclusié-exclusio

9.1 Objectius

Es presenta la formula d’inclusié-exclusié, de molta utilitat per al calcul del nombre
d’elements d’una reunié de conjunts. S’analitzen diverses aplicacions en la resolucié de
problemes.

9.2 La formula d’inclusio-exclusio

Imaginem que hem de calcular |[A;U---UA,|, on Ay, -, A, sén conjunts. El problema
és molt facil si els conjunts sén dos a dos disjunts, és a dir, si 4; N A; = 0, per a tot
i,j amb i # j, ja que en aquest cas

|[AT U - UA,| = |A1] + -+ |A4n]

El problema es complica quan els conjunts no sén necessariament disjunts dos a dos,
sind que hi pot haver interseccié efectiva entre alguns d’ells.

Resulta facil i aclaridor el cas de dos conjunts, en qué podem escriure

|AUB| = |A|+ |B|—|ANB|.
En efecte, en el terme |A|+|B| s’esta comptant per duplicat el nombre d’elements de la
interseccid, rad per la qual s’ha de restar, per restablir el comput correcte a la formula

anterior. Observeu que hem fet una operacié d’inclusioé en el calcul i posteriorment fem
una operacié d’exclusio.
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La situacid és for¢a més complexa en el cas d’'un nombre superior de conjunts. Per a
aquesta situacio hi ha disponible la férmula d’inclusié-exclusié, que generalitza 1’ante-
rior en el cas de dos conjunts. Si Aj,---, A, és una col'leccié de conjunts,

n

AU U A =Y ()R 18, = 81— Sa+ -+ (—1)" 1S,
k=1

amb

Sk= D A Ayl

11 <<l

Anem a interpretar el significat de la férmula i a veure exemples concrets de desenvo-
lupament.

Vegem, per exemple, el primer terme Si: S1 =Y o, [Ai] = Dy |4l
També tenim S, = |A; N---N Ayl

Quin és el significat de 'expressié del sumand k-ésim, S;? El significat de la notacid
és que s’escullen combinacions de k conjunts de la colleccié dels n subconjunts i la
interseccié corresponent només figura una vegada al sumand: per fixar idees, la que
correspon als subindexs creixents, per expressar-ho formalment. El que importa és
que no hi ha repeticions en el comput dels cardinals. Aixi, per exemple, si hi figura
|A1 N Ag|, no hi pot figurar |As N A;[; si figura a la suma el terme As N A3 N As, no hi
pot figurar Az N As N As, ja que representaria el comput repetit del mateix cardinal.

Observeu el nombre de sumands de S}, és (Z)

La férmula d’inclusié-exclusié descompon un problema en una colleccié de subproble-
mes o problemes menors de calcul de cardinals, que suposadament seran més facils de
calcular.

Vegem alguns exemples de desenvolupament explicit de la férmula.

Ezemple 1. Vegem el cas de dos conjunts. Tenim que |A; U Ag| = S; — S, on S1 =
Di<icn [Ail = 2?21 |A;| = |A1] + |Az2|. Per a Sy hem d’obtenir totes les combinacions
de 2 elements del conjunt dels {A;, A2}, Es a dir, So = |A; N As|. Recuperem d’aquesta
manera la férmula coneguda: |A; U Ag| = |A1] + |A2| — |A1 N Agl.

Ezemple 2. Vegem el cas de tres conjunts. Tenim que |A; U As U A3| = 51 — S2 + Ss.

Aleshores tenim

St = [A1] + |A21] + [As3],
Sy = |A1 N A2| + |A1 ﬂA3| + |A2 ﬂA3|,
S3 = ‘Al N As N Ag‘.
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Ezemple 3. Vegem el cas de quatre conjunts. Tenim que |A; U Ay U Ag U Ay| =
S1— S+ 53— S4.

Aleshores tenim

S1 = |A1] + [A21] + |As| + [A4],

Sy = |A1 ﬂA2| + |A1 ﬂA3| + |A1 ﬂA4| + |A2 ﬂA3| + |A2 N A4| + |A3 N A4|,
S3 = ’AlﬂAgﬂAg,’—i—’AlﬂAQﬂAd+‘A1ﬂA3ﬂA4‘+‘A2ﬂA3ﬂA4‘,
54:’1410142(7143(7144‘

9.3 Problemes combinatoris resolts pel principi d’inclusio-
exclusio

La férmula d’inclusié-exclusié s’utilitza molt sovint en la forma segiient: es tenen n
subconjunts Aq,---, A, d’un conjunt A, de cardinal conegut, i les condicions del pro-
blema fan que realment el que es demana sigui |A{ N--- N AS|, on s’entén que els
complementaris séon en A. Aleshores, escrivint

(AT AR = (AU U AR = [AN(AL U - U AR = [A] = [(Ar U - U A

reconduim el problema cap a la utilitzacié de la férmula d’inclusié-exclusié.

Moltes vegades plantegem la resolucié d’un problema determinat “inventant” els
conjunts adequats Ai,---, A, C A, de manera que el problema pugui seguir aquest fil
de resolucié. La dificultat pot estar justament a formular (“veure”) aquests conjunts.

El lector no ha de creure, erroniament, que tot problema combinatori s’ha de poder
resoldre per aquest metode, malgrat 'amplia varietat de situacions a les quals s’aplica.

9.4 Problemes resolts

! Problema 9.1

Un oficinista ineficient té n cartes i n sobres amb l’adreca ja escrita. De quantes
maneres pot equivocar-se collocant cada carta a un sobre que no li correspon?

Resolucio

Aquest és un problema tipic de desarranjaments. Considerem els sobres numerats d’u
a n com a caselles ordenades a les quals corresponen les cartes, també numerades d’u
an.
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Es tracta de considerar (i comptar) totes les permutacions de les n cartes, de tal manera
que cap carta ocupi el lloc que li correspon. El model matematic adequat és el de les
permutacions de {1,---,n}, tal que cap nombre no ocupi el seu lloc natural que li
correspon a ’ordenacié habitual.

Sigui S el conjunt de les permutacions de {1,---,n}. Es |S| = n!
Considerem els subconjunts A; C S, i =1,---,n, definits de la manera segiient:
A; = conjunt de les permutacions 7 de {1,---,n} tal que 7(i) ocupa el lloc i—ésim,

que es correspon amb el conjunt de les permutacions de les n cartes, de manera que la
i—esima carta ocupa el lloc i—esim.

Estem interessats a obtenir
m=|ATN---NA;|

Ara bé,
JAf N NAS| = (AU~ UA) = |S| = A1 U---UA,]|.

Ara, utilitzant el principi d’inclusid-exclusid,

n

AL U= U A =D (-1)F1S,,

k=1
on
S = Z ’Ailﬂ“-ﬂAik’,
1<y <--<ip<n
essent {i1,- -, } una k—combinacié dels elements de {1,---,n}.
Calculem |A4;, N---N A;, |. Considerem, doncs, una permutacié de {1,---,n} a la qual
les posicions i1, - -, estan ocupades precisament per i1, - -, i, respectivament.
Queden lliures les n — k posicions fora de les k ocupades per iy, --,ix, que poden
ser ocupades pels n — k elements restants {1,---,n}\{i1, - -,ix}, és a dir, per una

permutaci6é d’aquests n — k elements, de les quals n’hi haura (n — k)!
Per tant,
|4;, N---NA | =(n—Ek)!

ik

Ates que tots els sumands de Sy sén iguals i n’hi ha (Z), resulta

Sy = (Z)(n—k)!, 1<k<n.

Aixi, doncs,
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m = ’A‘{ﬂ"'AfL’:‘S‘—51+SQ—S3+“'+(—1)7LS,L

— nl— (?)(n— 1)+ (Z)(n—Q)! . (Z)(n—3)!+---+(—1)”(2)0!

Observem que

i, per tant,

!Problema 9.2 |

De quantes maneres es poden distribuir r objectes diferents enn capses diferents deizant
com a minim una capsa buida?

Resolucio
Es un problema tipic que podem resoldre aplicant el principi d’inclusié-exclusio.

Es pot formular el problema parallelament en termes d’aplicacions d’un conjunt A de r
elements a un conjunt B de n elements (“capses”). Assignar o collocar un element en
una capsa equival a assignar una imatge a l’element. La condicié que hem d’imposar
equival a dir que almenys un element de B no té antiimatge, és a dir, que ’aplicacié
no és exhaustiva.

Per tant, estem calculant el nombre d’aplicacions no exhaustives. Aleshores podem
resoldre el problema si hem calculat el nombre de les aplicacions exhaustives, cosa
que és objecte d’un altre problema. Si S = {f|f : A — B} i £ és el conjunt de les
exhaustives, aleshores el que busquem és |S| — |&].

També es pot resoldre el problema calculant directament el nombre de les aplicacions
no exhaustives, que és el que fem aqui essencialment.

Tornem a la formulacié inicial. El lector pot anar parallelitzant els raonaments en
termes d’aplicacions.

Considerem S el conjunt de totes les distribucions possibles de r objectes diferents en
n capses diferents.
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Ates que la distribucié a cada capsa es pot fer independent de les altres, resulta |S| =
n": a l'objecte 1 se li poden assignar n capses (podem “collocar-lo” a n capses); el
mateix podem dir del ro, ja que 'assignacié és independent de la del primer, i aixi
successivament. De manera que al final queda |S| = n” (poden quedar capses buides
i poden quedar capses amb més d’'un objecte). Aquest nombre és el mateix que el
nombre d’aplicacions d’un conjunt de r objectes en un de n objectes.

Ara considerem A; conjunt de distribucions de S que deixen la capsa i-eésima buida.
Observem que aquest és el mateix problema amb una capsa menys.

Aleshores el que se'ns demana és |[A; U --- U A,|. Per la férmula d’inclusié-exclusié
tenim

n

[ AL U= U A =) (—1)F1Sy,

k=1
amb
Sy = Z |A;, ﬂ---ﬂAik‘.
11 <+,
Calculem els Sy. Per a aixo, fixat i1,---,i; amb i1 < ---i, calculem |A;; N---NA;, |
Observem que volem comptar el nombre d’elements de S amb les capses i1, -,

buides. Aix0 equival a resoldre el mateix problema, perd amb k capses menys, és a dir,
distribuir r objectes diferents en n — k capses diferents, les restants, pero ara sense cap
restriccié. Resulta, doncs, |4;; N---NA; | = (n —k)".

Clarament aquest cardinal és el mateix per als altres i1, - - -, i possibles, dels quals n’hi
ha (}) i, per tant,

Si= 3 -ny = ()b
11 <. <1
Aixi, doncs, finalment

|A; U+ UA,| = Zn:(—nk*l (Z) (n— k).

k=1

!Problema 9.3 |

De quantes maneres es poden distribuir m objectes diferents en n capses (m > n), de
tal manera que cada capsa tingui un minim d’objectes seleccionats?
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Calculeu el nombre d’aplicacions exhaustives d’un conjunt de m elements en un conjunt
de n elements.

Resolucio

Aquest problema esta lligat a un de similar d’aquest mateix capitol. El resultat obtingut
es podria aplicar aqui per resoldre el nostre problema. Ara bé, el resoldrem directament.

Una observacié que cal fer és que, plantejat en termes més abstractes, aquest problema
és exactament el problema de calcular el nombre d’aplicacions exhaustives f : A — B
d’un conjunt A, de cardinal m, en un altre B, de n elements. Els “objectes diferents”
sén els elements d’A; les “capses” sén els elements de B. Recordem que una aplicacié
f: A — B és exhaustiva si f(A) = B, és a dir, si tot element b € B té antiimatge;
equivalentment, f~1(b) # (), ¥b € B.

La idea és abordar el problema per inclusié-exclusié. La dificultat en el plantejament
és leleccié adequada dels conjunts que tipicament intervenen en la férmula d’inclusio-
exclusié. D’alguna forma els haurem de relacionar amb el conjunt B i amb els n
elements d’aquest conjunt.

Considerem ’enumeracié B = {by,---,b,}, isigui S = {f|f : A — B}. Aleshores tenim
|S| =n"™.

Considerem B; = {f € S|b; € f(A)} = {f € S|f~1(b;) = 0} C S, és a dir, el conjunt
de les aplicacions per a les quals ’element b; no té antiimatge.

Justament estem interessats en el contrari, és a dir, en els conjunts complementaris en
S dels anteriors:

Bf = {f € S|b; té antiimatge per f}
Precisament el conjunt de les aplicacions exhaustives £ és el conjunt £ = B{N---N By,

conjunt del qual hem de calcular el cardinal.

Ara bé, el problema de calcular-lo es redueix a un altre, cosa que ens permetra aplicar
la férmula d’inclusié-exclusio:

[Bin--NBy|=[(BiU---UBy)| =S| = [BLU---UByl.
El problema queda convertit en una colleccié de subproblemes, els del calcul dels car-

dinals involucrats a la férmula d’inclusié exclusio:

n

|BiU---UBy| =Y (~1)F1s,
k=1

amb
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Sy = Z ‘Bilﬂ---ﬂBik‘.

1 <<l

Com a mostra de la manera d’argumentar, calculem uns quants d’aquests cardinals.

Per exemple, per comengar, calculem |B;|. En aquest cas, hem de calcular quantes
aplicacions hi ha de A en B tals que no tenen ’element b; a la imatge. Intuitivament és
com si b; “no existis”i no tingués cap paper en el comput i, en conseqiiéncia, el conjunt
de les aplicacions que busquem té el mateix cardinal que el de les que es poden definir,
sense cap restriccié, entre A (conjunt de m elements) i B’ = B\{b;} (conjunt de n — 1
elements), és a dir (n — 1)™. Ates que n’hi ha n i tots sén del mateix cardinal, resulta
S1= X0, |Bil = nln — 1)

Una argumentacié similar val per al cas de dos conjunts qualssevol. El cardinal de
|B; N Bjj| coincideix amb el nombre d’aplicacions de A en el conjunt B\{b;,b;}, és a

dir, (n — 2)™. Tots els sumands de S sén iguals a aquesta quantitat i n’hi ha (g),

que és el nombre de parelles B;, B; que es poden formar a partir de By, -, By, sense
que importi 'ordre (és a dir, combinacions de n objectes presos de 2 en 2). Per tant,
finalment

Se= > [BinBjl= > (n—z)m_G)(n_g)m

1<i<j<n 1<i<j<n

En general és

n
S= X iBanenByl= (] )w-k

1<i1 <dg << <n

La férmula definitiva és

€l = n" - (?)(n—l)”w (Z)(n—z)m— (g>(n_3)m+

! Problema 9.4
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Suposem que tenim un alfabet de 26 lletres. Quantes paraules (o cadenes) es poden for-
mar amb totes les lletres de manera que cap d’elles contingui les paraules (o subcadenes)
BYTE, COR, MAL, PI.

Resolucié

Indiquem per S el conjunt de totes les cadenes possibles. Ateés que lordre importa i
s’utilitzen totes les lletres, S és el conjunt de totes les permutacions de les 26 lletres,
de manera que |S| = 26!

I ara considerarem els subconjunts de S segiients, amb la idea d’aplicar la férmula
d’inclusié-exclusio:

A1 = {c € S|c conté BYTE},
Ay = {c € S|c conté COR},
As = {c € S|c conté MAL},
Ay = {c € S|c conté PI}.

El conjunt en el qual estem interessats és justament A{ N A§ N A§ N A i aleshores

|[AfNASNASN A = [(ALUAyUA3U AN =S| —|A1UAyU A3 U Ayl
S| = (S1— S2+ 83 — S4) = |S] = 51+ 52 — S3+ S,

on els S; son els termes que apareixen a la férmula d’inclusié-exclusié.

La resta de la resolucié es dedica a calcular els cardinals involucrats a la férmula.
Calculem S| = ‘Aly + ’AQ‘ + ’Ag’ + ‘A4’

Considerem, per exemple, el cas de |A;|. Cal comptar el nombre de cadenes que
contenen la subcadena BYTE. Podem veure aquestes cadenes com les que contenen el
bloc solidari del caracters BYTE, sempre en el mateix ordre. El conjunt BYTE pot lliscar
lliurement al llarg de la cadena i, de fet, podem interpretar que compta com si fos un
sol caracter, és a dir, compta per un. Es com si hi hagués un nou caracter («, exemple),
corresponent a BYTE. Aleshores podem considerar un problema equivalent, on tenim un
nou alfabet, format per 26 — 4 + 1 = 23 caracters (n’hem perdut 4 corresponent a BYTE
i n’hem guanyat un, corresponent al nou «). I ara el problema és simplement permutar
23 elements. Per tant, |A;| = 23!

Com moltes vegades passa en combinatoria, aquesta no és I'inica manera de comptar
aquest cardinal. Es pot comptar alternativament tenint en compte quines posicions
pot ocupar la subcadena de 4 caracters BYTE al llarg de la cadena de 26 caracters. Si
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suposem que la cadena és lineal i la primera posicié és la de I’esquerra, aleshores el
caracter B de BYTE pot ocupar totes les posicions successives cap a l’esquerra, des de 1
fins ala 26—4+1 = 23, com es pot veure dibuixant un senzill esquema de la situacié. Per
tant, tenim aquestes 23 possibilitats de situar BYTE. Escollida i fixada una d’aquestes,
queden 26 — 4 posicions de la cadena que sén ocupades per la resta, els 22 caracters
restants, que es poden permutar sense més restriccions. Per tant, |A;| = 23 - 22! = 23!,
resultat que coincideix amb ’anterior.

Encara hi ha una altra variant de argumentacié anterior. Els caracters que no formen
la paraula BYTE sén 22 i es poden permutar sense restriccions de 22! maneres. Ara bé,
per cada una d’aquestes distribucions hem d’intercalar el bloc BYTE, o I’hem de colllocar
al principi o al final, operacié per a la qual tenim 23 posicions disponibles. Per tant, el
nombre de paraules buscat és 23 - 22! = 23!

Analogament, |A2| = (26 —3+1)! = 24!, |A3] = (26—3+1)! = 24!, |A4| = (26—2+1)! =
25!.

Calculem S5 = ‘Al N Ag‘ + ‘Al N Ag’ + ‘Al N A4’ + ‘AQ N Ag’ + ‘AQ ﬂA4’ + ’Ag ﬂA4’.

Considerem, per exemple, el cas de |A; N Az|. Com abans, considerem el problema
equivalent en el qual es consideren dos nous caracters « (per BYTE) i 8 (COR) i hi ha
4+ 3 = 7 caracters menys. Per tant, tenim 26 — 4 — 3 + 2 = 21 caracters, que es poden
permutar sense restriccions. Per tant, |43 N Ag| = 21!

De forma analoga, s’obté |A; N As| = 21!, |[A1 N A4l = (26 —4 — 2+ 2)!, |Ay N A4| =
(26—3—2+2)' = ‘A20A4‘7 ’A30A4‘ = (26—3—2+2)'
En aquest cas, també es pot aplicar la segona linia argumental de ’apartat anterior,

pero és més delicat per comptar ja que, fixada una posicié d’una subcadena, per a
algunes posicions no hi cap l’altra.

Calculem S5 = |A1 NAsN A3| + |A1 NAsN A4| + |A2 NAsN A4|

Per la mateixa linia argumental dels casos anteriors podem escriure |A; N As N A3| =
(26—4—3—3+3)!, |A1NAsNAy| = (26—4—3—2+3)!, |[AaNA3NAy| = (26—3—-3—2+3)!
Calculem S; = |A1 ﬁAQﬂAgﬂA4| = (26—4—3—3—2+3)‘ =17

Finalment cal substituir els valors obtinguts a la férmula anterior per arribar al resultat
final.

Observeu que el problema se simplifica pel fet que no comparteixen lletres. Seria més
complicat de calcular si per exemple dues de les subcadenes fossin MAL, LI, ja que
aleshores la presencia de la subcadena MALI en una cadena comportaria la presencia de
les dues subcadenes (cavalcades).

|Problema 9.5 |

Calculeu quants nombres enters hi ha compresos entre 1 i 100 que no son divisibles per
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cap dels sequents: 2,5,7.

Resolucio
Intentaren resoldre el problema pel principi d’inclusié-exclusié.
Indiquem S = {1,---,100}. Obviament, |S| = 100.

Intentant aplicar la formula d’inclusié-exclusid, definim els conjunts

A; = {n € S|n és divisible per 2},
Ay = {n € S|n és divisible per 5},
As = {n € S|n és divisible per 7},

El que volem és |A{ N A§ N ASJ, on els complementaris sén en S. El problema es pot
reduir a aplicar el principi d’inclusié-exclusio, ja que podem escriure

‘A(I: N A% ﬂAg’ = ’(Al U Ay UA3)C’ = ’S’ — ‘Al U Ay U Ag‘

Per la férmula d’inclusié-exclusio tenim

|A1UA2UA3| =51 — Sy 4+ 53,

S1 = |A1] + |Az| + |As],

Sy = |A1 N A2| + |A1 ﬁA3| + |A2 ﬂA3|,
S3 = ‘Al N Ag N Ag‘.

I ara cal calcular cadascun dels cardinals que hi figuren.

Com a mostra, calculem el nombre dels naturals de .S divisibles per 5. Els divisibles sén
de la forma 5k, amb k > 1. Ateés que sén els de la forma 5-1,5-2, - - -, n’hi ha tants com k
tal que 5k < 100, és a dir, tants com k satisfent k < %. Per tant, 1 < k < L%J = 20.
Per tant, |Az| = 20.

Analogament, |A4;| = L%J =50, |A3| = L@J — 14.

Com a mostra addicional, en el cas de |A; N Ay, els multiples de 2 1 5 sén els de la
forma 2-5-k, amb 1 < k < kg, amb kg el maxim dels k tals que 10k < 100, és a dir,
ko = |1] = 10. Per tant, |A; N Ay| = 10. Analogament, resulta [A; N Az = [32] =7
1 ‘AQ ﬂAg‘ = L%J = 2.

Finalment,

100
|A1ﬂA2ﬂA3| = mJ =0.
Només resta efectuar les substitucions finals, cosa que deixem per al lector.

Questié. Indiqueu com es podria resoldre el problema considerant directament
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B; = {n € S|n no és divisible per 2},
By = {n € S|n no és divisible per 5},
Bs = {n € S|n no és divisible per 7},

|Problema 9.6 |

De quantes maneres es poden collocar n parelles a l’entorn d’una taula rodona, de tal
manera que cap dels components d’una mateiza parella sequin de costat?

Resolucio

Suposarem distribucions circulars on importen l'ordre, la collocacié en un lloc o posicié
concreta a l’entorn de la taula. No es consideren identificades dues configuracions, I'una
de les quals es pot obtenir per rotacié de ’altra.

Aixi, doncs, considerem permutacions diferents ABCD, DABC,CDAB, BCDA. Ales-
hores el problema equival de fet a una distribucié lineal de les persones, encara que
fisicament es puguin collocar circularment.

Suposem que hi ha n parelles home-dona, és a dir, 2n persones. Denotem
les parelles geneéricament per a; — a) i, en conseqiiéncia, tenim el conjunt S =
{a1,d},---,a;,a},---,an,al,}. Considerem A el conjunt de totes les distribucions pos-
sibles de persones, en que 'ordre és important. Per tant, A és el conjunt de totes les
permutacions i |A| = (2n)!.

Atés que volem excloure les configuracions per a les quals els components d’alguna pa-
rella seuen de costat (---a;al--- o ---ala;---), podem considerar els conjunts segiients,
amb la idea d’utilitzar la férmula d’inclusié-exclusié: A; és el conjunt de les permuta-
cions dels elements de S amb els dos membres de la i-ésima parella seient de costat.

Aleshores el que estem buscant és m = |A{ N --- N A%|, on els complementaris ho sén
en el conjunt A.

Ara bé, [AfN---NAS| =|A| — A1 U---UA, | =2n)! = S1+ Sy — -+ (=1)"S,, en
aplicacié de la féormula d’inclusié-exclusid, on S = El§i1<,_<ik§n |A;; N---N A, on
(41, ,1) és una k-combinaci6 dels elements {1,---,n}.

El problema queda reduit, doncs, a subproblemes més simples, que consisteixen en el
calcul dels cardinals |A;, N--- N A;,|.

Per calcular aquest cardinal, considerem les permutacions de S (elements d’A) a les
quals les parelles ailagl, CeL a;k seuen de costat. Podem identificar cada parella amb
un nou element, de manera que tindriem els nous elements substitutius de les parelles,
Qi+, , 1 considerar simplement les permutacions dels objectes que ens queden,
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que sén 2n — 2k + k, cosa que donaria lloc a (2n — k)! permutacions possibles en quée
les parelles indicades seuen de costat. Ara bé, encara hi ha més possibilitats, ja que
hem de considerar que els dos membres d’una mateixa parella poden permutar-se, tot
i seure junts, ja que hi poden haver les distribucions a;; a;j i a;j a;;- Com que hi ha k
parelles i es poden permutar dins de la parella, finalment en resulten 2’“(2n — k)! Per
tant, |A11 n---N Alk| = 2k(2’l’b — k‘)‘

Ara bé, a Si hi ha (Z) sumands, que, com hem vist, tenen el mateix cardinal. Per tant,

Si= Y |An-nA,l= (Z)zk(zn—k)!

1<iy < <ip<n

Aixi, doncs,

s :fjimk ()24
- kzn;)(_nk (Z) 2%(2n — )!

Quina seria la resposta si s’identifiquessin distribucions que es poden obtenir 'una per
rotacié de laltra?

!Problema 9.7 |

Considerem un taulell d’escacs n X n (usualment n = 8). Estudieu quantes disposicions
de n torres es poden formar de manera que no s’amenacin mutuament ni n’hi hagi cap
a la diagonal principal del tauler (mirant el tauler, la diagonal que va de la casella
superior esquerra a la inferior dreta). Recordi el lector que les torres només es poden
moure al llarg de files o columnes.

Resolucio
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A la figura 9.1 veiem una distribucié com la que ens demanen.

T

Figura 9.1

T

Vegem que el problema es pot formular en termes de permutacions i, posteriorment, en
termes de desarranjaments.

En efecte, considerem una permutacié o dels nombres {1,---,n}. Podem representar
la permutacié mitjancant una distribucié de n torres d’escacs en el tauler n x n, de
manera que no s’amenacin. L’index de columna representa els nombres {1,---,n} i
I'index de fila representa les imatges per una permutacié o, de manera que si o(i) = 7,
aleshores es col'loca una torre a la posici6 ij del tauler, és a dir, a la columna i, fila j.
Aixi, per exemple, el tauler de la figura 9.1 representa la permutacié

12345678
85213746
Observem que, si es tracta d’una permutacié, dins d’una mateixa fila i dins d’una

mateixa columna hi ha una sola torre, i d’aquesta manera es compleix la propietat
segons la qual dues torres diferents no s’amenacen.

La condicié de no ocupar cap posicié de la diagonal principal equival a o (i) # i, per a
tot ¢ =1,---,n. Estracta, per tant, d’un desarranjament. Només cal aplicar la férmula
ben coneguda del nombre de desarranjaments.
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Capitol 10

Successions recurrents

10.1 Objectius

En aquest capitol tractem la tecnica de resolucié de problemes combinatoris mitjancant
recurrencies. Molts aspectes d’aquesta teécnica estan relacionats amb 1’algorismica,
concretament amb estimacions de costos computacionals o d’espai d’emmagatzema-
ment.

Presentem en aquest capitol el tema, pel que fa als problemes, de les successions recur-
rents. Fem emfasi en el plantejament de les recurrencies per resoldre problemes com-
binatoris de comptatge del nombre d’objectes en un problema determinat. Exposem
metodes per resoldre un tipus especial de recurréncies, les lineals a coeficients constants.

10.2 Preliminars teorics i exemples

Molts de problemes de comptatge en combinatoria es poden resoldre de més d’una ma-
nera. Una via d’aproximacié és comptar amb ’ajut d’una successié recurrent. Perque
aixo sigui possible, cal saber formular el calcul corresponent en termes d’una recurren-
cia, que en particular significa reduir un problema de mida n a la resolucié d’un altre o
altres de similars, perd de mida inferior. Un cop formulada la recurrencia que controla
el comput, el pas definitiu és saber resoldre-la, cosa no sempre garantida.

Vegem, doncs, que existeixen dues fases: la de la formulacié de la recurréncia i la de la
resolucié posterior.

Pel que fa a la primera part, és dificil donar cap regla. La practica suficient en la
resolucié de problemes pot facilitar I’adquisicié d’habilitats al respecte. En veurem
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exemples resolts a la resta del capitol.

En aquesta seccié ens dediquem a la segona part, a donar metodologia de resolucié
d’alguns tipus de recurrencies, les més senzilles i les més habituals.

Recordem que una successié recurrent és una successié per a la qual el terme general
a, es pot obtenir en funcié de termes anteriors.

En primer lloc, s’han de definir la dependencia del terme general respecte d’altres
termes anteriors:

an = F(TL, an—1,0n—2, """ aanfk)an > k.
En segon lloc s’ha de donar les condicions inicials:
ap =bo,a1 = b1, -+, an——1 = bp_g—1.

No sempre es comenca per ag.

Un exemple molt senzill és el de la successié de factorials a,, = n!, que podem reescriure
en forma recurrent com a, = na,—1 (n > 1), ap = 0! = 1.

O bé el de 'anomenada successié de Fibonacci, an, = an—1 + an—2 (n > 3), amb les
condicions inicials a; = as = 1, per exemple. Observem que si considerem una altra
variant com, per exemple, a, = ap—1 + an—2 (n > 2), amb les condicions inicials
ap; a1 = 1, aleshores es genera una altra successié.

10.3 Estrategia de resolucié de problemes combinatoris
per recurrencies

Sempre considerem dues fases en el procés de resolucié d’un problema per recurrencies:

e La fase de plantejament de la recurrencia.

e La fase de resolucié de la recurréncia.

A la primera fase cal fer, de fet, dues coses: en primer lloc, formular la successid
recurrent, en el sentit de donar el patré d’obtencié de nous termes de la successio a
partir de termes anteriors; en segon lloc, formular les condicions inicials que determinen
la successié.

La idea basica en l'estratégia de resolucié de problemes per recurréncies (els que s’hi
puguin resoldre) és reduir el problema de “mida” n a un problema, o més d’un, de
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caracteristiques identiques pero de “mida” inferior. Que pugui ser la “mida” dependra
del problema. Per exemple, si el que volem és formar cadenes o paraules de longitud
n, n pot ser la mida. Aquesta idea s’illustra al llarg dels exercicis que es presenten.
Aquesta part correspon a l’analisi del problema i, més concretament, a ’analisi de
I’estructura dels objectes que es volen construir i comptar.

Vegem-ne alguns exemples.

! Problema 10.1 |

Suposem que s’emeten missatges de n segons compostos de quatre tipus de senyals. Els
senyals S1,S2 duren 1 segon, el senyal Ss dura 2 segons i el senyal Sy dura 3 segons.
Calculeu quants missatges es poden emetre amb aquests senyals, suposant que s’emeten
consecutivament, sense cap espai de temps entre dos senyals. Els senyals es poden
emetre de manera independent.

Resolucio

Aqui estem interessats només en el plantejament d’una recurréncia i no tant en la
resolucié.

Sigui a,, el nombre de missatges de n segons.
Hi ha 4 tipus de missatges, classificats pel senyal inicial.

Els de tipus I comencen pel senyal S;, d’1 segon, la resta del missatge és una nova
cadena similar, pero de longitud inferior, de manera que és un “tornar a comencar”,
perd amb una unitat menys. Aix{ |I| = a,—1. Analogament, els de tipus II, que
comencen per Sy. Es [IT| = a,_1.

Els de tipus IT1 comencen pel senyal S, de 2 segons. Tenim |I11| = a,_o.
Finalment, hi ha els de tipus IV, que comencen per Sy. N’hi ha |[IV| = a,,_3.

Per tant, a, = |I| + [[I| + [I[II| + |IV| = 2an_1 + an_2 + a,_3. Es una successié
recurrent, amb coeficients constants, homogenia i d’ordre 3.

Obtenim ara les condicions inicials. Sin = 1, només es pot emetre un senyal d’1 segon,
el S1 o el Sy, de manera que a; = 2. Tenim ay = 5, corresponent als missatges S1.51,
S9S9, 5152, S251, S3. També tenim az = 11 (hi poden haver 3 senyals d’un segon,
2-2-2, 888k, 1,j,k =1,2; un de 2 segons i 1 segon 2(1 - 2), S351, 5352, 5153, 5253; i
un de 3 segons, Sy).

Resumint, la recurrencia és

ap =2ap_1+ap2+ap_3,n>4

a1:2
CL2:5
a3:11
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! Problema 10.2 |

Considereu les cadenes de longitud n formades pels caracters {a,e,0,x,y} sense que hi
hagi 2 consonants juntes. Calculeu quantes n’hi ha utilitzant recurréncies.

Resolucié
Estem interessats essencialment en el plantejament, més que en la resolucié.

Indiquem per a,, el nombre de cadenes amb les caracteristiques requerides. Vegem com
podem formular una relacié recurrent que converteixi la successié a,, en una successié
recurrent i la resolucié del problema, en la resolucié d’una recurrencia.

Analitzem com poden ser les cadenes, atenent a com comencen (per esquerra, per
exemple), amb la idea d’espressar a,, en funcié de termes anteriors. La distincié que
cal fer en aquest problema, ates I’aspecte en el qual estem interessats, relatiu a vocals
i consonants, és si el primer caracter és una vocal o una consonant.

Considerem les cadenes de tipus I, que comencen per vocal, i les de tipus II, que
comencen per consonant. No hi ha cadenes de cap més tipus i, per tant, a,, = |I|+ |I|.
Vegem, doncs, quins sén aquests cardinals.

Considerem una cadena que comenca per vocal. La segona posicié pot estar ocupada
sense restriccions per qualsevol caracter i, per tant, és inici d’una subcadena o d’una
cadena de les mateixes caracteristiques, perd de longitud inferior, n — 1. D’acord
amb la definicié de a,, de subcadenes d’aquest tipus n’hi ha a,_1. Ara bé, tenim 3
vocals disponibles per ocupar la primer posicié (hi ha tres subtipus), de manera que
|I| == 3an,1.

Considerem una cadena que comenca per consonant (i hi ha 2 possibilitats), que su-
posem fixa. Aleshores el segon caracter no pot ser consonant, ha de ser vocal (i n’hi
ha 3 de disponibles). El tercer caracter ara pot ser qualsevol, i és inici d’'una cadena
de les caracteristiques que volem, de longitud n — 2, cadena de les quals n’hi ha a,_».
Fixada, doncs, la primera consonant, tenim 3a,,_o cadenes possibles. Variant finalment
la primera consonant de totes les maneres possibles, resulta |II| = 6a,_s.

La relaci6 recurrent és a,, = 3a,,—1 + 6a,—s.

Amb aquesta recurrencia de fet es defineixen infinites successions. Cal obtenir les
condicions inicials que determinen la que ens interessa, la que correspon al problema
concret. En aquest cas, cal obtenir aj,as. Tenim a; = 5, ag = 21 (corresponent a 2
vocals (3 -3), una consonant i una vocal (2-3+2-3)).

Per tant, la successié recurrent és
ap = 3ap_1 + 6a,_2,n >3

a1:5
a2:21
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En aquest tipus de problemes que resolem per recurrencies considerarem més important,
en el sentit que és més formativa des del punt de vista d’adquirir habilitats combinato-
ries (aprendre a comptar, en definitiva), la fase inicial de plantejament i formulacié de
successions recurrents que “compten” les quantitats que ens interessen.

Aix0 no ha de fer pensar que no sigui important arribar a la solucié final, pero el
que passa és que en molts de casos que ens trobarem, la resolucié final sol derivar de
I’aplicacié de metodes forca estandard que no solen suposar problemes.

També cal tenir present que, tot i que en aquest capitol tots els problemes de combi-
natoria es resolen formulant una successié recurrent, és més que possible que alguns
d’ells puguin resoldre’s per vies alternatives sense utilitzar recurréncies. De fet, alguns
es repeteixen en diversos llocs, on es resolen per metodes diversos.

Pel que fa a la segona fase, la primera cosa que cal aclarir és qué vol dir resoldre una
successio recurrent. Si a, és una successio recurrent, busquem una expressio en forma
tancada, és a dir, una funcié g tal que a,, = g(n). Aixi, per exemple, si s, = s,,—1 + 71,

aleshores busquem poder escriure s, = g(n), on g(n) = n(nTH)

Ens limitem a la resolucié de recurréncies per metodes elementals (iteraci6 i induccid)
i a la resolucié del tipus especial de les recurréncies lineals a coeficients constants.

10.4 Resolucio de successions recurrents per iteracio

Tot i que més endavant es veuran exemples resolts per aquest metode (per exemple, en
el problema de les torres de Hanoi), dediquem aquest apartat exclusivament a veure
com es poden resoldre recurrencies per iteracié.

El meétode consisteix a aplicar repetidament la recurrencia.

Vegem-ne diversos exemples.

|Problema 10.3 |

Considerem la diseccio del pla produida per n rectes en posicio general. Calculeu,
utilitzant recurréncies, el nombre de vertexs, d’arestes i de cares.

Resolucio

Reprenem, per recurréncies, el calcul dels subobjectes geometrics d’una disseccié del pla
per n rectes en posicié general. Aquest problema ha estat ja tractat en diversos capitols
anteriors sense utilitzar recurrencies (als capitols d’induccié (2), de grafs planaris (7) i
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de combinatoria elemental (8)).

Figura 10.1

Calcul del nombre de vértexs v,. El nombre de vertexs és, com s’ha vist anteriorment,
Up = (g), per arguments combinatoris simples. Ara bé, també podem plantejar el
problema en termes de recurréncies, encara que en aquest cas tan simple pugui ser poc
natural.

Considerem una disseccié per n rectes en posicié general, amb v, vertexs. Tenim la
condicié inicial vy = 0. Sigui ara n > 2. Considerem una recta r qualsevol, que
extraiem, i aixi deixem una disseccié restant de n — 1 rectes en posicié general, que
tindra v,_7 vertexs. Hem de trobar quina relacié hi ha entre v,_1,v,. En particular,
hem de veure quin és 'increment A,, de vertexs que es produeix quan afegim una recta
a la disseccié de manera que es mantingui la propietat de posicié general. Busquem,
doncs, una recurrencia senzilla del tipus v, = v,_1 + An.

Quan restituim la n-ésima recta r, talla (per posicié general) a les n — 1 rectes restants,
i ho fa en vertexs nous, que abans no existien, de manera que es creen A, = n — 1
vértexs nous. Aixi, la recurréncia és

7)120
Up =Up—1+(n—1),n>2

Aquesta és una recurréncia lineal, que podriem resoldre pel procediment estandard per
a aquest tipus de recurréncies, que és objecte d’un altre apartat posterior, cosa que
deixem al lector. Aqui la resoldrem de manera directa. Ara, un cop sabut el resultat
per alguna de les vies indicades, el lector pot resoldre el problema alternativament per
induccié sobre n, fent servir la recurrencia formulada abans.

Resolem la recurréncia per iteracié. Apliquem repetidament la recurréncia “fins a
esgotar el subindex”:
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Up =Up—1+ (n—1)
Up—1 = VUp—2 + (n—2)
Up—2 = Vp—3+ (n—3)

vy =v1+1

Ara “sumem membre a membre” i obtenim v, =v1+(1+2+4+---+(n—2)+(n—1)) =
1.

Yo

Observeu com és d’util disposar d’identitats aritmetiques (i combinatories) que ens

ajudin en els processos de comptar. En aquest cas, aplicant la coneguda identitat
1 1. A
2221 k= %, resulta v, = 2?21 1= w — (g)

Calcul del nombre d’arestes a,. La successié recurrent que formulem, a,, és justament
la que ens compta el nombre d’arestes per a una disseccié de n rectes. En aquest cas,
som capacos de formular una recurréncia senzilla, que es pot resoldre de forma directa.
Vegem que podem formular una recurréncia de la forma a, = a,_1 + Ay, on A, és
I'increment d’arestes quan passem a una disseccié amb una recta més.

Tenim a; = 1, condicié inicial. En una disseccié per n > 2 rectes, considerant una
recta r qualsevol, la resta, formada per n — 1 rectes, és una dissecci6 de n — 1 rectes,
de a,_1 arestes. La recta r talla les n — 1 rectes restants i es produeix un increment
d’arestes. Aquest increment té dos origens: les seccions que la recta r produeix a les
n — 1 rectes, i sobre aquestes rectes, i les que les rectes li produeixen a r en seccionar-la
totes. Comptem-les separadament.

Pel que fa a la primera “font” de noves arestes, la recta r talla totes les rectes (no hi
ha parallelisme) i cada una d’elles en un punt que no és un vertex preexistent, per
posicié general. Es a dir, les talla a linterior d’una aresta prexistent, ja comptades a
an—_1, 1 cada una d’aquestes és seccionada en dos, de manera que, pel que fa al nombre,
I'increment net per aquest origen és de n — 1 arestes.

Pel que fa al segon origen de noves arestes, atés que r és tallada en punts diferents per
n — 1 rectes, sobre r es produeixen (n— 1)+ 1 noves arestes, incloses les dues semirectes,
és a dir, n.

Per tant, A, = (n — 1) +n =2n — 1 i resulta a, = ap—1 + 2n — 1.
Podem ara iterar i escriure
Ap = Qp_1+2n—1
p—1=ap-2+2(n—1)—1
Qp—2 = Qp—3 + Q(n — 2) -1

as=a1+2-2-1
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n—1
Sumant, resulta a, = a1 + 234 ok — (14+ - +1) =1+ 2((C7_ k) — 1)+ (n— 1) =
14202 ) 1) 4 (n—1) =2,
Es podria resoldre la recurrencia tenint en compte que és una lineal no homogenia,
amb coeficients constants d’ordre 1. El lector pot intentar aquesta via, seguint el que
s’exposa a la seccié corresponent (10.6).

Aquest problema s’ha resolt també per induccié al capitol 2, dedicat a la induccié.
Calcul del nombre de cares c,

Indiquen per ¢, el nombre de cares de la disseccié6 donada. Seguim argumentacions
similars a les dels casos anteriors, cosa que ens permet detallar menys.

En primer lloc, ¢; = 2.

Si tenim una disseccid per n rectes, amb ¢, cares, i hi afegim una nova recta r, de manera
que es conservi la propietat de posicié general, quantes noves cares A,, es produeixen?
La nova recta r talla les n anteriors en punts que no sén vertexs que ja existien. De
manera que quan talla una recta esta sortint d’una cara i entrant en una altra per un
punt interior a l'aresta que travessa. Travessa, per tant, n arestes i secciona en dues
parts les cares que travessa, que seran n + 1. Aixi, doncs, I'increment net de cares per
lacci6 de la recta r és de n + 1. Aixi, ¢p11 = ¢+ (n + 1).

La recurréncia sera

Cc1 — 2

Cp =Cp-1+n,n>2
Podem efectuar una resolucié directa, del tot idéntica als dos casos anteriors, rad per
la qual es deixa al lector.

En tot cas, el resultat coincideix plenament amb ’obtingut en ocasions anteriors: ¢, =
n2+n+2
s,

Observem que la recurréncia és lineal amb coeficients constants. Es pot resoldre pel
metode general aplicable a aquests tipus de recurréncies (secci6 10.6).

Sabent quin ha de ser el resultat, formuleu una demostracié inductiva de la propietat.

! Problema 10.4

Calculeu, per recurréncies, el nombre de diagonals d’un poligon convexr de n costats.

Resolucio

Es només un exercici d’entrenament, ja que el problema es pot resoldre de manera més
directa i senzilla per un argument combinatori, com s’ha vist al capitol de combinatoria
elemental.
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Estem especialment interessats en el plantejament de la recurréncia, més que en la
resolucio.

Es tracta de plantejar una successié recurrent, d,, que sigui justament el nombre de
diagonals.

El problema té sentit per a n > 3, i per al cas de triangle és ds = 0.

Suposem que tenim un poligon convex de n > 4 vertexs, amb d,, diagonals. Sigui A
un vertex qualsevol, i siguin B, C els vertexs adjacents. Eliminem el triangle ABC
i considerem el poligon restant, de n — 1 vertexs, també convex. L’antiga diagonal
BC ara és costat del nou poligon. El nombre de diagonals del nou poligon és d,,—1.
Restablim el poligon original, afegim les diagonals que parteixen del vertex A (n’hi ha
n—3) i retornem al segment AB, novament, el seu paper de diagonal. Per tant, resulta
dy=dpn1+(n—-3)+1=dp-1+n—2.

Per tant, la recurrencia és

d3 =0
dp=dp_1+n—2,n>4

Es pot resoldre directament, aplicant repetidament la recurrencia, o bé per teoria gene-
ral, tenint en compte que és una recurrencia lineal, amb coeficients constants, d’ordre
1, no homogenia. El lector pot completar-ne la resolucié.

Es pot provar també per induccid, sabent el resultat, i efectuant una descomposicié
similar a la de 'argumentacié anterior.

|Problema 10.5 |

Considereu la disseccio del pla creada per n circumferéncies en posicié general (cada
dues es tallen en dos punts i no n’hi ha tres que es tallin en un mateiz punt). Utilitzeu
recurréncies per calcular el nombre de vértexs vy, (interseccions de les circumferéncies),
el nombre d’arestes (arcs de circumferéncia) a, i el nombre de cares o regions ¢, de la
disseccio (amb Uexterior, Iinica no fitada inclosa).

Resolucio
FEl nombre de vértexs v,

En primer lloc, tenim v; = 0, cosa que constitueix la condicié inicial de la recurréncia.
Observeu que ve = 2.

Sigui ara una configuracié de n circumferéncies en posicié6 general, amb v, vertexs.
Afegim-hi una nova circumferencia C de manera que en conjunt es mantingui la propi-
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etat de posici6 general (en linia discontinua a la figura 10.2).

Figura 10.2

A la nova dissecci6 hi haura v, vertexs. Vegem com podem expressar v,+1 en funcié
de v,. La nova circumfereéncia talla cada una de les n antigues en 2 punts diferents, i
aquests punts son diferents de vertexs preexistents, per la condicié de posicié general.
Per tant, 'increment en el nombre de vertexs és 2n. Aixi, v,11 = v,+2n. La recurréncia
completa és

1)1:0
Uptl =Unp +2n,n > 1

Aquesta recurrencia es pot resoldre directament, per iteracio:

Uy = Up—1+2n—1)=(vp_2+2(n—2))+2(n—1)
= o= +2-14+---4+2(n—2))+2(n—1)
= Qrilk:2w:n(n—l)
k=1 2 .

Utilitzem per a la resta la figura 10.2.
FEl nombre d’arcs a,

La idea és similar a la del calcul dels vertexs. Tenim a; = 1, corresponent a la circum-
ferencia sencera. Sigui ara una disseccié de n circumferencies, amb a,, arestes. Una nova
circumferéncia C (de manera que globalment es formi una disseccié de circumferencies
en posicié general) produeix noves arestes. D’una banda, la circumferéncia C és talla-
da per totes les n circumferéncies en 2 punts cadascuna, de manera que s’estableixen
2n punts d’interseccié sobre C, i d’aquesta manera es genera un increment net de 2n
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arestes, arcs de circumferencia (sobre C). D’altra banda, C talla les n circumferencies
globalment en 2n punts nous, de forma que la interseccié es produeix a 'interior d’un
arc preexistent i el secciona en dos. Ateés que es tallen 2n arcs, 'increment net d’arestes
per aquest motiu és de 2n. Per tant, globalment, a, 1 = a, + 2n + 2n.

La recurréncia és

a1:1
Ant1 = ap +4n,n >1

El lector pot resoldre per iteracié la recurréncia anterior i obtenir el resultat, a, =
2(n — 1)n.

El nombre de regions c,

Tenim ¢; = 2 (corresponent a l'interior i a exterior de la circumferencia). Afegim una
nova circumferéncia C a una disseccié de n circumferencies, de manera que globalment
es conservi la posicié general. Vegem quantes noves cares hem d’afegir al comput per
causa de la nova (n + 1)-esima circumferéncia. La circumferencia C talla k cares i
les secciona en 2 subcares, de manera que l'increment net és de k noves cares, ja que
les k tallades ja estaven comptades a ¢,. Ara bé, la seccié6 d’una cara preexistent es
produeix mitjancant 1’arc corresponent de la circumferéncia C que travessa aquesta
cara. Per aixo I'inica cosa que cal comptar és quants arcs de circumferencia es formen
sobre C per la interseccié amb les n circumferencies, ja que aquests arcs sén els que
travessen les regions preexistents i les descomponen en dues. Ara bé, la circumferencia
C talla les n anteriors en 2n punts, de manera que serien 2n — 1 arcs sobre C que
seccionen (travessant-les) cares interiors a les n circumferéncies. Si, a més, hi comptem
I'increment en 1 cara degut a la cara no fitada, resulta k = 2n. Per tant, c,4+1 = ¢, +2n.
La recurrencia completa és

61:2
Cntl1 =Cp+2n,n2>1

La recurrencia és molt senzilla i es pot resoldre per iteracio:

¢n = cpo1+2(n—1)=(ch—2+2(n—2))+2(n-1)
= o= +2-14+2-24+---+2(n—-2)+2(n—-1)
i, (n—1)n
= 2+2Zi:2+2T:2+n(n—1).

=1

Observacid. Amb anterioritat hem tractat el mateix problema directament, sense uti-
litzar recurréncies. En aquest mateix exercici s’han resolt les recurréncies directament,
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pero també s’haurien pogut resoldre com a recurréncies lineals o bé, sabut el resultat,
per induccié. Es recomana al lector que resolgui I’exercici per aquests metodes.

També s’hauria pogut seguir un procediment mixt, consistent a calcular una de les tres
quantitats vy, a,, ¢, directament i posteriorment la tercera pendent d’obtencié aplicant
la férmula d’Euler al graf planari produit per la disseccié per circumferencies.

|Problema 10.6 |

Calculeu en quantes regions tridimensionals poliédriques divideizen [’espai n plans en
posicio general (€s a dir, tres qualssevol es tallen i no n'hi ha quatre amb un punt
comi). Les regions poliédriques estan limitades per plans i n’hi ha de fitades (poliedres)
1 de no fitades.

Resolucié

Indiquem per R,, el nombre corresponent. Formulem una relacié recurrent per a R,,
cosa que converteix el problema en el de resoldre una successié recurrent.

Tenim Ry = 2, ja que el pla divideix I'espai en dos semiespais. Aquesta és la condicié
inicial de la recurrencia.

Sigui R,,+1 el nombre de regions poliedriques corresponents a una dissecci6é per n + 1
plans en posici6 general. Considerem un pla qualsevol II. Els restants n plans continuen
estant en posicié general i formen R, regions poliedriques. Vegem si podem expressar
Ry 11 en termes de R,. Ho aconseguirem si sabem comptar quin és lincrement A,
de regions poliedriques que es produeix quan afegim un nou pla. Un nou pla talla
k regions poliedriques preexistents i les secciona en dues subregions, de manera que
I'increment net és de k noves regions poliedriques. El problema és, doncs, calcular
quantes regions talla el nou pla II. Observem que la interseccié d’una regié poliedrica
amb el pla és una regié poligonal plana (2D) sobre el pla, delimitada per rectes, que
sén justament les interseccions dels altres plans amb el nou pla II. Per tant, els n plans
determinen sobre II una disseccié plana creada per n rectes en posicié general, i cada
cara d’aquesta disseccié esta en correspondeéncia amb una regié poliédrica seccionada
per II. De manera que el nombre de regions tallades per II és el nombre de cares
d’una disseccié plana de n rectes. Com hem vist en altres problemes anteriors, és
(5) +n+1= % Per tant, podem escriure

n24+n+2

Rn+1 =R, + 2

Finalment, la recurréncia completa és

Ry =2
124 (n—
R, =R, 1+ (n=1)"4(n-1)+2 +2( D+2
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Es pot resoldre per iteracié repetida:

Rn - Rn—l + (n71)2+2(n71)+2

Rn—l - Rn—2 + (n72)2+2(n72)+2

2

Rg = Ry + 24242
2

Ry = Ry + 142

Sumant,

n—1

R, = R1+%[(n—1)2+(n—2)2+---+12]+%[(n—1)+(n—2)+---—i-l]—i—%(?—i- S +2).

Ara bé, és ben conegut que

~ . n(n+1) ~ 5, n(n+1)(2n+1)
;k_ 2 ;k_ 6

i podem ara escriure

t(n—1)= (n+1)(n2—n+6)'

n(n—1)(2n — 1) n (n—1)n
6

=2
Ry + D 1

Observacid. Aquesta recurrencia es podria resoldre per induccié o bé com a recurrencia
lineal no homogenia. Recordem que aquest mateix problema es va resoldre per un altre
metode, sense recurrencies, al capitol dedicat a combinatoria elemental.

10.5 Resolucio de successions recurrents per induccié

El metode consisteix a provar per induccié que el terme general a,, s’expressa com una
funcié de n, és a dir, és a,, = g(n), per a alguna g, per inducci6 sobre n. Aquesta funcié
ens és indicada per alguna afirmacié o bé hem pogut intuir-la per experimentacid, sobre
tot a partir del calcul dels primers termes de la successié (fins a trobar un patré de
formacié dels termes de la successid).

En el pas base de la demostracié inductiva, hi fem intervenir la condicié inicial. En el
pas inductiu, hi fem servir la relacié recurrent.

Vegem-ne un exemple.

|Problema 10.7 |
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Considereu la recurréncia

Sp = Sp—1+n,n>2
81:1

. . 1
Demostreu per induccid que s, = @

Resolucio
Farem la demostracié per induccié sobre n.

Pas base. Per a n = 1, és una comprovacio.

Pas inductiv. Sigui n > 2 i suposem, per hipotesi d’induccid, que s,_1 = @

Aleshores podem escriure

(n—1)n n(n+1
sn:sn_l—l—n:T—i—n:T.

Més que “trobar” la solucié de la recurrencia, és una demostracié. L’inconvenient
d’aquest metode és que previament s’ha de saber quin és el resultat.

Retrobem un vell problema, relatiu a disseccions per rectes, que ara es tracta per
induccié. Ens remetem a problemes anteriors, on aquesta estructura ja s’ha estudiat
de diverses maneres.

|Problema 10.8 |

Donada una disseccio per n rectes en el pla en posicié general, siguin v, el nombre de
vertexs, a, el nombre d’arestes i c, el nombre de cares. Demostreu per induccidé que

Uy = (g), an =n%ic¢, = (g) +n + 1. Utilitzeu recurréncies.

Resolucié

En problemes de la seccié anterior en els quals s’obtenen v,,, a,, ¢, es formulen relacions
recurrents per a cada una d’aquestes quantitats. Estudiem cada cas a continuacié.

Calcul de v,

La recurrencia obtinguda anteriorment és

1)1:()
Unt1 = vy +nyn > 1

Per fer una demostracié inductiva del resultat, la farem sobre n.
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El pas base consisteix a comprovar que per an = 1 es compleix el resultat, cosa evident.

En el pas inductiu, suposem que la propietat es compleix per a n (com a hipotesi

d’induccié), és a dir, que v, = (g) i hem de provar que també és certa per a n + 1, és

a dir, que v,11 = (";rl) En efecte, aplicant la hipotesi d’induccid, v,11 = v, +n =

() +n=("3").
Calcul de a,

La recurrencia obtinguda anteriorment és

a1:1
ant1 =ap+2n+1,n>1

Demostrarem el resultat inductivament sobre n.

El pas base consisteix a comprovar que es compleix el resultat per a n = 1, la qual cosa
és obvia.

En el pas inductiu, suposem que la propietat es compleix per a n (com a hipotesi
d’induccié), és a dir, que a,, = n? i hem de provar que també és certa per a n + 1,
és a dir, que a,y1 = (n + 1)2. Aplicant la hipotesi d’induccié, any1 = a, +2n+1 =
n?+2n+1=(n+1)>%

Calcul de ¢,
Es del tot similar als casos anteriors.

La recurréncia és

01:2
Cht1=Cp+n+1n>1

En el pas base, la comprovacié és immediata. En el pas inductiu, suposem com a
hipotesi d’induccié que ¢, = (g) +n + 1. Aleshores, ¢,11 = ¢, +n+1= ((g) +n+
Dan+l=(3+n)+n+)+1=("3N+n+D+1= (") +(n+1)+1, com
s’havia de demostrar.

L’inconvenient d’aquests tipus de resolucié del problema és que s’ha de coneixer o intuir
préviament el resultat al qual s’ha d’arribar.

10.6 Resolucid de successions recurrents lineals a coefici-
ents constants

Un cas especial de successié recurrent és el de les anomenades successions recurrents
lineals, per a les quals, en condicions especialment favorables, es pot obtenir una solucié
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en termes d’una férmula tancada. Ens referim al cas de les successions d’aquest tipus
amb coeficients constants i amb terme independent “senzill”.

La successié recurrent

an — k1an—1 — koan_2 —koay_2 — - — kpap_p = f(n)vn >,

amb ki, ko, -+, k, constants de R, amb k, # 0, és una successi6é recurrent lineal, amb
coeficients constants, d’ordre r, amb terme independent f(n). Com a regla til, 'ordre
es pot obtenir com a diferéncia entre els subindexs maxim i minim, n — (n —r) = r.

Si f(n) =0, es diu que és homogénia. En cas contrari, és no homogénia.

Com a exemple, a, — 2a,—1 = 0 és una successié recurrent lineal, amb coeficients
constants, d’ordre 1, homogenia. La successié a, — 4ap—1 + 3an_2 = n?
cessio recurrent lineal, amb coeficients constants, d’ordre 2, no homogenia, amb terme
independent f(n) = n2. Es lineal, pero no amb coeficients constants, la successié dels
factorials, a, = na,_1.

és una suc-

La recurréncia homogeénia associada. Donada la recurrencia

an — k1an_1 — ka0pn_9 — kaapn—o — -+ — kpan—p = f(n), k. #0,n >,

es diu que la recurrencia

an — k1an_1 — keap_o — koap_2 — -+ — kpan_r =0,k 7é 0,n >,

és I’homogenia associada corresponent. Per exemple, en el cas a,, —4a,_1 +3a,_2 = n?,

I’homogenia associada és a,, — 4a,_1 + 3a,_2 =0

Condicions inicials. S’han d’especificar, a més, les condicions inicials a1,---,ap_r_1,
cosa que significa que s’ha de dir quins sén els valors dels n —r — 1 primers termes de la
successio (segons el problema, de vegades té sentit considerar ag): a1 = by, -, ap_r_1 =
bn—r— 1.

Polinomi caracteristic. Donada una recurréncia com 'anterior, el polinomi caracteristic
associat, polinomi de grau r (ordre de la recurréncia), és el polinomi

1

plx)=a" —kix" " — - —k_1x—k;
I Vequacio caracteristica seria
2t — k"t — o —ke_x—k, = 0.
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Per exemple, en el cas a, — 4a,—1 + 3a,—2 = 0, el polinomi caracteristic és p(z) =
x? —4x 43 ilequacié caracteristica és 2 —4x +3 = 0. Si tenim el polinomi z? — 2z — 4,
aleshores la recurrencia que el té de polinomi caracteristic és a,, — 4a,_1 + ap_o = 0.

Trobar la solucié d’una recurrencia és trobar la solucio general, és a dir, la colleccié
infinita de successions que satisfan el patré de recurrencia i després, aplicant les condi-
cions inicials, es determina la solucié que ens interessa per al nostre problema, que
aleshores ja és unica.

Revisem, a continuacid, com procedir en els dos casos de recurréncia homogenia i no
homogenia.

Veurem que, com a resum, el procediment que cal seguir és:

1. Cas homogeni:

(a) Obtencié de la solucié general.

(b) Aplicaci6 de les condicions inicials per determinar les solucions.
2. Cas no homogeni:

(a) Obtencié de la solucié general de la no homogenia.

i. Obtencid de la solucié general de ’homogenia associada.

ii. Obtenci6é d’una soluci6 particular de la no homogenia.

(b) Aplicaci6 de les condicions inicials per determinar les solucions.

En principi s’exposaran procediments generals. En cap cas esta garantit ’exit, ja que
dependra de les dades concretes del problema.

10.6.1 Cas homogeni

Abans de fer intervenir les condicions inicials, obtindrem la solucié general. La solucié
general deriva d’un determinat tipus de solucions, les que anomenem basiques, que, per
la seva banda, deriven de les arrels del polinomi caracteristic, comptant-hi la multipli-
citat. No en farem aqui cap justificacié teorica, per a la qual remetem el lector a altres
textos.

Sigui p; una solucié de 'equacié caracteristica (equivalentment, una arrel del polinomi
caracteristic), de multiplicitat m;. Les successions p7, np?, nQp?, . ,nml*lp’f sén solu-
cions de la recurrencia i també tota combinacio lineal que es pugui generar a partir d’a-

questes solucions, és a dir, la successid z, = cop] +cinp] +c2 +n2p? o depn™ L pr.
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Les successions p’f,np?,nQp’f, ‘e ,nml*lp? sén les anomenades solucions basiques as-
sociades a p;. En el cas de multiplicitat m; = 1, hem d’arribar fins a ’exponent
m1 — 1 =0, és a dir, el conjunt de les solucions basiques associades es redueix a p7.

La soluci6 general és el conjunt de totes les combinacions lineals que es poden formar a
partir de les solucions basiques derivades de totes les arrels del polinomi caracteristic.

En el cas a, — 4a,_1 + 3a,_2 = 0, 'equacié caracteristica 2> — 4z + 3 = 0 té dues
solucions, z; = 3, 1 = 1, de multiplicitats respectives m; = 1,my = 1. La solucié
general de ’homogenia és

a, =c13" + 1" = 13" + o, c1,c0 €ER.

Imaginem una successié recurrent homogenia de polinomi caracteristic p(z) = (z —
2)(z — 3)%(z — 5)3. La solucié general seria

an = 12" + 33" + ¢3n3™ + 45" + 55" + cgn’5™.

10.6.1.1 La successiéo de Fibonacci

La successié de Fibonacci apareix en moltes situacions en el curs de la resolucié de
problemes en els quals s’aborden els computs utilitzant recurrencies.

La successio és la segiient (generica, sense condicions inicials):
ap = Ap—1 + Qp—2,N > 3.
Vegem com es pot resoldre. La podem reescriure com a, — an,_1 — a,—2 = 0. Es una

recurrencia lineal d’ordre 2, a coeficients constants i homogenia. L’equacié caracteris-
2 _ 2 —1=0, que té les solucions

1+5 1-5
T Ty 0 T Ty

tica és =

1
ambdues de multiplicitat mq, = mo = 1.
Per aquest motiu, la solucié general de la recurreéncia és

an = c1( ), c1,c2 €R.

1+V5., 1-+5
T) +CQ(T

Finalment, caldria aplicar les condicions inicials, si en tenim, per obtenir la solucié
concreta que correspon al problema concret.
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10.6.2 Cas no homogeni

En el cas no homogeni,
an — k1an_1 — koan_2 — koayn 2 — - — kpan_p = f(TL), kr #0,n >,
se segueix el procediment segiient:
1. Es resol la recurréncia homogenia corresponent, en aquest cas
an — kian—1 — koan_2 — koap_2 — -+ — kran_r =0,

D’aquesta manera obtenim 'anomenada solucid general de ’homogenia, que de-

notem per a&gh) .

2. Obtenim una solucié particular de la no homogenia, que denotem per aslp ") La

possibilitat de tenir éxit en aix0 dependra de la forma del terme independent.

3. Escrivim, com a resultat de desenvolupaments teorics, la solucié general de la no
homogenia, que s’expressa com a suma de les dues anteriors, és a dir, com

algnh) = q(gh) 4 q(pnh),

4. Finalment cal aplicar, si escau, les condicions inicials a la aﬁfmh) per tal de deter-

minar la successié solucié de la recurrencia no homogenia amb condicions inicials.

Vegem ara com es pot procedir per trobar una solucié particular de la no ho-
mogenia, essencialment en el cas que es pugui posar com a solucié derivada de les
solucions basiques (en veurem exemples en els problemes resolts posteriors):

(a) Calculeu el polinomi caracteristic p(x) de ’homogenia associada.

(b) Trobeu el polinomi caracteristic ¢(z) d’una recurréncia homogenia que ad-
meti com a solucié particular f(n). Obviament en aquest punt és clau la
forma de f(n) per tal que la puguem identificar com a derivada d’una solucié
basica, associada a alguna arrel del polinomi caracteristic.

(c) Escriviu la solucié general de la recurréncia homogenia associada a s(x) =
p(z)q(x). Ateés que aquest polinomi té els factors de p(z), sempre tindrem
en aquesta solucié termes corresponents o derivats dels factors de p(x) en la
soluci6 corresponent a r(x).
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(d) A la solucié general anterior descartem els termes que provenen de p(z).
Sigui z, la resta. Aleshores utilitzem z, com a possible candidata a solucié
particular de la no homogenia. S’imposa que aix{ sigui, substituint a la no
homogenia, per tal de determinar els coeficients. Un cop determinats, se
substitueixen a z, i tenim una solucié particular de la no homogenia.

Per trobar una possible solucié particular de la recurréncia no homogenia hem exposat
un metode possible. Ara bé, és possible que el lector prefereixi tenir directament,
en els casos més usuals que es presenten, possibles solucions-tipus, amb coeficients
indeterminats, per provar.

Vegeu [GRIMS89] per a una tabulacié de possibles solucions a buscar directament.

Donem aqui, en els casos més simples i habituals, algunes possibles successions per
provar. Indicarem que cal fer en el cas de polinomi caracteristic de grau menor o igual
que 2.

En el cas de terme independent de la forma f(n) = kr™, amb k constant, n > 1, es
consideren dues possibilitats:

e El polinomi caracteristic és de grau 1.

1. Si r no és arrel del polinomi caracteristic, proveu amb la possible solucié
particular Ar™, A constant.

2. Si r és arrel del polinomi caracteristic, proveu amb Bnr"™, B constant per
determinar, substituint.

e El polinomi caracteristic és de grau 2.

1. Si 7 no és arrel del polinomi caracteristic, preneu Ar™, A constant.

2. Si r és arrel real simple, de multiplicitat 1, del polinomi caracteristic, ales-
hores proveu amb Bnr™, B constant.

3. Si r és arrel real multiple, de multiplicitat 2, del polinomi caracteristic,
aleshores proveu amb Cn?r", C constant.

Si el terme independent és una funcié polinomica, com per exemple, f(n) = knP, amb
p € N, fix, provem amb C,n? + C,_1nP~! + .-+ + Cin + Cp. En el cas de constant,
f(n) =k, provem amb k.

10.6.3 Un exemple

Segueix un exemple de resolucié d’un problema en el cas no homogeni.
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|Problema 10.9 |

Calculeu 1 +a+a? + -+ a™.

Resolucié

Observeu que 1+a+a®+---+a" =Y ;a'. Plantejarem una successié recurrent que
ens permeti obtenir la suma anterior en forma tancada, precisament com a solucié de
la recurrencia.

En primer lloc, observem que, si a = 1, aleshores la suma és simplement n+1. Suposem,
doncs, que a # 1.

Considerem la successié s, = 1 +a + a®> + --- + a”, per a n > 0. Es pot reescriure
facilment com a successié recurrent, ja que s, = (1+a+a?+---+a" 1) +a" = s,_1+a",
sin >1,1isy=1. El problema és, doncs, resoldre la successié recurrent

Sp=8p_1+a",n>1,
80:1

Considerem la successié recurrent homogenia associada s, = s,_1, que podem reescriu-
re com S, — Sp,—1 = 0, successié recurrent lineal, amb coeficients constants, d’ordre 1,
amb polinomi caracteristic p(x) =z — 1.

Ates que les solucions del polinomi caracteristic es redueixen a 1 = 1, amb multiplicitat

(gh)

1, la solucié general de ’homogenia associada és s, ~ = cz] = ¢, amb c € R.

Anem a obtenir una solucié particular de ’equacio s,,—s,_1 = a”, de terme independent
f(n) = a™. Si consideréssim una successié recurrent auxiliar de polinomi caracteristic
q(z) = z — a, la soluci6 general derivada de l'arrel x; = a seria aa™, de la que un cas
particular és a”, per a « = 1. Considerem ara el producte p(z)q(z) = (z—1)(z—a), que
podem considerar com a polinomi caracteristic d’una recurréncia auxiliar (que ni ens
molestarem a explicitar, tot i que seria trivial de fer), successié que té solucié general
c11™ 4 coa™. A Dexpressi6 anterior identifiquem la part que prové de considerar p(z) i
considerem la resta, que passa a ser la successié candidata a solucié particular de la no
homogenia. Es a dir, z, = c9a™ és una successié candidata a solucié particular, cosa
que imposarem per tal d’obtenir la constant cy corresponent.

Substituint a la recurréncia no homogenia (la donada originalment), imposem z, —
Zn—1 = a", d’on caa" — caan—1 = a”. Simplificant (recordem que estem suposant

a # 1), coa —cy = a, don ¢y = -2, 1 aix{ tenim una solucié particular de la no
N I nh
homogenia, substituint a z,: sﬁf’ ) = —4a = ﬁa”“.

La solucié general de la no homogenia és

s = sgh) 1 snh) — ¢ 4
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Ara només resta imposar la condicié inicial per obtenir la solucié al nostre problema:

. I h
1 =35 =c+ ﬁa, d’on ¢ = ﬁ Finalment, substituint a sslgn ), resulta s, =
1 1 nt+l _ 1—ant!
1-a + a—19 - l-a -

S’arriba, aixi, a la coneguda férmula

l+a+ta®+-+a"=

10.6.4 Problemes addicionals resolts

!Problema 10.10 |

Considerem el problema o joc de les torres de Hanoi. Tenim tres pals verticals A, B,C
i n discs de radis diferents. Inicialment els discs estan apilats en el pal A per radis
decreizents, de manera que el de radi més gran és a sota i el de radi més petit és a dalt
de tot, tots travessats pel pal. La finalitat del joc €s collocar els n discs al pal B, de
manera que quedin en la mateiza posicid en la qual estaven inicialment al pal A.

E's permet un sol tipus de moviment: passar el disc de dalt d’una pila a una altra pila
sense cobrir cap disc de radi inferior.

Quin és el nombre minim de jugades necessaries per resoldre el joc?

Formuleu una recurréncia associada al problema i resoleu-la.

Resolucié
Fase 1: Plantejament de la recurréncia.

Formulacio de la recurréncia. Per plantejar la recurrencia, hem de pensar quina podria
ser la successid, quin significat podria tenir amb relacié al problema. Indiquem per a,, el
nombre minim de jugades per resoldre el problema amb n discs. El problema essencial
és veure com podem reduir el problema per a n discs a un problema de caracteristiques
idéntiques, equivalent, pero per a n—1 discs, cosa que sol ser la dificultat més important
del plantejament. En el cas dels n — 1 discs, la solucié del problema ve donada per
an—_1, que compta el nombre minim d’operacions requerides.

Com es pot reduir el problema a un d’identic, pero de “mida” n — 17 Si observem la
pila inicial d’A i ens fixem en els n — 1 discs de sobre, aquests estan situats en la posicié
requerida pel problema. Moure’ls requerira justament a,_; jugades (minim de jugades
per moure’l).

Plantegem el procediment segiient de resolucid, en 'ordre que s’indica:
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o Maniobra 1. Traslladem els n — 1 discs de sobre del pal A al pal C. El nombre
minim de passos per resoldre aquest problema és a,_1.

e Maniobra 2. El disc de radi maxim que ha quedat a A es trasllada a B i aixi
ocupa la que sera la posicié definitiva. Aquesta operacié requereix un pas. Es
impossible resoldre-la en menys passos.

e Maniobra 3. Traslladar els n — 1 discs que estan encara a C cap al pal A. Aquest
és un problema de les mateixes caracteristiques que el problema global, perd amb
un disc menys, és a dir, n — 1 discs i, per tant, el minim de jugades per resoldre’l
és a,_1, segons la definici6 de a,.

Resolem la primera maniobra en a,_; jugades. La segona maniobra té cost 1. La
tercera maniobra es fa en a,_1 jugades. Per tant, globalment,

ap = Qp—1 t+apn-1+1=2a,-1+1.

Condicions inicials. La recurréncia encara no és definida completament. Cal donar la
condicié o les condicions inicials. En aquest cas, és a; = 1, ja que en el cas d’un sol
disc amb un Unic moviment n’hi ha prou per resoldre el problema.

Figura 10.3

Fase 2: Resolucid de la recurréncia
Meétode 1

En aquest cas, la recurrencia és molt simple i es pot resoldre de manera directa aplicant
la relacié recurrent repetides vegades, fins a “esgotar” el subindex, que queda a 1, com
veurem a continuacié. Aquest és un dels metodes elementals de resolucio.

Utilitzem la recurrencia i el valor inicial a1 = 1:

an = 2ap_1+1=22a,_2+1)+1=2%a, y+2+1
= 22Q2ap_3+1)+2+1=2%, 3+2°+2+1

_ 2n71a1+2n72+2n73+___+2_’_1
— 2n71+2n72+2n73+“.+2+1
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Ens trobem ara amb la necessitat de saber sumar els primers termes d’una progressié
geometrica de radé x = 2. La férmula és facil de deduir, tot i que hauria de formar part
del bagatge de coneixements del lector. Suposant que = # 1,

s = 1l+ax+---+2a"

zs = z+a+--+a" 2"
xs—s = "1 —1
1 — gntl
S fr— —_—
1—=x

Aplicant la férmula anterior, resulta 271 4272 4273 4 ... 41241 =2" —1.
Per tant, a, = 2" — 1.

Destaquem, una vegada més, la importancia de disposar d’una bona provisié de férmu-
les i identitats, per utilitzar en els processos de comptar, per calcular expressions en
forma tancada, com en el cas anterior.

Meétode 2. Resoldrem la recurrencia aplicant la teoria general per resoldre aquest pro-
blema.

En primer lloc, hem d’identificar el tipus de recurrencia i les seves caracteristiques.

La recurrencia a,, = 2a,-1 + 1,n > 2; a3 = 1 és una recurréncia lineal a coeficients
constants no homogenia, d’ordre 1. L’homogenia corresponent és a, — 2a,—1 = 01i el
terme independent de la no homogenia és f(n) = 1. La condici6 inicial és a; = 1.

(gh)

Cal buscar la solucié general de 'homogenia (a; ' 1 una solucié particular de la no
homogenia (aﬁf’ nh)).

Anem a resoldre ’homogenia a,, —2a,_1 = 0, cosa que significa trobar la solucié general.
Calculem el polinomi caracteristic associat P(xz) = x — 2 o, equivalentment, ’equacié
caracteristica associada, x — 2 = 0, de grau 1. Hi ha una tnica soluci6, z; = 2, de
multiplicitat m; = 1, de la qual deriva la solucié basica p, = 2™ i en resulta la solucié

general de ’homogenia, que és, per tant, aﬁlgh) = c2".

Trobem una solucié particular de la no homogenia a,,—2a,_1 = 1. El terme independent
correspon a un dels patrons per als quals sabem trobar una solucié particular.

En aquest cas, la simplicitat del terme independent fins i tot ens permetria practicament
“endevinar” la forma d’una solucié particular. Ara bé, procedim de manera sistematica,
com s’especifica a continuacié.

1. Calculem el polinomi caracteristic p(x) de ’homogenia associada, que en aquest
cas és p(z) = x — 2.
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2. Considerem una successié recurrent b, homogenia que admeti f(n) = 1 com a
solucié. Tenint en compte com sén les solucions de les homogenies derivades
d’una arrel del polinomi caracteristic, observem que 1 = 1™ seria solucié d’una
homogenia, per a la qual el polinomi caracteristic tingués solucié ¢ = 1. De
fet, no ens cal ni trobar-la. Només necessitem el polinomi caracteristic, que seria
q(x) = x — 1. Es pot comprovar que la solucié derivada seria c;1", soluci6 de
bp, — bp—1 = 0 (que realment no necessitem explicitar per a aquest procés).

3. Considerem el polinomi r(z) = p(z)g(x) = (r — 2)(z — 1) i considerem (men-
talment) ’homogenia associada, que té soluci6 general derivada de les arrels del
polinomi caracteristic r(x). La successi6 d, = ¢12" 4 c21™ és la successi6 buscada.

4. De la solucié anterior eliminem la part que prové de la solucié general que cor-
respon a p(z), és a dir, el terme ¢12", i ens queda z, = c21™.

5. Utilitzem el resultat anterior, és a dir, z,, com a possible candidata a soluci6
particular buscada. Cal, doncs, substituir a la recurréncia original no homogenia
i calcular els coeficients per tal que z,, en sigui una solucié. Per aix0, imposem que
ho sigui, és a dir, imposem 2, —22,_1 = 1. Aleshores tindrem cp1™ —2cp1" "1 =1,
és a dir, ¢ = —1, d’on 2z, = (—1) - 1™ = —1 és una soluci6 particular de la no
homogenia.

D’aquesta manera, una solucié particular de la no homogenia és successié constant

(p) = _1.

an

Per tant, la solucié general de la no homogenia és
algmh) = qh) 4 q(Prh) — com _ 1 c e R.

Com es veu, doncs, “la” solucié general sén de fet infinites solucions possibles, variant
¢, successions totes elles que satisfan la recurrencia. Falta obtenir finalment, d’entre
aquestes infinites solucions, la que satisfa la condici6 inicial. En aquest cas, aixo significa
calcular ¢ per tal que la condicié inicial es compleixi, cosa que, de fet, imposem. Ha de
ser 1 =a; = c2' — 1, és a dir, ¢ = 1. Per tant, la solucié al problema de les torres de
Hanoi és a,, = 2™ — 1.

! Problema 10.11 |

Tenim un passadis de mides n X 2, és a dir, de llargaria n @ altura 2. El volem enrajolar
amb rajoles de mides diferents, que s’han d’utilitzar senceres. Les rajoles son de dos
tipus, les de mida 2 X 1 @ les de mida 2 X 2.

Se suposa que les rajoles només es distingeizen per la mida, pero no per ’aspecte.
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Resolucio

Resolem el problema per recurréncies. Hem de formular una successié (que esperem
que sigui recurrent i puguem, a més, resoldre-la, que ens compti justament el que ens
interessa o ens demanen. Sembla raonable definir, per a cada n, la successié a,, justa-
ment com el nombre d’enrajolaments possibles d’un passadis 2 X n amb les condicions
indicades.

Fase 1: plantejament de la recurréncia

Recordem que plantejar la recurréncia significa dues coses: formular la relacié recurrent
i obtenir les condicions inicials.

Formulacio de la recurréncia

Hem de preguntar-nos: com podem reduir el nostre problema de mida n a un altre
d’identiques caracteristiques, pero de mida inferior? O bé, com passem d’un problema
de mida n a un altre de mida n + 17 Aquest és el primer pas per poder formular una
recurrencia.

Una manera és preguntar-nos com podem comencar el passadis (per ’esquerra, per
exemple, tot i que, de forma totalment equivalent, podriem analitzar com acabar-lo).
Pot comencar de tres maneres, com es mostra a les figures posteriors. En cada cas, ens
resta per enrajolar un passadis o subpassadis de longitud inferior, per al qual s’han de
satisfer les mateixes condicions. El nombre de maneres d’enrajolar els subpassadissos
esta també comptat per la successié a,, ja que és un problema del mateix tipus, pero
de “mida” inferior.

Distingim, doncs, tots els tipus possibles de comencar a enrajolar, cosa que estableix
tres tipus d’enrajolaments.

Els enrajolaments de tipus I s6n els que comencen amb una rajola de 2x 1 (vertical), com
a la figura 10.4. En aquest cas, resta per enrajolar un subpassadis de mides 2 x (n — 1),
amb les mateixes condicions i el nombre d’enrajolaments possibles del subpassadis és
precisament a,_;. Per tant, quants enrajolaments hi ha de tipus I? La resposta és
|I|::an,y

an—1

2 Figura 10.4
(n—1)

Els enrajolaments de tipus II sén els que comencen amb dues rajoles de 2 x 1 (horit-
zontals), com a la figura 10.5. En aquest cas, resta per enrajolar un subpassadis de
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mides 2 X (n — 2), amb les mateixes condicions, i el nombre d’enrajolaments possibles
del subpassadis és precisament a,_2, que és la successié que ens els compta. Per tant,
quants enrajolaments hi ha de tipus II? La resposta és |I1]| = a,—o.

Figura 10.5

Els enrajolaments de tipus III sén els que comencen amb una rajola de 2 x 2, com a
la figura 10.6. En aquest cas, resta per enrajolar un subpassadis de mides 2 x (n — 2),
amb les mateixes condicions, i el nombre d’enrajolaments possibles del subpassadis
és precisament a,_o, ja que el fet que s’hagi posat en primera posicié no afecta les
posicions segiients cap a la dreta (per tant, és tornar a “comencar”, perd amb dues
unitats menys). Aleshores, quants enrajolaments hi ha de tipus III? La resposta és
[I1I| = ap—s.

2 Figura 10.6

No hi ha més possibilitats. El nombre total d’enrajolaments possibles és la suma dels
dels tipus anteriors. Per tant, a, = |I|+|[I|+|I1I]| = ap—1+an—24an—2 = an_1+2a,_2.

Finalment, doncs, la relacié recurrent és
ap = ap—1+ 2ap—2

Condicions inicials

Una equaci6 recurrent defineix un patré de dependencia del terme general de la successid
en funcié de termes anteriors (i potser de n), cosa que significa que queden definides
infinites successions, totes ajustades al mateix patré. Cal buscar les condicions inicials
(una quantitat suficient de valors per als primers termes), de manera que a partir
d’aquests termes quedi la successié completament determinada.

En aquest cas, necessitem dues condicions, corresponents a a; i a as. Pel que fa a a,
cas en qué tenim un passadis de 1 x 2, només podem utilitzar una rajola de 1 x 2 i, per
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tant, només es pot enrajolar d’una sola manera, és a dir, a; = 1. Pel que fa a as, hi ha
tres maneres possibles (figura 10.7), de manera que az = 3.

Figura 10.7

Per tant, la recurrencia és

ap = ap-1+ 2ap-2,n >3
ar=1;a3=3

Fase 2: resolucio de la recurrencia

La recurréncia a,, — a,_1 — 2a,_2 = 0 és lineal, a coeficients constants i homogenia.
L’equacié caracteristica és 22 — z — 2 = 0. Les solucions sén p; = 2, amb multiplicitat
m1 = 1,1py = —1, amb multiplicitat ms = 1. D’aquestes solucions deriven les solucions
basiques p}' = 2" i p§ = (—1)™. S’obté la solucié general com a combinacié lineal de les
solucions basiques:

an = 12" 4+ co(—1)".

Ara cal imposar les condicions inicials per obtenir els ¢1,cy de la solucié al nostre
problema. Aix0 ens porta a un sistema d’equacions:

1=a; = 6121 + CQ(—l)l =1 —Cy
3=a9 = 0122 + 02(—1)2 =4c1 + ¢

La solucié del sistema és ¢ = %; cy = % i, per tant, la solucié de la recurréncia és

!Problema 10.12 |

Calculeu el nombre de cadenes de longitud n formades de zeros i uns (paraules sobre
Ualfabet {,0,1} amb la propietat de no tenir cap parella de 0 consecutius.

Resolucio
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Un metode possible de resoldre aquest problema és mitjangant successions recurrents.
Sigui a,, el nombre de cadenes de 0,1, de longitud n sense cap parella de 0 consecutius.

Estudiem com podem reduir el problema de comptar el nombre de cadenes de longitud
n al problema de les mateixes caracteristiques, pero de longitud inferior. Estudiem de
quantes maneres pot comencar una cadena d’aquestes caracteristiques, entenent que el
primer caracter, el que ocupa la posicié primera, és a I’esquerra de la cadena. La resta
sera una subcadena de les mateixes caracteristiques pero de longitud inferior.

Tenim les cadenes de tipus I, les que comencen per 1, com a la figura 10.8. La segona
posicié pot contenir qualsevol dels caracters 0,1, ja que no es contradiu amb la propietat
que s’ha de complir. Queda aleshores la subcadena de la dreta, d’idéntiques caracteris-
tiques, pero amb longitud n — 1. El nombre de subcadenes que es poden formar és el
nombre de cadenes de longitud n — 1, és a dir, a,_1. Hi ha, doncs, a,,_1, cadenes de
longitud n que comencen per 1, del tipus I.

1 an—1 Figura 10.8

Les altres cadenes possibles sén les que comencen per 0, cadenes de tipus II. En aquest
cas, la segona posicié no pot ser 0, ja que no seria la cadena amb la propietat de no
contenir dos 0 consecutius. Per tant, ha de ser 1, com es mostra a la figura 10.9. A la
posicié 3 hi pot anar qualsevol caracter sense restriccions i aqui comenca una subcadena,
que és una cadena amb les mateixes propietats de I’enunciat, pero de longitud n — 2, i
n’hi ha a,_o. El nombre de cadenes de longitud n comengant per 0 és a,_o.

0|1 | an-2 Figura 10.9

Per tant, la recurrencia és a,, = a,_1 + an_2, que és la successié de Fibonacci, que ja
sabem resoldre.

Les condicions inicials sén les segiients. El terme a; compta el nombre de cadenes de 0,1
de longitud 1, cas en el qual queda automaticament satisfeta la propietat de no haver-hi
dos 0 consecutius. Pot estar formada per 0 o 1, de manera que a; = 2. Analogament,
en el cas de n = 2, les cadenes possibles sén 01, 10, 11 (s’exclou 00), d’on ay = 3.

La resolucié és rutinaria. Ja se n’ha vist algun exemple similar en aquest mateix capitol.

! Problema 10.13

Calculeu el nombre de cadenes de longitud n que es poden formar amb els tres cardacters
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{a,b,c} que continguin almenys dos simbols consecutius iguals.

Resolucio

Presentarem diversos metodes, utilitzant recurrencies i directament.

Meétode 1: Per recurréncies

Sigui a,, el nombre de cadenes de longitud n amb la propietat de I’enunciat.

Considerem diversos tipus possibles, d’acord amb el criteri de comengar per una parella
repetida o no.

Tipus I. La cadena comenca per un doble aa. Aleshores resta una subcadena de longitud
n — 2, que pot ser qualsevol, ja que la condicié requerida per a la cadena de longitud n
ja es compleix amb les dues primeres posicions. Ara bé, amb 3 caracters podem formar
372 cadenes de longitud n — 2, ja que a cada posicié hi pot haver els tres caracters,
amb independéncia del que hi hagi a les altres. Per tant, de tipus I hi ha 3”2 cadenes.

Tipus II. La cadena comenca per un doble bb. Aleshores, per arguments idéntics al cas
anterior, hi ha 3”2 cadenes de tipus II.

Tipus III. La cadena comenca per un doble cc. Aleshores, per arguments identics al
cas de tipus I, hi ha 372 cadenes de tipus III.

Tipus IV. Si no és dels anteriors, aleshores la cadena pot comencar per a,b,c, i resta
per omplir una cadena de longitud n — 1, pero el segon terme ha de ser diferent del
primer. En aquest cas, fem un comput global de la configuracié: de cadenes de la dreta
de longitud n — 1, que ha de satisfer les condicions, n’hi ha a,_1. De tipus IV, n’hi ha
tantes com les que es puguin formar a partir d’aquestes a,,_1 cadenes afegint al principi
a,b o ¢, pero només hi ha dues possibilitats, per evitar repeticid, ja que si no es fes aixi
es produiria una cadena de tipus I, IT o III. Per tant, de tipus IV n’hi ha 2a,,_1.

Aixi, doncs, ap, = [IV| + |I| + |II| + [III| = 2a,—2 + 3 - 3" 2 = 2a,_o + 3" L,

Les condicions inicials sén: a; = 0, ag = 3 (serien aa, bb, cc).

Es tracta d’una recurréncia lineal, a coeficients constants, d’ordre 1, no homogenia,
amb part homogenia donada per a, — 2a,_2 = 0 i terme independent f(n) = 3"~L.

Estudiem ’homogenia corresponent, és a dir, a, —2a,—1 = 0. El polinomi caracteristic
és p(z) = x — 2. L’equaci6 caracteristica és x — 2 = 0, a la qual correspon "inica arrel
x1 = 2, de multiplicitat m; = 1. Associada a aquesta arrel i a la seva multiplicitat
tenim la solucié basica donada per 2". La solucié general de la recurréncia homogenia
és agh) = c2".

Anem ara a obtenir una solucié particular de la no homogenia a, = 2a,_o + 3" 1.
Seguim el guié seglient:

© Els autors, 2001; © Edicions UPC, 2001.



10 Successions recurrents 277

1. Considerem el terme independent f(n) = 3"~!, que podem escriure com f(n) =
%3”, expressié que reconeixem com a solucié particular d’una recurréncia homoge-
nia tal que la seva equacié caracteristica ¢(z) tingui solucié ¢; = 3. Tot i que no
la necessitarem explicitament, la recurréncia auxiliar pot ser b, —3b,_1 = 0, amb
g(z) = x — 3. D’aquesta recurréncia auxiliar en seria solucié general la successi6
k3™, de la qual %3" n’és una en particular.

2. Considerem una successié recurrent homogenia de polinomi caracteristic r(z) =
p(z)g(x) = (z — 2)(z — 3). La solucid general corresponent seria c¢;12" + ¢23", de
la qual descartem el terme que prové de p(x), és a dir, que és la solucié general
corresponent a p(z). Ens queda, doncs, com a successié candidata a ser soluci6
particular de la no homogenia inicial, la successié z, = c23". Cal imposar que
efectivament ho sigui, cosa que permetra veure si existeix una solucié d’aquest
tipus i al mateix temps ’obtindrem de manera efectiva.

3. Imposem que sigui efectivament solucié de la no homogenia, és a dir, que z, —
22p—1 = 3" 1, d’on 3% — 2¢23" 1 = 3", S’obté ¢y = 1, d’on z, = 3" és una

solucié particular de la no homogenia.
Finalment, la solucié general de la no homogenia és
an = 12" + 23" + 3", c1,c0 €R.

Per trobar la solucié del nostre problema cal encara, finalment, imposar les condicions
inicials, per obtenir els ci1,co que hi corresponguin. Aix0 ens porta a plantejar un
sistema d’equacions en les incognites ¢, co:

O0=a;=c124+c23+3
3=uay =122 4 32 + 32

—3. ¢y = 0. Per tant,

d’on resulta ¢; = —3,

ap =3"—3.2"71.

Explorem altres meétodes possibles.
Metode 2: Passant a un problema complementari

De vegades, un problema es pot resoldre, potser de manera més simple, resolent-ne un
altre d’associat. En aquest cas, hem de calcular un cardinal i podem intentar calcular
el cardinal del complementari, en el conjunt de totes de cadenes de 3 caracters, de
longitud n, si aixo és més facil, com és en aquest cas.
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Sigui, doncs, S conjunt de totes les cadenes de longitud n, amb els 3 caracters a, b, c,
sense cap restriccié. Aleshores |S| = 3". Si A és el conjunt de les cadenes de les quals
busquem el cardinal, el complementari B = S\ A és el conjunt de les cadenes amb cap
parella de simbols consecutius iguals. Aleshores |A| = |S| — |B|. Calculem |B].

Una cadena de B pot comencar de tres maneres diferents, per a, per b o per c. Ara bé,
per cada eleccid, la segona posici6é ha de ser ocupada per només 2 caracters (dels que
queden) per evitar la repeticié amb el que ocupa la primera posicié, i aixi successivament
per a les altres posicions cap a la dreta. De manera que, a cadascuna de les n —
1 posicions de la dreta, només hi poden haver dos caracters, per diferenciar-se dels

caracters de les posicions contigiies. Per tant, |B| = 3-2"~! i, finalment, |A| = 3" — 3
21,

Metode 3: Directament

Considerem una cadena de n caracters amb almenys dos caracters consecutius repetits.
El punt fonamental és considerar la primera posicié, llegint des de ’esquerra, en la qual
es produeix aquesta repeticid, que és, per tant, la primera repeticié que es presenta.
Suposem que el primer caracter de la parella repetida ocupa la posicié k. Aixo significa
que en les posicions anteriors no hi pot haver cap parella repetida i que en les posicions
posteriors a la k 4+ 1 no hi ha cap restriccié.

Vegem de quantes maneres es poden formar aquests tipus de cadenes, fizada k, primera
posici6 en la qual comenca una parella repetida. En primer lloc, pel que fa a la parella,
hi ha 3 possibilitats, atés que hi ha 3 caracters possibles. Abans de la posicié k, a cada
casella hi pot haver un maxim de dos caracters, ja que cada caracter s’ha de diferenciar
de I'immediatament posterior (aixi, el de la posicié k — 1 ha de ser diferent del de la
posicié k; el de la posici6 k£ —2 ha de diferir del de la posicié k—1 i aix{ successivament).
De manera que hi ha k — 1 posicions i el nombre de subcadenes que es poden formar
és 25=1. Ara, a la posici6 k + 1 hi ha el mateix caracter que a la posicié k, ja que és
repetit. A partir de la posicié k + 2 i fins a la n, és a dir, les n — (k + 1) posicions que
resten a la dreta, no hi ha cap restriccid; a cada posicié hi poden haver tres caracters
i, per tant, el nombre de subcadenes és 37~ (k1) — 3n—k-1  Resumint, fixada k, el
nombre de cadenes és 2871 . 3. 3nk—1 = gk=1.3n—k

Ara bé, com que 1 < k < n — 1, resulta que el nombre total de cadenes que compleixen
la condicié és

n—1
Z 2k—13n—k.
k=1

La resta és un calcul per expressar aquesta quantitat en forma tancada. Observeu que

. _n+1
fem servir Y j_oaF =152 amb z # 1.
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n—1 n—1 n—1 n
1 3" 2 3" 2 2 2
2k—1n—k _ = 2kn—k: e Nk 2N\0 _ 2\n
PBEARE IR A e ) S A U e
k=1 k=1 k=1 k=0
3n 1_(§)n+1 2 .
— g 1 _(Ey=...=—3r _3.9n 1

3

! Problema 10.14

Calculeu en forma tancada la suma 1+ 2 + - -+ + n utilitzant successions recurrents.

Resolucié

Considerem la successié s, = 1+ 24 --- +n. Observem que s, =1+2+--- 4+ (n —
ve donada per s; = 1. Es una successié recurrent lineal, amb coeficients constants,
d’ordre 1, no homogenia, amb terme independent f(n) = n. L’homogenia corresponent
és s, — sp—1 = 0.

Resolem la recurréncia. El polinomi caracteristic de ’homogenia és p(z) = x—1, d’arrel
Unica x; = 1, amb multiplicitat m; = 1. La colleccié de solucions basiques derivades
de larrel es redueix a ¢11". Per tant, la solucié general de 'homogenia associada és

h
sﬁ;" ) — c11™ = ¢;.

Anem a obtenir una solucié particular de la no homogenia.

1. En primer lloc, identifiquem el terme independent com a solucié particular d’algu-
na successié recurrent homogenia. Observem que si reescrivim f(n) =n=n-1",
aleshores és una de les solucions basiques derivades d’una arrel 1, de multiplicitat
com a minim 2, del polinomi caracteristic corresponent. De fet, aquest ultim és
Iinic que ens interessa a efectes practics. Podem considerar g(z) = (z — 1)2.

2. Considerem 7(z) = p(z)q(z) = (z — 1)3, amb arrel x; = 1, amb multiplicitat
my = 3. Desenvolupant, tenim r(z) = z3 — 322 4+ 3z — 1, polinomi caracteristic
de la recurrencia a, — 3a,_1 + 3a,_2 — a,_3, cosa que indiquem a efectes de
completesa, pero sense cap finalitat practica per a aquesta discussié. La solucio
general d’aquesta recurréncia és a,, = ¢11"+canl1”+c3n?1". Identifiquem el terme
c11™ com a solucié basica provinent de p(z). La resta, z, = conl™ + czn?1" =
can + c3n?, és un candidat a solucié particular de la no homogenia. Cal imposar
aixo per tal d’obtenir els ¢y, c3 convenients.

3. Bscrivim, doncs, 2, = 2,_1 +n, és a dir, con + c3n? = co(n — 1) + c3(n — 1)% + n.
Reagrupant els termes resulta: (1 — 2c3)n + (¢35 —c2) = 0, per a tot n > 0. Per a
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n = 0 s’obté cg — co = 0, d’on ¢3 = . Ara, substituint, resulta (1 — 2¢3)n =0
i fent n = 1, resulta c3 = %, d’on ¢y = % Aixi, z, = %n + %nz. Per tant, una

solucié particular de la recurréncia no homogenia inicial és sﬁf’ nh) = %n + %nz.
. . . h h h .
4. La solucié general de la no homogenia sera sﬁf’" ) = s,(lg ) sﬁf’ nh), Finalment,
doncs,

1 1 5
Sn:cl+§n+§n.

L’dltim pas és imposar la condicié inicial per determinar la solucié de la recurrencia:

l=si=c1+1+2% donc =0. Per tant, s, = in + in? = —"("2+1).

Observem que d’aquesta manera obtenim un resultat conegut que habitualment se sol
demostrar per induccié:

n(n—i—l)‘

! Problema 10.15

Calculeu 1+ 22 +32 4+ - + k2 + ... +n2.

Resolucio

Podem plantejar la resolucié per successions recurrents. Fem s, = Y 7_; k. Aleshores
podem escriure

Sp = Sp—1+ ’I’L2,
S1 = 1

Es una recurréncia lineal, amb coeficients constants, no homogenia, amb terme inde-
pendent f(n) = n?, d’ordre 2.

Resolem la recurrencia homogenia associada, és a dir, s, — s,—1 = 0. El polinomi
caracteristic és p(x) = x — 1, d’arrel x; = 1. La solucié general és c1™ = ¢, successié
constant.

Obtenim una solucié particular de la no homogenia. Per a aix0o cal considerar un
polinomi ¢(x), polinomi caracteristic d’una successié recurrent auxiliar, de la qual el
terme independent sigui una solucié. Podem reescriure f(n) = n? = n%1", cosa que
podem identificar com a solucié derivada de l'arrel x5 = 1, amb multiplicitat com a
minim 3, del polinomi ¢(x). Prenem g(z) = (x — 1)3. Les solucions basiques associades

sén 1", n1™, n%1", entre les quals hi ha la nostra.
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Considerem p(z)q(z) = (x—1)(z—1)3 = (z—1)*. Les solucions basiques associades sén
17, n1", n?1",n31", és a dir, 1,n,n%,n3. Ja podem escriure la solucié de la successié de
polinomi caracteristic p(z)g(z), és a dir, ¢; 1+can+csn®+cyn3. Eliminant la contribucié
provinent de p(z), obtenim z, = con + c3n? + c4n3, canditat a solucié particular de la
no homogenia.

Imposant que efectivament ho sigui, calculem els coeficients cs, c3, cq4. Substituim z, a

la no homogenia, és a dir, z, — z,—1 = n?, d’on

(con + csn® + ¢e4n®) — (ca(n — 1) + e3(n — 1)2 + c4(n — 1)3) = n2.

Efectuant calculs i agrupant, s’obté
(304 — 1)TL2 + (263 — 3C4)TL + (CQ +cq4 — 03) =0.

Tenint en compte que la relacié és valida per a tot n, tots els coeficients han de ser
nuls. També podriem arribar a aquesta conclusié, prenent valors n = 0,n = 1, i aixi
successivament, fins a produir un sistema d’equacions lineals en les incognites cs, c3, ¢4.

Es té
3ca —1=0

203 - 3C4 =0
co+cy—c3=0
De la primera, n’obtenim ¢4 = % Substituint a la segona, c3 = % Finalment, ¢y = %.

Per tant, una solucié particular de la no homogenia és

1 1 1
Zn = =N+ —n? + —n3.

6 2 3
La solucié general de la no homogenia és

SR
Sp = C =-n =-n -n-.
" 6 2 '3

El pas final és calcular ¢ utilitzant la condicié inicial:

lesimetiqigl
T eTE Ty Ty

d’on ¢ = 0. Aixi, la solucié de la nostra recurrencia és
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LR SR
Sp = =N —-n —n-.
"T6 2 "3

I aixi s’ha arribat a la coneguda identitat:

1422432+ 4K+ +n’= %W.

Com a exercici similar el lector pot calcular, utilitzant recurrencies, la suma dels n
primers cubs, és a dir, > ;_; k3. Indiquem només alguns aspectes de la resolucié. La
recurréncia és similar, s, — s,—1 = n3. Per tal d’obtenir una solucié particular de la
no homogenia, identifiquem el terme independent com a solucié basica associada a una
arrel x = 1 de polinomi caracteristic de multiplicitat com a minim 4 (ja que ’exponent
arriba fins a la multiplicitat menys u) (les solucions basiques sén {17, n1% n?1", n31"}).
Considerem, doncs, p(x)q(z) = (x — 1)(x — 1)* = (z — 1)*, que donaria lloc a prendre
en consideracié ¢11" + canl™ + c3n21™ + ¢4n?1" 4 c5n1™, amb la qual cosa la successié
candidata a ser soluci6 particular de la no homogenia seria 2z, = con+csn?+can3+csn.

!Problema 10.16 |

Considereu les paraules de longitud n amb les lletres A, B,C (no necessariament totes).
Calculeu el nombre de capicues.

Resolucio

Podem resoldre el problema de dues maneres: per un estudi directe o bé per recurren-
cies.

Per recurréncies

Analitzem com es forma un capicua. Admetem com a capicua una cadena formada per
una sola lletra.

Un capicua es forma a partir d’un altre afegint a ambdds extrems el mateix caracter, i
aixi es passa d’una cadena de longitud n a una de longitud n+2. O bé, equivalentment,
a partir d’un capicua de longitud n, amb I’eliminacié dels dos extrems, n’obtenim un
altre de longitud n — 2, per a n > 3.

Indiquem per a,, el nombre de capicues de longitud n. Formularem una relacié recurrent
per a a,.

Tenim, en primer lloc, el que seran les condicions inicials de la recurrencia a,, que anem
a formular. Per a n = 1, hi ha tres possibilitats: A, B, C, de manera que a; = 3. Per
an=2,és ay = 3, corresponent a AA, BB, CC.
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Suposem ara m > 3. Si tenim una cadena de longitud n capicua, eliminant els dos
extrems obtenim un capicua de n — 2 caracters, dels quals n’hi ha a,_o. Ara bé, hi
ha tres tipus de capicues: els que comencen (i acaben) per A (tipus I) i, analogament,
els que ho fan per B (tipus II) i per a C (tipus I1I). Per tant, la recurrencia és
ayn = ’I’ + ‘II’ + ’III’ =ap—9+an_9+ a,_o=3a, 2.

Resumint,

ap = 3a,_2,1 >3
a1:3
a2:3

Aquesta recurréncia és lineal, amb coeficients constants, homogenia, d’ordre 2 i amb

polinomi caracterfstic p(z) = 2 — 3. Les arrels corresponents sén 1 = v/3, o = —/3,
ambdues de multiplicitat mq = mo = 1.

La solucié general és

an = c1(V3)" + ca(—V3)".
Ara imposarem les condicions inicials per obtenir ¢y, co.

3=a; =c1V3+ ca(—V3)
3=ag = 61\/52 + ca(—V/3)?

D’aqui resulta el sistema d’equacions lineals

3=c1vV3—caV3
3 =3c1 + 3¢

1+/3

d'on ¢ = =57, o = 1_2—‘/3 Per tant, la solucié buscada és

an = = +2‘/§<\/§)" ;1 _2‘@(—@".

. . n
Observeu que, en el cas que n sigui parell, resulta a, = 32. En el cas de n senar,
n+1
an = 3 2
Directament

Podem plantejar una resolucié directa, sense utilitzar recurrencies, pero aleshores hem
de tenir en compte I'estructura diferent dels capicues, depenent de la paritat de n.
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En el cas que n sigui parell, aleshores els capicues es descomponen en dues subcadenes
simetriques de longitud %, com per exemple AABCB|BCBAA. En aquest cas, només
cal atendre les possibles semicadenes, ja que I'altra sera la simetrica. La semicadena de
I'esquerra consta de 7 posicions, que es poden omplir sense cap restriccié amb els tres
caracters A, B,C. Per tant, hi ha 3z semicadenes, i aquest és el nombre de capicues
amb aquesta estructura.

En el cas que n sigui senar, aleshores hi ha una posicié central, ocupada per un dels

tres caracters, sense restriccid, i dues semicadenes simetriques de longitud ”T_l N’és

un exemple ABBCA|C|ACBBA. Per tant, el nombre corresponent de capicues en el
cas n senar és 3-3"2 = 3",

Observem que en la resolucié per recurréncies s’ha obtingut una férmula vnica que
recull ambdés casos.

! Problema 10.17 |

Els n graons d’una escala es poden pujar d’un en un o de dos en dos. Calculeu el
nombre de maneres de pujar-los.

Resolucio
Només en presentarem el plantejament. El lector acabara la resolucié.

Sigui a,, el nombre de maneres buscat per a una escala de longitud n. Anem a formular
una relacié recurrent per a a, i a obtenir les condicions inicials.

Es tracta d’analitzar el primer pas. En el primer pas podem pujar un sol graé. En
queden n — 1, de manera que hem de resoldre el mateix problema, pero amb un graé
menys i, en la mesura que és independent de com s’ha pujat el primer grad, hi ha a,,_1
maneres de pujar-los. Si el primer pas fos de dos esglaons, aleshores similarment resta
per pujar una escala (subescala de la original) de n — 2 graons, i hi ha a,_2 maneres
de pujar-la. Per tant, a, = an_1 + an_o. Es una successié recurrent, lineal, amb
coeficients constants, homogenia i d’ordre 2. Aquesta és la successié de Fibonacci, que

ja hem resolt anteriorment en aquest mateix capitol.

Les condicions inicials s6n a; = 1 (un pas d’un sol grad), as = 1+ 1 = 2 (un sol pas de
dos graons o dos passos d’un sol grad).

!Problema 10.18 |

Considereu les cadenes de longitud n formades per {1,2,3,4} i amb un nombre senar
b ) b
de caracter “8”. Calculeu-ne el nombre per recurréncies.

Resolucio
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Sigui s,, el nombre de cadenes o paraules amb la condicié donada. Atenem el caracter
del principi de la cadena (comengant per ’esquerra, per exemple). Hi ha 4 casos:

Tipus I, II, III. En les cadenes de tipus I la cadena comenca per “1”. Resta una
subcadena de longitud n — 1, amb exactament la mateixa propietat que té un nombre
senar de “3”, ja que no ha comencat per “3”. N’hi ha s,_1. Analogament hi ha les
de tipus II, III, comencant, respectivament, per “2” i “4”. De cada un d’aquests tipus,
n’hi haura s,,_1.

Tipus IV. La cadena comenca per 3. A la subcadena restant hi ha d’haver, doncs, un
nombre parell de caracters “3”. Si indiquem per p,, el nombre de cadenes de longitud
n amb un nombre parell de “3”, tindrem |[IV| = p,_;.

Per tant, s,, = 3s,,_1 + pn_1. Ara bé, hi ha un total de 4™ cadenes amb els 4 caracters
anteriors, i aquestes es distribueixen en les que tenen un nombre senar de “3” iles que en
tenen un de parell, de manera que p,, = 4" —s,. Finalment, s,, = 3s, 1+(4" 1 —s, 1) =
28p-1 + 4771,

La condici6 inicial és: s; = 1 (només el caracter “3”) (s2 = 6, amb un dnic “3” i 'altra
posicié amb 3 possibilitats: 13,23,43,31,32,34).

En aquest cas, tenim una recurrencia lineal, amb coeficients constants, d’ordre 1, no
homogenia amb terme independent f(n) = 4"~!. La solucié general de ’homogenia
Sp — 28,1 = 0 és ¢2™. Com a possible solucié particular de la no homogenia, provem
2, = A4". Substituint a la recurréncia s, — 2s,_1 = 4", és a dir, imposant z, —

22,1 = 471, s’obté A = % i, per tant, %4” és una solucié particular de la no homogenia.

Finalment, la solucié general de la no homogenia és s, = 2" + %4”. Obtindrem la

......

c= % La solucié és s, = 2" 1 + %4".
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Apendix A

Simbols utilitzats

N, Z, R, C

veV,Vav

ACB
AUB
ANB

AC

S\A

Ax B

V], #V
n!

(%)
(nl,nz,---,nk)
P(A)
Pr(A)
G=(V,A)
uv, {u,v}
9(v)

96 (v)
U~
u—v
U—qgv
(R)

Conjunt dels nombres naturals, enters, reals i complexos.
v pertany a V.

Conjunt buit.

A és un subconjunt de B.

Unib o reunié dels dos conjunts A, B.

Interseccié dels conjunts A, B.

Complementari del conjunt A en un conjunt sobreentes.
Conjunt diferencia de S menys A.

Producte cartesia d’A per B, en aquest ordre.

Cardinal del conjunt V.

Factorial de n. Es n! =n(n—1)(n —2)---2-1; 0! = 1
Nombre binomial “n sobre k”.

Nombre multinomial “n sobre nq,---,ns”.
Conjunt de les parts (o dels subconjunts) d’A.

Conjunt dels subconjunts d’A de cardinal k.

Graf G amb conjunt de vertexs V i conjunt d’arestes A.
Aresta d’extrems u, v.

Grau del vertex v.

Grau del vertex v en el graf G.

Vertexs adjacents.

Recorregut entre els vertexs u, v.

Recorregut entre els vertexs u, v en el graf G.

Longitud del recorregut R.
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c(Q) Nombre de components connexos de G.

Coo Cara no fitada en una representacié planaria d’un graf planari.
N Graf trivial.

N, Graf nul d’ordre n.

K, Graf complet d’ordre n.

Kium Graf bipartit complet.

K, Graf tripartit complet.

Ky, Graf p-partit complet.

T, Graf trajecte d’ordre n.

C,, Graf cicle d’ordre n.

R, Graf roda d’ordre n.

E, Graf estrella d’ordre n.

G1 UGy Unié dels grafs G1, Gs.

G1 + Gs Suma dels grafs G1, Go.

G1 X Ga Producte dels grafs G1, Gs.

G° Complementari del graf G.

G*, G (Pseudo) (multi)graf dual de G.

G—vwv Graf que resulta d’eliminar el vertex v de G.

G—-a Graf que resulta d’eliminar 'aresta a de G.

G+ Graf que resulta d’afegir el vertex v a G.

G+a Graf que resulta d’afegir I'aresta a a G.

G+ S Graf que resulta d’afegir els vertexs/les arestes de S a G.
G-S Graf que resulta d’eliminar els vertexs/les arestes de S de G.
<S> Subgraf general pel conjunt de vertexs/les arestes S.
D(G) Diametre del graf G.

kE(G) Vertex-connectivitat.

AG) Arestoconnectivitat.

d(u,v),dg(u,v) Distancia entre els vertexs u, v; idem en el graf G.

HI Hipotesi d’induccié.

X(G) Nombre cromatic de G.
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Apendix B

Formules 1 resultats diversos

B.1 Identitats aritmetiques

1+22 4+ K+ P =

B.2 Foérmules i identitats combinatories

nl=nn—-1)n-2)---2-1,n>10=1

Per a n,k enters, n > k > 0:
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()71

:0<—1>’“(Z) —0

Nombres multinomials i férmula multinomial

n n!
:ﬁa n=ny+--+ngny, - ,nE €N
niy -, Nk nyng::--Ng-:

n
(w14t = ) (m,...,nk)gc?lmgczk

ny, - np >0
nit-tng=n

Formula d’inclusio-exclusio

AL U UAp| =81 = So+ -+ ()" 18", onSp = > |4y N---N A

1< <lg
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B.3 Altres resultats

Fita superior dels graus dels vertexs d’un graf: g(w) < |[V|— 1.
Fita superior del nombre d’arestes d’un graf: |A| < (3).

Lema de les encaixades: 2|A| = > ., g(v). El nombre de vertexs de grau senar és
parell.

Grau d’un vertex en el graf complementari: gge(w) = [V| — 1 — g(w).
Un graf és bipartit si i només si tots els cicles sén de longitud parella.
Un graf és bipartit no nul si i només si és 2-acolorible.

Un graf és euleria si i només si el grau cada vertex és parell.

Un graf és euleria si i només si les arestes es distribueixen en una reunié de cicles
arestodisjunts.

Nombre d’arestes d’un arbre T'= (V, A): |A| = |V|—1.
Tot arbre amb un minim de 2 vertexs té un minim de 2 fulles.

Férmula d’Euler per a un graf planari: ¢+ |[V| = |A] + k + 1. A la férmula k és el
nombre de components connexos i ¢ és el nombre de cares, amb la no fitada Cy, inclosa.

Fita superior del nombre d’arestes en un graf planar (|V| > 3): |A| < 3|V|—6, |[V| > 3.

Fita superior del nombre d’arestes en un graf planari connex on cada cara limita almenys
amb k arestes: |A] < %(|V| —2).

El nombre de permutacions de n elements és n! (l’ordre importa).
El nombre de combinacions de n elements presos de k en k ('ordre no importa) és (Z)

Sigui r un nombre natural. El nombre de solucions (z1,--,x,) de 'equacié =1 + - - +
Tn, =71, amb x1,---,x, >0, és (TJ“Z*l).

I3

El nombre de n-multiconjunts d’un conjunt de r elements (n > r) és (T+n_1).

T
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Apendix C

Cataleg de grafs

C.1 Grafs basics

En aquesta seccié establim la notacié i una representacié grafica corresponents als grafs
més usuals.

El graf nul N, d’ordre n

© o g © o
® o
® o © o
El graf trajecte T,, d’ordre n

. . . . . Figura C.2. T;

El graf cicle C,, d’ordre n

Figura C.1. Ni3

Figura C.3. Cg
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El graf complet K,, d’ordre n

Figura C.4. K5

i

El graf complet bipartit K33

Figura C.5. K33

El graf estrella E,

Figura C.6. By = K18

El graf roda R,

Figura C.7. Ry

BKE
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C.2 Grafs notables

En aquesta seccié s’inclouen alguns grafs notables que apareixen amb certa freqiiéncia
com a exemples o contraexemples tant en problemes com en la teoria.

El graf de l'octaedre

Figura C.8
El graf de licosaedre

Figura C.9
El graf del dodecaedre

Figura C.10
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El graf de Grotztsc

@ Figura C.11
El graf de Herschel

@ Figura C.12
El graf de Tutte

@ Figura C.13
El graf de Petersen

@ Figura C.14
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