INTRODUCCION Y ANTECEDENTES:

El problema de sefialar adecuadamente las posiciones de un nimero
determinado de puntos sobre la superficie de una esfera es tan antiguo como
fascinante, no solo por su gran belleza formal y por la complejidad que esconde su
breve y aparentemente inofensivo enunciado —igual que sucede con muchos otros
problemas matematicos cldsicos-, sino también por las multiples aplicaciones
practicas que le vienen asociadas y que comprenden desde la logistica al calculo
numeérico, pasando por la fisica, la quimica, la biologia y la cristalografia.

Naturalmente, es necesario ser un poco mas precisos a la hora de plantear el
problema. Es obvio que lo primero que debemos hacer es decidir cudndo una
distribucién de puntos resultard adecuada, es decir, caracterizar de alguna manera las
distribuciones que distinguiremos con el calificativo de soluciones. Si convenimos
—siquiera provisionalmente- en conformarnos con obtener un primer criterio intuitivo
a partir del cual empezar a trabajar, podriamos considerar el siguiente: buscaremos
distribuciones que definan geometrias lo mas regulares o uniformes posible,
entendiendo por regularidad la igualdad —o, en todo caso, semejanza- de distancias
entre puntos vecinos, de angulos entre segmentos que los unan y de areas tributarias
de cada uno de ellos (por supuesto, estas tres igualdades no son independientes).

Conviene indicar aqui lo que entendemos por area tributaria de un punto de
una distribucion: adoptamos para ella la definicion que en la literatura aparece a
menudo bajo el nombre de celdas de Dirichlet o de Voronoi; es decir, si {X;}i-1n son
los puntos de nuestra distribucion, S° es la esfera de radio unidad —sin pérdida de
generalidad trabajaremos siempre con ella- y A; es la celda de Dirichlet o area
tributaria  correspondiente al  punto  Xx;, entonces, por  definicion,

4, = {x es? :|x - x[| < ‘x - x_/‘Vj # i}, donde |x-y| representa la distancia euclidea

entre X e y. En otras palabras: el area tributaria de un punto de una distribucion esta
constituida por todos los puntos de la esfera que estan mas cerca de €l —en el sentido
euclideo del término- que de cualquier otro punto de la distribucion.

En el plano, el paradigma de la regularidad de la que hablamos esta
representado por las mallas de puntos generadas al encadenar convenientemente
cuadrados, hexagonos regulares o tridngulos equilateros. Estas mallas pueden verse en
la figura 1. Es interesante observar que no es posible recubrir todo el plano utilizando
ningun otro poligono regular [1].

Basandonos en esas redes, y volviendo a nuestro problema, estd claro que lo
mejor que podemos aspirar a conseguir es un poliedro regular inscrito en nuestra
esfera. Desgraciadamente, es bien sabido [1] que sOlo existen cinco poliedros
perfectamente regulares o sdlidos platonicos: el tetraedro, el octaedro, el cubo, el
icosaedro y el dodecaedro, con cuatro, seis, ocho, doce y veinte vértices
respectivamente (fig. 2). Esto deja el problema abierto para cualquier otra cantidad de
puntos.

Parece indiscutible que debemos relajar un poco nuestras exigencias si
pretendemos obtener una solucién razonablemente satisfactoria para un nimero
arbitrario de posiciones. Si permitimos, por ejemplo, que nuestro poliedro esté
compuesto por dos o mds clases de poligonos regulares descubriremos una nueva
gama de posibilidades: el conjunto de poliedros no platonicos caracterizado por tener
todas las aristas iguales. Por razones fundamentalmente historicas, este conjunto suele



Figura 1.
Ejemplos de distribuciones de puntos perfectamente
regulares en el plano (fuente: elaboracion propia).
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dividirse en dos grupos. El primer grupo consta, igual que el de los sélidos platonicos,
de una cantidad finita de poliedros —trece exactamente- conocidos como poliedros
semirregulares arquimedianos, de entre los cuales el mas popular sea acaso el de
sesenta vértices cuyas treinta y dos caras son doce pentdgonos y veinte hexagonos,
es decir, el balon de futbol (fig.3). El segundo grupo consta de dos series infinitas de
poliedros: los prismas regulares rectos 'y los antiprismas regulares; a partir de cada
poligono regular plano de n lados puede construirse el correspondiente prisma regular
poniendo otro igual en un plano paralelo al que contiene al primero y a una distancia
de un lado del mismo, con lo cual ambos poligonos quedaran unidos por cuadrados, y
el correspondiente antiprisma haciendo girar uno de los poligonos m/n radianes con
respecto del otro y ajustando la distancia entre los dos planos hasta que el resto de
caras sean tridngulos equildteros idénticos. Resulta evidente que ambas series de
poliedros son inscriptibles en una esfera. En la figura 4 pueden verse el prisma regular
asociado al hex4gono y el antiprisma regular correspondiente al cuadrado.



Figura 2.
Los cinco sdlidos platonicos: el tetraedro, el octaedro, el cubo, el icosaedro y el
dodecaedro (furente. elaboracion propia).

Figura 3.

Tres poliedros semirregulares arquimedianos: el balon de
futbol, el poliedro de Kelvin y el triakontagono , con 60, 24 y
30 vértices respectivamente (fuente: elaboracion propia).

El lector interesado encontrara una descripcion detallada de la estructura de
los poliedros semirregulares arquimedianos, asi como una completa relacion de sus
notables propiedades en [1]. A nosotros nos bastard con hacer sélo algunas
observaciones: si bien los poliedros arquimedianos son altamente regulares en cuanto
a distancias entre puntos adyacentes y presentan gran cantidad de simetrias de todo
tipo, un examen no demasiado exhaustivo de algunos de ellos, como por ejemplo el
poliedro de Kelvin y el triakontdgono (fig. 3) puede decepcionarnos ligeramente; uno
puede aceptar que la diferencia entre dngulos internos y areas de los pentagonos y los
hexagonos del balon de futbol sea suficientemente ajustada, pero no resulta facil
opinar lo mismo sobre los cuadrados y los hexdgonos del poliedro de Kelvin, y menos
aun de los triangulos y pentdgonos del triakontdgono —las diferencias llegan a ser



flagrantes en el caso del arquimediano de ciento veinte vértices, pues consta de
cuadrados, hexagonos y decdgonos del mismo lado-. Todo esto se hace extensible a
los prismas y antiprismas —tanto mas cuanto mayor es el nimero de lados-, con el
agravante afadido de que estos poliedros presentan muchas menos simetrias que los
arquimedianos.

Figura 4.

El  prisma recto regular asociado al
hexdgono y el antiprisma regular asociado al
cuadrado (fuente: elaboracion propia).
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El problema de estos poliedros no es que las areas tributarias de cada vértice
no sean iguales, que lo son, sino que dichos vértices estan situados muy
excéntricamente dentro de las mismas. Ademas, las formas de estas celdas resultan
bastante forzadas (fig. 5). Esto hace que aparezcan ciertas zonas de la esfera
relativamente vacias de puntos, mientras que otras quedan excesivamente cargadas.
Se hace dificil imaginar que no puedan existir otras distribuciones capaces de centrar
mejor cada vértice en su area tributaria sin tener que renunciar por ello a una cierta
semejanza de distancias entre puntos cercanos.

Figura 5.
Celdas de Dirichlet para el triakontagono
(fuente. elaboracion propia).




Existe un conjunto de distribuciones de puntos que presenta todas esas
propiedades de regularidad en alto grado. Los poliedros definidos por esas
distribuciones fueron utilizados como base estructural de numerosas construcciones
durante la década de los setenta, siendo su principal defensor el arquitecto
norteamericano R. Buckminster-Fuller: se trata de las cupulas geodésicas.

Las cupulas geodésicas se dividen en varios grupos, y dentro de cada grupo
suelen distinguirse varias familias. En [2] puede encontrarse abundante informacion
sobre muchas de ellas. Nosotros nos centraremos fundamentalmente en uno de los
grupos, los llamados truncamientos del icosaedro, y dentro de ese grupo prestaremos
especial atencion a dos familias, cuya construccion describiremos seguidamente, y
que llamaremos familia 1y familia II respectivamente.

La familia I de truncamientos del icosaedro puede obtenerse como sigue:
consideremos un icosaedro inscrito en nuestra esfera y elijamos, para empezar, una de
sus caras, que es, como es bien sabido, un tridngulo equilatero; dividiendo sus tres
lados en un niimero igual de partes —a esa cifra se le da el nombre de frecuencia de la
geodésica- es posible construir una malla plana de tridngulos equildteros que recubran
completamente al principal (fig. 6). Debe observarse que lo Unico que estamos
haciendo es reproducir sobre la cara del icosaedro la ultima de las mallas planas de la
figura 1. Tomemos ahora los puntos que constituyen los vértices de esa malla; de
todos ellos es obvio que sélo tres —los Unicos que corresponden al icosaedro de
partida- estan sobre la esfera. Los demas pueden hacerse venir a ella mediante una
sencilla proyeccion recta con foco en su centro (fig. 7). Repitiendo el procedimiento
con los otros diecinueve tridngulos del icosaedro obtenemos la geodésica.

Figura 6.

Particion de una cara de un icosaedro
como  primer  paso  para la
construccion de una cupula geodésica
(fuente. elaboracion propia).
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La familia II se construye exactamente igual, s6lo que ahora tomaremos no
solo los vértices de los tridngulos de la malla plana sino también sus baricentros como
puntos a proyectar (fig. 8). En la figura 9 pueden verse las geodésicas de frecuencia
cuatro de las familias [ y II, con 162 y 482 puntos respectivamente.

A simple vista, estas distribuciones parecen ajustarse bastante bien a lo que tan
intuitivamente hemos empezado llamando distribuciones regulares de puntos. Sin
embargo, debemos considerar lo siguiente: si hemos de dar por bueno el
procedimiento constructivo que acabamos de describir, parece razonable exigirle,
dado que nos proporciona soluciones para cantidades arbitrariamente grandes de
puntos, ciertas propiedades asintoticas. En particular, seria muy deseable que al



aumentar el nimero de puntos fuésemos capaces de observar la uniformidad a escalas
cada vez menores y que, ademas, no existiesen diferencias sustanciales en ningin
sentido al observar diferentes zonas de la esfera, o que, al menos, esas diferencias
tendiesen a desaparecer. Al fin y al cabo, a escalas muy pequenas uno tenderia a
confundir la esfera con una superficie plana, y entonces, si el nimero de puntos es
suficientemente grande, deberian distribuirse aproximadamente como en alguna de las
mallas patron de la figura 1. En particular, cuantos mas puntos coloquemos mas
uniforme tiene que tender a ser la cantidad de ellos por unidad de superficie de la
esfera, y eso tiene que ser verdad para regiones de la misma cada vez mas pequeias.

Pues bien: las geodésicas no cumplen esa propiedad. Una forma sencilla de
verlo es a través del problema bidimensional andlogo que se produce al proyectar
sobre un arco de circunferencia desde el centro de la misma una cierta cantidad de
puntos uniformemente distribuidos sobre la cuerda correspondiente. Como puede
verse en la figura 10, aunque la densidad de puntos por unidad de longitud es
constante a lo largo de la cuerda, eso no es asi a lo largo del arco, y la situacién no
tiende a mejorar al aumentar el nimero de divisiones de la cuerda . No resulta dificil
dar una demostracion tedrica de este hecho si consideramos que la proyeccion anterior
puede interpretarse como una parametrizacion no por arco del segmento de
circunferencia desde la cuerda.

Figura 7.

Construccion de los truncamientos del
icosaedro de la familia I (fuente:
elaboracion propia).

Figura §.

Construccion de los truncamientos del
icosaedro de la familia II (fuente:
elaboracion propia).




Figura 9.

Geodésicas de frecuencia 4 de la familia 1 y de la familia 1l (fuente: elaboracion propia).
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Figura 10.

No es posible conseguir una distribucion uniforme sobre
una circunferencia proyectando sobre ella una distribucion
uniforme sobre una recta (fuente: elaboracion propia).

En el caso de la geodésica la situacion resulta completamente andloga: la
densidad superficial de puntos no tiende a ser uniforme en toda la esfera. De hecho,
este inconveniente no es mas que la enésima manifestacion del hecho que es
imposible cartografiar una superficie esférica sobre una plana sin que se produzca
algun tipo de anamorfosis.

Como hemos dicho, existen muchas otras formas de construir geodésicas.
Ademas, indagando en la literatura [1], [3] podriamos todavia encontrar unos pocos
poliedros més con propiedades singulares de regularidad. No obstante, todas y cada
una de estas nuevas distribuciones presentan algun defecto suficientemente marcado
como para hacernos suponer que deben existir distribuciones mejores. Por otra parte,
aunque estuviésemos dispuestos a aceptarlas como las 6ptimas, eso solo resolveria
nuestro problema para ciertas cantidades muy concretas de puntos.

A lo largo de la historia se han ido proponiendo diferentes algoritmos
alternativos de construccion de distribuciones uniformes que sean validos en general.
No es nuestra intencion enumerarlos todos; citaremos so6lo a dos de ellos, sumamente




recientes y muy interesantes en cuanto a simplicidad, generalidad y considerable
calidad de sus soluciones.
El primero de ellos fue propuesto por E. A. Rakhmanov, E. B. Saffy Y. Zhou
[4] [5] [6] vy trata de reproducir la tercera malla de la figura 1 sobre la esfera: son los
puntos en espiral generalizados (esta es una traduccion libre del autor para
generalized spiral points, que es la terminologia original). Su construccion [4] resulta
tremendamente simple: elegido un sistema de coordenadas esféricas (¢,0), 0<p<n,
0<0<2m, y el nimero N de puntos que pretendemos equidistribuir sobre la esfera,
definimos en primer lugar V k=1,N las cantidades hy=-1+(2(k-1)/(N-1)), y a partir de
ellas obtenemos la posicion del k-€simo punto como sigue:
@, =acos(h,), Vk=1,..,N;

6,=0;
3.6
0, =0, , + ——=—=)(mod2rx) , Vk=2,.,N—-1; (1)
N(-h})
0, =0.

El resultado de esta construccion para N=700 puede verse en la figura 11.

Figura 11.
Los puntos en espiral para N=700. Perspectiva general y detalle del polo norte (fuente:
elaboracion propia).

Detengdmonos un instante a analizar con mas detalle esta construccion.
Observemos que las cantidades hg describen una division en N-1 partes iguales del
diametro determinado por los puntos ¢=0 y ¢=n, es decir, por los dos polos de S’
segun las coordenadas esféricas. Teniendo esto en cuenta resulta obvio a partir de la
definicion de @k que cada uno de los puntos se sitia en un paralelo 2/(N-1) unidades
por encima del paralelo en que se situa la inmediatamente anterior. Fijémonos ahora
en las coordenadas 0: segln su definicion, ésta se obtiene afiadiendo a 6., la cantidad

3.6/A/N(1-h}) -como puede verse, el nombre de spiral points resulta francamente

apropiado-. Nos interesa descomponer esa cantidad en tres factores; el factor 1/4/ N

. . . ) .
se obtiene como sigue: la superficie de S° es 4n. Si queremos que a todos los puntos
les corresponda una superficie igual, entonces esa superficie debe ser 4n/N. Podemos
definir entonces el radio de influencia r que debe tener cada punto mediante la

relacion 4n/N=nr, de donde obtenemos r=2/+/N ; esto nos dara que la distancia entre



dos particulas vecinas deberia ser 4/ VN . Evidentemente este célculo es solo
aproximativo, pero parece evidente que en una distribucién uniforme la distancia
entre dos particulas adyacentes deberia ser del orden de 1/A/N . Teniendo esto en
cuenta esta claro que lo tnico que pretende la definicion de las 0¢ es que cada
particula esté a una cierta distancia ecuatorial de la anterior. Asi, el coeficiente
1/4/1=h; se interpreta muy facilmente considerando la figura 12. Finalmente, la

constante 3.6 fue obtenida por Rakhmanov, Saff y Zhou a partir de numerosos
experimentos de ajuste numérico.

Figura 12.
Interpretacion de los coeficientes que intervienen en la
construccion de los puntos en espiral (fuente: elaboracion

propia).
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Pese a las mejoras que introduce esta construcciéon con respecto de las
anteriores, no podemos por menos de sefialar algunas de sus imperfecciones. En
primer lugar, aunque esto sea lo menos importante, las distribuciones que se obtienen
para valores pequefios de N resultan realmente insatisfactorias. En segundo lugar,
cerca de los polos se concentran irregularidades claramente mejorables (fig. 11).
Volveremos a hablar de los puntos en espiral mas adelante.

El segundo de los algoritmos a los que nos referiamos fue propuesto por
Yanmu Zhou en la tesis doctoral [4] que defendi6 en 1995 bajo la supervision de Saff
y se basa en la idea de, dado un entero N, conseguir dividir la superficie de la esfera
en N celdas de area igual y de diametros —entendiendo por diametro de la celda la
maxima distancia euclidea entre dos de sus puntos- lo mas pequefios posible. Zhou
propone particiones definidas a partir de paralelos y arcos de meridianos, como las
que pueden verse en la figura 13, para las que todas las celdas tienen una forma
aproximadamente cuadrada salvo dos, una para cada polo, cuyos bordes devienen
circulares. En su tesis demuestra por la via constructiva que V N>2 es siempre posible
realizar una particion de esas caracteristicas de manera que las areas de cada celda

valgan 4 /N y sus didmetros sean no superiores a 7/+/N . Estas particiones son

presentadas en la tesis como equal-area partitioning, que nosotros traducimos por
particiones equidrea. Eligiendo un punto bien centrado en cada celda se obtienen
distribuciones razonablemente uniformes (fig. 14).



El punto mas débil que, a nuestro entender, presentan estas dos distribuciones
es, a pesar de todo el celo puesto en evitarlo, la existencia de aberraciones
geométricas alrededor de los polos. El origen ultimo de este problema radica en el uso
continuado de las direcciones coordenadas propias de la parametrizaciéon por
esféricas, es decir, los meridianos y los paralelos.

Figura 13.

Particion equidarea correspondiente a N=400
uente: [4]).

Figura 14.

Distribucion de puntos correspondiente a la
particion  equiarea para N=1000 (fuente:
esaff@math.vanderbilt.edu ).

Llegados a éste punto podemos hacer algunas reflexiones generales sobre el
problema que nos ocupa. Consideremos por ejemplo una geodésica cualquiera y los
puntos en espiral y la distribucion asociada a la particion equiarea con el mismo
nimero de puntos que ella. Pues bien: ;cudl es la mejor? Ya sabemos que todas tienen
sus pros y sus contras, pero no es en absoluto trivial cuantificarlos. Esto nos lleva a la
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siguiente conclusion: debemos disponer de un criterio matematicamente explicito
capaz de medir sintéticamente, sin ambigiiedad y mas allad de la simple apariencia
visual, la calidad global de una distribucién dada. Debemos, pues, ir un poco mas alla
de la simple intuicion geométrica y formular, ahora si, condiciones precisas de
regularidad.

Para conseguirlo debemos dar un pequeio rodeo: en 1910, I. Schur propuso el
siguiente problema a la comunidad de matematicos: dado un compacto Q en el plano
complejo, encontrar bajo qué condiciones existe solo una cantidad finita de
polinomios monicos de coeficientes enteros tales que todas sus raices sean simples y
estén contenidas en (). Aunque este problema parece completamente independiente
del nuestro, no es asi en absoluto. Para comprenderlo es necesario conocer en qué
términos se escribe la solucion que pocos afnos después —a principios de los afios
veinte- daba S. P. Fekete al problema de Schur; y que afirma que para que se verifique
todo lo que exige su enunciado debe cumplirse que lo que ¢l denomind didmetro
transfinito de K sea menor que la unidad. El didmetro transfinito de un compacto K se

define asi:
_2
n(n-1)
z, -2 @)

1<j<k<n

d(Q)=1lim | max

n—w [ z,eQ

Fekete también demostrd que ese limite existe.
2
n(n-1)
z; _Zk‘ se denomina diametro de orden n de Q, y se

I<j<k<n

La cantidad | mdx
70

escribe dn(Q). Si prescindimos del exponente, d,(Q) no es mas que el maximo
producto de distancias dos a dos entre n puntos pertenecientes a Q. Esta claro que

(n-1)

it (n) n
existen =
2 2

sencillos, tenga unidades de longitud —como corresponde, por otra parte, a un
didmetro; obsérvese que con n=2 recuperamos la definicion de didmetro dada mas

de esas distancias. Para que d,(Q), por decirlo en términos

, . ) 2 .
atras- es necesario elevar el producto a la potencia ﬁ , lo cual explica el
n(n—

exponente, que, por otra parte, no interfiere en absoluto en la maximizaciéon ya que,
como es obvio, fijadosny Q,

n(n-1)
=max I | z.—z
z;€Q J k

I<j<k<n

n(n-1)
=max
z;€0

max

2z
n(n-1) 3
z;€Q ( )

Zj_Zk

I<j<k<n

Zj - Zk
1<j<k<n

Olvidemos de momento el limite y escojamos un n cualquiera. ;Podemos
encontrar los n puntos de O que maximizan el producto de todas sus distancias dos a
dos? Empecemos diciendo que se puede demostrar [7] que, sea como sea el compacto
0, esos puntos deben hallarse sobre su frontera. Resultaria, por tanto, indiferente
estudiar el disco de radio unidad centrado en el origen o la circunferencia de las
mismas caracteristicas. Precisamente para cualquiera de esos dos casos se conoce la
solucién al problema de maximizacion del producto de distancias [8]. Los n puntos
deben situarse sobre los vértices de un poligono regular de n lados inscrito en la
circunferencia; es decir, deben estar uniformemente distribuidos a lo largo de ella.

El concepto de didmetro de orden n y de diametro transfinito son aplicables a
cualquier compacto de C y se extienden sin dificultad a cualquier compacto de R’ y,
en general, de RP. Pues bien: dados ne N, n>2 y un compacto Q cRP, p>1, las n-uplas
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®,={X1,...,Xp}de puntos pertenecientes a ( que maximizan la cantidad H X; —xk‘

1<j<k<n

se conocen con el nombre de puntos de Fekete de orden n sobre Q.

Puesto que la esfera es la extension natural de la circunferencia a R, parece
razonable esperar que los puntos de Fekete de orden n sobre ella proporcionen
distribuciones sumamente uniformes. Como veremos, esto es completamente asi, y
este hecho nos permite medir el grado de uniformidad de una distribucién a partir de
un unico indicador escalar: su didmetro de orden n.

Aprovecharemos este momento para aclarar de una vez por todas un pequefio
detalle: pronto generalizaremos el concepto de puntos de Fekete al de puntos de un
conjunto O < R’ que optimicen una determinada propiedad. Pues bien, cuando Q es

un abierto con frontera —como por ejemplo una esfera solida- no se tiene que cumplir
necesariamente que esos puntos maximales se encuentren en 0Q. Aunque se puede

demostrar [7] que para las propiedades que nosotros vamos a estudiar si que se
verifica ese hecho, nosotros, para evitar ambigiliedades y confusiones, trabajaremos
siempre con compactos de RP fronteras de un abierto. En particular, trabajaremos con
el compacto Q “superficie estérica de radio 17, es decir, lo que hemos convenido en
llamar S*.

Pero falta todavia un elemento de extraordinaria importancia para que
podamos enmarcar nuestro problema dentro del cuerpo de una teoria potente capaz de
proporcionarnos herramientas operativas con que avanzar hacia su solucion. Ese
elemento aparecera ante nuestros ojos de manera natural si consideramos el siguiente
problema de la fisica matematica: si suponemos que nuestro compacto S° es una
superficie conductora [9] -en el sentido eléctrico- inmerso en el espacio ambiente
tridimensional y aislado, por simplicidad, de cualquier influencia electromagnética, y
vertemos en ¢l una carga eléctrica q —su signo es irrelevante para nosotros-, entonces
es sabido que esa carga tenderd a distribuirse de manera espontanea por todo el cuerpo
del conductor hasta llegar a una posicion de equilibrio que serd también de minima
energia. Si la carga q es susceptible de distribuirse de manera continua sobre la
superficie esférica, entonces alcanzar una posicion de equilibrio sobre la misma
implica que el potencial al que se encuentran todos sus puntos debe ser el mismo,
puesto que de lo contrario se produciria algin movimiento.

Luego, al cargar el conductor con q continua, generamos en todo su volumen
un potencial constante V. La cantidad C=q/V no depende ni de q ni de V, es una
propiedad intrinseca de cada conductor y se denomina capacidad electrostatica.

Cualquier distribucion de carga genera en todo el espacio un potencial

calculable [9], segln la ley de Coulomb, mediante la integral V(x)=J-L|dq( V) y
0

-y

dota a K de una energia potencial electrostatica dada por I= j Vdg= 4q(x)dg(y)
0 go X

el Anexo 1 ofrecemos una deduccion de este hecho, aunque hemos de observar que la

energia potencial manejada clasicamente en la fisica no es esa sino exactamente la

mitad. Naturalmente, ese hecho carece de importancia en cuanto a la busqueda de

maximos y minimos).

Ya en 1840 K. F. Gauss se habia planteado el problema de hallar la
distribucion de equilibrio sobre la superficie de un compacto Q a partir de minimizar
el funcional energia potencial. El problema sigue abierto en casi todos los casos, pero
cuando Q es S° la solucién es evidente: la distribucion de minima energia —de hecho,

(en
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la Unica solucion posible en equilibrio, por simetria- es la dada por una densidad
superficial de carga constante y de valor g/4m sobre toda la esfera.

Si ahora nos planteamos el problema de aproximar -en el sentido de estar en
equilibrio-, esa distribucion continua de carga mediante una discreta constituida por n
cargas puntuales de valor g/n, la relacion de todo esto con el problema original resulta
clara. Y esa relacion va todavia mas alld si tenemos en cuenta que el potencial
coulombiano no es ni mucho menos el tnico que se puede definir. Obsérvese que con
¢l el potencial generado en un punto y por una carga puntual unitaria fija en el punto x
viene dado por la expresion V(y)=|x-y|'. La funcién K(x,y)=|x-y|" se denomina
nucleo del potencial coulombiano, y forma parte de una familia de nucleos
denominados niicleos de Riesz, cuya expresion general es K*(x,y)=[x-y[* , a>0. Con
esta nueva notacion, elegido un nucleo K(x,y), el potencial generado por una

distribucioén continua de carga y su energia potencial quedan V(y)ZJ.K (x,y)dg(x),
0

I= IK (x,y)dq(x)dq(y), y si la carga total q es uno, entonces cuando intentemos
0x0Q
aproximar la distribucion de equilibrio por n cargas puntuales iguales, esas

expresiones se convertirdn en V(y)— — Z K(x,,y),I= n_ Z K(x;,y,).

i,j=1
i#]

Otro niicleo muy importante es el definido por log [x-y|”', que corresponde al
denominado potencial logaritmico y nos va a permitir encajar todas las piezas del
rompecabezas igual que hiciera G. Szegd en su momento. La energia potencial de una
distribucién para este potencial se puede desarrollar asi:

2 1
logr—— logr——=—log———~=
l%:l ‘.x — X ‘ l<§<n ‘x — X ‘ H xi — xj‘
* 1<i<j<n
n—-1n__, n-1 1 n—1 1
— 1 = 1 = 1 4
n (2) o8 H‘xi —xj‘ n o8 Q) n o8 d, (K) ®)
I<i<j<n |: H X, — xj‘:|
1<i<j<n

Teniendo en cuenta que el logaritmo es una funcidn estrictamente creciente
llegamos a la notable conclusidon que los n puntos que minimizan la energia potencial
logaritmica sobre Q son los mismos que maximizan su diametro de orden n; es decir:
son los puntos de Fekete de orden n sobre Q.

Ante la posibilidad de utilizar |x-y| como nucleo cabe observar que se presenta
la peculiaridad de que el problema de minimizacion de su energia asociada resulta

€S

.. . . , I &
trivial y francamente poco interesante. En efecto, dicha energia es — Z‘xi =X,/

i,j=1
i#j

decir, es directamente proporcional a la suma de distancias dos a dos de todos los
puntos, que es minima cuando todas las cargas se concentran en la misma posicion.
Sin embargo, si que es interesante encontrar distribuciones de puntos que maximicen
esa suma. No es dificil ver que una cosa asi puede conseguirse trabajando con
minimos de energia para el ntcleo -[x-y|.

La expresion del potencial logaritmico puede parecer un tanto forzada en
comparacion con la de los nicleos de Riesz y el ntcleo -[x-y|. Todo lo contrario; este
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nucleo aparece de forma tan natural como cualquiera de los otros. Si consideramos en
una dimension que la fuerza que ejerce el campo producido por una particula unitaria
situada en el origen sobre otra situada en x>0 —consideremos, por sencillez, solo el
semieje positivo- viene dada por una expresion del tipo x*', pudiendo tomar a
cualquier valor, entonces, puesto que esas fuerzas son el gradiente de un potencial
dv(x) _

X

V(x) cambiado de signo, debemos tener —x“".Se dan las siguientes

a

o ) X . .
posibilidades: si 0#0 entonces V(x)=——+ A4 ,mientras que si 0o=0 entonces
a

V(x)= log + A4, con lo que evidentemente obtenemos el potencial logaritmico. El

caso de la fuerza disminuyendo con el cuadrado de la distancia, correspondiente al
-1
. : : X
potencial coulombiano, viene dado por o=-1, y entonces V(x)=— 7 + A . El caso a=1

da V(x)=—x+ A4, es decir, el problema de maximizacion de la suma de distancias.
Disponemos por tanto de muchas definiciones de uniformidad de una distribucion,
una para cada nucleo.

No nos parece apropiado seguir profundizando aqui sobre las propiedades de
regularidad analitica que caracterizan los potenciales admisibles y a los funcionales de
energia, las relaciones existentes entre el diametro transfinito, las capacidades y las
energias para diferentes nucleos y otras cuestiones semejantes. Puede encontrarse
informacion sobre todo ello en las referencias [8] [10] [11].

Estamos ya en condiciones de plantear rigurosamente el problema que nos va
a ocupar de ahora en adelante. Su enunciado es el siguiente: dados neN y el

2 3 X ,
compacto S° de R, encontrar para cada uno de estos funcionales de energia:

10,w,) = ZIOg | Ia,m,)= (_1) Z‘x -X; ‘ , 020 (5)
i ‘x ~%| e

una distribucion w, de puntos de S° que lo minimice.

Para establecer una notaciéon comun a la utilizada en las tltimas publicaciones
en esta materia, podemos reescribir el problema de la siguiente manera totalmente
equivalente: dados neN y el compacto S° de R, encontrar para cada uno de estos
funcionales de energia:

signo(a)+1

10,0)= 3 log—— | Iawo)=D" >  Yh-x|" a0 (6

i<i<j<n ‘X,- —-X; ‘ 1<i<j<n

una distribucion w, de puntos de S° que lo minimice.

Nos centraremos en tres casos particulares de este problema:

1. Problema del equilibrio electrostatico o de minimizacion de la energia
potencial de Coulomb en S°: dados neN y el compacto S° de R® , encontrar para el

funcional de energia 1(-1,m,) = z X, —x j‘_l (6) una distribucion w, de puntos de
i<i<j<n
S7 que lo minimice.
2. Problema de la minimizacion del producto dos a dos de distancias o de
localizacion de los puntos de Fekete de S°: dados neN y el compacto S° de R,
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encontrar para el funcional de energia 1(0,m,) = z log
i<i<j<n ‘xl _-x]‘

(7) una

distribucion w, de puntos de S° que lo minimice.
3. Problema de la maximizacion de la suma de distancias dos a dos en S°:
dados neN y el compacto §° de R’ , encontrar para el funcional de energia

IlLw,)= Z X; — x_/.‘ (8) una distribucion w, de puntos de S° que lo maximice.
i<i<j<n

Para abreviar, nos referiremos a estos problemas como caso a=-1, a=0y a=1
respectivamente; corresponden a diferentes versiones de un problema mas general
conocido como problema de los puntos de Fekete o probema de la estimacion de los
puntos de Fekete.

El caso a=0 figura como nimero siete en la lista de los dieciocho problemas
matematicos para el siglo XXI [12] confeccionada por Steve Smale, medalla Fields de
matematicas, entre muchos otros honores, y uno de los matematicos mas eminentes de
todo el siglo XX. En palabras del propio Smale, eligié esos problemas por tener un
enunciado simple y conciso, por ser de su personal interés —¢l mismo confiesa no
encontrarlos nada faciles- y por parecerle cualquier avance hacia su solucién de gran
importancia para las matematicas y para su desarrollo en el s. XXI. La lista esta
encabezada por la conjetura Riemann.

En relacién al problema de los puntos de Fekete, han aparecido gran cantidad
de publicaciones importantes en que se hallan resultados generales valiosos y para
algunos valores de o y de n ha sido completamente resuelto, pero todavia queda
mucho por hacer. Algunas de esas publicaciones son [4] [5] [6] [7] [8] [10] [11] [13]
[14] [15][16][17][18][19].

Una de las contribuciones mas recientes en este campo es la tesis doctoral de
Zhou, a la que ya nos hemos referido en varias ocasiones durante nuestra exposicion.
Antes de proceder a presentar nuestros objetivos y a describir nuestras aportaciones
propias, y para finalizar esta seccion, haremos una sintesis de su trabajo; en esencia, la
tesis de Zhou puede resumirse como sigue:

1. Presentacion de las particiones equidrea, demostracion de los teoremas que
afirman que V ne N es posible realizar una particion de la esfera en n partes de areas

iguales de manera que el mayor diametro de todas ellas no exceda a 7/ Jn, y, a partir

de ellos, obtencion de cotas para las energias potenciales extremales para -2<oa<2,
a#0. En particular, si decimos I(a,n)=inf I(a,m,) cuando a<0 e I(a,n)=suprl(a,w,)
cuando o>0, entonces se tiene que V €>0 I np=ny(e, ) tal que V n>ny

a

n’ —%(2«/2::)“(1—5);112 i -2<0<0

a

I(a,n) < 2
2+«

a

2
I(a,n) 2>
2+«

n’ —%(2\/27z)“(1+6)n1_2 si0<a<2  (9)

2. Estudio especifico del caso o=0. Obtencion de estimadores para los
términos dominantes de 1(0,n) y demostracion del teorema de separacion, que afirma
que si una distribucion ®, minimiza [(0,0,) entonces la distancia entre dos de sus

puntos debe ser de al menos (3/5)/ Jn.

3. Analisis numérico del problema. Eleccion del algoritmo BFGS (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shannon, una variante del método de Newton-Raphson —uno de los
algoritmos Quasi-Newton- para busqueda de ceros de funciones de varias variables
que sustituye el calculo analitico de la inversa de la matriz Jacobiana por uno

15



aproximado mas eficiente desde el punto de vista numérico) como el mejor para
resolver computacionalmente el problema de minimizacion de la energia a partir de la
obtencion de los ceros de su gradiente (para eliminar la restriccion “estar sobre la
esfera” se utiliza la proyeccion estereografica). Se ofrece una lista de los resultados
obtenidos —en términos de I(o,n)- para 2<n<200 y los casos especiales n=212, n=272,
n=282 para o=-1, a=0 y a=1. Cabe senalar que a partir de este analisis se concluye
que el problema de minimizacion numérica de I(a,n) resulta tremendamente dificil de
abordar: la funcidon energia es extremadamente plana y presenta gran cantidad de
extremos locales con muy ligeras diferencias de energia.

4. A partir de todos los resultados tedricos y numéricos anteriores,
planteamiento de conjeturas sobre el comportamiento asintdtico de las energias

extremales. En particular se propone
2 3 1

I(-1,n) = f(~1,n) = "7 ~0.55230n2 +0.0689n°

1(0,n) = £(0,n) = —%log(i)nz —%nlogn ~0.0264221+0.13822  (10)
e

1

1
IL,n) = £(1,n) :%# —0.40096n> —0.188n 2

Esta propuesta se justifica comparando los resultados que proporciona para
2<n<200 con los obtenidos numéricamente para esos valores de n. En cuanto a las
distribuciones de puntos correspondientes a esas energias, se conjetura que si n>6
entonces las celdas de Dirichlet de todas las particulas son o bien cuadrados, o bien
pentagonos o bien hexdgonos. Ademas, parece ser que los resultados numéricos
sugieren que para grandes n las celdas de Dirichlet son Uinicamente hexdgonos y
pentagonos. Como el mismo Zhou indica, este hecho implica que los pentagonos
deben aparecer exactamente en cantidad de 12 —la demostracion de este hecho resulta
trivial si se considera la formula de Euler para poliedros, segun la cual v+c=a+2,
donde v, ¢ y a son el nimero de vértices, caras y aristas del poliedro, respectivamente;
en efecto: si suponemos que el poliedro tiene M caras en total y que todas ellas son o
pentagonos o hexdgonos podemos llamar M, al nimero de pentdgonos y entonces la
cantidad de hexagonos serd M-M;. Si consideramos ahora todos esos poligonos por
separado tendremos en total SM;+6(M-M,) aristas y la misma cantidad de vértices;
ahora bien: en el poliedro, cada arista es compartida por dos poligonos y cada vértice
SM,+6(M —-M,) ya 5M, +6(M—M1); sustituyendo

3 2
estas expresiones en la formula de Euler sin olvidar que c=M, se obtiene M;=12-.
Pues bien: Zhou conjetura a partir de este hecho, nuevamente en base a los resultados
numéricos que obtuvo para los mayores n que estudid, que los centros de esos doce
pentagonos tienden a situarse en los vértices de un icosaedro.

5. Presentacién de los puntos en espiral ®, como buenas aproximaciones a la
solucion con a=0. Comparacion de sus energias logaritmicas con las correspondientes
a algunas clpulas geodésicas y comprobacién, para 2<n<12000, de que 1(0,0, )-
(0,n)<(5/2)logn.

por tres, asi que debe ser v=
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OBJETIVOS:

Los objetivos de esta tesina son claramente clasificables en dos categorias; en
la primera figura el que podriamos llamar objetivo principal, y en la segunda lo hacen
toda una serie de objetivos secundarios o derivados cuya consecucién depende de
manera fundamental del grado de éxito o fracaso con que lleguemos a superar el
primero. Habiendo aclarado este punto, procederemos a enumerar y describir todos
esos objetivos; el primero serd, l6gicamente, el objetivo principal:

1.

Desarrollar un nuevo algoritmo numérico capaz de generar Va €R

distribuciones @, de puntos de $? con energia potencial asociada muy
préxima a la minima, es decir, tales que /(a,®,) = I(a,n). Para que este
objetivo tenga sentido dicho algoritmo debe aportar alguna mejora
demostrable con respecto de todos sus precedentes, bien desde el punto de
vista del ahorro computacional, tanto en nimero de operaciones —y, por
tanto, tiempo de calculo- como en demanda de memoria, bien desde el
punto de vista de la simplicidad conceptual, de la claridad, de la
versatilidad —deberia ser aplicable a cualquier a- y de la eficacia, en el
sentido de proporcionar buenas soluciones para valores de n superiores a
los alcanzados hasta ahora sin necesidad de hacer uso de una gran
infraestructura de célculo. Se pondra especial énfasis en los casos o=-1,
0=0y o=1.

Verificacion de la bondad del método mediante la comparacion de las
soluciones que proporcione con otras obtenidas por otros métodos,
especialmente los puntos en espiral, las cupulas geodésicas y las
distribuciones conseguidas mediante el algoritmo BFGS.

Estudio de la evoluciéon aproximada de I(a,n) a partir de los

correspondientes valores /(a,®, ). De nuevo se hara un analisis especifico

de los casos a=-1, =0 y a=1. En particular, corroboracion, o, en su caso,
refutacion, de las conjeturas del grupo de Saff al respecto.

Estudio detallado de la geometria de las distribuciones e, . Extraccion de

conclusiones propias. Corroboracion o refutacion de las conjeturas
existentes al respecto.
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CONTRIBUCIONES PROPIAS:

Previos:

Como hemos visto, desde el momento en que relacionamos nuestro problema
con la Teoria del Potencial su enunciado deviene perfectamente claro. De hecho, no
se trata de mas que un caso particular de un problema matematico tipico, a saber, un
problema de optimizacién con restricciones. La funcion a optimizar es, naturalmente,
la funcién energia potencial I, que, fijados @ €R y neN, depende solo de las
coordenadas cartesianas {Xi, Vi, Zi}i-1n de los n puntos incognita y de la cual nos

interesan sus minimos, y las restricciones x7 +y’ +z’ =1 Vi=1,n, que sitian los

puntos solucién sobre la superficie de la esfera de radio 1, S°. Atendiendo a las
peculiaridades especificas de la funcion a optimizar, que en realidad depende
unicamente de las distancias euclideas entre pares de puntos, podemos ver que es
necesario afiadir alguna restriccion mas para eliminar giros de so6lido rigido que
multiplicarian hasta el infinito soluciones esencialmente iguales. Estas restricciones
pueden consistir sencillamente en la predeterminacion de la posicion de uno de los
puntos y la supresion de algunos grados de libertad imponiendo condiciones sobre las
coordenadas de otros puntos —las diferentes clases de simetrias pueden también
desdoblar soluciones, aunque nunca de manera infinita-, lo cual no haria mas que
reducir ligeramente la dimension del problema.

Teniendo todo esto en cuenta, podemos echar mano de todo el aparato
matematico y numérico para la resolucion de problemas de optimizacion restringida.
Desde el punto de vista analitico tenemos, por ejemplo, la posibilidad de utilizar el
conocido método de los multiplicadores de Lagrange, que desemboca, como es
sabido, en la resolucion de un sistema de ecuaciones implicitas tanto mas dificil de
resolver como mayor sea el nimero de incognitas y la complejidad de la funcion a
optimizar y la posterior clasificacion de extremos a partir de la prueba de las segundas
derivadas. No resulta dificil comprender que en nuestro caso, desde el punto de vista
pragmatico de la obtencion efectiva de soluciones, la via analitica pura se agota en
este preciso instante. Podriamos intentar, por ejemplo, resolver ese sistema de
ecuaciones implicitas mediante algun algoritmo numérico de busqueda de ceros de
funciones. Aunque, como veremos, este volvera a ser nuestro destino final, creemos
conveniente replantear numéricamente el problema de optimizacion desde el
principio.

En primer lugar, observemos que las restricciones pueden ser eliminadas sin
demasiadas dificultades —al menos conceptuales-; es posible escribir la funcién a
minimizar en términos de las coordenadas esféricas de los puntos incognita y hacer
para todos ellos r=1; también cabe considerar la transformaciéon de coordenadas
mediante la proyeccion estereografica de S° sobre el plano complejo. Esta es, por
ejemplo, la opcidon elegida por Zhou en su tesis. Nosotros no nos detendremos a
analizar los inconvenientes de esta transformacion ni de la dada por las coordenadas
esféricas. En el primer caso nos referimos al propio Zhou [4]. Ignoramos qué autores
hayan abordado el problema de minimizacion desde las coordenadas esféricas. Nos
limitaremos a indicar que en ambos casos es preciso ser muy cuidadoso cerca de los
polos; ademas, la expresion de la funcion I en las nuevas coordenadas se complica
considerablemente; a cambio, podremos usar métodos de resolucion de problemas de
optimizacion sin restricciones.
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Como un problema de optimizacion libre de una funciéon continua real de
varias variables siempre se traduce en un problema de busqueda de raices de su
funcion gradiente, regresamos al mismo punto de antes. Seamos mas explicitos: si
llamamos f a la funcién a optimizar y x a su vector de variables, entonces podemos
escribir

f(x)=f(xi)+<x—x,-|Vf(xi)>+%(x—x,-)THf(xiXx—xi)+... (11)

Si hacemos un truncamiento de orden dos a la serie anterior y derivamos
tendremos

VIi(x) =Vf(x)+ Hf (x)(x—x;) (12)
Asi pues, si x; es una posicion de partida dada, entonces una posicion x que
aproxima a un extremo de f viene dado por Vf(x) =0, es decir,

x=—H,'(x)Vf(x)+x, (13)

Por supuesto, lo que acabamos de escribir no es mas que el algoritmo iterativo
de Newton para la localizacion de las raices de V/f(x). Como se sabe, este algoritmo

es muy potente y goza de muy buenas propiedades; también es cierto, sin embargo,
que si la funcion de la cual buscamos las raices no es suficientemente suave o si la
aproximacion inicial xo estd demasiado alejada de cualquiera de sus raices puede
llegar a comportarse francamente mal. Con todo, incluso en las mejores condiciones
este método presenta un inconveniente importante: el calculo de la matriz jacobiana
de la funcidon de interés. Es un problema grave, puesto que esta matriz tiene del orden
de n® términos cuya evaluacion puede ser costosa y cuyo almacenamiento precisa gran
cantidad de memoria. En un caso como el nuestro, en que llegamos al problema de
blisqueda de raices a partir de un problema de optimizacioén de una funcién f, la matriz
jacobiana de Vf(x) no es sino la hessiana de f, e incluye, por lo tanto, sus segundas

derivadas. Todo ello ha acabado desembocando en el nacimiento de toda una familia
de métodos alternativos basados en el método de Newton que se basan en aproximar
de forma mas o menos simple y eficaz dicha matriz jacobiana o directamente su
inversa, que es la que aparece en la version explicita del método. A esta familia de
métodos se la conoce con el nombre de métodos quasi-Newton. Entre ellos
encontramos el método de la secante, el método de Wittaker, y, mas recientemente,
los sofisticados algoritmos DFP (Davidon-Fletcher-Powell) y BFGS, siendo
generalmente reconocido [4] que, de entre los dos ultimos, el algoritmo BFGS es
superior en diferentes aspectos. Es por todas esas razones que Zhou lo eligi6é para
realizar sus experimentos numéricos sobre nuestro problema —antes de tomar esa
decision efectud pruebas con otros métodos no pertenecientes a la familia de los
métodos quasi-Newton, como el método del Gradiente o del Mdximo Descenso, el
método Simplex de Downhill y el método de los Gradientes Conjugados-. Una
descripcion completa del algoritmo, que es un tanto complejo, puede encontrarse en

[4]. A nosotros nos basta con comentar que consiste en aproximar la matriz H ;1 (x)
por una matriz H; que se obtiene en cada iteracion a partir de Hi.j, x;, xi.1, Vf(x,) y

Vf(x,,) -utilizamos ya la notacion correspondiente al problema de optimizacion-.

Después de dos afios de ensayos numéricos con una adaptacion de ese
algoritmo a nuestro problema, Zhou confecciono tablas donde recogid, para los casos
a=-1, 0=0 y o=1, los menores valores de energias potenciales que fue capaz de
obtener para 2<n<200 y para los valores n=212, n=272, n=282. Estas tablas se pueden
consultar en [4] y en el Anexo 4 de esta misma tesina. Segun el propio Zhou, esas
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tablas contienen los resultados més extensos y precisos obtenidos en este terreno hasta
la fecha de la presentacion de su tesis en 1995. Cita, entre otros, los trabajos de
Bergersen et al. [19], que obtuvieron buenos valores de energia para oa=0, 2<n<65, y
de Hardin, Sloane y Smith, y explica que sus resultados o bien coinciden con los de
ellos o bien los mejoran en todos los casos disponibles. No nos consta que desde
entonces se hayan publicado resultados mejores.

Zhou también indica que la evidencia numérica sefiala que la funcion I(a,w,)
es extremmente plana y presenta gran cantidad de extremos de todo tipo con valores
de energia extraordinariamente cercanos. De hecho, aparecen maximos locales y
puntos de inflexion con valores de energia inferiores a los de algunos minimos
locales. Ademas, la situacion empeora dramdticamente conforme n crece; para o=0,
n=120, por ejemplo, Zhou encontré hasta cincuenta extremos locales cuyas
diferencias de energia no excedian a 0.07 unidades, lo que representa s6lo un
0.0045% del menor valor de energia encontrado. En algunos casos fueron necesarias
hasta mil posiciones de partida diferentes para hallar el correspondiente valor de la
tabla —por supuesto, eso no demuestra en absoluto que esos valores sean los
verdaderos minimos globales de la funcion energia-.

Desarrollo de un nuevo meétodo de calculo:

Nuestra propuesta consiste basicamente en interpretar el problema de
minimizacion del funcional energia potencial como un problema puramente mecanico
en el sentido de la mecénica clasica de Newton. Como veremos, este cambio de punto
de vista resulta conceptualmente muy sencillo, computacionalmente muy efectivo y
tedricamente bien asentado en las leyes fundamentales del movimiento newtoniano y
en los teoremas de conservacion de la energia que de ellas se derivan.

Pues bien: nos proponemos conseguir un nuevo algoritmo de localizacion de
posiciones de equilibrio estatico cuya formulacion esté basada en consideraciones
mecanicas, que permita trabajar con la restriccion “estar sobre la esfera” de forma
comoda sin necesidad de abandonar las coordenadas cartesianas, que tenga un coste
computacional menor al de cualquier método de optimizacidon con restricciones —nos
interesa sobretodo el tiempo total de calculo y la demanda de memoria- y que sea
susceptible de ser paralelizado (la paralelizacion es una propiedad muy deseable para
cualquier algoritmo numérico: significa que, disponiendo de un ordenador central que
gestione todo el proceso y de m ordenadores adicionales mas conectados a €l entonces
el tiempo total de célculo se reduciria a aproximadamente una m-ésima parte del que
necesitaria uno solo de esos ordenadores; obsérvese que para que un algoritmo sea
paralelizable se requiere en particular que no aparezcan resoluciones de sistemas de
ecuaciones acoplados de la dimension global del problema). Para conseguirlo
partimos de un principio muy sencillo, comun a cualquier algoritmo convencional de
optimizacion: pediremos a nuestro método que, dada una configuraciéon de n
particulas sobre la esfera, nos devuelva una nueva posicion con menos energia
potencial que la anterior -pero le exigiremos que consiga esto de manera indirecta-. Si
lo conseguimos, entonces esta claro que aplicando el algoritmo de manera recursiva
deberiamos tender a una posicion de equilibrio estatico y minima energia potencial.

La idea es la siguiente: si consideramos una configuracion de particulas que
supondremos que se encuentran en reposo —pero no necesariamente en equilibrio-
sobre la esfera, entonces sobre cada una de ellas actuara una fuerza debida a la
existencia del resto. Si la proyeccion de esa fuerza sobre el plano tangente a la esfera
en el punto donde se encuentra la particula no es nula, entonces esa particula se
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acelerard en direccion del circulo maximo de la esfera tangente a esa direccion. Al
cabo de un pequeiio intervalo de tiempo At la longitud recorrida por la particula a lo

. . 1
largo de esa trayectoria sera aproximadamente Al = EF’AtZ , donde F; es el mddulo

de esa fuerza tangente. Aqui estamos considerando el hecho de que, segun las leyes de
2

[ . ) - .
Newton, el =F,,y, si At es suficientemente pequefio como para poder considerar F,
t

constante, se tiene la expresion anterior. Este calculo puede efectuarse de forma muy
barata para todas las particulas, y a continuacion moverlas siguiendo arcos de circulo
maximo hasta que recorran la distancia calculada como se acaba de ver —las
trayectorias seran aproximadamente circulos maximos para At pequefios solo si las
particulas parten del reposo-. Llegados a esta nueva posicion reinicializaremos el
proceso como si las particulas se detuvieran bruscamente y volviesen a partir del
reposo en lugar de considerar su inercia acumulada. Notese que esto equivale a
decidir la longitud de avance simplemente multiplicando el modulo de la fuerza
tangente por un cierto coeficiente , es decir, diciendo A/ =c|Fﬁ|. Por simple

2
igualacion se tiene ¢ = -

En resumen, el esquema de nuestro algoritmo viene a ser el siguiente:

1. Instante t; las posiciones de las particulas vienen dadas por los vectores

{Xi}i=Ln-
2. Vi=l,n, calculo del vector “fuerza actuante sobre la particula 1”:

F =) f(x), (14)
yos
donde f(x;); es el vector individual de fuerza sobre 1 debido a la particula j,

cuya expresion analitica en coordenadas cartesianas es conocida y sencilla
para los potenciales con que trabajamos. En efecto:

1 X X,
a=-1=K@xy)=r——= f(x,), =—— (15)

|x—y| ‘xi—xj‘

1 X —X;
azojK(x’y)ZIOgm:f(x/)’:ﬁ (16)

X =X,

X, =X,
a=1=K(x,y) :—|x—y| = f(x,),=—"— (17)
i - x|
3. Vi=1l,n, célculo de la componente de esa fuerza segun el tangente a la
esfera en x;:
F, :E'_<E'|xi>xi (18)
4. Vi=1,n, calculo de la magnitud del desplazamiento a realizar; la expresion
general a utilizar sera
Al =dF,|  (19)
5. Vi=1,n, aplicacion de ese desplazamiento a lo largo de un circulo méaximo
que pasa por x;y es tangente a F:
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17l

X, (t + At) = cos(Al)x, (t) + sin(Al)

(20)
5. Reinicializacion hasta convergencia.

La interpretacion geométrica del método puede verse en la figura 15.

Figura 15.

Interpretacion geométrica del algoritmo propuesto en esta tesina (fuente. elaboracion propia).

Fy =F:'_<F:|x:'>x:'

B

]

x,(t + Af) = cos(AN x,(£) +sin(Al)
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El criterio de convergencia es también muy sencillo e intuitivo. En cada
iteracion se calculard la magnitud de los angulos que forman los vectores de fuerza
total sobre cada particula con la normal a la esfera en el punto correspondiente. Si
todos ellos estan por debajo de una cierta tolerancia elegida por nosotros se detiene el
proceso iterativo. Como puede verse, el coste por iteracion es realmente bajo. Lo mas
caro es calcular las fuerzas. Como hay O(n) particulas y la fuerza que actua sobre
cada una de ellas es suma de O(n) términos, resulta que el coste por iteracion es de
o(n?) operaciones. En cuanto a memoria, s6lo es necesario almacenar las coordenadas
cartesianas de cada particula, con lo que es suficiente disponer de 3n posiciones.

Desde el punto de vista fisico la interpretacion de cada paso del algoritmo
resulta muy sencilla. Se trata simplemente de tener en cuenta el hecho de que un
sistema fisico de particulas como las que nos interesan que partiesen del reposo
tenderia inmediatamente a moverse hacia una posicion de menor energia potencial.
Este hecho es una consecuencia directa del principio de conservacion de la energia de
la fisica. Volveremos mas adelante sobre ese hecho; por ahora lo inico que nos
interesa hacer patente es que nuestra correccion de posicion se hace en base a
consideraciones puramente mecanicas que resultan estar relacionadas de forma mas o
menos directa con ciertos principios energéticos de la fisica. En ese sentido podemos
decir que nuestro algoritmo es, estrictamente hablando, de busqueda de posiciones de
equilibrio estatico para un sistema de n particulas interactuantes que se mueven sobre
una esfera; no es sino cuando observamos que esas posiciones de equilibrio estatico
coinciden con las posiciones de minima energia potencial cuando nuestro algoritmo
deviene de manera indirecta una estrategia de optimizacion. Desde el punto de vista
matematico todo esto resulta algo menos inmediato: el algoritmo que acabamos de
presentar, visto como algoritmo de optimizacién, puede interpretarse como una
concatenacion de primeras iteraciones para el método de minimizacion del Maximo
Descenso o del Gradiente en las que la longitud de los avances no se calcula a partir
de un problema de minimizacion unidimensional —/ine search, segun la nomenclatura
habitual en este &mbito del célculo numérico- sino a partir de un criterio inspirado en
el comportamiento mecanico de la version fisica del sistema que representa a nuestro
problema. En efecto, si pretendiésemos abordar el problema de minimizacion que nos
ocupa mediante el método del Gradiente estandar, no tendriamos mas que dos
alternativas: o bien empezar restringiendo nuestra funcion a optimizar —la funcién real
de aproximadamente 3n variables /(a,®,) a las aproximadamente n condiciones de

igualdad que imponemos sobre sus variables, lo cual complicaria considerablemente
la expresion de dicha funcién, y evaluar en cada iteracion el gradiente de esa funcion
de 2n variables para obtener la direccion de minimizacion unidimensional —
minimizacion que de ninguna manera resultaria trivial-, o bien calcular el gradiente de
la funcion sin restringir y obtener la direccion de avance proyectandolo sobre la
hipersuperficie de dimension n que generan las restricciones en el espacio de variables
de dimension 3n. La primera de estas opciones fue considerada por el mismo Zhou
como un posible algoritmo candidato a ser usado para la obtencion de sus tablas; sin
embargo fue rechazado, y cito textualmente, “por no resultar exitoso salvo para el
caso a=0", es decir, para el potencial logaritmico. Nuestro algoritmo convierte, en
cada iteracion, la obtencion de la direccion global de avance para una funcion de 3n
variables con n restricciones de igualdad en la de la de n direcciones de avance
parciales —una para cada particula- para el avance instantaneo hacia la minimizacion
simultanea de n funciones de 3 variables con una restriccion de igualdad para cada
una. La ventaja de esta concepcion es que tanto esas restricciones como los gradientes
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libres y restringidos de esas funciones son perfectamente visualizables e interpretables
en el espacio tridimensional de la fisica. Las n funciones de tres variables de las que
hablamos no son mas que las funciones “si consideramos la particula i-ésima,
potencial creado por el resto de particulas”. Suponiendo fijas las posiciones de todas
las particulas menos la i-ésima, entonces esas particulas generan en todo el espacio
(salvo en el conjunto de puntos que constituye su soporte) un campo vectorial de
fuerzas provenientes de un potencial. Notese que la fuerza que actiia sobre la particula
i-ésima a causa de ese campo vectorial no es mas que el gradiente de la funcidén
potencial generado por el resto de particulas cambiado de signo, y que la proyeccion
de esa fuerza sobre el tangente a la esfera no es mas que la proyeccion de ese
gradiente sobre la restriccion que afecta a la particula i-ésima. Estamos haciendo,
pues, lo siguiente: en cada iteracion recorremos todas las particulas; cuando nos
fijamos en una de ellas consideramos la funcidén potencial generado por el resto
restringida a la esfera y calculamos la direccion del gradiente de esa funcidon en el
punto en que se encuentra esa particula. Si estuviésemos buscando la posicion de
equilibrio de esa particula con respecto de todas las deméds supuestas fijas, entonces
deberiamos corregir su posicion inicial moviéndola en la direccion de ese gradiente,
en teoria hasta llegar al minimo potencial en esa direccion para calcular la siguiente
iteracion. Sin embargo, el resto de particulas también se movera segin el mismo
criterio tratando de estar en equilibrio estatico con el resto, con lo cual las funciones
de las cuales obtenemos sus gradientes restringidos son nuevas en cada iteracion, asi
que no tiene sentido llegar hasta la posiciéon de minimo en la direccion de los mismos.
El proceso termina cuando cada particula estd en equilibrio estatico con el resto,
puesto que entonces se tiene el equilibrio global del sistema y una posiciéon de minima
energia potencial. Obsérvese que se tiene

1 1 |1 1 &
I(a,a)n)zn—z > K(xi,x_/)zg ;ZK(xl,xl.)+...+;ZK(xn,xi) (21)
i=2 i=1

I<i<j<n
y que las funciones que nosotros utilizamos instantdneamente como funciones a

n n—1
minimizar son V,(x) = lZK(x,xi),...,Vn (x) = lZK(x, x;) (22).
i=2 niq

Llegados a este punto es conveniente que aclaremos el punto mas oscuro de
nuestro algoritmo: la determinacion del factor de normalizacion c, intermediario entre
fuerzas y desplazamientos, multiplicador del gradiente cambiado de signo. Estando el
origen de este algoritmo en la mecéanica y existiendo en estos términos, como se ha
visto, una relacion clara entre ¢ y el paso de tiempo At que consideramos apropiado
para reproducir suficientemente bien el movimiento “real” de las particulas sobre la
esfera en las condiciones cuasiestaticas que hemos descrito anteriormente, bastaria
con utilizar cualquier criterio heuristico para su determinacion, exactamente igual que
se hace para la eleccion del paso de tiempo en la resolucion numérica de una ecuacioén
diferencial que dirija las variaciones temporales de sus variables. No obstante,
nosotros proponemos que ¢ se determine en base a criterios geométricos y se corrija
en funcion de la velocidad de convergencia del método en cada caso. Puesto que
nuestro criterio de convergencia se refiere a los dngulos que forman las fuerzas
actuantes sobre cada particula con las correspondientes normales a la esfera, podemos
hacer:

c= C(O!,I’l,ﬂmdx) = g(ﬂmax)h(a7n) (23)’

24



donde Pmax es el valor del mayor de los angulos a los que antes nos referiamos. El
coeficiente ¢ seria por lo tanto producto de dos factores: uno representado por la
funcion h, y que contendria toda la informacion geométrica referente a tamafio tipico
de las fuerzas actuantes y radio de influencia tipico de las particulas, y otro
representado por la funcion g, que sintetizaria toda la informacion sobre el estado de
la convergencia.

En cuanto a la funcidén h podemos empezar preguntandonos por el valor tipico
de las fuerzas actuantes sobre una particula situada en la esfera debida al resto de
particulas. Podemos obtener una buena aproximacion haciendo los siguientes
razonamientos: supongamos una cascara esférica de radio unidad uniformemente
cargada con una masa total M distribuida de manera continua sobre su superficie de
manera que la densidad de masa o sobre ella sea constante y de valor M/4xn. Si
obtenemos la magnitud del campo de fuerzas correspondiente a los distintos
potenciales que consideramos en un punto de esa esfera, entonces es razonable pensar
que en una distribucion discreta de n masas puntuales de magnitud M/n que se hallen
repartidas de manera mas o menos uniforme sobre ella cada una de esas masas se vera
sometida a una fuerza de magnitud aproximadamente igual a la de ese campo de
fuerzas. Consideremos, por lo tanto, la figura 16, en la que puede verse un corte
diametral de la esfera que contiene el punto de la misma donde nos interesa la
magnitud E del campo de fuerza.

Figura 16.

Esquema para el cdlculo aproximado de la
magnitud de las fuerzas actuantes sobre una
particula en la esfera a causa de otras particulas
bien distribuidas sobre ella (fuente: elaboracion

propia).

oc2madl z

T T AZ
Sea ahora el caso o=-1. Entonces tenemos E =J. ———= 2o I —3d6’.
0 r v 0 r

También es cierto que a=sinf, z=1-cosf y, por el teorema del coseno,
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2
r* =2(1-cos@), con lo cual se tiene en primer lugar que z = % y en segundo lugar

que 2rdr =2sin@d@, es decir, que rdr = ad@. Teniendo esto en cuenta nos queda

rdr—

B 2 2 2dr _2aM M
que E = 27[0'_[0 P 2720]() 5 2o = P (24).
Para el potencial logaritmico tendremos E = J'OEO-Z—WE = % (25), mientras
roor
que para el caso a=1 sera E = J: c2mdf= = %M (26) -la experimentacion numérica
r

confirma que estos resultados son extrapolables al caso de distribuciones de masa
discretas y mas o menos uniformes con notable exactitud desde los primeros valores
de n-.

Por otra parte, ya hemos visto al hablar de los puntos en espiral en la
introducciéon que el radio de influencia de cada particula en una distribucion

razonablemente homogénea es del orden de %
n

De acuerdo con todo esto, la fuerza que actuara sobre una particula de nuestro

sistema serd del orden de 5 para los potenciales electrostatico y logaritmico y del
2 . . . . .,
orden de En para el potencial asociado a la suma de distancias. La proyeccion de esa
fuerza sobre el tangente serd de magnitud sin f3, ) en los dos primeros casos y de
) . 2 . :
magnitud sin ,Bl.gn en el tercero -que, si suponemos que S, . es suficientemente

. ) n 2 .
pequefio, podemos aproximar por ﬂmE y ﬂmdxgn respectivamente-; nosotros

: . T, : :
impondremos que un valor de S, ., igual a By esté asociado a un desplazamiento en la
particula correspondiente de valor igual a su radio de influencia, es decir, de

. 2 .
aproximadamente T Esto se puede expresar asi:
n

3
c=g(f,.)4n ? sia=-106 0=0;

3

c=g(f,.,)3n *sia=1l,  (27)

donde g(E)Zl. En efecto, si consideramos por ejemplo el Gltimo caso, entonces si
V4 , : . .y
Boix = B} para la particula a la que le correspondiese ese angulo la proyeccion de la

. . 2 .
correspondiente fuerza seria del orden de En, y entonces, para esa particula

3
tendriamos Al = c%n = g(%)?m 2 %n :i, que es el radio de influencia de cada

37 n
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3
particula. De esta forma la funcion h queda definida como A(a,n)=4n * para los
3
potenciales electrostatico y logaritmico, y como #4(1,n) =3n 2 para el problema de la
suma de distancias. Naturalmente pueden existir muchas otras posibilidades cuya

consideracion resultaria interesante.

Ahora sélo falta definir la funciéon g en el intervalo [0,1). Nosotros
proponemos una ley formada por tres tramos rectos como la que puede verse en la
figura 17.

En estas condiciones, la expresion analitica de g en funcidon de los cinco
parametros K, Kj, K3, K4 y K5 a determinar es la siguiente:

K, -K
% mdx+K5 OSIBdeSKI
1
K,-K
g(ﬂmdx)z ﬁ(ﬁmdx_K1)+K2 Kl Sﬂma’x SKZ (28)
2 1
1-K /2
72.—4(ﬂma'x_K2)+K4 KZSﬂmdeE
~-K,
2
Figura 17.
La funcion g(B..4) (fuente: elaboracion propia).
E(Brmsz)
Ks

=

|
|
|
|
|
|
|
|
.
2 B

max

Dediquemos unas lineas a la interpretacion de la funcion g: su papel es el de
un intermediario modulador entre fuerzas y desplazamientos en un espacio
adimensionalizado en que los modulos de las fuerzas sin proyectar valen uno y los
radios de influencia de las particulas también —la informacion sobre los médulos y los
radios de influencia reales estd contenida en la funcioén h-. Puede resultar chocante el
hecho de que la funcion g crezca al disminuir B« en parte de su dominio. Lo que se
pretende conseguir con ello es un aumento de la velocidad de convergencia cuando ya
estemos muy cerca de la configuracion de equilibrio. En efecto, si tomamos por
ejemplo el potencial coulombiano, se tiene
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3
Al =dF | =8B )h(n=D]F,| = (B, )4n * sin B F |~
(29)

ammﬂi%m@§=gﬂmmm@j%

De esta expresion se deduce que g(Bmax)sinPi es el coeficiente que determina
en cada iteracion la magnitud del desplazamiento total que sufrira la particula i
expresada como tanto por uno del radio de influencia medio de todas las particulas.
Hacer K;=K,=0 y Ks=K4=Ks=1 equivale a imponer que ese tanto por uno viene dado
directamente por sinf};, lo cual es equivalente a decir que cerca de la solucion lo sera a
Bi. Esto puede ralentizar el avance hacia la solucién cuando estemos ya muy proximos
a ella. Si recuperamos la interpretacion fisica que nos ha traido hasta aqui, considerar
2(Bmax)=1 seria equivalente a tomar un paso de tiempo At fijo desde la primera
iteracion hasta la Gltima. En términos fisicos, eso quiere decir que cuanto mds cerca
estuviésemos de la solucion mas despacio nos moveriamos y mas iteraciones nos
costaria, hablando en términos numéricos, conseguir una cifra significativa correcta
mas en la solucion. Si K; y K, son lo suficientemente pequefios como para no
provocar inestabilidades en el esquema numérico —en términos fisicos, como para
permitir reproducir bien la continuidad de la trayectoria cuasiestatica seguida por las
particulas- entonces podemos permitirnos tomar pasos de tiempos mayores cuando
Bmax esté entre K; y Ko.

Dedicaremos las siguientes lineas a construir un soporte tedrico algo mas
riguroso y exhaustivo a nuestro método. Nos proponemos mostrar como el algoritmo
que acabamos de presentar es equivalente a obtener mediante razonamientos
geométricos una sucesion de posiciones proximas a las dadas por las trayectorias
cuasiestaticas que seguirian las particulas sobre la esfera en ciertas condiciones, y que,
como veremos, no son mas que las trayectorias limite de una serie de trayectorias
dindmicas. Para conseguirlo debemos empezar considerando el siguiente problema de
mecanica celeste: dado un conjunto de n particulas de masa unidad dispuestas sobre la
esfera ° y obligadas a permanecer en ella en todo instante, cada una de las cuales
genera en todo el espacio R’ un campo vectorial de fuerzas conservativo —y, por tanto,
derivado de un potencial de energia- y tiene en el instante t=t, una velocidad
compatible con las restricciones impuestas, describir la evoluciéon temporal de su
movimiento a partir de to.

Obsérvese que hablamos de masa de las particulas en lugar de, por ejemplo,
carga eléctrica. Este hecho puede resultar paraddjico, especialmente si tenemos en
cuenta que el enunciado definitivo de nuestro problema provenia de realizar ciertas
reflexiones sobre el comportamiento eléctrico de la materia. La razoén es muy sencilla:
nos interesara manejar Unicamente dos tipos de energia, la cinética E. y la potencial
E,, de manera que la energia mecanica total Er almacenada en el sistema sea en cada
instante la suma de esas dos. La introduccién de otros tipos de energia, como por
ejemplo la magnética no haria sino complicar inttilmente las ecuaciones del
movimiento. Se podria argumentar que la consideracion de fendmenos como el
magnético haria mas realista el movimiento de las particulas; es posible que si, pero
no tenemos el menor interés en que el movimiento de nuestras particulas reproduzca
fielmente el de un conjunto de cargas eléctricas depositadas sobre la esfera con una
cierta velocidad de partida. La razon es muy simple: el fendmeno magnético va, segin
las ecuaciones de Maxwell [9] [20], indisolublemente asociado al eléctrico, que a su
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vez va ligado al potencial coulombiano, es decir, al caso o=-1, pero carece en
principio de sentido fisico hablar de magnetismo asociado a los campos de fuerzas de
otros potenciales. Identificando cada particula con una masa eléctricamente neutra
reducimos el movimiento a uno de tipo gravitatorio, s6lo que los campos de fuerzas
que consideraremos seran los debidos a los potenciales que nos ocupan Yy
corresponderdn a wuniversos virtuales en que las masas no interaccionan
necesariamente segun la famosa ley del inverso de los cuadrados de las distancias,
siendo ademas las fuerzas gravitatorias repulsivas. En cualquier caso, tratandose de un
problema de gravitacion o de mecénica celeste , el magnetismo queda fuera de toda
consideracion. Todo esto puede parecer un tanto artificioso, pero en breve se vera su
utilidad.

Analicemos detenidamente el movimiento de un sistema parecido a los que
acabamos de describir, s6lo que mucho mas sencillo: un péndulo. Sean, pues, dos
masas unitarias puntuales de las cuales una se mantiene fija y la otra tiene su
movimiento restringido (por ejemplo, mediante una barra de masa nula y longitud 1
constante que puede girar libremente con respecto de uno de sus extremos) a una
circunferencia y que se repelen segun fuerzas soportadas por la recta que las une y
cuyo moédulo disminuye con el cuadrado de la distancia r(t) que las separa, y sea su
posicion inicial la que muestra la figura 18. Supongamos también, para mayor
simplicidad, que la velocidad inicial de la segunda particula es nula.

Figura 18.

Esquema de un sistema de dos particulas
interactuantes tales que la primera se
mantiene fija y la siguiente estd restringida a
moverse sobre una circunferencia (fuente:
elaboracion propia).

Estas condiciones corresponden al potencial 1/r y, por tanto, a una fuerza
repulsiva de modulo 1/r. Luego en cada instante la energia potencial del sistema —a
partir de ahora trabajaremos siempre con las definiciones de energia propias de la
fisica, que, como ya hemos dicho, corresponden a la mitad de la definicién dada en la
introduccion (ver Anexo 1)- es En(t)=1/r(t) y su energia cinética es E(t)=v(t)/2,
siendo v, el modulo del vector velocidad de la particula 2. Por supuesto, la energia
total del sistema serd E1(t)=E(t)+Ec(t).

El movimiento de este sistema resulta totalmente intuitivo. En ty actiia sobre 2
una fuerza de médulo 1/r(t)* a causa de la existencia de 1. La barra que restringe su
movimiento absorbe, por su parte, la componente de esa fuerza segiin su direccion.
Subsiste, no obstante, una componente no equilibrada segin la perpendicular a la
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misma (fig 18). Luego, segin la segunda ley del movimiento de Newton, la particula
2 resultara acelerada a favor de esa componente y se movera. En un instante posterior
2 se hallard en una posicion inferior y tendra una velocidad de modulo v,(t) no nulo.
En ese instante 1 ejercera sobre ella una fuerza de médulo 1/r(t)’<1/r(ty)*. La barra
absorberd nuevamente la correspondiente componente de la misma y ejercera también
sobre 2 una fuerza centripeta de moédulo v,*(t)/1 (ver Anexo 2) que, sumada
vectorialmente a la componente no equilibrada de la que ejerce 1, sera responsable de
una nueva aceleracion de la particula.

Asi, vo(t) y r(t) aumentaran hasta que la particula 2 pase por el punto mas bajo
de su trayectoria , momento en que la componente no equilibrada de la fuerza que
sobre ella ejerce 1 es nula, y r y v, son maximas. A partir de entonces las fuerzas no
equilibradas tenderan a frenar la particula hasta conseguir detenerla en una posicion
simétrica a la de partida. Después el movimiento se invertird hasta recuperar dicha
posicion y el ciclo volvera a empezar.

Nos interesa observar varias cosas: en primer lugar, que el trabajo realizado
por las fuerzas ejercidas por la barra es nulo en todo instante y que, por lo tanto,
dichas fuerzas ni aportan ni consumen energia; en segundo lugar, que cuando v, —y,
en consecuencia, Ec(t)- se incrementa r(t) lo hace también —y que entonces E(t)
disminuye- y viceversa, de donde se deduce que maximos para E.(t) corresponden a
minimos para E,(t); en tercer lugar, que si la posicion inicial de las particulas
correspondiese a la de minima energia potencial no habria movimiento, siendo esa
posicidn, por tanto, de equilibrio estatico.

Todo esto lo resume el conocido Teorema de las Fuerzas Vivas [9] [20] [21]
[22], segtn el cual en un sistema sometido a fuerzas conservativas su energia total

. 1 1 1,
debe conservarse; en nuestro caso esto se escribe —— =——+—v; (¢).

r0) r@) 2

Es una consecuencia directa de este teorema que un sistema de particulas
interactuantes segin fuerzas conservativas con ciertas restricciones en sus grados de
libertad debe oscilar indefinidamente alcanzando periddicamente posiciones de
minima energia potencial y maxima energia cinética. Es obvio que un sistema como el
de n masas interactuantes segun fuerzas repulsivas conservativas dependientes s6lo de
sus distancias dos a dos y restringidas a S°, donde esas distancias no pueden aumentar
indefinidamente, debe presentar un movimiento oscilatorio de intercambio continuo
de energia potencial y energia cinética.

Luego parece que si conseguimos reproducir suficientemente bien el
movimiento de estas particulas para diferentes nucleos y representamos en funcion del
tiempo la energia potencial de las distintas configuraciones recorridas, aquellas que
correspondan a minimos serdn presumiblemente buenas soluciones para nuestro
problema. Para conseguirlo podemos intentar escribir las ecuaciones diferenciales que
rigen el movimiento de esas particulas sobre la esfera. Esto, aunque no es trivial, es
posible. No nos entretendremos aqui describiendo la forma en que se puede deducir la
expresion final —que resulta un tanto compleja- de esas ecuaciones. Todo ello se
encuentra totalmente desarrollado en el Anexo 3. Si que enunciaremos, no obstante,
sus principales ventajas e inconvenientes. En primer lugar cabe observar que esas
ecuaciones son en si mismas un resultado interesante, con independencia de que sean
suficientemente apropiadas para dar solucidon a nuestro problema, cosa que, como
veremos, es discutible. Y lo es en primer lugar porque por el hecho de estar escritas en
términos de un sistema de coordenadas global que parametriza la esfera —las nuestras
estan escritas en funcion de las coordenadas esféricas de cada particula- presentan una
serie de limitaciones, a saber, las propias de ese sistema coordenado: la proximidad a
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los polos, el meridiano cero, etc. Ademads, solo hace falta echar un vistazo a esas
ecuaciones para comprender que cualquier solucién analitica de las mismas es
inalcanzable, por lo cual es necesario elegir un método de resolucion numérica. A
priori, en este sentido, tenemos tres primeras alternativas para un sistema de
ecuaciones como el que nos ocupa, todas basadas en el desarrollo en diferencias de las
derivadas que figuran en ella: escoger un método de diferencias hacia delante,
explicito, barato, con orden de precision lineal y condicionalmente estable, es decir, el
método de Euler; escoger un esquema de diferencias centradas, implicito, con orden
de precision cuadratica e incondicionalmente estable, pero de coste elevado, como el
método de Cranck-Nicolson, o bien escoger un esquema de diferencias hacia atras,
también implicito e incondicionalmente estable, aunque con orden de precision sélo
lineal, y de coste comparable al de diferencias centradas, o sea, el método de Euler
hacia atras. Una buena descripcion de todos estos métodos, por lo demas muy
conocidos, y de sus propiedades puede encontrarse en [23]. En nuestro caso puede
decirse que cualquier método implicito queda, en la practica, excluido desde el
principio; en efecto, nuestra intencion es dar respuesta a situaciones con n grande, lo
que representaria tener que resolver en cada iteracion un sistema de ecuaciones
implicitas tremendamente duro y de orden 4n. El método explicito o de Euler es, por
el contrario, y a pesar de los defectos que ya hemos comentado, facilmente
implementable. Por otra parte, su coste, a pesar de ser muy inferior al de un método
implicito, tampoco es tan bajo como nos gustaria, pues requiere en cada iteracion la
evaluacion de 4n expresiones plagadas de funciones trigonométricas y exponenciales
compuestas de forma sumamente incomoda. En el Anexo 3 se puede ver el esquema
numérico correspondiente a este método para nuestras ecuaciones diferenciales, asi
como una coleccion de distintas soluciones obtenidas con ¢l para el caso n=3. Aqui,
mas que entrar en los detalles del calculo, nos interesa resumir brevemente las
principales conclusiones que se derivan del analisis de esas soluciones. La mas
importante es la siguiente: el movimiento de un conjunto de masas interactuantes y
restringidas a permanecer sobre la esfera de radio uno resulta en general sumamente
complejo; tanto que para un caso genérico resulta altamente improbable que seamos
capaces de captar numéricamente las posiciones de equilibrio estatico. Como puede
verse en dicho Anexo, las soluciones consisten en una complicada superposicion de
movimientos oscilatorios, de manera que aunque los minimos de energia potencial se
suceden con cierta frecuencia no se trata mas que de minimos locales en el tiempo que
en la inmensa mayoria de las veces no coinciden con minimos locales en la posicion,
es decir, con posiciones de equilibrio estatico del sistema.

Sin embargo hay una forma sumamente simple de eliminar las oscilaciones
indefinidas y de hacer tender las posiciones de las particulas a posiciones de equilibrio
estatico aprovechando las ecuaciones diferenciales del movimiento: se trata de hacer
intervenir fuerzas no conservativas en el sistema. Mas concretamente nos interesan las
fuerzas disipativas, también conocidas como fuerzas de rozamiento o fuerzas
viscosas, que consuman parte de la energia mecénica total del sistema. Como la
energia potencial depende solo de la configuracion geométrica del sistema, ese
consumo de energia mecanica debera ser a costa de la energia cinética del mismo y
sera irreversible, con lo cual el movimiento de las particulas se ird amortiguando
lentamente hasta detenerse —a efectos numéricos- en una posicion que por fuerza si
debe corresponder a una de equilibrio estatico y de minimo local de energia potencial
en la posicion. La introduccion de esas fuerzas en las ecuaciones no reviste la menor
complejidad; basta con considerar que en cada instante actia sobre cada particula una
fuerza viscosa proporcional en modulo al vector velocidad, de su misma direccion y
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de sentido contrario. La constante de proporcionalidad se llama coeficiente de
rozamiento o de amortiguamiento y en funciéon de su valor el comportamiento del
sistema sera subcritico o infraamortiguado, critico o supracritico o sobreamortiguado.
Para una descripcion detallada de la manera como incluir esas fuerzas en las
ecuaciones diferenciales del movimiento y en el esquema de resolucion numérico
puede consultarse el Anexo 3. Asimismo, también se podran hallar alli algunas
soluciones obtenidas, también para el caso n=3, con esta nueva concepcion de la
mecanica del movimiento de las particulas. Como se verd, los resultados resultan
completamente satisfactorios; el método es capaz de calcular una posicion de
equilibrio estatico con tanta precision como queramos. El amortiguamiento mejora,
por tanto, la estabilidad del método, y tiende a eliminar todos los errores numéricos
acumulados desde el principio del movimiento. Noétese que a medida que se
incrementa el coeficiente de amortiguamiento las trayectorias de las particulas varian
y los tiempos necesarios para alcanzar la posicion de equilibrio son mayores. Si
dibujaramos sobre la esfera la sucesion de trayectorias seguidas por las particulas
desde sus posiciones iniciales a las de equilibrio para diferentes valores del
coeficiente de amortiguamiento, veriamos que para valores de ese coeficiente que
superasen un cierto umbral esas trayectorias serian practicamente indistinguibles.
Intuitivamente, esto sugiere la existencia de unas trayectorias limite que dependen
solo de las posiciones iniciales de las particulas y corresponden a un valor infinito del
coeficiente de amortiguamiento. Pues bien: si la trayectoria dindmica seguida por una
particula puede obtenerse como la envolvente de sus vectores de velocidad, entonces
no es dificil darse cuanta de que la trayectoria cuasiestatica —es decir, la trayectoria
que se obtiene como limite cuando se hace tender a infinito el coeficiente de
amortiguamiento- es la envolvente de los vectores de fuerza —de todas las fuerzas
menos las viscosas- que act@ian sobre cada particula, puesto que una viscosidad
infinita supone la eliminacidn instantanea de la inercia acumulada de las particulas
(para mas detalles véase el Anexo 3). La trayectoria cuasiestatica tarda un tiempo
infinito en recorrerse, pero su determinacion es una cuestion puramente geomeétrica,
ya que las fuerzas que actuan sobre cada particula en cada posicion del sistema son
conocidas. Llegados a este punto, estd claro que nuestro método no es mas que un
método de integracion numérica de esas trayectorias cuasiestaticas. La exactitud con
que consigamos reproducirlas dependera de los coeficientes ¢ que queramos utilizar,
aunque, dado que nuestro objetivo no es mas que capturar el punto final de esa
trayectoria, podremos permitirnos ciertas licencias en ese sentido. De esta forma
nuestro método consigue obviar cualquier consideraciéon temporal y, con ello, las
limitaciones que nos encontramos al abordar el problema desde el punto de vista de la
resolucion de una ecuacion diferencial, que podriamos resumir en dos: las
incoherencias propias del sistema de coordenadas y el elevado coste computacional —
incluso en el mejor de los casos-. El algoritmo, como hemos visto, elimina
completamente el primero de esos inconvenientes e introduce una mejora sumamente
importante en relacion al segundo.

Otra interpretacion en la que si interviene el concepto de tiempo es la que ya
hemos dado durante la presentacion del método: podemos imaginarnos un sistema de
particulas sobre las que no act@ian fuerzas viscosas que dejamos libre a partir del
reposo y s6lo dejamos mover durante un tiempo At, pasado el cual obligamos a las
particulas a detenerse —en realidad, seria necesaria la actuacion de fuerzas externas al
sistema para que se detuviese su movimiento; estas fuerzas pueden verse también
como fuerzas viscosas- para volver a liberarlas nuevamente desde el reposo.
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Légicamente, en este caso la trayectoria seguida por cada particula es también la
envolvente de los vectores de fuerza que actian sobre ella en cada instante.

Resumen de los resultados obtenidos con el nuevo metodo:
Tablas de energias:

A continuacion ofrecemos una lista de la tabla de energias obtenida con el
método descrito en el apartado anterior para todos los valores de n comprendidos
entre 3 y 200 y para los casos a=-1, a=0 y a=1. Las expresiones de las energias
potenciales son las que se definieron en las formulas (6), (7) y (8) —nos permitimos
recordar al lector que, como quedo establecido cuando se presentaron dichas
expresiones, el objetivo es minimizar los valores de energia correspondientes a los
potenciales electrostatico y logaritmico y maximizar los correspondientes al problema
de la suma de distancias-. Obsérvese que con esas definiciones las diferentes energias
tienden en todos los casos a valores no acotados conforme n aumenta. En el caso a=-1
nos interesard utilizar también otra medida de la energia potencial de sistemas
discretos mas apropiada para el andlisis de comportamientos asintoticos; puede
demostarse que en el caso del potencial coulombiano la energia potencial /(—1,7n)de

- . 2
(6) multiplicada por la cantidad ﬁ debe tender vagamente conforme n crece al
n(n—
valor de la capacidad electrostatica de una esfera cargada de manera continua con una
carga total unitaria, que no es otro que la unidad. Ademas, esas energias potenciales

tienden a su limite inferiormente. Pues bien: al valor de la energia potencial /(-1,®,)

proporcionado por una distribucion discreta @, de puntos multiplicado por 1)
n(n—
lo denominaremos valor corregido de la energia potencial coulombiana de la
distribucion. Nos interesa obtener esos valores corregidos para comprobar si las
distribuciones calculadas con nuestro algoritmo presentan la vaga tendencia a la
unidad que deberian si estuvieran razonablemente cerca de las soluciones de minimo
global. No obstante, para que no haya ninguna duda con respecto a cual es
exactamente la cantidad que figura en cada celda se la expresa analiticamente al
principio de cada columna. Siempre se ha considerado que se alcanza la convergencia
cuando el mayor de los angulos B no excede la cantidad 107 y no se ha utilizado la
técnica antes descrita de adaptacion del paso de tiempo al estado global de la
convergencia, sino que se ha utilizado un coeficiente multiplicador ¢ constante en
todas las iteraciones. En cuanto a las posiciones de partida el procedimiento ha sido el
siguiente: partimos de dos cargas situadas en los polos, de las cuales la
correspondiente al polo norte se mantendra fija durante todo el proceso; la posicion de
partida para n=3 est4 constituida por esas dos cargas mas una tercera situada sobre el
ecuador en el meridiano cero; la posicion de partida para n=4 es la de equilibrio

, : > V4
hallada para n=3 mas una cuarta carga situada sobre el ecuador y en el meridiano >

y asi sucesivamente. El tiempo total de calculo necesario para la obtencion de la tabla
completa y de las coordenadas de los puntos de las distribuciones correspondientes ha
sido de aproximadamente un dia y medio con un procesador tipo PENTIUM IV de
2.53GHz.
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Tabla 1.

Compendio de energias potenciales

3 < n <200 (fuente: elaboracion propia)

obtenidas

con el nuevo método para

n 1 2 1 S 1o 1 Dl —x j‘
e —x | | DS x| | G x| | e
3 1.732050808 | 0.577350269  -1.647918433 5.127839901
4 3.674234614 0.612372436  -2.942487759 9.797958971
5 6.474691495 0.647469149  -4.420507155 15.6814338
6 9.985281374 0.665685425  -6.238324625 22.97056275
7 14.45297741 0.68823702  -8.182477863 31.53092572
8 19.67528786 0.702688852  -10.42801778 41.47309107
9 25.75998653 0.715555181 -12.88775273 52.74363416
10  32.71694946 0.727043321 -15.56312339 65.34974039
11 40.59645051 0.738117282  -18.42047972 79.2747386
12 49.16525306 0.744928077  -21.60614523 94.58291523
13  58.85323061 0.754528598  -24.86672188 111.1704004
14 69.3063633 0.761608388  -28.40781301 129.1203841
15  80.67024411 0.768288039  -32.14787628 148.4006234
16 92.9116553 0.774263794  -36.10615216 169.0191202
17  106.0504048 0.779782388  -40.27306696 190.9722768
18  120.0844674 0.7848658  -44.65028726 214.2610107
19  135.0894676 0.789996886  -49.19989156 238.8723149
20 150.8815683 0.794113518  -54.01112997 264.836151
21 167.6416224 0.79829344  -59.00091213 292.1256432
22  185.2875361 0.802110546  -64.20600776 320.7529275
23 203.9301907 0.806048184  -69.57838259 350.7030559
24 223.3470741 0.809228529  -75.21398479 382.0048404
25 243.8127603 0.812709201 -80.99750998 414.6246381
26  265.1333263 0.81579485  -87.00942306 448.5856407
27 287.302615 0.818525969 -93.2519864 483.8883075
28  310.4915424 0.821406197  -99.65860938 520.5148762
29  334.6344399 0.824222758  -106.2545712 558.472198
30 359.6039459 0.826675738  -113.0892555 597.77297
31 385.5308381 0.829098576  -120.1103466 638.4029308
32 412.2612747 0.831171925  -127.3788676 680.3788933
33  440.2040574 0.833719806  -134.7478208 723.6646588
34  468.9048533 0.835837528  -142.3758523 768.2980341
35 498.5698725 0.837932559  -150.1920585 814.2622568
36  529.1224084 0.839876839  -158.2240684 861.5639513
37  560.6279731 0.841783743  -166.4473062 910.1970968
38  593.0489435 0.843597359  -174.8761457 960.1653569
39 626.389009 0.845329297  -183.4934373 1011.468379
40 660.7412143 0.847104121 -192.3376899 1064.104221
41 695.9167443 0.848678957  -201.3592066 1118.072491
42 732.0781075 0.850264933  -210.5845116 1173.375393
43  769.1908465 0.851817106 -220.003477 1230.010677
44  807.1742631 0.85324975  -229.6418015 1287.983872
45 846.1884011 0.854735759  -239.4536983 1347.286313
46 886.170216 0.856203107  -249.4546504 1407.920198
47  927.0722246 0.857606128  -259.6617599 1469.887766
48  968.7134553 0.858788524 -270.11795 1533.201033
49 1011.557183 0.860167672  -280.7019031 1597.833365
50 1055.182315 0.861373318  -291.5286007 1663.807762
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51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104

1099.81929
1145.418964
1191.92229
1239.373201
1287.777261
1337.095348
1387.383229
1438.618251
1490.790773
1543.8351
1597.94183
1652.928594
1708.879682
1765.802578
1823.66796
1882.441525
1942.1227
2002.882948
2064.539449
2127.13629
2190.649906
2255.001191
2320.633884
2387.075167
2454.369689
2522.794636
2591.850152
2662.047213
2733.273672
2805.355876
2878.52283
2952.573686
3027.541377
3103.50943
3180.361443
3258.236361
3337.00075
3416.720197
3497.459222
3579.091223
3661.713699
3745.322183
3829.844338
3915.352161
4001.818941
4089.15401
4177.5336
4266.82618
4357.139163
4448.475385
4540.590052
4633.736566
4727.836617
4823.04488

0.862603365
0.863815207
0.864965378
0.866088889
0.867190075
0.868243733
0.869287738
0.870307472
0.871297939
0.87222322
0.873192257
0.874102905
0.875002397
0.875894136
0.876763442
0.877595117
0.87839109
0.879228686
0.880025341
0.880801776
0.881549258
0.882238338
0.883041813
0.88377459
0.884457546
0.8851911
0.885799779
0.886462608
0.887138485
0.887770847
0.888432972
0.889061634
0.889668345
0.890278092
0.890857547
0.891446337
0.892007685
0.892560135
0.893120332
0.893655736
0.89419138
0.894725796
0.895241781
0.895756614
0.896264041
0.8967443
0.897236598
0.89771222
0.898194014
0.898681896
0.899126743
0.899579997
0.900026007
0.900493816

-302.5336735
-313.7323719
-325.1361679
-336.7454644
-348.5379975
-360.5458992
-372.7412006
-385.1328298
-397.7242154
-410.5331628

-423.507636
-436.7039792
-450.0812392

-463.654433
-477.4264261

-491.406919
-505.5926125
-519.9466423
-534.5065471
-549.2750558
-564.2316947
-579.4203458
-594.7286984
-610.2670368
-626.0234627
-641.9631505
-658.1178098
-674.4529942
-690.9695163
-707.6782414
-724.5896967
-741.7152655
-759.0325205
-776.5454316
-794.2503123
-812.1491882
-830.2404925
-848.5424605
-867.0425164
-885.7318218
-904.6144124
-923.6866864
-942.9639581
-962.4391321
-982.1026783
-1001.940623
-1022.023978

-1042.28469

-1062.72667
-1083.377141
-1104.208758
-1125.246489

-1146.48126
-1167.915837

1731.111978
1799.749277
1869.721471
1941.028321
2013.666279
2087.64119
2162.947618
2239.587372
2317.561424
2396.8717
2477.510554
2559.487476
2642.79469
2727.435317
2813.40967
2900.719858
2989.364524
3079.338281
3170.647315
3263.290941
3357.267031
3452.582333
3549.219063
3647.194637
3746.506709
3847.150292
3949.13017
4052.441073
4157.084302
4263.059828
4370.370662
4479.014656
4588.991255
4700.303953
4812.948501
4926.927165
5042.237897
5158.884375
5276.864357
5396.176935
5516.822641
5638.799405
5762.112033
5886.759657
6012.73972
6140.053339
6268.699217
6398.68012
6529.992427
6662.637292
6796.617255
6931.932549
7068.57995
7206.561397
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105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158

4919.017021
5015.984596
5113.953548
5212.813508
5312.73508
5413.701147
5515.4275
5618.162819
5721.89607
5826.556313
5932.205117
6038.832161
6146.432614
6254.981356
6364.363809
6474.773471
6586.209569
6698.552514
6811.84118
6926.226064
7041.480302
7157.704611
7274.977344
7393.117915
7512.146241
7632.172717
7753.244738
7875.206462
7998.254029
8122.148228
8247.124084
8373.010259
8499.534495
8627.40639
8756.268314
8885.980609
9016.681848
9148.33129
9280.889804
9414.503248
9548.958745
9684.583683
9821.028024
9958.634606
10096.85991
10236.3038
10376.57147
10517.95834
10660.25436
10803.50742
10947.60069
11092.83984
11238.98529
11386.04863

0.900918868
0.901344941
0.9017728
0.902183023
0.902605348
0.903036054
0.903427928
0.903822847
0.904218722
0.904604303
0.904989339
0.905372138
0.905751932
0.90612507
0.906475404
0.906831018
0.907191401
0.907539969
0.907882338
0.908238403
0.908578104
0.908914871
0.909258511
0.909586358
0.909901434
0.910217378
0.910539605
0.910849695
0.911170429
0.911474383
0.91178818
0.912092621
0.912358791
0.912663323
0.912967189
0.913255972
0.91354426
0.913827918
0.914103201
0.914384542
0.914651221
0.914934689
0.915201568
0.915483968
0.915731898
0.91600034
0.916253551
0.916517806
0.916774541
0.917028047
0.917268595
0.917521905
0.917767866
0.918007629

-1189.518732
-1211.331828
-1233.342846
-1255.571132
-1277.966927
-1300.554054
-1323.339743
-1346.366614
-1369.533952
-1392.905984
-1416.483294
-1440.255067
-1464.223367
-1488.386
-1512.751213
-1537.307459
-1562.056671
-1586.988186
-1612.134775
-1637.47363
-1662.990684
-1688.71422
-1714.636243
-1740.740801
-1767.0672
-1793.580926
-1820.270651
-1847.15126
-1874.253331
-1901.545019
-1929.028304
-1956.685635
-1984.556625
-2012.654079
-2040.879992
-2069.337593
-2097.98423
-2126.828916
-2155.888905
-2185.142441
-2214.567211
-2244.156022
-2273.999529
-2304.007293
-2334.212382
-2364.602766
-2395.185472
-2426.016562
-2457.015182
-2488.190876
-2519.564205
-2551.131607
-2582.895032
-2614.859812

7345.872614
7486.519253
7628.499045
7771.816117
7916.462521
8062.442804
8209.759347
8358.403098
8508.385867
8659.699075
8812.347697
8966.329013
9121.645063

9278.29191
9436.273645
9595.590435
9756.238905
9918.220304
10081.53498
10246.18345
10412.16531
10579.48099
10748.12976
10918.11152
11089.42879

11262.0773

11436.0606
11611.38047
11788.02638
11966.00764
12145.32701
12325.97693
12507.96005
12691.27525
12875.92362
13061.90511
13249.22225
13437.87219
13627.85255
13819.16908
14011.82355
14205.80739
14401.12404
14597.77295
14795.75558
14995.07263
15195.72338
15397.70756
15601.02388
15805.67611
16011.65886
16218.97605
16427.62642
16637.60966
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159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200

11534.02396
11683.05481
11833.29506
11984.24147
12136.21936
12289.03571
12442.84154
12597.75692
12753.62645
12910.44393
13068.13981
13226.81819
13386.38725
13547.06085
13708.69586

13871.3773

14035.2467
14199.35989
14365.07069
14531.40629
14698.81178
14867.17705
15036.70087
15206.86194
15378.30292
15550.57191
15723.77347
15898.03125
16073.38268
16249.60968
16426.44086
16604.73304
16783.71112
16963.65423
17144.79724
17326.80321
17509.66364
17693.59211
17878.61408
18064.46627
18251.27274
18438.92537

0.918240901
0.918479151
0.918734089
0.918966449
0.919201648
0.919425087
0.919648303
0.919880024
0.920108682
0.920333899
0.920550846
0.920767017
0.920976075
0.921192768
0.921407169
0.921624961
0.921855284
0.922036357
0.922256721
0.922453266
0.922654685
0.922853944
0.923063282

0.92325068
0.923455409
0.923650031
0.923840979
0.924035527
0.924235678
0.924428813
0.924599846
0.924797162
0.924977191
0.925155663
0.925345274
0.925527654
0.925702545
0.925881324
0.926065165
0.926240387
0.926413519
0.926579165

-2647.029226
-2679.353523
-2711.912424
-2744.647574
-2777.581134
-2810.702656
-2844.028737
-2877.537502
-2911.286871
-2945.191912
-2979.265967
-3013.583841
-3048.075185
-3082.7552
-3117.641073
-3152.72562
-3187.990964
-3223.465874
-3259.111987
-3294.97242
-3331.005435
-3367.258187
-3403.718131
-3440.355701
-3477.159794
-3514.194374
-3551.399037
-3588.818484
-3626.415349
-3664.225323
-3702.223451
-3740.422968
-3778.791076
-3817.370125
-3856.141808
-3895.091908
-3934.250345
-3973.591615
-4013.133885
-4052.921706
-4092.845113
-4132.986984

16848.92806
17061.57947
17275.56329
17490.88267
17707.53119
17925.51617
18144.83534
18365.48359
18587.4691
18810.7889
19035.43777
19261.4233
19488.74106
19717.39295
19947.37676
20178.69209
20411.34596
20645.33148
20880.64987
21117.30223
21355.28652
21594.604
21835.25712
22077.24317
22320.56123
22565.21404
22811.19859
23058.51554
23307.17196
23557.15414
23808.47096
24061.12473
24315.10964
24570.43023
24827.08268
25085.06656
25344.38538
25605.03811
25867.02372
26130.34235
26394.99305
26660.9784

Como puede verse, los resultados obtenidos o bien coinciden exactamente con
los obtenidos por Zhou o bien difieren de €éstos en no mas de algunas centésimas o
milésimas en la mayoria de los casos salvo contadas excepciones de la tltima mitad
de la tabla en que dichas diferencias, a pesar de no superar nunca el valor de una o dos
décimas, son algo mayores. La principal conclusion que se puede extraer de estos
hechos es que el método funciona bien, solo que, igual que cualquier otro método que
tenga por objetivo final la minimizacion de una funcion, puede quedar atrapado en
posiciones de minimo local. Como ya comentamos en la introduccidn, esto también le
pas6 a Zhou utilizando el algoritmo BFGS, encontrando para algunos n hasta
cincuenta posiciones de minimo local con diferencias de energia no superiores al
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0.045% vy siendo en ocasiones necesarias hasta mil configuraciones de partida
diferentes para encontrar el valor que finalmente incluy6 en su tabla como candidato
probable a minimo global. Evidentemente, nuestro método también permite hacer
este tipo de pruebas; si quisiéramos reproducir exactamente todos los resultados de la
rabla de Zhou bastaria con tomar los casos en que hemos detectado diferencias y
repetir los célculos correspondientes con multitud de nuevas posiciones iniciales. El
calculo podria agilizarse si exigimos una tolerancia mayor, por ejemplo de 10” o
incluso de 10™, para decidir convergencia, puesto que sélo con eso ya llegariamos a
apreciar si se produce alguna mejora en las centésimas o en las décimas que no
coinciden.

Por lo tanto, nuestro método cuenta con la limitaciéon de poder quedar atrapato
en posiciones de minimo local, igual que cualquier método de optimizacion aplicado a
funciones con gran cantidad de extremos locales muy cercanos; sin embargo, su
principal ventaja es su minimo coste computacional, que nos permite calcular buenas
configuraciones de equilibrio para valores de n realmente grandes. Como primera
prueba de que eso es cierto, empezamos ofreciendo una ampliacién de las tablas de
energias para n=50-i, i=5,...,20. La tolerancia angular exigida ha sido 5-10°. El
tiempo total de céalculo ha sido de algunas horas con el mismo procesador de antes.
Las configuraciones de partida han sido los puntos en espiral correspondientes a cada
n de la tabla. M4s adelante mostraremos figuras correspondientes a las distribuciones
en equilibrio cuyas energias corresponden a esas nuevas tablas. Para que el lector
pueda hacerse una idea de la bondad de esas soluciones, en la tabla se muestra
también el valor de las energias predichas por el grupo de Zhou a partir de la
extrapolacion de sus resultados hasta n=200. Como ya se ha indicado en la

introduccion, esos valores se obtienen de las expresiones
2 3 1

I(~Ln)= f(~1,n) = ”7 —0.55230n2 +0.0689n2
1 4, 1
10.m) = f(0.n) =~ log()n’ ~ nlogn —0.026422n +0.13822

1 1

ILn)= f(,n) = %nz —0.40096n2 —0.188n 2

Tabla 2.

Ampliacion de la tabla de energias para n=501, i=1,...,20
en el caso del potencial coulombiano (busqueda de
minimos). Se presentan también las energias corregidas y
los valores predichos por el grupo de Zhou (fuente:
elaboracion propia).

n y 2 g 1 f(-1,n)

X, - x/‘ n(n—l)lgqy‘xl —x/‘ (Zhou)

250 29068.14541 0.933916 29067.93197
300 42132.18165 0.939402 42131.3584
350 57635.27101 0.94368 57634.8836
400 75583.07325 0.947156 75582.978
450 95979.23501 0.950054 95979.23807
500 118826.6156 0.952518 118826.6389
550 144127.5037 0.954645 144127.6951
600 171884.9628 0.956511 171884.5686
650 202097.8936  0.95815 202099.1441
700 234772.9766 0.959628 234773.0838

1<i<j<n
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750 269906.8163 0.96095 269907.8681
800 307503.3707 0.962151 307504.8264
850 347565.4057 0.963252 347565.1612
900 390089.0848 0.964254  390089.967
950 435078.63 0.965179 435080.2458
1000 482534.4125 0.966035 482536.9193
Tabla 3.
Ampliacion de la tabla de energias para n=100-i,
i=1,...,20 en el caso del producto de distancias
(busqueda de minimos para la energia
logaritmica).. Se presentan también los valores
predichos por el grupo de Zhou (fuente:
elaboracion propia).
n S 1o 1 f(0,n)
i<z % —xj‘ (Zhou)
250 -6387.350132 -6386.96303
300 -9127.084768 -9126.661251
350 -12351.91826 -12351.32051
400 -16061.32829 -16060.63956
450 -20255.17653 -20254.39315
500 -24933.28734 -24932.40646
550 -30095.53072 -30094.53981
600 -35741.7491 -35740.67905
650 -41871.95035 -41870.72911
700 -48485.83874 -48484.60962
750 -55583.66364 -55582.25169
800 -63165.01475 -63163.59566
850 -71230.1483 -71228.58935
900 -79778.90636 -79777.18671
950 -88811.0889 -88809.34682
1000 -98326.87167 -98325.03308
Tabla 4.
Ampliacion de la tabla de energias para n=100-i,
i=1,..,20 en el caso de la suma de distancias
(busqueda de maximos).. Se los valores predichos
por el grupo de Zhou (fuente: elaboracion
propia).
n X =X, f(1)
IZ,:‘ ’ " (Zhou)
250 41660.30675 41660.31504
300 59993.03538  59993.04431
350 81659.14504  81659.15534
400 106658.6299  106658.6381
450 134991.4766  134991.4855
500 166657.6855  166657.6925
550 201657.25 201657.2553
600 239990.149  239990.1709
650 281656.4214  281656.4368
700 326656.0325  326656.0512
750 374988.9897  374989.0124
800 426655.3018  426655.3192
850 481654.9458  481654.9703
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900 539987.9356  539987.9649
950 601654.2716  601654.3021
1000 666653.9475  666653.9813

A continuacion ofrecemos dos ampliaciones mas: la primera contiene tres
tablas con los valores de energia obtenidos en las mismas condiciones que para las
tablas anteriores para n=100-1, i=11,...,20 y las extrapoladas por Zhou; la segunda
muestra —en otras tres tablas- algunas energias obtenidas también en las mismas
condiciones para n=2000-, i=2,...,5 y las extrapoladas por Zhou. Los tiempos de
calculo han sido de aproximadamente diez horas y dos dias respectivamente, de nuevo
con el mismo procesador.

No cabe duda de que con varios procesadores mas potentes conectados en
paralelo el tiempo de célculo se reduciria radicalmente y podriamos obtener
facilmente configuraciones en equilibrio para n mucho mayores. No descartamos la
posibilidad de poder llegar sin demasiadas dificultades a calcular configuraciones
muy buenas en cuanto a energia potencial y uniformidad para millones o incluso
decenas de millones de particulas. De hecho, haciendo uso de estrategias basadas en
las simetrias de las cupulas geodésicas, ya hemos conseguido con el mismo
procesador de antes una buena distribucion de puntos para n=507002 en un tiempo de
calculo més que razonable —los detalles los dejamos para los siguientes apartados-.

Ampliacion de la tabla de energias para n=100-i,
i=11,...,20 en el caso del producto de distancias
(busqueda de minimos de la energia logaritmica).
Se presentan también los valores predichos por el

Tabla 5.

Ampliacion de la tabla de energias para n=100-, i=11,...,20

en el caso del potencial coulombiano (busqueda de minimos).

Se presentan también las energias corregidas y los valores

predichos por el grupo de Zhou (fuente: elaboracion propia).
n ! 2 ! f(-1,n)

2] | 00Z] | (Zhow
1100 584850.39 0.967574473 584852.7946
1200 697039.6191 0.968918014 697043.7069
1300 819107.9342 0.970104736 819114.9866
1400 951065.9257 0.971169127 951071.3348
1500 1092915.116 0.972128189 1092916.938
1600 1244646.788 0.972988421 1244655.556
1700 1406282.367 0.973778601 1406290.59
1800 1577818.427 0.974503383 1577825.135
1900 1759250.339 0.975167173 1759262.025
2000 1950596.662 0.975786224 1950603.868
Tabla 6.

rupo de Zhou (fuente: elaboracion propia).

n 1 f(0,n)
lo >
lz,:g ﬁx,. x| (Zhou)
1100  -118808.9042  -118808.8132
1200 -141224.6792 -141224.5612
1300 -165573.9891 -165573.8668
1400 -191856.7774 -191856.5692
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1500 -220072.2606 -220072.5306
1600 -250221.9187 -250221.6317
1700 -282304.041 -282303.7681
1800 -316319.0517 -316318.8478
1900 -352267.2014 -352266.7888
2000 -390147.745 -390147.5181
Tabla 7.
Ampliacion de la tabla de energias para n=100,
i=11,...,20 para el caso de la maximizacion de la
suma de distancias (fuente: elaboracion propia).
n X —X. f(1,n)
1s§91 l ]‘ (Zhou)
1100 806653.3307 806653.3627
1200 959986.0712 959986.1049
1300 1126652.166 1126652.205
1400 1306651.616 1306651.659
1500 1499984.427 1499984 .466
1600 1706650.582 1706650.624
1700 1926650.081 1926650.13
1800 2159982.941 2159982.984
1900 2406649.142 2406649.185
2000 2666648.688 2666648.731

Tabla 8.

Ampliacion de la tabla de energias para n=4000 para el caso del
potencial coulombiano (fuente: elaboracion propia).

n ! 2 ! f(-1,n)
1sioyen |X; — xl‘ nn—=1)<gz3\x, ij‘ (Zhou)
4000 7860241.097 0.982775831 7860282.281
Tabla 9.
Ampliacion de la tabla de energias para

n=2000-i, i=2,....4 para el caso del potencial
logaritmico (fuente: elaboracion propia).

n 1 f(0,n)
lo >
]g; X —x/‘ (Zhou)
4000 -1553578.135 -1553577.044
6000 -3489858.267 -3489856.916
8000 -6198898.392 -6198895.409
Tabla 10.

Ampliacion de la tabla de energias para
n=2000-, i=2,...,5 para el caso de la suma de
distancias (fuente: elaboracion propia).

n X —x. f(1,n)
13%‘:3‘;1 l j‘ (Zhou)
4000 10666641.2 10666641.3
6000 23999968.79 23999968.94
8000 42666630.62 42666630.8
10000 66666626.38 66666626.57
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Andlisis de algunas configuraciones de equilibrio y de sus energias para el
caso a=-1y comparacion con los resultados obtenidos por otras fuentes:

Dedicaremos las siguientes paginas a mostrar algunas de las configuraciones
geométricas obtenidas con nuestro método para a=-1. Las configuraciones de menor
tamafo se presentaran a través del poliedro convexo que tiene por vértices a las
particulas en equilibrio; sus geometrias se compararan con las descritas por Kevin
Brown en su publicacion Min-Energy Configurations of Electrons On A Sphere [18].
En todos estos casos los valores de energia calculados con nuestro método coinciden
exactamente con los dados por Zhou. En cuanto a las configuraciones grandes
dibujaremos unicamente las particulas. Sus energias se compararan con las obtenidas
por Zhou para los n que lo permitan y con las extrapolaciones propuestas por el
mismo autor para n mayores.

1. Configuraciones con un numero de particulas igual al de vértices de algun
solido platonico (a=-1):

Empezamos considerando, por lo tanto, los casos de 4, 6, 8, 12 y 20 particulas,
igual que al principio de la introduccién. Los poliedros proporcionados por nuestro
método para esos casos con el potencial coulombiano pueden verse en las figuras 19,
ala23.

Figura 19.
Posicion de minima energia potencial para 4 particulas sobre S° segiin nuestro
método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 20.

Posicién de minima energia potencial para 6 particulas sobre S’
segun nuestro método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 21.

Diferentes perspectivas de la posicion de minima energia potencial para 8
particulas sobre S° segiin nuestro método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 22.

Posicion de minima energia potencial para 12
particulas sobre S° segin nuestro método (fuente:
elaboracion propia).
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Figura 23.

Posicién de minima energia para 20 particulas sobre S° segiin nuestro
método (fuente: elaboracion propia).

1

0.8

0.6

04

A primera vista algunos de estos resultados pueden parecer desconcertantes.
En efecto: el tetraedro, el octaedro y el icosaedro dan posiciones de minima energia
potencial coulombiana, lo cual estd completamente de acuerdo con el sentido comun.
Sin embargo, ni el cubo ni el dodecaedro aparecen como soluciones para las
cantidades de particulas que les corresponden. Se podria pensar que eso es debido a
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un mal funcionamiento de nuestro método; nada mas lejos de la realidad: un calculo
sencillo muestra que, efectivamente, las energias potenciales de las configuraciones
asociadas al cubo y al dodecaedro son superiores a las asociadas a los poliedros
mostrados en las figuras 19 y 21, energias que, por otra parte, son exactamente las que
figuran en la tabla de Zhou. Ademas, en la referencia anteriormente citada de Kevin
Brown [18] se puede encontrar una descripcion detallada de las geometrias para las
configuraciones de minima energia en el caso del potencial coulombiano para n hasta
32, y para n=8 se explica que las particulas se agrupan en dos grupos de cuatro
formando dos cuadrados girados 45 grados uno con respecto del otro —notese que al
menos cualitativamente esa geometria es como la del antiprisma regular asociado al
cuadrado- exactamente de la misma manera como se distribuyen los puntos de la
configuracion proporcionada por nuestro algoritmo. En el caso n=20 la descripcion de
la geometria de la distribucion es algo més compleja. Nos limitaremos a decir que
también este caso coincide con lo que aparece en [18] y que, de nuevo, la energia de
la distribucidon que obtenemos para esa cantidad de puntos coincide exactamente con
la que aparece en la tabla de Zhou.

Es posible dar alguna justificacion al hecho de que el cubo y el dodecaedro no
den las distribuciones de minima energia potencial para n=8 y n=20 respectivamente.
En realidad no s6lo no corresponden al minimo global de la funcién energia, sino que
ni siquiera son un minimo de esa funcién. Si inicializamos nuestro algoritmo con una
posicion de partida muy cercana a la que corresponderia a los vértices del cubo pero
ligeramente perturbada —moviendo ligeramente uno de los vértices, por ejemplo-
observaremos que el movimiento de las particulas no se verifica en direcciéon a
terminar de construir el cubo, sino que tienden a alejarse de su geometria. Lo mismo
sucede con el dodecaedro. Este comportamiento, desde el punto de vista fisico-
ingenieril corresponde al de un sistema en equilibrio inestable y desde el punto de
vista matematico corresponde a una posicion de punto de inflexion para la funcion
energia potencial. Notese que si construyésemos una estructura articulada con la
forma de un cubo no seria capaz de resistir solicitaciones; seria, siguiendo la
terminologia propia del calculo de estructuras, un mecanismo. Una estructura
articulada con forma de dodecaedro exhibiria un comportamiento analogo. Sin
embargo, una estructura articulada como un tetraedro, un octaedro o un icosaedro
seria isostatica o, 1o que es lo mismo, estable en el sentido de ser capaz de mantener
su forma bajo la accion de cargas externas —para mas informacion acerca del grado de
hiperestatismo de las estructuras puede consultarse [24] [25]. Obsérvese también que
de los cinco platonicos los tres que resultan estables estan formados por tridngulos,
mientras que estos poligonos no figuran en absoluto ni en el cubo ni en el dodecaedro,
pero tienen una presencia muy importante o total en los poliedros mostrados en las
figuras 19 y 21. Este hecho no hace sino confirmar la idea intuitiva de asociar el
triangulo a la estabilidad.

Aprovecharemos este apartado para usar el caso n=12 como ejemplo
ilustrativo del comportamiento de nuestro método. En la figura 24 pueden verse una
seriec de fotogramas ordenados que recogen una subsucesion del conjunto de
configuraciones calculadas entre una fijada como de partida y la que, por entrar en
convergencia en el sentido ya explicado anteriormente, consideramos final. Este
ejemplo parte de una distribucidon extremadamente inestable en términos de energia
potencial; todas las cargas se sitian en un pequefio sector de la esfera alrededor de su
polo sur, de manera que la mayor parte de su superficie queda vacia. Con esto
pretendemos mostrar el buen comportamiento del método, que, a pesar de todo,
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consigue localizar la posicién de minima energia sin ningin problema. En esa figura
se representa cada configuracion junto con informacion acerca de la iteracion a la que

Figura 24.

Evolucion de las posiciones de las particulas con el numero de iteraciones para n=12 (fuente:
elaboracion propia).

Posicion inicial.
Energia potencial:

131.4824675.

Primera iteracion.
Energia potencial:

66.6856624.

Segunda iteracion.
Energia potencial:

57.5653079.

Tercera iteracion.
Energia potencial:

Sexta iteracion.
Energia potencial:
51.7096723.

Iteracion numero 12.
Energia potencial:

54.9665548.

49.9617576.

Iteracion numero 30.

Iteracion numero 54.

Iteracion numerol00.

Energia potencial: Energia potencial: Energia potencial:
49.4512333. 49.4008807. 49.3045875.
Iteracion numero 300. Convergencia.

Energia potencial: Energia potencial:

49.1695831.

49.1652530.
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corresponde y de su energia potencial; asimismo, para facilitar el seguimiento de las
particulas por separado, se numeran y se unen desde el principio mediante lineas que
acabaran siendo las aristas del poliedro convexo que formaran al alcanzar el
equilibrio. Es necesario indicar que la velocidad de convergencia del método puede
hacerse superior —ajustando el valor de c- a la que dan a entender los resultados
mostrados en este ejemplo; hemos preferido usar un coeficiente ¢ bajo y constante con
el objetivo de captar mejor los movimientos bruscos que se producen en las primeras
iteraciones a causa de la inestabilidad extrema de la posicion de partida de que ya
hemos hablado. Hemos preferido disponer todos los fotogramas de manera que
quepan en una sola hoja DIN A-4 para facilitar la visién conjunta y simultanea del
proceso evolutivo de las particulas. Eso dificulta la apreciacion de detalles; los
mismas fotogramas pueden verse ampliados en el Anexo 5.

En cuanto a los arquimedianos, los prismas y los antiprismas, solo diremos
que ninguno de ellos da configuraciones de minima energia potencial para o=-1.

2. Algunas configuraciones mas para n pequerio (a=-1):

Las figuras 25, 26 y 27 muestran las configuraciones de minima energia
proporcionadas por nuestro algoritmo para n=5, n=7 y n=9 respectivamente.

Figura 25.

Posicion de minima energia potencial para 5 particulas en S° segiin nuestro algoritmo
(fuente: elaboracion propia).
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Figura 26.

Posicion de minima energia potencial
para 7 particulas en S° segiin nuestro
método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 27.

Diferentes perspectivas de la posicion de equilibrio de 9 particulas en S’ segin nuestro método
(fuente: elaboracion propia).

1

Como puede verse, la configuracion correspondiente a n=5 consta de una
particula en cada polo mas otras tres dispuestas segiin un triangulo equilatero en el
ecuador, mientras que la correspondiente a n=7 tiene también una particula en cada
polo y las otras cinco formando un pentagono regular en el ecuador. La distribucion
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n=9 agrupa las particulas en tres grupos de tres, cada uno de los cuales define un
triangulo equilatero paralelo a los definidos por los otros dos —dichos tridngulos se
han marcado en rojo en la figura 27-. Esto corresponde exactamente a la descripcion
de las configuraciones para estos valores de n que hace Brown en [18].

3. Unas cuantas distribuciones de tamario mayor (o=-1):
Las siguientes figuras recogen diferentes configuraciones en equilibrio para

valores de n comprendidos entre 500 y 4000. Sus energias pueden encontrarse en las
tablas anteriores. Como puede verse, el grado de uniformidad conseguido es notable.

Figura 28.
Posicion de equilibrio de 500 particulas en S° segiin
nuestro método (fuente: elaboracion propia).

Figura 29.
Posicion de equilibrio de 1000 particulas en S° segiin nuestro
método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 30.

Posicién de equilibrio de 1500 particulas en S° segiin nuestro método (fuente:
elaboracion propia).

Figura 31.

Posicion de equilibrio de 2000 particulas en S° (fuente: elaboracion propia).
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Figura 32.

Posicién de equilibrio de 4000 puntos en S’ segin nuestro método (fuente: elaboracion
propia).

4. Buenas distribuciones basadas en las simetrias de las cupulas geodésicas

(a=-1):

Las cupulas geodésicas, como hemos visto en la introduccion, no son en
principio distribuciones del todo aceptables en cuanto a uniformidad debido a la
diferencia de densidad que induce inevitablemente su propio procedimiento
constructivo en diferentes puntos de la esfera. Sin embargo, resulta muy interesante
plantearse la utilizacion de las ctpulas geodésicas como posiciones de partida para
nuestro método; las geodésicas tienen, igual que el icosaedro del que derivan, 120
simetrias que, por las caracteristicas intrinsecas de nuestro algoritmo, deben
mantenerse durante todo el proceso iterativo. Eso sugiere la idea de aprovechar esas
simetrias para reducir el nimero de operaciones por iteracion para ciertos n. Parece
que esto deberia permitirnos obtener buenas distribuciones para cantidades realmente
grandes de puntos. Como veremos, esta idea nos ha permitido conseguir resultados
sumamente espectaculares con valores de n enormes. Sin embargo, los mejores
resultados se tienen para los casos a=0 y a=1. A pesar de todo, los obtenidos para el
caso del potencial coulombiano proporcionan también datos valiosos.

A continuacion presentamos una tabla con valores de energia para el potencial
coulombiano obtenidos con este procedimiento y algunas figuras que permiten
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visualizar las distribuciones para alguno de los n correspondientes. Las tolerancias
angulares exigidas para los cuatro primeros n con este potencial han sido bastante
altas (de 5-10™); en los dos ultimos casos —con este potencial- ni siquiera hemos
impuesto un criterio de convergencia: simplemente hemos limitado a 100 y 150
respectivamente el numero de iteraciones; el tiempo de calculo necesario para obtener
toda la tabla es, con estas simplificaciones, de apenas diez horas; con todo, dejamos
que sea el mismo lector quien juzgue el valor de este material comparando los valores
de energia calculados con los extrapolados por Zhou y con los de la geodésica de
partida.

Tabla 11.
Ampliacion de la tabla de energias para algunos n grandes en el caso del potencial
coulombiano. Se presentan también las energias corregidas y los valores predichos
por el grupo de Zhou, asi como las energias de las distribuciones iniciales (fuente:
elaboracion propia).
n 1 2 3 1 f(-1,n) Energia
e |x, - x| nn=1) x| (Zhou) inicial de la
geodésica.
12002 71297670.65 0.989997912 71297810.83 71397875.51
17282  148078749.1 0.9916533 1480789955  148288156.9
23522  274649432.6 0.992838648 274649807.2 275039592.6
27002  362102975.8 0.993313431 362103433  362618327.1
75002 2801304181.4 0.995979425 2801305548 2805333752.1
300002 44909846982 44974998731
Figura 33.

Posicién muy cercana al equilibrio para 12002 particulas en S° segiin nuestro método
(fuente: elaboracion propia).
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Figura 34.

Detalle de una posicion muy cercana al equilibrio para
27002 particulas en S° segiin nuestro método (fuente:
elaboracion propia).

Andlisis de algunas configuraciones de equilibrio y de sus energias para el
caso o=0 y comparacion con los resultados obtenidos por otras fuentes:

Consideramos ahora la situacion a=0, es decir, el caso del potencial
logaritmico o el problema de maximizacion del producto de distancias dos a dos de n
particulas dispuestas en S°.

Las configuraciones correspondientes a los solidos platonicos, a los
arquimedianos y a otros n pequefios coinciden con las obtenidas para el caso a=-1, y
no las repetiremos aqui.

1. Algunas configuraciones con n grande (0=0):
A continuacion se muestran algunas configuraciones con valores de n

comprendidos entre 500 y 6000 para el caso del potencial logaritmico o de
maximizacion del producto de las distancias dos a dos:

Figura 35.

Posicion de equilibrio para 500
particulas en S° con el potencial
logaritmico segun nuestro método
(fuente: elaboracion propia).
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Figura 36.

Posicion de equilibrio para 1000 particulas en S° segiin el potencial logaritmico
(fuente. elaboracion propia).

Figura 37.
Posicién de equilibrio de 1600 particulas en S° para el potencial logaritmico
segun nuestro método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 38.

Posicién de equilibrio de 2000 particulas en S° para el potencial logaritmico
(fuente: elaboracion propia).
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Figura 39.

Posicion de equilibrio de 4000 particulas (fuente: elaboracion propia).
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Figura 40.

Posicion de equilibrio de 6000 particulas (fuente: elaboracion propia).

2. Configuraciones de equilibrio basadas en las cupulas geodésicas (a=0):

La tabla 12 recoge resultados para energias potenciales asociadas al potencial
logaritmico de diferentes configuraciones de equilibrio obtenidas a partir de
posiciones iniciales dadas por vértices de clipulas geodésicas. En todos los casos la
tolerancia exigida ha sido de 5-10° yendo los tiempos de céalculo desde pocos minutos
para el caso n=20282 a aproximadamente siete horas para el caso n=300002. Como se
verd, la tabla contiene, ademas de las predicciones hechas por el grupo de Zhou para
esos tamafios de distribucion, las energias de las cipulas geodésicas iniciales y las de
los puntos en espiral correspondientes a los n correspondientes. La razéon porque
incluimos todos estos valores es la siguiente: el grupo de Zhou propone los puntos en
espiral como distribuciones con buenos valores de energia para diferentes a. En
particular, para el caso del potencial logaritmico, se defiende [4] [5] [6] que los puntos
en espiral podrian ser una buena respuesta al problema numero ocho de la lista de
Smale al menos para n no mayor que 12000. Como justificacion de este hecho se
muestra que, en particular, las energias que dan esas distribuciones para el caso del
potencial logaritmico difieren de las dadas por la extrapolacion f(0,n) en no mas de
(5/2)logn al menos para n hasta 12000. Ademas, para dar una idea de la bondad de sus
puntos en espiral, se comparan sus energias logaritmicas con las de diferentes
truncamientos del icosaedro y se demuestra que los puntos en espirales son mejores
en todos los casos estudiados, que en [4] no van mas alla del limite n=12000. Como
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puede verse en la tabla 12, eso es asi incluso para n mayores. Sin embargo, como
también se observard, las configuraciones proporcionadas por nuestro algoritmo
tomando como posiciones de partida las correspondientes a clipulas geodésicas no

so0lo dan menores valores de energia que los correspondientes puntos en espiral, sino
que esas energias estan por debajo de las predichas por f(0,n).

Tabla 12.

Ampliacion de la tabla de energias para algunos n grandes en el caso del potencial
logaritmico. Se presentan también los valores predichos por el grupo de Zhou, asi como

las energias de las distribuciones iniciales y de los puntos en espiral correspondientes
(fuente: elaboracion propia).

n Distribuciones f(0,n) Geodésicas. Puntos en
basadas en las (Zhou) espiral.
geodésicas.
20282 -39777292.7  -39777289.5  -39731983.68 -39777251.6
48002 -222654725 -222654716  -222401159.1 -222654628
75002 -543467891.2 -543467878.8  -542848997.7 -543467739.6
300002 -8692692813
Figura 41.

Posicion de equilibrio de 20282 puntos en S° para el potencial logaritmico (fuente: elaboracion
propia).
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Figura 42.

Posicion de equilibrio (detalle) de 48002 particulas en S° para el potencial logaritmico
(fuente: elaboracion propia).

Figura 43.

Posicion de equilibrio (detalle) de 75002 particulas segun el potencial logaritmico
(fuente: elaboracion propia).
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Figura 44.

Analisis de algunas configuraciones de equilibrio y de sus energias para el
caso o=1y comparacion con los resultados obtenidos por otras fuentes:

Los resultados obtenidos para valores de n correspondientes a platonicos o
arquimedianos son similares a los obtenidos en los casos anteriores.

1. Algunos resultados para valores grandes de n (0=1):

Figura 45.

Posicion de equilibrio de 800 particulas para
el problema de la suma de distancias (fuente:
elaboracion propia).
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Figura 46.

Posicion de equilibrio de 1800 particulas (fuente: elaboracion propia).
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Figura 47.

Posicion de equilibrio de 6000 particulas (fuente: elaboracion propia).

60




Figura 48.

Posicion de equilibrio de 10000 puntos (fuente: elaboracion propia).
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Resulta curioso observar que las distribuciones correspondientes al caso de la
suma de distancias —sobretodo las ultimas- recuerdan mucho la estructura de los
puntos en espiral propuestos por el grupo de Zhou como distribuciones de buena
energia para el caso del potencial logaritmico. Hemos de notar que esos puntos en
espiral han sido, excepto cuando queriamos aprovechar las simetrias de las cupulas
geodésicas, utilizados como posiciones iniciales de nuestro algoritmo para obtener la
mayor parte de los resultados anteriormente expuestos, en particular para conseguir
las distribuciones de las figuras 47 a 50. Parece, por tanto, que las posiciones de
equilibrio que detecta nuestro método en este caso estan mas proximas a la posicion
inicial que en el resto —esto se nota también en el numero de iteraciones necesarias
para convergencia, que resulta considerablemente menor que con o=-1 o a=0-. En
efecto; si comparamos —tabla 13- las sumas de distancias iniciales y finales usando
los puntos en espiral como configuraciones, vemos que ambos valores estin
extraordinariamente cercanos entre si, ademas de ser muy proximos a los valores
predichos por las féormulas obtenidas por el grupo de Zhou mediante extrapolacion.
Esto corrobora la afirmacién del grupo de Zhou de que los puntos en espiral
proporcionan buenos valores de energia en diferentes potenciales. Sin embargo, como
puede verse, nuestras distribuciones son mejores.

Tabla 13.
Comparacion entre sumas de distancias para los puntos en
espiral, las distribuciones calculadas con nuestro algoritmo a
partir de ellos, y los valores predichos por el grupo de Zhou
(fuente: elaboracion propia).

n Puntos en | Distribuciones f(1,n)
espiral. propias. (Zhou).
250 41660.0843 41660.30675 41660.31504
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300 59992.80507 59993.03538 59993.04431
350 81658.92485 81659.14504 81659.15534
400 106658.4036 106658.6299 106658.6381
450 134991.2462 134991.4766 134991.4855
500 166657.4517 166657.6855 166657.6925
550 201657.0159 201657.25 201657.2553
600 239989.9347  239990.149 239990.1709
650 281656.1968 281656.4214 281656.4368
700 326655.8023 326656.0325 326656.0512
750 374988.7711 374988.9897 374989.0124
800 426655.0705 426655.3018 426655.3192
850 481654.724 481654.9458 481654.9703
900 539987.7142 539987.9356 539987.9649
950 601654.0561 601654.2716 601654.3021
1000 666653.7238 666653.9475 666653.9813
1100 806653.1101 806653.3307 806653.3627
1200 959985.8502 959986.0712 959986.1049
1300 1126651.945 1126652.166 1126652.205
1400 1306651.394 1306651.616 1306651.659
1500 1499984.209 1499984.427 1499984.466
1600 1706650.362 1706650.582 1706650.624
1700 1926649.86 1926650.081 1926650.13
1800 2159982.709 2159982.941 2159982.984
1900 2406648.907 2406649.142 2406649.185
2000 2666648.451 2666648.688 2666648.731
4000 10666640.99 10666641.2  10666641.3
6000 23999968.59 23999968.79 23999968.94
8000 42666630.43 42666630.62 42666630.8
10000 66666626.19 66666626.38 66666626.57

Por otra parte, la semejanza visual entre los puntos en espiral y las
distribuciones en equilibrio parece indicar también que, en principio, nuestro
algoritmo, aplicado al problema de la suma de distancias, tiende a heredar la
estructura de la configuracion de partida en mas alto grado que en otros problemas.
Esto sugiere la idea —incluso mas que en las situaciones anteriores- de utilizar otras
distribuciones como posiciones de partida con el objetivo de evitar que nuestro
algoritmo quede atrapado en posiciones que, aun siendo de equilibrio, conservan los
presuntos vicios que pudieran tener al principio —por ejemplo, la existencia de dos
polos claramente localizables, que es el principal defecto que habiamos observado en
los puntos en espiral-. Pues bien: hemos rehecho los célculos para algunos de los
tamafios de la tabla anterior partiendo de configuraciones totalmente cadticas —en
breve podremos ver algunas-. Los resultados obtenidos en cuanto a suma de distancias
pueden verse en la tabla 14.

Tabla 14.

Comparacion entre las sumas de distancias de distribuciones cadoticas, las
proporcionadas por nuestro algoritmo a partir de ellas, las obtenidas a partir de los
puntos en espiral y los valores extrapolados por el grupo de Zhou (fuente:
elaboracion propia).

n Configuracion | Config. obtenida | Partiendo de f(1,n)
de partida a partir de la los puntos en (Zhou).
caotica caotica espiral.
250 41612.46 41660.31 41660.31 41660.32
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300 59908.54 59993.04 59993.04 59993.04
350 81515.09 81659.14 81659.15 81659.16
400 106508.1 106658.6 106658.6 106658.6
450 134769.7 134991.5 134991.5 134991.5
500 166403.3 166657.7 166657.7 166657.7
550 201321.5 201657.2 201657.3 201657.3
1800 2156065 2159983 2159983 2159983

A partir de la tabla anterior no se intuye en principio ninguna ley
aparentemente general acerca de si las configuraciones de equilibrio halladas por
nuestro algoritmo son mejores en cuanto a sumas de distancias si la configuracion de
partida es la dada por los puntos en espiral o es otra cualquiera, en particular la
cadtica.

Pero mads interesante todavia que la comparacion de los valores de energia
puede ser la observacion directa de las distintas configuraciones iniciales y de
equilibrio obtenidas para algiin n en concreto. En las figuras de la 49 a la 52 pueden
verse la configuracion cadtica, la en espiral y las dos configuraciones en equilibrio
obtenidas a partir de ellas con nuestro método para el caso n=1800. Véase en
particular como la distribucién de la figura 50, a pesar de ser considerablemente
parecida a la de la figura 49 presenta dos mejoras apreciables (los rectangulos rojos
de esas figuras pretenden evidenciar esas mejoras): en primer lugar, las aberraciones

Figura 49.
Los puntos en espiral del grupo de Zhou para n=1800 (fuente: elaboracion propia).
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Figura 50.

Posicion de equilibrio de 1800 particulas obtenida con nuestro algoritmo

tomando como posicion de partida los puntos en espiral correspondientes
an=1800 (fuente: elaboracion propia).
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Figura 51.

1800 particulas colocadas de forma cadtica sobre S° para ser usadas como
posicion de partida para nuestro método (fuente: elaboracion propia).
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Figura 52.
Posicion de equilibrio de 1800 particulas obtenida con nuestro método a partir de una
posicion inicial cadtica (fuente: elaboracion propia).

en los polos de los puntos en espiral quedan muy suavizadas; en segundo lugar, la
malla de la distribucion final, cuando se la mira de cerca, es mdas parecida a la tercera
malla plana de la figura 1 que la malla de los puntos en espiral. Sin embargo, esas dos
mejoras no se manifiestan en la suma de distancias mas que en un aumento
pequeiiisimo. Por otra parte, puede comprobarse como la distribucion de la figura 52,
al provenir de una distribucidn cadtica, ya no presenta la marcada direccionalidad de
los puntos en espiral. También es significativo observar que las configuraciones
caoticas, a pesar de resultar a la vista completamente inadecuadas en cuanto a
uniformidad, presentan diferencias de energia con respecto de las configuraciones en
equilibrio que sdlo se aprecian a partir de la cuarta cifra significativa; esto implica
discrepancias porcentuales del orden de tan so6lo un 0.1%.

3. Configuraciones en equilibrio basadas en las cupulas geodésicas (a=1):

De nuevo obtenemos resultados interesantes al aprovechar las simetrias de las
cupulas geodésicas para definir posiciones de partida. La tabla 15 resume algunos de
esos resultados. Resulta notable la velocidad de convergencia que es posible
conseguir con el problema de la suma de distancias sin necesidad de recurrir a ningiin
tipo de estrategia sofisticada: la distribucion correspondiente a 507002 particulas sélo
necesitd 19 iteraciones para converger con una tolerancia de 5-10°. Esto implica un
tiempo de célculo de unas 5 horas, lo que significa en particular que el tiempo
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necesario para obtener la configuracion de equilibrio es aproximadamente igual al
necesario para obtener su energia.

Tabla 15.
Valores de sumas de distancias para diferentes distribuciones de
equilibrio obtenidas a partir de las cupulas geodésicas. Se incluyen
también las sumas de las configuraciones de partida y las predichas por
Zhou (fuente: elaboracion propia).

n Z X, - X, ‘ f(1,n) Suma inicial
1<i<j<n (Zhou) para las
geodésicas.
27002 486071936.7 486071936.8 486059531.4
75002 3750199893 3750199893 3750104306

300002 60000799781 60000799783 59999271311
507002 171367351713 171367351717

Figura 53.

Posicion de equilibrio de 27002 puntos en S para la suma de distancias (fuente: elaboracién
propia).

0.4 -

'I:I5 =]
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Figura 54.
Posicion de equilibrio (detalle) de 75002 particulas (fuente: elaboracion propia).

Figura 55.
Posicion de equilibrio (detalle) de 300002 particulas (fuente. elaboracion propia).
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Figura 56.
Posicion de equilibrio (detalle) de 507002 particulas (fuente. elaboracion propia).
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CONCLUSIONES:

A partir del andlisis de todos los resultados obtenidos podemos extraer las
siguientes conclusiones:

1. El algoritmo numérico para localizacion de posiciones de minima energia
potencial a partir de criterios mecanicos basados fundamentalmente en el equilibrio de
fuerzas que ha sido desarrollado para esta tesina es capaz de proporcionar buenas
soluciones para el problema de encontrar distribuciones uniformes de n puntos sobre
la esfera de radio unidad S’ para tamafios de n realmente elevados con un coste
computacional del orden de n® operaciones por iteracion y de 3n posiciones de
memoria, es decir, sumamente bajo. Ademas goza de la deseable propiedad de ser un
algoritmo paralelizable. Hasta donde sabemos, se trata del método de calculo
numérico mas potente que existe a dia de hoy para la busqueda de dichas posiciones.
La velocidad de convergencia parece depender del potencial estudiado, siendo en
general y en igualdad de condiciones menor para el caso del potencial coulombiano
que para el logaritmico y menor para este Gltimo que para el asociado al problema de
la maximizacion de la suma de distancias, permitiendo este ultimo caso conseguir una
muy buena distribucion de puntos para n=507002 en unas cinco horas con un
procesador PENTIUM IV de 2.53GHz. No obstante, es necesario seguir investigando
sobre los valores Optimos de los coeficientes K;, i=1,...,5 (férmula (28) en la pagina
27) para cada caso y sobre otras posibles técnicas de aceleracion de convergencia. En
particular, queda constatado que una eleccion adecuada del coeficiente de
normalizacion ¢ puede reducir varias veces el numero de iteraciones necesarias para la
convergencia. Una vez explotado al maximo este hecho, no descartamos poder llegar
a encontrar buenas distribuciones para millones, decenas de millones o incluso
centenares de millones de particulas en tiempos razonables con una buena
infraestructura de calculo.

2. No puede decirse que las cupulas geodésicas den distribuciones
especialmente buenas con ninguno de los potenciales con los que hemos trabajado.
Los puntos en espiral, sin embargo, si que dan soluciones razonablemente buenas al
menos para el potencial logaritmico y para el problema de la suma de distancias. No
obstante, nuestro método es capaz de generar en todos los casos mejores
distribuciones que los puntos en espiral, y permite aprovechar eficientemente las
simetrias de las cupulas geodésicas para construir en poco tiempo distribuciones
realmente grandes que resultan en todos los casos de mejor calidad en cuanto a
regularidad y a valores de energia que los puntos en espiral. En cuanto a las
soluciones obtenidas por Zhou con el método BFGS es cierto que en algunos casos
resultan mejores que las nuestras; no obstante, es necesario indicar que las tablas de
Zhou son el producto de miles de pruebas con diferentes configuraciones de partida
realizadas a lo largo de dos afios, mientras que nuestras tablas equivalentes son fruto
de una sola posicion de partida para cada n y se calcularon en sélo un dia y medio.

3. En cuanto a la comparacion de nuestros resultados para grandes valores de n
con las extrapolaciones de las energias obtenidas por el grupo de Zhou a partir de sus
resultados para n no mayores que 200, cabe indicar lo siguiente: en el caso del
potencial coulombiano y del potencial logaritmico, nuestras distribuciones dan
sistematicamente valores de energia ligeramente inferiores a los previstos por Zhou,
en el caso del problema de la suma de distancias, las extrapolaciones de Zhou se
ajustan mucho mejor a los de nuestras distribuciones, quedando ademas éstas siempre
ligerisimamente por debajo de los valores predichos. Esto sugiere que seria razonable
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replantearse la bondad de las férmulas de extrapolacion del grupo de Zhou para los
dos primeros casos; por otra parte, mientras no encontremos alguna gran distribucion
que lo desmienta, nos inclinamos a aceptar como muy buena la extrapolacion para el
problema de la suma de distancias.

4. Puesto que nos es imposible garantizar que nuestras distribuciones
correspondan realmente a minimos globales de energia, no podemos tampoco
rechazar tajantemente la conjetura del grupo de Zhou de que para n grandes las celdas
de Dirichlet de las distribuciones de minima energia tienden a ser sélo cuadrilateros,
pentagonos y hexagonos, con la posibilidad de que a partir de un momento pasen a ser
solo 12 pentagonos centrados en los vértices de un icosaedro y el resto hexagonos; sin
embargo, el examen de las geometrias calculadas por nuestro algoritmo nos hace
plantearnos, cuanto menos, que son posibles muchas otras combinaciones. En
cualquier caso, no podemos dar ninguna respuesta concluyente.
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ANEXO 1:

Deduccion de una expresion para la energia potencial asociada a un nicleo
K(x,y) de un sistema de particulas puntuales y de una distribucion continua de masa:

El caso continuo se obtendra como limite del caso discreto.

Sea pues un sistema de coordenadas cartesianas {x,y,z} y consideremos una
particula de masa unidad —aqui denominamos masa a cualquier magnitud que defina
el tamafio (en sentido amplio) de una particula con respecto de otra usada como
patron- situada en el punto x;={X;,X2,X3}que genera en una posicion genérica
x={x,y,z} del espacio tridimensional un potencial V(x)=1/[x-x;| -empezamos
considerando, por tanto, el potencial coulombiano-. Si ahora traemos otra particula
igual desde el infinito hasta una posiciéon x, manteniendo la otra fija realizaremos un
trabajo —en el sentido fisico del término- contra el campo de fuerzas debido a ese
potencial, que, como dicho campo es conservativo, se puede calcular como V(x;)-
V(0)=1/|x1-X,|. Si ahora traemos una tercera particula unitaria realizaremos un trabajo
contra el campo de fuerzas creado por la primera y la segunda, que, por la misma
razén, y en virtud del principio de superposicion, se podra calcular como (1/[x;-
x3|)+(1/|x2-x3|). Entonces el trabajo total requerido para construir de esta manera el
sistema final de tres cargas serd (1/|x;-Xz|)+(1/]x1-x3))+(1/|x2-Xx3|)= z 1/|x;-xj|. Tiene

1<i<j<3
sentido llamar a este trabajo emergia potencial del sistema de tres particulas.
Analogamente, la energia potencial de un sistema de n particulas situadas en las

- 1 .
posiciones {X;}i-1n sera Z 1/|x;-xj|, que se puede poner — Z 1/|x;-xj|. St las

1<i<j<n i,j=1
i#j

: . 1
particulas tuviesen masas {qi}i-1 la expresion quedaria — Z qiqi/|xi-xj|. El paso al

1<i<j<3
limite de esa expresion para una distribucion continua de masa en un dominio Q es
1 J dq(x)dq(y)
250 -3
Teniendo ahora en cuenta que el nucleo del potencial coulombiano es

K(x,y)=1/|x-y| esto se escribe % J‘K (x,)dg(x)dg(y). En matematicas se prescinde
0x0

1 .
del factor 5 y se define en general la energia I de una distribucion de masa sobre un

conjunto K asociada a un nucleo K(x,y) a la cantidad IK (x,y)dg(x)dq(y) .
0x0
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ANEXO 2:

Deduccion de una expresion para la fuerza centripeta actuante sobre una
particula de masa unidad que se mueve segun una trayectoria circular de radio R con
velocidad v:

Considérese la figura 57, en que se muestra la posicion, el vector velocidad
v(t) de la particula en el instante t y en un instante posterior t+At, v(t+At), y un vector
unitario n(t) perpendicular a v(t) y apuntando hacia el centro de la circunferencia.

Seglin la segunda ley de Newton, sobre esa particula debe actuar una fuerza
resultante de valor F(t)=m(dv/dt)=(v(t+At)-v(t))/dt. Observando que v(t+At)-v(t) es un
vector paralelo a n(t), de su mismo sentido y de moédulo vdo, tenemos
F(t)=vdan(t)/dt. Como do=vdt/R, resulta F(t)=(v*/R)n(t), que es la expresiéon de la
fuerza centripeta necesaria para curvar la trayectoria de la particula.

Figura 57.

Determinacion de la relacion entre R, vy F,

-

v(t+At)

v(t)

vit+At)

[V(tr AV
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ANEXO 3:

Deduccion de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el movimiento de n
particulas de masa unitaria restringidas a permanecer sobre s, que interaccionan
entre si segun las leyes del potencial coulombiano y de las cuales una de ellas se
mantiene fija, en coordenadas esféericas:

Consideremos para empezar el caso n=3 y la figura 58, en la que puede verse
una posicion genérica de las tres particulas. La primera de ellas serd la que
mantengamos fija; permanecerd en el polo norte. En la figura se representan también
las coordenadas (¢2,0,2) y (¢3,03) de las particulas 2 y 3, en términos de los cuales
debemos escribir las ecuaciones del movimiento, asi como el angulo a,3, que forman
en el espacio los vectores de posicion cartesiana x; y x3 de esas dos particulas.
Asimismo se incluyen las bases coordenadas del espacio tangente que les estan
asociadas.

Figura 58.

Esquema de los elementos integrantes de las ecuaciones del movimiento
en coordenadas esféricas ( fuente: elaboracion propia).

El movimiento de cada particula viene regido por la segunda ley de Newton,
que afirma que la resultante de las fuerzas que actian sobre la particula en cada
instante coincide con la variacion temporal de su cantidad de movimiento.

En el caso que nos ocupa sobre cada particula actia en cada instante una
fuerza por cada una de las otras particulas. Estas fuerzas pueden sumarse
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vectorialmente hasta obtener una Unica fuerza resultante. Sin embargo, esta fuerza no
serd tangente a la esfera, asi es que si queremos restringir a ella el movimiento
deberemos proyectarla sobre el tangente a la esfera en el punto considerado, o bien
sumar vectorialmente las proyecciones de cada fuerza individual sobre él. En
cualquier caso obtendremos una nueva fuerza que serd la responsable del movimiento
segun ¢ y 0.

Pues bien; si denotamos por F,; la componente segiin ¢ de la proyeccion
ortogonal de la fuerza que ejerce la particula j sobre la particula i en el tangente
correspondiente a esa misma particula, por Fg;; la componente segiin 0 de esa misma
fuerza, y por v y vei las correspondientes componentes del vector velocidad de la
particula i, entonces, teniendo en cuenta que las masas son unitarias, la segunda ley de
Newton del movimiento para la particula i puede escribirse asi:

3 dv,, 3 dv,

F o=— F =—0% -i=23 30
2= L=y (30)
J#i J#i

Ahora sélo tenemos que escribir cada término de las ecuaciones anteriores en
funcién de ¢ y 6.

Figura 59.

Esquema de las relaciones entre magnitudes
angulares y longitudinales para las direcciones
coordenadas  del  sistema  esféerico  (fuente:
elaboracion propia).

Empecemos por la parte derecha de las igualdades: denotaremos por dl, la
longitud de un arco infinitesimal de meridiano, y por dlg la de un arco infinitesimal de
paralelo. Entonces esta claro (fig. 59) que dly=de y dlg=sined0. Dado que v,=(dl,/dt)
y vo=(dlp/dt), tenemos v,=(d@/dt) y ve=sing(d0/dt), con lo cual sera (dV(p/dt)=(d2(p/dt2)
y (dve/dt)y=cosO(de/dt)(d6/dt)+sinp(d*6/dt?).

El lado izquierdo de las ecuaciones resulta algo mas complejo. Denotaremos
por 1jj la distancia euclidea entre las particulas 1y j. Nos interesa ahora obtener Fyy; y
Fe31 —es evidente que Fg;=Fg3=0-. Para ello, teniendo en cuenta la figura 60, que
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consta de una vista tridimensional de la esfera y del corte diametral que contiene a las
particulas 1 y 2, podemos concluir que F¢21=cos((p2/2)/r122, siendo ademas
ri=sen(@y/2). De la misma manera es F(p31=cos((p3/2)/r132, con riz=sen(ps/2).

Figura 60.

Relaciones geométricas entre diferentes magnitudes presentes en las ecuaciones (fuente: elaboracion
propia).

Ahora debemos conseguir expresiones para Fg»3, Feos, Fe32 y Fo3o —obsérvese
que al tratarse de proyecciones de fuerzas sobre las direcciones coordenadas del
tangente no se verifica Fy30=-F¢23 ni Fg3o=-Fgy3-. De las construcciones geométricas de
la figura 61 se deduce en primer lugar que

Ty = \/Sin2 @, +sin’ @, —2sin @, sin g, cos(d, — 0,) + (cos @, —cosp,)’ =

\/2(1 —Ccos @, cos @, —sin @, sing, cos(6; —6,)),

L Ay T . :
en segundo lugar que sm% = ? y también que, en consecuencia,

1 T3 s 1 SO
F¢23=g 1—(?) cos A, ; |F923|:g1/1— ?) sin 4,
1 7 1 r2
23\2 23\2 _.:
Fon =17 1= cos Ay IFmI:g =5 sind;,. G1)

En cuanto al signo de Fgy3 y de Fg3, hemos de considerar, por ejemplo para
Foo3, que serd positiva cuando 0,-0; y m-|0,-0;| sean o bien ambas cantidades positivas
o bien ambas negativas, y negativa en caso contrario (fig. 62). Esto puede sintetizarse
en la expresion

1 r. . . .
F,, = T 1- (?)2 sin A,;signo(6, — 6;)signo(x -0, - 65))  (32)
23

Igualmente se tendra

F, = riz /1—(%3)2 sin Ay, signo(6, — 0, )signo(z—|0, - 6)  (33)
23
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Figura 61.
Diferentes relaciones geométricas de interés para el planteamiento de las ecuaciones del movimiento
(fuente: elaboracion propia).

COS &

COS &5,
\[smﬂ%+sm2¢%—zsm¢:~2sm%cos|§3—%|
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Figura 62.

Determinacion del signo de las fuerzas segun la direccion 0 (fuente: elaboracion propia).

Por lo que respecta a los angulos Ass y Az, se obtienen facilmente al
considerar la ley de los cosenos para triangulos esféricos que se esquematiza en la
figura 63. A partir de ella se tiene

COS — COS Cos o
cos A,, = @ P, 23

Sin @, sin &,

COS — COS CoSso
cos A, = D, @5 Px)

. (34
Sin @; sin &,

Figura 63.

Teorema del coseno para triangulos esféricos
(fuente: elaboracion propia).

cosg = coshoose 45 b sin e cosd

En resumen: para n=3, las ecuaciones del movimiento buscadas se escriben:

d2
izcos&+i2 1—(’2)2 cos A, = (fz
s 7y, 2 dt
1 r . . . do, db ) d’6
g 1—(§)2 sin 4,,signo(6, — 0, )szgno(;r—|6’2 —93|) =cos @, dtz d; +sing, 722
d2
izcos&%ri2 1—(’/2—3)2 cos 4;, = —(63
4T 2 Vy3 dt
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é 1— (’%3)2 sin 4,,signo(0, — 6, )signo(x — |t92 - 93|) = CoS @, dj; d;; + sin @, %
siendo
r,= 2sin%
By = 2Sll’l%

Fy = \/2(1 —COS @, COS @, —sin @, sin @, cos(6, —6;))
L r
Ay =2 arcsm?

COS @, —COS (; COS s

cosA4,, = - -
sin @, sin &,

COS @; — COS @, COS 5

cos 4, = . ,
sin @, sin &,
No es dificil ver que para n particulas, n>4, de las que la primera se mantiene
fija en el polo norte, las ecuaciones diferenciales son, Vi=2,n,

2

1 o, 1 iy d o,
—cosTh+ ) — 1—(?’)2 cos A, = y

n; =2 b r
J#i
o o, dp, d0, . d*6,
— . 1=(E? sin 4, signo(6. — 0, )sieno(x — |6, — 0.|) = cos ¢, —-—L +sin @,

2 - sindysigno(6, -6, )signof 0, =0 =cosp, =t Ltsing, — 3
J#i
donde

rll.:2sinﬂ

2

= \/2(1 —COS @, cos@, —sing, sing; cos(d, —6,))

v
o, =2arcsin—
! 2

COS @, —COS §0j COS aij

cosd, = R
@, sina,

Estas ecuaciones presentan varios inconvenientes importantes debido a las
caracteristicas intrinsecas del sistema coordenado en que se plantean: los polos y el
meridiano cero. Si una particula atravesase el meridiano cero en su trayectoria sobre
la esfera, entonces su coordenada 0; pasaria de repente de tomar un valor casi 2n a
tomar un valor nulo, con lo que en ese instante la cantidad (d6iy/dt) quedaria
indefinida. Mas grave ain es la situacion cerca de los polos. Cuando una particula
pasa cerca del polo sur —es el tinico que en principio nos preocupa, dado que el polo
norte estd ocupado en todo momento- la cantidad (d6;/dt) toma valores arbitrariamente
grandes, y eso sin necesidad de que la trayectoria de la particula resulte especialmente
forzada. La situacion se haria critica si la particula pasase justamente por el polo,
donde, para empezar, los ejes €, y €9 no estan definidos. Una particula que hiciera eso
tendria un incremento brusco de su coordenada 0; en © radianes y un cambio de signo
repentino en la cantidad (dey/dt) (fig. 64).
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Figura 64.

Como el hecho de plantear las
ecuaciones del movimiento en
coordenadas esféricas conduce a
inconsistencias cerca de los polos
(fuente: elaboracion propia).

A estas inconsistencias cabe afadir una menos preocupante debida a las
propiedades de los triangulos esféricos. Si en algin momento las particulas 1 y j se
encontrasen sobre el ecuador en posiciones diametralmente opuestas, entonces habria
infinitos circulos maximos que pasaran por ellas y los angulos Ajj y A;i quedarian
indeterminados. Esto dificultad puede obviarse teniendo en cuenta que en una
posicion como esa las cantidades Fgij y Foji, que son las tnicas en cuyo calculo estarian
involucrados esos angulos, serian nulas.

Todas esas dificultades afiadidas a lo intrincado de las propias ecuaciones
hacen del todo imposible plantearse siquiera su resolucion por métodos analiticos. Sin
embargo, haciendo uso de una programacidon imaginativa, si que es posible su
resolucion numérica. De hecho, procediendo con un poco de astucia las ecuaciones
son resolubles incluso mediante los esquemas numéricos en diferencias tradicionales,
representados por el método explicito de Euler y por los implicitos de Crack-
Nicholson y de Euler hacia atrds. En efecto, parece razonable esperar que eligiendo
buenas posiciones de partida ninguna particula pasara por el meridiano cero ni por el
polo sur —es posible que para ello sea necesario en algunos casos retirar la carga fija
del polo norte; no resulta dificil modificar las ecuaciones para ese caso, ni para el caso
en que no queramos mantener ninguna carga fija- y que ningun par de particulas
lleguen a situarse sobre el ecuador en los extremos de un mismo didmetro durante el
progreso de su movimiento oscilatorio.

No obstante, al aumentar el numero de cargas se hace cada vez mas
complicado esquivar todos los problemas anteriores, por no hablar de los ligados a la
resolucion de los propios esquemas en diferencias.

Planteamiento del método de Euler hacia delante para la resolucion numérica
de las ecuaciones anteriores en el caso n=3:

Las ecuaciones diferenciales que nos interesan constituyen un sistema de
cuatro ecuaciones de segundo orden. El primer paso sera reducirlo a un sistema de
ocho ecuaciones de primer orden. Para ello basta afiadir a las incognitas @, 02, @3, 03
sus derivadas. Tendremos por lo tanto las siguientes incognitas: @, 6., @3, 03,
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d do d dé )
D, = L) , O,=—2, @, = e , ©®,=—2_. Con esta nueva notacién las
dt dt dt dt

ecuaciones quedan
do
%cos& +L21 N-(22)2 cosa, =2
n, 2y 2 dt
1

d
— 1—(%)2 sin A,;signo(8, — 6,)signo(rr -|6, — 6,)) = cos 9, ®,0, +sin g, S)tz

3
dd
chos&nLiﬂfl—(rz—ﬂ2 cos 4y, = —=
3 2y 2 dt
1

. ) do
—4[1- (%)2 sin Ay,signo(6; — 0, )signo(r — |0, — 6;|) = cos ¢, ®, 0, +sin g, dt3

Iy

b

donde 1y, 113, 123, 023, COSA23 y cosAjz; ya han sido definidas anteriormente, a las que
hay que anadir las ecuaciones elementales
_ do,
S/
do
Q,=—732:
dt
_dos
odt
do
Q,=—2>.
dt

Si sustituimos ahora las derivadas que aparecen en estas ecuaciones por sus
correspondientes aproximaciones por diferencias hacia delante —es decir, efectuando
un desarrollo de Taylor de primer orden desde el instante t-, queda

O, (t+At)—D, (¢t
%cos&+%1/1—(6—3)2 cos A,y = (1447 = @, (1)
5 2 1, 2 At

O,t+AH-0,1)
At

LZ 1- (%)2 sin A,;signo(0, — 6;)signo( — |0, — 6,]) = cos 9, ®,0, +sin @,

I3

DO (t+At)—0O., (¢
izcos&+L2 -2y cos Ay, = (t+AD=0,()
; 2 ry, 2 At

Lz 1- (’%3)2 sin Ay, signo(6, — 0, )signo(r — |92 - 93|) =cos 0,0, +sin @,

I3

O,(t+ A1) —0,(f)
At

— ¢2(I+At)_¢2(t)

Q,

At

0,(t+At)-0,()

0, =

At

t+ At)— t

@, :(P3( ) —@5(2) y

At
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0,1+ A1) - 05(2)
At ’
donde las funciones 1y, 113, etc, se consideran evaluadas en el instante t.

A partir de estas expresiones se deduce la forma del esquema iterativo sin mas
que despejar los valores de las variables en t+At en funciéon de sus valores en t. La
expresion explicita final escrita en forma matricial puede verse a continuacion. La
generalizacion de estas expresiones para n>4 resulta elemental.

®3

[, ()
0,()
[p,t+M0)] [ | DO
O,t+N) | |6, | | €O
Pt +Ar) @) 1 o 1
O,+N) | |60 | | . 1= cosdy (35)

+
DO,(t+A D,(t
2 ) 0 5 1 1/1—(@)2 sinA,,sig(6, —93)sig(7r—‘92 —6’3‘)—cot¢)2¢)2®2
O,(t+A) | |O,(F)| | r;sing, 2

D,(+A) | | D,0)
’ ’ %cosﬁnLiz 1-(2)? cosd,,
O,c+A) | |00 |y 2 £ 2

1 . . . .
———[1-(2)’ sindy,sig(6, — 6, )sig(z —|6, —6,]) —cotp,D,0),
| 753 SINg; 2

Ejemplos de soluciones proporcionadas por el método de Euler hacia delante
para n=3y su analisis:

Incluiremos aqui los resultados correspondientes a cuatro soluciones obtenidas
para n=3 con las ecuaciones anteriores resueltas numéricamente por el método de
Euler hacia delante para diferentes condiciones iniciales, puesto que nos parecen
suficientes para constatar que todo el desarrollo anterior es correcto y para extraer
conclusiones interesantes al respecto. Observemos que con tres particulas la posicion
de equilibrio y minima energia potencial corresponde a un tridngulo equilatero de lado

3 3=1.7320508. .

NG

Caso 1: consideraremos en primer lugar la situacion en que las tres particulas
parten de un circulo maximo con velocidad nula teniendo ademas la segunda y la
tercera la misma coordenada meridional en el instante inicial —la primera,
naturalmente, se mantendrd en el polo norte-. Dentro de este caso veremos dos
situaciones, una con una posicion de partida muy proxima al equilibrio y otra con una
posicidn inicial muy extrema; seran los casos 1.a y 1.b respectivamente.

V3, por lo que el valor de esa energia sera

l.a. La coordenada meridional de las particulas 2 y 3 sera de 2.3 radianes.
Debemos observar que en la posicion de equilibrio esas coordenadas seran de 120
grados sexagesimales, es decir, 2.09439... radianes, con lo que, puesto que salimos de
un circulo maximo, no estamos lejos del equilibrio. La figura 65 muestra las graficas
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que recogen la evolucion de 112, 133, 123, Ep, Ec y Er con el numero de iteraciones. El
paso de tiempo escogido ha sido de 107.

Figura 65.

Representacion grdfica de la evolucion temporal de varios parametros caracteristicos del movimiento
correspondiente al caso 1.a. segun la resolucion numérica de la ecuacion diferencial mediante el
método de Euler hacia delante (fuente: elaboracion propia).
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Como puede verse, los resultados coinciden perfectamente con lo que la
intuicién dicta para un caso como este. La distancia entre las particulas primera y
segunda se mantiene en todo momento igual a la distancia entre las particulas primera
y tercera, como corresponde a las simetrias de la posicion inicial. Ademas, esas dos
distancias, asi como la entre las particulas segunda y tercera oscilan alrededor de su

valor de equilibrio V3, llegando a tomar ese valor simultdneamente. De hecho,
debido a errores numéricos, en el momento en que sus valores estan mas cercanos,
exactamente en la iteracion 1722, sus valores son de 1.732104, 1.732025 y 1.732024
respectivamente. El valor de la energia potencial en esa iteracion es 1.732051, es
decir, tiene siete cifras significativas correctas. Las energias potencial y cinética
también tienen comportamientos oscilatorios. Periddicamente la primera alcanza sus
valor minimo cuando la segunda llega a sus maximos, manteniéndose siempre sus
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graficas simétricas segun una simetria axial, como corresponde al principio de la
conservacion de la energia mecéanica. No obstante, observamos que, aunque muy
lentamente, la energia total del sistema tiende a aumentar indefinidamente. Este hecho
no resulta dificil de comprender en este caso, puesto que el hecho de utilizar un
método de diferencias hacia delante, por el cual calculamos el estado del sistema en el
instante t+At Ginicamente a partir de informacion en el instante t, hace que se produzca
un fendmeno constante de sobreexcitacion cinética, puesto que en los periodos de
aceleracion tendemos a exagerar la integral de las fuerzas que actian sobre la
particula mientras que en los tramos de deceleracion tendemos a infravalorarla.

1.b. En este caso consideraremos una posicion andloga a la del caso 1.a, pero
con un angulo meridional de s6lo 0.1 radianes. El paso de tiempo considerado sera de
4 , .
10™. Las graficas correspondientes pueden verse en la figura 66.

Figura 66.
Las mismas grdficas para el caso 1.b (fuente: elaboracion propia).
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Es interesante observar como la solucion tiene gran calidad a pesar de lo
extremadamente brusco que es el movimiento que describen. Los comentarios a hacer
son basicamente los mismos que en el caso anterior, s6lo que todo resulta mas
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exagerado. El valor mas bajo de la energia vuelve a ser de 1.732051, y la maxima
coincidencia de distancias se da cuando valen 1.732684, 1.73151 y 1.731957
respectivamente.

Caso 2: en este caso mantendremos todavia el movimiento restringido a un
circulo méximo, pero romperemos la simetria del caso anterior; daremos a la particula
2 una coordenada meridional de 1.7 y a la particula 3 una de 2.4. El paso de tiempo
sera de 2 -10”. Los resultados se recogen en la figura 67.

Figura 67.
Los mismos resultados para el caso 2 (fuente: elaboracion propia).
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Observamos en este caso cambios cualitativos con respecto de los dos
anteriores. Si examinamos en detalle la evolucion de la energia potencial, por
ejemplo, veremos que el valor mas bajo registrado es de 1.732812 y se da en la
iteracion 10942, instante en que las distancias entre particulas valen 1.747193,
1.748707 y 1.698905. Las diferencias con la posicion de equilibrio no son explicables
en términos de errores numéricos, puesto que la energia total, que es un buen
indicador global de esos errores, conserva en todo momento seis cifras significativas
correctas. Su razon hay que buscarla en las oscilaciones de amplitud modulada que
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manifiestan distintas cantidades de interés. Estas modulaciones son las responsables
de que las diferentes magnitudes no evolucionen simultaneamente hacia su valor de
equilibrio. Este comportamiento hace sospechar que son necesarias muchas
iteraciones —mas de las admisibles en términos de errores numéricos- para que la
modulacidon se acople con el resto de parametros para dar la posicion de equilibrio.

Caso 3: veremos ahora el caso general en que la posicion de partida no esta
contenida en un circulo maximo y no se contempla ningtn tipo de simetria. Asi, las
coordenadas esféricas de la particula 2 seran, en radianes, (-1.4, 1.7) y las de la

particula 3 (1.7, 2.3). El paso de tiempo sera de 2-107. Los resultados pueden verse en
la figura 68.

Figura 68.
Los mismos resultados para el caso 3 (fuente: elaboracion propia).
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Como podemos ver, este caso es semejante al caso 3, sélo que, si cabe, todavia
mucho mas complejo. Existen gran cantidad de ondulaciones superpuestas que
retardan enormemente la llegada a la posicion de equilibrio y la hacen inalcanzable en
términos numéricos. Si ahora nos imaginamos cémo puedan ser las oscilaciones de
una gran cantidad de particulas sobre la esfera, seguramente consideraremos la opcioén
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de abandonar esta via de aproximacion a la solucién de nuestro problema inicial. Sin
embargo, veremos que la situacion puede mejorar muy notablemente introduciendo en
nuestro sistema una sencilla modificacion: las fuerzas disipativas o no conservativas.

Consideracion de fuerzas disipativas en las ecuaciones del movimiento:

La introduccion de una fuerza viscosa actuante sobre cada particula en sentido
contrario al de su vector velocidad y de modulo proporcional al suyo resulta
sumamente sencilla. Si ¢ es la constante de proporcionalidad, es decir, el coeficiente
de amortiguamiento, entonces basta con afiadir en la parte izquierda de las ecuaciones
para ¢; Vi =1,n el término

dv do,
e dt dt (6)
y en las ecuaciones para 0; Vi =1,n el término

dv, do,
F, =—-c——=-csinp, — 37
v, dt (01 dt ( )

i

La nueva expresion del método iterativo de Euler hacia delante para resolver
numéricamente las ecuaciones incluyendo las fuerzas disipativas queda, para n=3

[@,(0)
0,()

‘o+a)] [o0)] | D0

o,+n) | |6,0) | |90

w0 o0 || oo Ly o, o, (38)
O,a+N) | |60 | | 2 Y 2

+
D, +A) | | D,
L+ A) || D) = \/1_(7)2 sind,;sig(0, —0,)sig |0, —6,) —cotg,®,0, ~®,
O,(+A) | |O,(0) | |15;8ing, 2
(D3(Z+AZ) (D3(Z) o 1

1 r
—cos=+—  [1-(-2)? cos4,, —cD
0,u+m) | 0,0 |2 T |7 coshme®s

1 7 . . .
— 1/1—(?)2 sind,,sig(6, —6, )sigr—|6, —6;]) —cotp,®,0; —O,
| 75; sing,

Las modificaciones formales que introducen los términos dispersivos resultan,
como puede verse, minimas.

Ejemplos de soluciones proporcionadas por el método de Euler hacia delante
introduciendo fuerzas no conservativas para n=3 y su analisis:

A continuacidn resumimos en las figuras 69 a 72 los resultados obtenidos para
las cuatro disposiciones de partida originales estudiadas en el apartado anterior pero
afiadiendo el efecto de fuerzas dispersivas controladas por el coeficiente de
amortiguamiento c¢. Mostramos en cada caso las graficas correspondientes a tres
valores distintos de ¢, para comprobar su influencia en el desarrollo del movimiento.
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Figura 69.

Los mismos resultados para el caso 1.a. considerando fuerzas no
coeficientes de amortiguamiento (fuente: elaboracion propia).
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Figura 70.
Los mismos resultados para el caso 1.b (fuente: elaboracion propia)
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Figura 71.
Los mismos resultados para el caso 2 (fuente: elaboracion propia)
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Figura 72.
Los mismos resultados para el caso 3 (fuente: elaboracion propia)
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Como puede verse, el hecho de considerar fuerzas disipadoras de energia
conduce en todos los casos a la posicion de equilibrio, en la cual la energia potencial y
las tres distancias dos a dos de las particulas alcanzan invariablemente el valor
1.732051, es decir, el valor exacto hasta las cifras con que trabajamos. Asi pues, la
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estrategia consistente en tratar de reproducir la dindmica de un conjunto de particulas
que se mueven sobre una esfera interactuando segun fuerzas que derivan de un
potencial de interés es capaz de conducirnos mediante su resolucion numérica a
posiciones de minima energia potencial de manera eficiente en cuanto suponemos que
el medio donde se desarrolla el movimiento ofrece cierta resistencia al mismo. Esta
resistencia puede modelarse, como hemos visto, mediante fuerzas disipativas de
modulo proporcional al del vector velocidad y de sentido contrario.

Lo que nos proponemos demostrar ahora es que el algoritmo numérico
numérico presentado en la pagina 21 de esta tesina no es mas que un procedimiento
geométrico de obtenciéon de las trayectorias limite de las particulas cuando el
coeficiente de amortiguamiento tiende a infinito. Para ello debemos observar que
dicho algoritmo no es mas que un método numérico de integracion de las curvas
envolventes de los vectores de fuerza —en esos vectores de fuerza no se incluyen ya
las fuerzas viscosas- y que pasan por unas posiciones iniciales fijadas. Por tanto, es
suficiente demostrar que las trayectorias limite cuando el coeficiente de
amortiguamiento tiende a infinito coinciden con dichas envolventes de los vectores de
fuerza.

Consideremos, por tanto, y sin pérdida de generalidad, la componente segiin ¢
de las ecuaciones del movimiento de una paricula teniendo en cuenta la existencia de
fuerzas viscosas: esa ecuacion es

4

F Dy (39
—cv, =—= ,
7 dt

donde F, es la componente meridional de la resultante de todas las fuerzas actuantes
sobre la particula salvo las viscosas. La solucién general de esa ecuacion diferencial
en v, se escribe

v,(t)=Ke" + J': e““F (s)ds = K¢ + : g(—%e”“")F(l, (S)]a’s (40)

ot
Aplicando la regla de Leibniz a la tltima integral, tenemos
. od o 1Y) o 1) .. dt
v () =Ke " +—||——=e“"F (s ds—(——je_‘(’_’)F 1)—=
, () dtjfo( cj ,(5) - 0
d F,(0) e
—Ke + 5[ (— lje_c(s_l)F,p (8)ds +—-
dt*n\ ¢ c
Multiplicando por (-c) obtenemos
. c dgp 1
Suerzadisipativa ,(t) = —cv, (1) = —K—+ ——F,(s)ds—F, (1) (42)

o<l E o 6

Si hacemos lo mismo con la componente ecuatorial de las fuerzas y tomamos
el limite c— o tenemos que en cada instante el vector de fuerzas disipativas es
antiparalelo al vector de fuerzas conservativas; como el vector de velocidad es
antiparalelo al de fuerzas disipativas —por definicion de las mismas-, tenemos que que
el vector de velocidad tiende a ser paralelo en cada instante al de fuerza cuando c se
hace arbitrariamente grande. Como la trayectoria de una particula es siempre la
envolvente de sus vectores de velocidad en cada instante, tenemos que la trayectoria
limite cuando ¢ — o es la envolvente de los vectores de fuerza.

Por ultimo cabe decir que todos los razonamientos hechos en este apartado son
perfectamente adaptables a cualquiera de los potenciales que nos interesan y no son
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validos Unicamente para el potencial coulombiano, aunque, evidentemente, la
expresion de las ecuaciones diferenciales cambiard en cada caso.

Todos los resultados anteriores han sido obtenidos mediante una hoja de
calculo EXCEL.
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ANEXO 4:

A continuacion van las tablas de energias obtenidas por Zhou para
2 <n <200 y para los casos n=212, n=272, n=282 e incluidas en su tesis de 1995.

Tabla 16.
Listado de energias obenidas numéricamente por Zhou en su tesis (fuente: [4]).
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ANEXO 5:

Las siguientes paginas muestran ampliaciones de los fotogramas de la figura
24, en que se sigue la evolucion de las posiciones de 12 particulas dispuestas
inicialmente sobre S° en una posicion inicial altamente inestable hasta su posicion de
equilibrio en los vértices de un icosaedro.

Figura 73.
Posicion inicial.
Energia potencial: 131.4824675.
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Figura 74.

Primera iteracion.
Energia potencial: 66.6856624.
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Figura 75.

Tercera iteracion.
Energia potencial: 54.9665548.
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Figura 76.
Sexta iteracion.
Energia potencial: 51.7096723.

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

-0.2
0.4
-0.6
-0.8

S|
1

99




Figura 77.
Iteracion numero 12.
Energia potencial: 49.9617576.
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Figura 78.
Iteracion numero 30.
Energia potencial: 49.4512333.
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Figura 79.

Iteracion numero 54.
Energia potencial: 49.4008807.
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Figura 80.

Iteracion numero 100.
Energia potencial: 49.3045875.
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Figura 81.
Iteracion numero 300.
Energia potencial: 49.1695831.

Figura 82.

Convergencia.
Energia potencial: 49.1652530.
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