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Capitol 3: Models numerics

3.1 Introduccio

En aquest capitol es pretén exposar la base numerica dels models utilitzats en
aguest treball per a analitzar el Qutb. Aquests models estan basats en els elements
finits.

3.2. Metode dels elements finits

3.2.1 Introduccid

El model constitutiu utilitzat per a l'estudi del Qutb esta concebut per a l'analisi
d'estructures, en els quals es precisa d'una discretitzacié volumetrica apropiada. En
particular, en el cas d'analisi sismic d'aquestes estructures, en les quals es
requereix un esquema refinat del pas del temps.

El comportament davant les accions que produeix un sisme necessita de la
implementacio d'un model constitutiu no lineal per al comportament del material,
aixi com una implementacio numerica que permeti l'estudi en el temps mitjancant
un esfor¢ computacional raonable.

Per l'elaboracio dels segients apartats s’ha consultat bibliografia concreta (TNO
Diana BV, 2005).

3.2.2 Analisis lineal. Conceptes generals

Per problemes lineals elastics el sistema d’equacions a resoldre és (3.1). On K és la
matriu de rigidesa del sistema, u és el vector de desplagaments i rotacions, i f és el

vector de forces nodals corresponents amb els graus de llibertat de u.

Ku=f (3.1)

Formulacié global

Quan es considera un cos general tridimensional, denotat amb V, el problema es
basa amb uns desplacaments desconeguts u i unes forces conegudes per unitat de
volum, g. Les forces externes en forma de forces concentrades i traccions donades
t son aplicades en la part del contorn, S,. Aquestes s’anomenen condicions de

contorn naturals. Els desplacaments u son especificats com valors coneguts U en la
part S, del contorn i s'Tanomenen condicions de contorn essencials. En el métode
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d’elements finits, el cos V sera aproximat per un ensamblatge d’elements finits, que
estan connectats per punts nodals en el contorn de I'element.

Desplacaments

Per resoldre els desplacaments u, s’ha de satisfer una continuitat i diferenciabilitat
fins a un cert grau. En el contorn S, els desplagcaments han de satisfer la condicio

de contorn essencial (3.2).

u=uensS, (3.2

Els desplacaments d’'un punt particular (x,y,z) sén reflectits per funcions continues
expressades en termes de variables discretitzades en els punts nodals i son
aproximades per l'expressio (3.3). On N és la matriu dinterpolacié de
desplacaments i u és un vector de variables de punts nodals, com les components
dels desplacaments i rotacions. La matriu d’interpolacié N compren les funcions de
la interpolacio o de la forma descrita en termes de variables independents, tals com
coordenades, i localment es defineixen pels elements individuals.

u,(x,y,2)~u(x,y,z)=N(x,y,zu  (3.3)

Tensions

Les tensions en qualsevol punt de I'estructura poden ser determinats per I'expressio
(3.4). On L és un operador diferencial definint un camp de tensions compatible. Ara
el camp de tensions pot ser escrit com la derivada del vector u com (3.5). On la
matriu B defineix la relacié tensio-deformacié per un punt particular i s’anomena la
matriu diferencial. Assumint comportament lineal elastic, la relacié entre les
tensions i esforcos per un punt particular pot ser escrit de la forma (3.6). On la
matriu D és la relacio tensions-esfor¢os i €s una funcié de les propietats materials
com el modul de Young i el coeficient de Poisson. El vector &, denota els canvis

inicials dels esforgos, i el vector o, conté les tensions inicials residuals.

e=Lu (3.4)

g=Lu=LNu=Bu (3.5)

oc=D(e-¢g))+0, (3.6)
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Equilibri

En un problema estructural les equacions d’equilibri poden ser escrites com (3.7).
On g és el vector de forces conegudes per unitat de volum, amb V com el volum
total o el domini del model. El vector t representa les traccions conegudes en el
contorn S, com la superficie, costats i punt de carrega.

L'c+g=0enV
Lio=tenS, (3.7)

Principi dels treballs virtuals

Una forma simple d’introduir les relacions d’equilibri (3.8) és utilitzant el principi dels
treballs virtuals.

L'c+g=0enV
Llo=tenS, (3.8)

Aquest principi diu que una estructura elastica esta en equilibri sota unes carregues
donades si, per qualsevol desplagament virtual d'un estat compatible de
deformacio, el treball virtual és igual a I'energia de tensio virtual. L’equacio de
treball virtual pot ser escrit com (3.9). On J¢ soOn les tensions virtuals que
corresponen amb els desplacaments virtuals ou. Combinant les equacions anteriors
tenim (3.10). On r és un vector de les forces internes corresponents al vector nodal
de graus de llibertat u.

[ocTodV = [auTgdV + [ouTtds,  (3.9)
\Y \ S

aﬂjBTadv =&T[INngV +'|.NTtdSIJ =&'r  (3.10)
\Y \4 St

El principi dels treballs virtuals diu que s’ha de satisfer, per qualsevol u, I'expressio
(3.11).

jBTadv =r (3.11)
\Y

Aquestes equacions no asseguren que l'equilibri existeixi en qualsevol moment,
siné que garanteixen només que les tensions satisfan I'equilibri. Combinant les
equacions tenim (3.12).

[BTodv =U BTDBdVJu—J'BTDgOdV +[BTo,dv =r (3.12)
\Y \ \Y \Y
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Combinant expressions obtenim (3.13).

Ku=f (3.13)
On K = j BTDBdV és la matriu de rigidesa, i f és el vector definit per (3.14)
\Y

f = fg +f, + fgo - f(,0 +f.  (3.14)
amb

f, = j N"gdV , la contribuci6 de les forces de volum
\

f, = INTtdSt , la contribucid de les traccions de superficie
S

fo. :J'BT De&,dV , I'efecte dels esforgos inicials
\

fy, :IBTaodV , 'efecte de les tensions inicials
\

f., la contribucio de les forces nodals concentrades

Aix0 proveeix un conjunt d’equacions que poden ser resoltes de forma directa o
indirecta per (3.15).
u=K*f (3.15)

Discretitzacio

En els elements finits el domini de la soluci6 V es divideix en un nombre finit
d'elements V,, que estan connectats pels punts nodals en els limits de

linterelement. D’aquesta manera el domini de la solucié esta discretitzada i
representada. Els desplacaments desconeguts en cadascun dels elements esta
aproximat per les funcions continues expressades en termes de variables nodals.
Les funcions sobre cada element s’Tanomenen les funcions de la interpolacio o de la
forma.

3.2.3 Analisi no lineal. Conceptes generals

En l'analisi no lineal amb elements finits, la relacié entre una forca vector i el
desplacament vector no és lineal. Com en el cas de I'analisi lineal, volem calcular
un desplagament vector que equilibra les forces internes i les externes. En el cas
lineal, la solucio vector pot ser calculat directament pero en el cas no lineal no es
pot. Per determinar I'estat d’equilibri no només fem el problema discretitzant-lo en
'espai, amb elements finits, sind6 també en el temps, amb increments. Per assolir
lequilibri al final de Il'increment, necessitem utilitzar un algoritme iteratiu. La
combinacio dels dos s’Tanomena una solucié amb procediment incremental-iteratiu.

Considerarem un vector d’increment de desplacaments que produeixi un equilibri
entre les forces internes i les externes, i una matriu de rigidesa que relacioni les
forces internes amb els increments de desplagcament.
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En lanalisi no lineal el vector de forces internes usualment depén no linealment
amb els desplacaments. Aix0 també depén de la historia de desplacaments. El
vector de forces externes també pot dependre dels desplacaments.

Procediments iteratius

Un metode purament incremental usualment provoca solucions poc precises en
I'analisi no lineal, només si no s’utilitzen passos molt petits. En un proceés iteratiu els
errors poden ser reduits successivament. Aixo és, de fet, un procediment implicit. El
tamany del pas permissible és més alt que en el cas d’'un procés sense iteracions,
com podria ser el cas d’'un procés explicit. El procediment general és el mateix per
tots els procediments iteratius. En tots els procediments, el desplacament total es
adaptat iterativament per uns increments iteratius fins que s’assoleix I'equilibri
(figura 3.1).

Begin
increment

Increase
external load fexe
Au=10

—

Calculate
“out-of-balance force”

2 = feaxy — fine,1

|

Predict
change in displacements du
Ay = Awg + dugyy

|

Determine
new internal force fi

Stop
iteration?

yes

Figura 3.1 (TNO Diana BV, 2005)

Els increments iteratius sbén calculats mitjancant la matriu de rigidesa, que
representa un tipus de linealitat entre la relacid entre el vector forca i el
desplacament. La matriu de rigidesa pot canviar en cada iteracio.

El metode Quasi-Newton, també anomenat metode de la secant, essencialment
utilitza la informacié d’una solucié previa i dels vectors de for¢ca durant I'increment
per assolir una millor aproximacié (figura 3.2). A diferéncia del métode regular
Newton-Raphson, el metode de la secant no utilitza una matriu de rigidesa
completament nova en cada iteracid. Si el desplacament incremental s’anomena
ou;i el canvi del vector forga &3, =0,,—0,, la relaci6 del metode de la secant

es K, ,dl; = &;.
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duy

u

Figura 3.2 Métode de la secant (TNO Diana BV, 2005)

Amb una matriu K; que compleix I'expressio anterior, el proxim increment iteratiu es

calcula amb &, = K;*g, . Per un sistema amb més d'un grau de llibertat, la matriu

de rigidesa no és unica. Els métodes implementats en el Diana sén coneguts com
Broyden, el Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) i el métode Crisfield.

En les seguents expressions (3.16 i 3.17) el vector c pot ser elegit lliurement.

Ki+1 — Ki + (®| _Fia'li)c-r (316)
c

K . = Ki + (59, — Kia'li)CT +C(5gi - |<i5ui)T _(§gi - Ki&Ji)TaJiCCT (3_17)

T )

El meétode de la secant pot ser utilitzat eficientment perque la inversa de la nova
matriu de rigidesa pot ser derivada directament amb I'anterior matriu de rigidesa i
els vectors actualitzats utilitzant la formula Sherman-Morrison.

Per evitar 'emmagatzematge i 'augment de temps de calcul dels métodes Broyden
i BFGS, Crisfield, que s'utilitza en la present tesina, suggereix nomeés utilitzar el més
recent vector de la correccio.

Tots els tres métodes secant poden ser utilitzats independentment de la matriu de
rigidesa utilitzada per la primera prediccié. Aquests méetodes usualment tenen un
rati de convergéncia situat entre el dels métodes Newton-Rapshon i el modificat
Newton-Raphson. Per a sistemes grans el temps utilitzat per iteracié sera més
proxim al modificat Newton-Raphson que al metode regular Newton-Raphson. Per
el Broyden i el BFGS la memoria i el consum de temps s’'incrementara amb el
nombre d’iteracions.

3.3 Programa utilitzat
Per a realitzar I'analisi estructural del Qutb s'ha utilitzat el programa TNO Diana que
resol problemes pel métode dels Elements Finits. Es un programa modular que

intenta recollir un ampli rang d'aplicacions i és una eina practica a I'hora de resoldre
problemes d'investigacio.
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3.4 Elements utilitzats

Per a efectuar el calcul pel métode dels Elements finits, s'utilitzen elements
tetraedrics de quatre nodes. La utilitzacié d'aquests elements és practica a I'hora de
generar malles denses en geometries complexes. El métode d'integracié en cada
element s'efectua mitjancant la regla de Gauss. El valor dels diferents resultats en
cada node s'obté a partir de la interpolacié amb els valors obtinguts en els punts de
Gauss de cada element. A continuaci6 es descriu I'element.

L'element TE12L (figura 3.3) és un element solid piramidal de quatre nodes i tres
costats isoparametrics. Esta basat en la interpolacio lineal i la integracié numeérica.
Els polinomis per les translacions u,, poden ser expressats com (3.18).

2
Figura 3.3 Element TE12L (TNO Diana BV, 2005)

U (&m ) =a, +a+am+a,g (3.18)

Aquest polinomi produeix una tensié constant i la distribueix sobre el volum de
'element. Per defecte Diana aplica un esquema d'un punt d’integracié sobre el
volum, els esquemes de quatre i cinc punts d’integracié s6n opcions possibles.
Esquemes amb més de cinc punts d’integracié no estan disponibles.

Els valors de les tensions obtingudes en cada node de cada element estan
subjectes a un tipus d'aillament o "smoothing" que permet representar de forma
continua els diagrames de tensions. Si existeixen materials connectats amb
marcades diferencies resistents, aquest tipus d’aillament, que no és més que un
tipus de ponderacié entre nodes compartits per diversos elements, pot donar lloc a
resultats poc realistes.
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