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Nomenclatura

‘ Simbol ‘ De nici6

v Vector

4 Variable adimensional

v Matriu

Vv Derivada respecte el temps

Taula 1: Simbologia basica

‘ Simbol ‘ De nici6 ‘ Unitats H Simbol ‘ De nici6 ‘ Unitats ‘
Densitat massica kg=m 3 u Energia interna J=kg
Viscositat dinamica Pas ec Energia cinética J=kg
Viscositat cinematica m?=s T Temperatura K
Conductivitat termica W=mK p Pressi6 Pa
Difusivitat térmica al buit m2=s u Velocitat m=s
Coe cient d'expansio termic K 1t q Flux de calor W=m 2
Cy Calor especi ca a volum constant J=kgK f Terme font arbitrari m=s 2
Cp Calor especi ca a pressié constant J=kgK Font de calor interna | W=m 3
Esforgos tangencials N=m 2
Taula 2: Nomenclatura per la dinamica de uids
‘ Simbol ‘ De nici6 ‘ Unitats H Simbol ‘ De nici6 ‘ Unitats ‘
q Carrega eléctrica [C] e Densitat eléctrica negativa | [C=m %]
| Intensitat de corrent electric [A] p Densitat eléctrica positiva [C=m 3]
u Susceptibilitat magnetica especi ca [m3=kg] Potencial eléctric [N=mC ]
m Susceptibilitat magnetica j densitat de corrent eléctric | [A=m ?]
o Permeabilitat magnética en el buit [N=A 2] E Camp electric [N=C]
m Permeabilitat magnética [N=A 2] B Camp magnétic Wb=m 2
Conductivitat electrica [S=m] M Magnetitzacié [A=m ]
0 Permitivitat eléctrica en el buit [F=m] H Excitacié6 magnética [A=m ]

Taula 3: Nomenclatura per I'electromagnetisme
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index de taules

‘ Simbol ‘ De nici6 H Simbol ‘ De nici6
Re Reynolds Ra Rayliegh magnetic
Ha Hartmann m Parametre de momentum
N Nombre magnétic Nu Nusselt
Pr Prandtl St Strouhal
Ra Rayleigh Cp Coe cient de fregament
Gr Grashof CL Coe cient d'ascens

Taula 4: Nombres adimensionals

‘ Simbol ‘ De nici6 H Simbol ‘ De nici6
Variable genérica As Modul de la superficie

n Superindex de temps, valor de instant present 8 Volum de control
n+l Superindex de temps, valor de  instant posterior a n Propietat difussiva genérica
noi Superindex de temps, valor de instant anterior a n Terme font

i Subindex espacial, valor de  en volum de control i ms Cabal massic en la cara f

f Valorde alacaraf t Increment de temps
' Valor de v alacara f X Increment espacial
Vp Velocitat predictora Vp Velocitat predictora normal a la cara
Vot Velocitat predictora a la cara f t Coe cient numeric imposat

Taula 5: Nomenclatura per I'analisi numeéric

Simbol De nici6
@% Derivada parcial respecte m.
r Gradient
r Divergencia
r? Laplaciana
r Rotacional
n Vector unitari normal a la superficie
HA dA Integral super cial tancada del volum de control
HS ds Integral volumeétrica del volum de control
P f2F (c) Sumatori per totes les cares del volum de control

Taula 6: Nomenclatura d'expressions matematiques

24




Capitol 1

Introduccio

El projecte consisteix en I'estudi de la interaccié entre la dinamica de uids i I'elec-
tromagnetisme, enfocada des d'un punt de vista numéric en comptes d'experimen-
tal. Per una banda, la dinamica de uids és una branca de la fis ica que consisteix
en determinar el comportament d'un uid a partir de les condi cions de contorn
que s'apliquen sobre aquest. Es considera un dels problemes més complicats de
la fisica classica i les equacions de Navier Stokes s6n les que descriuen aquest
comportament.

Per l'altra banda, les equacions de Maxwell de neixen per co mplet els fenomens
electromagneétics. Més concretament, de neixen com els cam ps magneétics i eléc-
trics son creats i alterats entre ells mateixos, aixi com també, per corrents eléctri-
ques. De la mateixa forma que en la dinamica de uids, les equa cions sén altre
cop diferencials en derivades parcials.

Tot i tenir un profund coneixement d'ambdues ciéncies, les equacions diferencials
en derivades parcials que determinen el seu comportament han estat impossibles
de resoldre en forma d'equacié analitica. Aixi que, des del seu descobriment, els
estudis matematics realitzats per la comunitat cienti ca h an estat minoritaris res-
pecte els experimentals. A arrel d'aquest fenomen, s'han elaborat técniqgues ma-
tematiques com l'adimensionalitzacié o I'analisi asimptotic, les quals s6n de gran
ajut per entendre el comportament de les equacions que descriuen el fenomen.

Ara bé, la utilitzaci6 de métodes numerics per tal d'obtenir resultats precisos ha
adquirit importancia en les ultimes decades, degut a la gran quantitat d'avantat-
ges gue presenta respecte l'estudi experimental. Aquesta técnica permet obtenir
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resultats d'elevada qualitat per a problemes complexos on les simpli cacions mate-
matiques son insu cients i on els experiments de laboratori sén massa costosos. A
més a més, és molt versatil degut a la facilitat de canviar les condicions de contorn
que envolten el problema. Malauradament, no tot sén avantatges. Linconvenient
principal és el temps de computacié necessari per tal d'obtenir les solucions nu-
meriques, el qual pot ser de mesos en alguns casos. Tot i aix0, el temps d'espera
es veu reduit per l'augment continu de la poténcia computacional, aixi com també,
per les noves técniques de discretitzacié que sorgeixen de la constant investigacio
en el sector.

Des d'un punt de vista numeéric, existeix un gran paral lelisme entre els problemes
sobre dinamica de uids purs, i els que estan mesclats amb els camps electro-
magnétics. Per aquest motiu, bona part dels métodes numerics utilitzats en aquest
projecte son extrets de la dinamica de uids computacional, o bé “Computational
Fluid Dynamic (CFD)".

Tenint present la gran multitud de conceptes que engloba aquesta interaccio, i a la
impossibilitat de desenvolupar un codi que els simuli tots, s'ha focalitzat el tema en
dos grans blocs clarament representatius. Aquests son la conveccié magnética i la
magnetohidrodinamica(MHD). Ambdés blocs sén explicats en el projecte.

1.1 Objecte

Lobjecte del projecte és I'estudi i la resolucié numérica de les equacions de massa,
guantitat de moviment i energia sotmeses a un camp magneétic, mitjancant la tecni-
ca dels volums nits. Concretament, dins d'aquesta area, el projecte se centra en
dos fenomenologies: la conveccié magnetica i la magnetohidrodinamica(MHD).

1.2 Justicaci6

Linterés en I'estudi de la interaccié entre la dinamica de uids i els camps electro-
magneétics recau en que permet la possibilitat de modi car el comportament d'un
uid, sense la necessitat d'establir un contacte directe am b aquest. La explota-
ci6 d'aquest fenomen fisic a nivell industrial seria capa¢ de resoldre problemes
inabordables amb la tecnologia actual o bé millorar sistemes ja existents. Alguns
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exemples d'aquestes novetats/millores son:

Evitar el problema de la cavitacié en la propulsié maritima, mitjancant la pro-
pulsi6 magnetohidrodinamica, basada en camps electromagnétics en comp-
tes del moviment giratori de les hélices.

Extracci6é d'energia eléctrica d'un uid amb elevada energi a cinética i térmica
sense necessitat d'utilitzar turbines que entrin en contacte amb el uid.

Disminucio del coe cient de fregament aerodinamic sense ne cessitat de mo-
di car la forma del solid que esta en contacte amb el uid.

Alterar els efectes de la conveccid natural per tal de poder in uir sobre la
transferéncia de calor associada a aquesta.

Provocar moviments convectius en abséncia de gravetat.

Controlar el fenomen de creixement de cristalls quan un uid passa d'estat
liquid a solid, controlant la conveccié natural mitjangant camps magnetics.

Dominar la fisica del plasma.

Millorar la comprensié de fendmens astrofisics.

Totes aquestes aplicacions revolucionarien sense cap mena de dubte el mén in-
dustrial, tant en l'area de produccié com en el desenvolupament de nous productes
basats en aquesta fenomenologia.

Estudiar la interaccio entre els camp electromagnetics i la dinamica de uids de
forma computacional implica el desenvolupament de codis polivalents aptes per
resoldre multitud de casos, alliberant aixi a l'industria d'una gran quantitat d'estudis
experimentals.

1.3 Abast

Les tasques que s'inclouen en aquest projecte son:

1. Estudii deducci6 de les equacions governants:

S'estudia el fenomen de la conveccié magnética per uids par amagneé-
tics en preséncia d'un camp magnétic.
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S'estudien els fenomens magnetohidrodinamics que es produeixen en
uids conductors eléctrics quan estan en preséncia d'un cam p magnétic.

2. Estudi i aplicacié dels diferents métodes numeérics capacgos de transformar
sistemes d'equacions diferencials amb derivades parcials, en un conjunt de
sistemes d'equacions algebraics.

3. Programacio d'un codi propi per a la resolucié numeérica de les equacions que
determinen els fendmens de conveccié forcada, natural i magnética, mitjan-
cant la técnica dels volums nits, tractament “ Staggered” i malles estructura-
des ortogonals. El codi ha de ser capa¢ de simular uids que es comportin
de forma laminar i que nalitzin en un estat permanent o bé per iodic.

4. Introducci6 al codi Termo uids: aprenentatge del seu Us, juntament amb la
programacié d'un modul per aquest codi capac de resoldre, numéricament,
fenomens magnetohidrodinamics en uids que es comporten de forma lami-
nar. Aquest modul utilitza la técnica dels volums nits, tra ctament “Colloca-
ted”, malla no estructurada.

5. Discussio, comparacio i validacio dels resultats numeérics® amb diferents ti-
pus de documents de referéncia. Alguns d'aquests resultats de referéncia
sbn solucions analitiques directes de les equacions diferencials, mentre que
d'altres sén resultats numeérics extrets per codis aliens a aquest projecte.

Les tasques que no s'inclouen en aquest projecte sén:

1. No es dura a terme cap tipus d'estudi experimental.

1.4 Especi cacions basiques

Les especi cacions basiques d'aquest projecte son:

1. Programacié d'un codi compacte en C++.

2. Resolucié de les equacions diferencials que determinen el comportament
dels diferents fenomens fisics, mitjangant la técnica del volums nits.

1Extrets amb els diferents codis desenvolupats en aquest projecte
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3. S'utilitza el “Fractional Step Method” (FSM) per tal de resoldre les equacions
de Navier-Stokes.

4. Solucionar problemes de conveccié natural i magnetohidrodinamics.

5. La modelitzacié de les equacions MHD es fa tenint present que el Reynolds
Magnétics és baix (Rey << 1).

6. Medi continu i ux bidimensional (2D).

7. Els uids es consideren incompressibles i tenen un compor tament Newtonia
pel que fa als esforcos tangencials.

1.5 Resum de la memoria

Aquest escrit pretén ser una guia on es mostren els diferents capitols del projecte,
junt amb una breu explicacié de cadascun d'ells per tal d'ajudar al lector a orientar-
se dins la tematica.

En el capitol 2 es focalitzen els fendmens fisics que es tracten al llarg del projecte
per tal d'ajudar al lector a la comprensio dels capitols posteriors. A més a més,
es fa una breu introduccié de cadascun dels fendmens amb els seus respectius
antecedents dins la comunitat cienti ca.

En el capitol 3 es presenta la formulacié6 matematica, on s'exposen per separat
les equacions que governen la dinamica de uids i I'electrom agnetisme. Un cop
assolits els conceptes basics del projecte, es procedeix a la unié d'ambdés bran-
ques per obtenir les equacions amb les quals es basa el projecte, les equacions
de treball. Aquestes equacions també s'adimensionalitzen per tal de coneixer els
nombres adimensionals que governen el comportament de les equacions.

En el capitol 4 s'explica amb deteniment tot I'analisi numeéric que s'ha dut a terme
a les equacions diferencials de treball, per tal de convertir-les en un conjunt de
sistemes d'equacions algebraics capacos de ser resolts computacionalment.

En el capitol 5 es mostren els dos problemes escollits per tal de veri car el funcio-
nament dels codis desenvolupats en aquest projecte. A més a més, a aquests dos
casos també se'ls hi troben aplicacions industrials per tal d'introduir una motivacio
extra a la resol lucié del problema.
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En el capitol 6 es fa un analisi ambiental per conéixer lI'impacte ambiental de la
creaci6, desenvolupament i desmantellament d'aquest projecte.

Finalment, en el capitol 7 es mostren les conclusions obtingudes en el desenvo-
lupament del projecte, junt amb un conjunt d'idees que marquen la futura direccio
que seguira el projecte a curt i llarg termini.
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Capitol 2

Conceptes previs

2.1 Introducci6

Degut a la gran multitud de conceptes que engloba la interaccié entre la dinamica
de uids i els camps electromagnétics, i a la impossibilitat de desenvolupar un codi
que els simuli tots, s'ha focalitzat el tema en dos grans blocs clarament represen-
tatius. Aquests sén la conveccié magnética i la magnetohidrodinamica(MHD).

2.2 Conveccio magnetica: el medi i I'electromagnetisme

Tota substancia és in uenciada per un camp electromagneétic , amb més o menys
mesura, depenen de la seva estructura molecular i/o atdomica 1. Aquest efecte és
deu al fet que la matéria esta formada per atoms, els quals estan compostos per
particules positives(protons) i negatives(electrons) que es mouen continuament.
Cada una de les carregues en moviment crea el seu propi camp magneétic, tot i que
en molts casos aquest efecte és complicat o impossible d'apreciar, ja que altres
fendomens fisics, com la propia vibracié dels mateixos atoms, I'emmascaren.

Deixant de banda aquesta idea tant general, a efectes practics una substancia
es classi ca en funcio de la seva clara interacci6 amb un camp magnetic, de la
segient forma:

1Quan es té present aquest efecte es parla d'un medi participant
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1. Ferromagneétics: els atoms que formen la substancia tendeixen alinear-se
en presencia d'un camp magneétic, de forma que el camp existent és poten-
ciat pel camp magnétic format pels electrons al girar continuament al voltant
seu i del nucli. El ferromagnetisme no depén Unicament de la composicié
guimica de la substancia sind també depén fortament de la seva estructura
cristal lina. Aixi doncs, que existeixen materials formats per elements fer-
romagnetics que no presenten aquest tipus de fenomen degut al seu tipus
d'estructura cristal lina (I'acer inoxidable n'és un exemple).

El ferromagnetisme d'una substancia també esta estrictament relacionat amb
la energia térmica d'aquesta, ja que quan la substancia supera una determi-
nada temperatura (temperatura de Curie), passa a comportar-se com una
substancia paramagnética. Aquest fenomen fisic es deu a que la propia vi-
bracié de les particules és tant gran que impedeix la alineacié dels atoms.

Cal tenir present que els materials ferromagnétics presenten histéresis de
forma que un cop es deixa d'aplicar el camp magnétic extern, aquests no
tornen al seu estat original sin6 que queden imantats. Els elements quimics
purs que presenten aquest comportament sén el cobalt (Co), el ferro (Fe), el
gadolini (Gd) i el disprosi (Dy).

2. Paramagnetics: en aquest cas el fenomen fisic és similar al ferromagne-
tisme, tot i que l'efecte és produit a una escala molt menor de forma que
es continua potenciant el camp magnétic, pero la propia vibracio de les par-
ticules s'oposa a la seva alineaciéo. A més a més no presenten histeresis.
Algunes de les substancies paramagnétiques son I'alumini (Al), el magnesi
(Mg) o l'oxigen (O).

3. Diamagnetics: a diferéncia de les dos anteriors, aguest efecte es caracterit-
za per disminuir el camp magnétic en comptes d'augmentar-lo, degut que els
atoms produeixen un camp contrari a l'aplicat. La gran majoria d'elements
presenten aquest tipus de comportament. Alguns de les substancies que
presenten aquest comportament son I'hidrogen (H), el bismut (Bi), els gasos
nobles, el coure (Cu) o el clorur de sodi (NaCl). Tampoc presenten histéresis.

La gran majoria de uids tenen un comportament paramagnétic o bé diamagnetic.
Ara bé, existeixen técniques per aconseguir potenciar els efectes magneétics d'un
uid. Una d'aquestes consisteix en mesclar una substancia e n estat liquid amb
un conjunt de nanoparticules en estat solid de comportament ferromagnétic. A
aquesta mescla se li atribueix el nom de ferro- uid (2.1).
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Figura 2.1: Ferro- uid en preséncia d'un camp magneétic

Degut a les dimensions minUscules de les particules ferromagnétiques es pot par-
lar d'un medi totalment homogeni. Les nanoparticules no precipiten degut el mo-
viment brownia al qual estan sotmeses. Aguest és un moviment estocastic que es
deu al fet que la superficie de les particules es bombardejada continuament per
les molecules del uid, les quals estan sotmeses a una agitac i6 térmica. Aquest
X0oc a escala atomica no és sempre constant de forma que es crea un moviment
aleatori.

2.3 Magnetohidrodinamica (MHD)

La magento uidodinamica (MFD) és la ciéncia que estudia el c omportament del
uids que disposen d'una bona conductivitat eléctrica quan es troben en preséncia
d'un camp magneétic. El concepte fonamental de la MFD és que els camps mag-
nétics sén capacos d'induir corrents eléctriques en un uid conductor, les quals
produeixen forces sobre el uid i al mateix temps modi quen e | camp magnétic
inicial.

Més concretament, si el uid es troba en estat liquid es parla de magnetohidro-
dinamica (MHD), mentre que si l'estat és gasos s'anomena magnetogasdinamica
(MGD). En tot el treball es parla continuament de MHD degut que esta enfocat per
a uids en estat liquid.

Els primers indicis de la MHD van apareéixer fa prop de dos segles. Faraday i Ritchie
van descobrir aquesta curiosa interaccié entre la uidodin amica i I'electromagne-
tisme l'any 1832 de forma independent. Per una banda, Faraday va demostrar la
possibilitat de convertir I'energia cinética d'un uid con ductor eléctric en energia
eléctrica, mitjancant un camp magnétic transversal al moviment d'aquest uid. Per
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l'altra banda, Ritchie va observar la possibilitat de propulsar un uid mitjangant la
correcta combinacioé de camps eléctrics i magnétics.

Més endavant, en ple segle XX, amb el descobriment del plasma com a nou estat
de la matéria i la energia nuclear, es va potenciar l'interés d'aquesta nova ciencia.
La relacié entre elles es deu al fet que I'energia obtinguda per fusié nuclear és
la causant de I'espectacular alliberacié d'energia del sol, la qual provoca que la
matéria que el forma es trobi en estat plasma. Aquest Ultim es caracteritza per
comportar-se com un uid altament ionitzat, de manera que no nomeés reacciona
fortament en presencia d'un camp electromagnétic, siné que també és capac de
crear el seu propi camp.

El naixement de la MHD com a ciéncia no va ser ns l'any 1970, qu an Hannes
Alfven va va guanyar el premi Nobel pels seus treballs sobre uids altament ionit-
zats. Aquest treball és una referéncia per la comprensié de la fisica que envolta
els plasmes. També s'hi de neix I'existéncia d'un nou tipus d'ones anomenades
ones magnetohidrodinamiques, les quals avui dia reben el nom d'ones d'Alfven.
Aquestes ones estan directament relacionades amb la teoria que explica la creacié
i moviment de les taques negres del sol.

Sense cap mena de dubte, en els seus principis aquest fenomen era d'especial
interés per l'astrofisica, tot i que no es va tardar en trobar aplicacions dins la indus-
tria. Van apareéixer velocimetres magneto uidodinamics, g eneradors de poténcia
eléctrica, propulsors navals magnetohidrodinamics ...

En l'actualitat, qualsevol tema dels esmentats es continua estudiant, tot i que la
gran majoria dels esforcos estan centrats en activitat relacionades directa o indi-
rectament amb la fusio nuclear. Aixo és degut al fet que una de les principals técni-
gues per obtenir energia eléctrica de forma controlada mitjangant la fusié nuclear,
utilitza potents camps electromagnétics per mantenir el plasma en levitacié.

2.4 Magnetohidrodinamica computacional (CMHD)

La magnetohidrodinamica computacional o Computational MagnetoHydroDynamics
(CMHD) és una disciplina que utilitza métodes numeérics per tal de resoldre les
equacions que governen la MHD. Degut al seu paral lelisme, bona part dels mé-
todes utilitzats en la CMHD soén prestats de la dinamica de ui ds computacional
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(CFD), la qual s'encarrega de resoldre numéricament les equacions que de nei-
xen la mecanica de uids tradicional.

2.5 Antecedents

Degut als dos blocs amb els que es separa el projecte s'han desenvolupat de forma
diversa, s'’han separat els antecedents de cada una de les branques per tal de
simpli car la comprensi6 del projecte al lector.

2.5.1 Antecedents sobre la conveccio magnetica

Braithwaite[1] a I'any 1991 va ser un dels autors pioners en estudiar el comporta-
ment dels uids paramagnétics en preséncia d'un camp magnét ic. Més concreta-
ment la idea inicial ja estava focalitzada en controlar la conveccié natural de uids
paramagnetics mitjancant camps magnétics. Les aplicacions d'aquesta técnica van
des del control de la transferéncia de calor en diferents aparells com en el control
del creixement de cristalls en la solidi caci6 d'un liquid.

Ens els seus inicis els estudis estaven dirigits cap a ferro- uids 2 degut que els efec-
tes eren visibles sense necessitat de recorre a camps magnétics realment potents,
tot i que no es va tardar en demostrar que per camps magnétics su cientment po-
tents aquest efecte es donava en qualsevol tipus de uid para magnétic, sense la
necessitat de tenir nanoparticules en suspensio.

Ara bé, tots aquests estudis eren experimentals. Els primers estudis computacio-
nals per la simulacié d'aquest fenomen no van tardar en dur-se a terme. Un dels
estudis numerics més rellevants en 2D del control magnetic de la conveccié en
uids paramagnétics el va fer Bednarz[2] al 2009. Cienti cs com Suvash[3] donen
continuitat als estudis numerics de Bednarz tal i com demostra el seu document
publicat al 2014.

Des del descobriment d'aquest fenomen fisic han sorgit multitud d'articles encarats
en aguesta tematica, degut a la seva gran aplicacio industrial.

2Fluid amb nanoparticules solides.
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2.5.2 Antecedents sobre la MHD

Els primers estudis que es coneixen sobre MHD es situen a principis de la segona
meitat del segle XX, quan encara no es considerava una ciéncia. Aquests estudis
tractaven sobre la resolucié analitica en estat permanent de les equacions dife-
rencials que determinen la MHD per diferents tipus de formes. Tot i que aquest
casos no pertanyin a la magnetohidrodinamica computacional sén de gran interés
en el mén del CMHD, ja que al disposar de solucié analitica els converteix en ca-
sos perfectes per validar els codis. Alguns d'aquests articles de referéncia sén els
Shercliff[4], Hunt[5] i Walker[6].

Des dels seus inicis ns a l'actualitat, la CMHD ha utilitzat diferents modelitzacions
de les equacions diferencials per tal de determinar els efectes MHD. Aquestes soén:

B -formulation: consisteix en determinar els efectes MHD utilitzant com a va-
riable de calcul el camp magnétic creat pel moviment dels electrons dins el
uid. Aquest és el pitjor metode degut que és lenti a més a més s 'ha d'es-
tudiar I'exterior del domini on resideix el uid, degut que e | camp magnétic
també existeix fora d'aquest. Com avantatge, el camp magnétic compleix per
de nici6 divergéncia nul la. Smolentsev et al.[7] és un autor que ha treballat
amb aquesta técnica.

-formulation: aquesta tecnica utilitza el potencial eléctric induit pel moviment
dels electrons del uid conductor eléctric en presencia d'u n camp magnétic.
Aquesta técnica és més rapida que l'anterior tot i que presenta problemes
d'estabilitat alhora de mantenir nul la la divergéncia de la densitat de corrent
eléctric. Ni et al.[8] és un autor que ha utilitzat aquesta técnica en els seus
Gltims articles sobre CMHD.

j-formulation: aquesta técnica és la més nova i €és molt semblant a la B-
formulation, ja que continua complint divergéncia nul la per naturalesa. Com
avantatge no s'ha d'estudiar el recinte en el qual no hi ha uid, ja que la
densitat de corrent eléctric només existeix en el medi conductor eléctric. Com
a desavantatge continua sent més lenta que la -formulation. Smolentsev et
al.[9] és un autor que ha treballat amb aquesta técnica en els seus Ultims
treballs sobre CMHD.

Deixant de banda les modelitzacions de les equacions que de neixen la MHD, la
gran majoria de publicacions en el sector es basen en la tecnica dels elements nits
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per tal de discretitzar les equacions diferencials. Ben pocs autors s'han basat en la

técnica dels volums nits, com per exemple Leboucher[10] . A quest va utilitzar una

-formulation i la técnica dels volums nits amb un tractament “ fully-staggered”, tot

i que es va ajudar de informacié analitica per de nir les zone s més complicades

del problema.

En l'actualitat la utilitzacié dels diferents models, junt amb el tipus de técnica de

discretitzacio continuen sent temes d'investigacio.
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Formulacid Matematica

3.1 Introducci6

Tant les equacions que determinen el moviment dels uids, co m el comportament
dels camps electromagneétics, han estat un gran repte per la comunitat cienti ca
al llarg dels ultims dos segles. Per una banda, cienti cs cél ebres del segle XIX i
XX van descriure la uidodinamica com un dels problemes, sen se resoldre, més
complicats de la fisica classica. Per l'altra banda, ning dubta sobre el gran treball
de James Clerk Maxwell sobre I'electromagnetisme, on el mateix Einstein el va
catalogar com un dels treballs més rigorosos de la fisica des dels temps de Newton.

Aixi doncs, en aquest apartat es mostren i s'expliquen les equacions que de neixen
la uidodinamica i I'electromagnetisme.

Per una informacié més detallada de tot el que s'exposa aguest apartat, es recoma-
na consultar el llibre “Magneto uid dynamics for engineers and applied physicists ”
escrit per Cramer, L.R. et al. [1].

3.2 Equacions de conservacio

Els fonaments de la uidodinamica es basen en les equacions d e conservacio, tant
de la massa, la quantitat de moviment com de I'energia. Totes sén expressades de
forma diferencial i seguint un model Euleria. Les hipotesis assumides per aquestes
equacions son:
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Medi continu: la mostra de uid té un nimero su cientment gran de mol lécules
i, per tant, les propietats del uid varien de forma continua en l'espai i el
temps.

Flux bidimensional: el volum de control és su cientment profund perque les
variables només varin en el pla (2D).

En aquest apartat les equacions de conservacié son expressades tenint present
gue les propietats fisiqgues no sén constants.

3.2.1 Conservacio de la matéria

Clarament, la conservacio de la matéria és un principi basic que s'ha de mantenir
alhora d'afrontar qualsevol tipus de problema sobre uidod inamica. Aquest principi
es pot expressar com:

“La variaci6é de la massa en un volum de control ha de ser igual al ux massic
que travessa la seva superficie de control”.

Lequaci6 que representa la frase anterior per un model Euleria és:

%t+ r (uw=0 (3.1)

3.2.2 Equacio de conservaci6 de la quantitat de moviment lin eal

A part de la conservacio de la massa, la quantitat de moviment també s'ha de con-
servar. Aguesta equacio fa referéncia a la segona llei de Newton, seguint un model
Euleria. Es pot expressar com:

“L'increment de moment lineal dins del volum de control, més el seu ux net sortint
a través de les superficies de control, ha de ser igual al sumatori de forces que
actuen sobre aquest”.

Al traduir I'expressid anterior en llenguatge matematic, s'obté:

@,

ot (v r)v =r p+r + f (3.2)
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A l'esquerra de la igualtat de I'equacié 3.2 es troba la variacié de la quantitat de
moviment dins d'un volum de control, junt amb el ux de quanti tat de moviment a
través de la superficie de control. A la dreta de la igualtat es troben:

Gradient de pressions ( r p): aquest és una for¢a axial que actua en la
superficie del volum de control. Es negatiu degut que la forca que realitza
sempre és contraria al seu gradient, és a dir, sempre actua d'un punt d'alta
pressié cap a un de baixa.

Esforcos tangencials ( r  ): aquest terme actua altre cop en la superficie
del volum de control, de forma axial i tangencial. A més a més, depén del
tipus de uid amb el que es treballa, ja que no tots produeixen el mateix tipus
d'esfor¢ tangencial sota les mateixes circumstancies. Es per aquest motiu
que els uids es poden classi car en funcié del tipus d'esfor ¢ tangencial que
generen, com per exemple uids Newtonians, Pseudoplastic, Dilatants, Fluids
de Bingham . ..

Forca volumeétrica ( f): a diferéncia de les dos anteriors, aquest tipus de
forga no actua a la superficie del volum de control, siné que actua en el propi
volum. Ldnic tipus de forces que poden actuar d'aguest forma sén les quatre
forces fonamentals ja que no necessiten cap tipus de contacte per manifestar-
se. Per tant, forces electromagnétiques i gravitatories(g)estan dins d'aquest

grup.

Es important tenir present que, a diferencia de la conservacié de la massa, la
guantitat de moviment esta escrita de forma vectorial ja que s'ha de conservar en
cadascun dels eixos de coordenades.

3.2.3 Equacio6 de conservacio de l'energia

Aquesta equacio resulta d'aplicar el primer principi de la termodinamica en siste-
mes oberts, és a dir, on existeix un intercanvi lliure de massa i energia. Altre cop,
per un model Euleria es pot expressar com:

“Lincrement d'energia interna i cinética dins d'un volum de control, més el ux net
d'aquestes sortint de la superficie de control, ha de ser igual al treball realitzat
sobre el volum de control, més el ux net de calor entrant, més I'energia aportada
al volum de control”.
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Si es tradueix I'expressié anterior de la conservacié de I'energia en llenguatge ma-
tematic, s'obté:

@u + )

@t v nilure) = (pvrr (V) rogr (fv)+ @33

A l'esquerra de la igualtat de I'equacié 3.3 es troba la variacié de I'energia interna
i cinética dins d'un volum de control, junt amb el ux d'aques ta a través de la
superficie de control.

A la dreta de la igualtat es troben:

El treball produit per les forces super cials és representat per r (pv) +

r( v).
El ux netde calorentrantés r q.
El treball realitzat per les forces volumétriques és (f v).

Les fonts internes de calor que poden sén expressades per

Equaci6 de conservaci6 de I'energia cinética

Lequaci6 de conservaci6 de l'energia cinética s'obté dire ctament de la conservacio
de la quantitat de moment lineal. Per obtenir-la s'ha de realitzar el producte escalar
de I'equacio6 3.2.2 amb la velocitat. Aixi doncs:

a,

Vv at

(v r)v = vrp+v (r )+v f (3.4)

El resultat nal de I'equacié anterior un cop s'han fet una sé rie de modi cacions

7

es:

@e _
@t+(v ryYee = vrp+v (r )+v f (3.5)

Ones=(v v)=2.

Equaci6 de conservaci6 de I'energia térmica

Per obtenir I'equacié de conservacié de I'energia térmica s'ha de realitzar la resta
de I'equaci6 3.3 amb la 3.8. Tot i aix0, primerament és interessant tenir present les
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seglents igualtats:

ro(pv)=pr v+v rp (3.6)

r (v )= rv+v (r ) 3.7)

Aquests Ultims s'apliquen a l'equacio de conservacio de l'energia cinética (3.5) i
s'obté:
@eg

@t+(v r)ee =r (pv)+pr v+r (v ) rv+v f (3.8)

Es recorda l'equacié de conservacié de I'energia 3.3, perd separant el terme de
I'energia interna de l'energia cinética:

%‘i+(v r)e+ %$+(v ryu =r (pv)+r ( v) r g+ (f v)+
(3.9)

Finalment, de la resta de I'equacié 3.8 amb I'equacié 3.9 s'obté I'equacié que de-
termina la conservacio de l'energia térmica. Aquesta és:

%l:+(v ryu = pr v+ rvr q+ (3.10)

3.3 Electromagnetisme

Lelectromagnetisme és una branca de la fisica que esta avesada a I'estudi d'una
de les quatre forces fonamentals de la natura. El comportament d'aquesta forca
esta de nida per camps electromagneétics.

En els seus inicis aquesta branca estava separada en dues grans parts, per una
banda l'electricitat, la qual descriu els efectes provocats pels camps eléctrics, i per
altra banda el magnetisme, la qual descriu els efectes provocats pels camps mag-
nétics. No va ser ns a mitjans del segle XIX que James Clerk Maxwell(1831 -
1879), gracies al treball previ d'altres cienti cs com Coulomb (1736 - 1806), Oers-
ted (1777 - 1851), Ampére (1775 - 1836) i Faraday (1791 - 1867) va demostrar
en el seu treball (“A dynamical theory of the electromagnetic eld ") la forta relacié
entre els dos camps. En aquest treball, Maxwell[2] presenta I'electromagnetisme
com a ciéncia que es basa en el fet que els camps magnétics i eléctrics sén creats
i alterats entre ells mateixos, aixi com també per corrents eléctriques.
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Avui dia, el treball de Maxwell queda sintetitzat en un conjunt de quatre equaci-
ons que, afegint-hi la forca de Lorentz i la llei d'Ohm, descriuen bona part dels
fenomens electromagneétics.

A continuacié es mostren les equacions anteriors, aixi com també s'exposa una
introduccié prévia de I'electricitat(electrostatica) i el magnetisme(electrodinamica).

3.3.1 Electrostatica

Com a de nici6 general, I'electrostatica és una branca de la fisica que estudia el
comportament de particules amb carrega eléctrica en repds, sota preséncia d'un
camp eléctric.

Camp eléctric

Primerament, per comprendre aquesta ciéncia es fa necessaria la de nicié6 de
camp eléctric. Aquest és un camp vectorial (0 camp de for¢a) a l'igual que el
gravitatori, amb dues grans diferéncies. La primera és que el camp eléctric només
actua sobre particules que tinguin carrega, mentre que el camp gravitatori actua
sobre tot objecte que tingui massa. La segona fa referéncia al sentit del camp, ja
que el gravitatori només pot ser d'atraccié, mentre que l'eléctric pot ser d'atraccio
o de repulsio, en funcié de la carrega eléctrica que el crea. El camp eléctric produit
per una carrega puntual és de nit per la llei de Coulomb:

r\
E(Xy;x) = 4q—Fr—2 (3.11)
o]

On ¢k representa la carrega font que produeix el camp eléctric en glestio, la o és
la permitivitat eléctrica al buiti la r representa la distancia des de la font ns al punt
al qual es vol conéixer el camp eléctric. Per tant:

r=(X Xe;y VYr;Z ZF) (3.12)

La forca produida per un camp eléctric obeeix la seglient expressio matematica:

On ga és la carrega que rep la forca produida pel camp eléctric creat per gg .
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Potencial eléctric

Per coneixer el treball necessari per moure la carrega ga des de l'in nit ns a un
punt A qualsevol, és dur a terme el seglient desenvolupament:

Z a
W= Fdx (3.14)
1
Segons l'equacioé 3.13, obtenim:
Z a
W = Oa E dx (3.15)
1
Aixi que: Z -
W = F_—d 3.16

A continuaci6 apliquem el producte escalar sobre el vector unitari f i la direccié en
la que avanca la carrega ga. A més a més, s'observa com el resultat és la projeccio
del dx sobre la direccié que marca el vector .

f dx = jdxjcos =dr (3.17)

Aixi que, tornant a I'equacié 3.16,

W=ogn ——dr (3.18)

Es resol l'integral,

A

gage 1 OaOF 1 1
= - = S+ = 3.19
4 r, 4 r 1 ( )

Finalment,
1
W = ZAQFF (3.20)
(o]

Es pot observar com aquest resultat és un escalar, aixi com també que una particu-
la amb carrega eléctrica en presencia d'un camp eléctric té una energia potencial
associada igual a la que marca I'equacio 3.20. Quan es parla del potencial eléctric
es fa servir el simbol

W _ O 1

G 4 or
45
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Existeix una relacié directa entre el camp eléctric i el potencial eléctric, aquesta
sorgeix intuitivament del desenvolupament anterior.

E=r (3.22)

On en cas d'utilitzar coordenades cilindriques:

@r\_ @ o 1

E= —fr= — - r 3.23
@r @r 4 or ( )
Obtenim el camp eléctric,
F @ 1 e
E= — = f= — 3.24
4 ,0r r 4 ,r2 ( )

3.3.2 Electrodinamica

A diferéncia de l'electrostatica, I'electrodinamica estudia el comportament de les
particules carregades eléctricament quan es troben en moviment.

Conservacio6 de la carrega eléctrica

La magnitud fisica fonamental d'aquesta branca de la ciéncia és la densitat de
corrent eléctric j la qual es veu de nida de la seglient forma:

J= eVe (3.25)

On . representa la densitat de carrega electrica i ve és la velocitat de les propies
particules. Aquesta té una relacié directa amb la coneguda intensitat eléctrica, la

qual es mesura en Ampeérs [A]. Aquesta és:
VA

= | AdS (3.26)
S

La densitat de corrent eléctric representa la quantitat d'electrons que circulen per
unitat de temps i superficie. Per tant, la quantitat de particules que entren i surten
en un volum de control ha de ser igual a la que s'acumula dins d'aquest. Utilitzant
altres paraules, ha de complir la conservacié de les particules. En forma integral
aquesta és: 7 [

@ .
@ av+ j ads=0 (3.27)
@ty ° s
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Per transformar I'equacio 3.27 en forma diferencial, s'aplica el teorema de gauss
de la divergéncia per canviar integrals cicliques de superficie per integrals volumeé-
triques. 7 7
@ dv+ r jdv =0 (3.28)

v @t v

Degut que la transformacio en equacio diferencial, és considera que les funcions
sén constants en tot el diferencial de volum de control. Aixi doncs:

@,

—_— j=0 3.29
at’ "] (3.29)
També es pot expressar com:
@
@et +1  eVe=0 (3.30)

Camp Magnetic

A principis del segle XIX el cienti ¢ Hans Oersted va presenciar un curiés fenomen.
La bruixola de la seva taula canviava de direccié cada cop que circulava corrent
eléctric per un | de coure que tenia a la bora. Aquest efecte | i va fer pensar amb
la possibilitat de que el corrent eléctric pogués alterar d'alguna manera el camp
magnétic de I'ambient, provocant aixi un canvi de direccié de la bruixola. Més
endavant Biot(1774 - 1862) i Savart(1791 - 1841) van publicar una llei, la qual avui
dia rep el seu nom, que determinava la creacié d'un camp magnétic per una corrent

electrica. 7
. o 1 *

=3 Vr—ZdV (3.31)

On , representa la permeabilitat magnética al buit i j és la densitat de corrent
electric.

La forca produida per un camp magnétic a una carrega eléctrica en moviment és:

F=q(v B) (3.32)

La equacio anterior es pot expressar en funcio de la densitat de corrent eléctric.
En aquest cas, 7

F= | Bdv (3.33)
\%
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Com a curiositat, la forca magnética que s'exerceixen dues particules eléctriques
en moviment, no compleix la tercera llei de Newton. En canvi, la forca produida pel
camp eléctric si que ho fa.

3.3.3 Equacions de Maxwell

Les equacions de Maxwell es fonamenten amb els treballs de I'electrostatica i I'e-
lectrodinamica. En un principi, eren un total de 20 equacions que amb els anys s'ha
sintetitzat en 4. Aquestes de neixen per complet els fendme ns electromagnétics
de la fisica classica.

Llei de Gauss

Lallei de Gauss relaciona el ux del camp eléctric a través d' una superficie tancada
en funcié de la carrega eléctrica que es troba al seu interior. Podem de nir la
carrega que es troba a l'interior d'una superficie tancada en funci6 de la densitat
de carrega eléctrica ( ¢). 7

Qint = o e d8 (3.34)

El ux eléctric que travessa una superficie tancada és:
I

s= E AdS (3.35)
S

Segons la llei de Gauss, hi ha una estreta relacié entre el ux eléctric a través
d'una superficie tancada i la carrega emmagatzemada en el seu interior. Justament
aquesta és: | 7

E AdS= i
S o]

o d8 (3.36)
8

Lequaci6 3.36 esta escrita de forma integral, tot i que és comu expressar-la de
forma diferencial. S'utilitza el teorema de Gauss per passar una integral super cial

tancada a una integral volumeétrica. El resultat és:

Z L Z
r Ed8= = .d8 (3.37)

8 o 8

Una de les principals caracteristiques d'una equacio6 diferencial és que opera en un
diferencial de volum de control. Com que aquest és molt petit, la funcié a integrar
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es considera constant en tot el volum de control. Finalment:

r E = -2 (3.38)
(o]

Per entendre millor I'equacié 3.38 és interessant fer la seglent re exi6. Degut
que les carregues eléctriques poden ser tant positives com negatives, és possible
arribar al cas en el que la carrega acumulada dins la integral de superficie tancada
sigui igual a 0 i alhora el nombre de carregues al seu interior no ho sigui. Si s'aplica
la llei de Gauss s'observa que aquest fenomen implica que el ux eléctric al voltant
de la superficie tancada que envolta les carregues és igual a 0. En canvi, no és
correcte pensar que el camp eléctric al seu exterior i interior és igual a 0, ja que
aquest pot ser molt elevat de totes formes.

Si un uid és quasi neutral, signi ca que la densitat de carre ga és nul la en qual-
sevol volum de control. Concretament aquesta és una de les especi cacions basi-
gues del projecte.

Llei de Gauss pel camp magneétic

Aquesta llei demostra la inexisténcia de monopols magneétics, degut que la diver-
géncia d'un camp magnétic sempre ha de ser 0.

r B =0 (3.39)

En llenguatge matematic, qualsevol camp vectorial que gaudeixi d'aquesta propie-
tat s'anomena camp solenoiodal. Si s'aplica el teorema de Gauss a l'equacié 3.39
s'obté clarament que el camp magnétic que entra dins d'un volum de control es
veu obligat a sortir. En cas de tenir un camp magneétic format per diferents camp
magnetics:

Br= B (3.40)

S'aplica el teorema de Gauss pels camps magnetics:

r Br=0 (3.41)

| també,

r Bi =0 (342)
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Loperador divergent pot entrar dins el sumatori perqué no depén d'aquest. Aixi
que,

r Bi=0 (3.43)

r Bi=0 (3.44)

Aquesta és una eina molt Gtil, la qual et permet treballar camps magnétic comple-
Xes com a un conjunt de camps senzills.

Llei de Faraday

Faraday va descobrir que la variacié d'un camp magnétic provocava una corrent
eléctrica en un material conductor eléctric. Més endavant va perfeccionar la llei,
arribant a la conclusié que la variacié d'un camp magnétic sempre produeix un
camp eléctric de rotacional no nul, independentment de si el material és o no és
conductor eléctric. A més a més, Lenz va re nar I'equacio apo rtant una explicacioé
convincent al fenomen fisic. El camp eléctric produit origina una corrent eléctrica,
la qual produeix un camp magnétic que s'oposa a la variacié del camp magnetic
gue ha originat préviament el camp eléctric. Per aquest motiu la variacié temporal
del camp magnétic va acompanyada d'un signe negatiu. Aquesta és:

@B
r E= — 3.45
Bt (3.45)
A diferéncia de les equacions de Gauss pels camps eléctrics i magnétics, la llei de
Faraday 3.45 no els caracteritza per separat, sind que els relaciona. Per tant, és

un indicador de que existeix una estreta relacio entre els dos tipus de camps.

Llei d'Ampére - Maxwell

Aquesta llei es basa en els treballs previs de Hans Oersted i Biot-Savart, els quals
van de nir els principis de I'electrodinamica en els seus tr eballs. André-Marie Am-
pére, va expressar I'equacio 3.31 de forma diferencial. Aquesta llei actualment rep
el seu nom:

r B= (3.46)
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Tot i aixi, I'equacié d’Ampere no compleix continuitat, de forma que no permet que
s'acumuli carrega eléctrica. No va ser ns als treballs de James Clerk Maxwell
que es va generalitzar I'equacié. Si es fa el divergent de I'equacio 3.46, s'aprecia
clarament que la llei d'/Ampére no compleix continuitat, tal i com mostra I'equacio
3.48.

ro(r B)=r ( ) (3.47)

Matematicament, el divergent d'un rotacional sempre és igual a 0. Aixi que,

r j=0 (3.48)

Aixi doncs, va reforma la llei afegint el terme de lintensitat de desplacament.
Aquesta és una intensitat cticia produida per I'acumulaci 6 de carrega. Lequa-
Ccio generalitzada és:

@

r B= o+ 00@t

(3.49)

Aquesta equacio s'anomena equacié d'’Ampére - Maxwell. Es de gran importancia,
ja que indica que demostra com no homés la variacié temporal d'un camp magneétic
produeix un camp eléctric, tal i com marca l'equacié de Faraday (3.45), sin6 que la
variacio temporal d'un camp eléctric també produeix un camp magneétic.

A diferéncia de l'equacié d'’Ampére (3.46), I'equacio 3.49 si que compleix continui-
tat. La demostraci6 d'aquest fet s'obté aplicant altre cop el divergent.

r (r B)=r o t+ (3.50)

° @t

Tal i com ja s'ha explicat, el divergent del rotacional d'un camp vectorial és igual a
0 per de nici6. Per tant:

@ or E):O

of Jt+ o ot (3.51)
Aplicant la llei de Gauss 3.38, s'obté:
. @
+—2=0 3.52
T (3.52)

La qual concorda perfectament amb l'equacié 3.29 de I'electrodinamica.
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3.3.4 Lleid'Ohm

El moviment d'un electré a l'interior d'un material en el que hi ha aplicat una diferen-
cia de potencial depén d'un gran nombre de variables, ja que no para d'interactuar
amb les particules que formen part de la microestructura del material. Per aquest
motiu, per determinar la corrent eléctrica dins d'un material, no es calcula el mo-
viment de cada electré, ja que la poténcia de calcul seria desbordant inclls pels
exemples més senzills. En comptes d'aixo, la llei d'Ohm proposa estudiar I'efecte
des d'un punt de vista macroscopic amb un conjunt de parametres senzills. Aques-
ta és:

j= (E+v B) (3.53)

Una altra forma d'expressar la mateixa equacio és utilitzant el potencial escalar
3.22.

j= (r +v B) (3.54)

On és la conductivitat electrica del material, E és el camp eléctric, és el po-
tencial escalar i v és la velocitat del medi conductor i B és el camp magnétic al
qual esta sotmes el medi conductor. En aquesta llei s'observa com s'originen unes
corrents eléctriques (j) en l'interior d'un uid conductor eléctric en moviment i en
preséncia d'un camp magnetic.

En aquest apartat és interessant fer la segtient re exi6: la d ensitat de corrent eléc-
tric dels electrons d'un uid en moviment, sota preséncia d' un camp electromag-
nétic, és igual a la densitat de corrent en direccié al uid(m edi transportador) en
moviment, més la induida pel camp magnétic la qual és perpendicular al camp
magnétic i a la velocitat del uid.

je=1m + i (3.55)

Onjm és la densitat de corrent dels electrons per arrossegament del medi, mentre

que j; és la induida pel camp electromagneétic. Aixi que:

je= v+ (E+v B) (3.56)

Aquest resultat s'utilitza per obtenir la forca que un camp electromagnétic produeix
sobre el uid conductor.
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3.3.5 Forca de Lorentz

La forca de Lorentz representa la forca que un camp electromagnetic transmet a
una carrega eléctrica. Aquesta és:

F=q(E+ve B) (3.57)
On q és la carrega eléctrica en qliestio, E és el camp eléctric, ve representa la
velocitat de la carrega eléctrica respecte el camp magnétic i B és el camp magne-

tic. També es pot escriure en forma de forga volumétric i introduint la densitat de
corrent eléctric. Primer s'aplica la forma diferencial de I'equacid. Aixi doncs,

dF = dg(E+ ve B) (3.58)

Tenint present la densitat de carrega eléctrica:

S'obté:
dF =( ¢E+ <(ve B))dS8 (3.60)
On:
dF )
ds = E+je B (3.61)

Es interessant tenir expressada la forca de Lorentz en funcié del volum, ja que
I'equacié de conservacié del moment lineal (3.2.2) també ho esta.

3.4 Hipotesis fenomenologiques

A continuaci6é s'assumeixen una série d'hipotesis fenomenologiques que afecten
directament a les equacions de transport (3.2), aixi com també a les equacions
de l'electromagnetisme. Cadascuna de les seglients hipotesis va acompanyada,
degudament, d'un raonament basat en el fenomen que descriu. Aquestes afecten
tant a les propietats fisiques com al valor de les variables a calcular.
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3.4.1 Propietats fisiques constants

Totes les propietats fisiques de les equacions de transport sén constant, aixi com
també ho son les equacions de l'electromagnetisme. La gran major part de les
propietats fisiques varien en funcié de la pressio i la temperatura. Aixi que, si l'in-
terval de temperatures i pressions dins del macro volum de control és su cientment
elevat, aquesta hipotesis no es compleix.

3.4.2 Densitat massica constant

En aquest projecte és considera que tot uid es comporta com s i fos incompres-
sible, és a dir, que la seva densitat és constant, a l'igual que les demés propietats
fisiques.

Per considerar un uid com a incompressible no és necessari q ue estigui en estat
liguid, ja que els uids en estat gas també es poden considerar sempre que el
nombre adimensional de Mach sigui su cientment petit (M 0:3).

3.4.3 Fluid Newtonia

En funci6 del tipus de uid amb els que es treballa, la part dif usiva formada pels
esforcos tangencials pot adoptar diferents tipus de modelitzacions. En aquesta
projecte, tots els uids amb els que es treballa es comporten de forma Newtoni-
ana. Aquesta hipotesis fenomenoldgica es basa en el fet que I'esfor¢ tangencial
produit pel uid és directament proporcional a la deformaci 6 del camp de velocitats
d'aquest en la direcci6 ortogonal al pla on es produeix I'esfor¢ tangencial.

3.4.4 Radiaci6 electromagnética menyspreable

No es té en compte la transferéncia de calor per radiacié electromagnética, de

forma que I'Gnic ux de calor possible per de nir r gés la conduccio térmica.
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3.4.5 Calorespecic

En un uid incompressible (= ct) es considera que el calor especic a volum
constant (c,) és igual al calor especi ¢ a pressio constant ( ¢,). Per aquest motiu es

pot realitzar el seglient canvi: . .

U U= ¢dT= ¢dT (3.62)
T T

Aquest fet, permet simpli car I'equacié de conservacié de | 'energia térmica.

3.4.6 Dissipaci6 viscosa menyspreable

Si s'observen I'equacié de conservacio de l'energia cinética 3.8 i I'equacié de con-
servacio d'energia térmica 3.10, es pot apreciar com comparteixen el mateix terme
r v, perd canviat de signe. Aquest terme fa referéncia a la pérdua d'energia
cinética degut als esforgos tallants que es converteix en energia calori ca. A efec-
tes térmics, aquest terme es considera menyspreable respecte els termes advec-
tiu(conveccio) i el ux de calor entrant, els quals governen la transferéncia de calor.
Aquesta hipotesis és valida, excepte per uids a elevades ve locitats o uids molt

ViSC0SsO0s.
rv 0 (3.63)

3.4.7 Medi quasi-neutral

Es pot considerar que en qualsevol volum de control existeixen el mateix nombre
de carregues positives que negatives, de forma que la densitat de carrega és nul la.

e O (3.64)

Aquesta hipotesis és certa ns i tot en materials en estat pla sma el qual esta format
per un conjunt de particules fortament ionitzades. Només en casos molt estranys
aquesta hipotesis no es compleix.

3.4.8 Medi participant paramagneétic

Aquesta hipotesis no es considera en tots els estudis, Gnicament es considera en
el cas de conveccié magnética.
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S'entén com a medi participant el fet que la propia naturalesa de la substancia
debilita o potencia el camp magnétic segons al seglient equacié constitutiva:

B= o(M+H) (3.65)

On B(Wb=n?) és el camp magnétic, o(H=m) és la permeabilitat magnética al
buit,M és la magnetitzacié produida pel medi la qual es considera nul la quan
aquest no és participants i H (A=m) representa la excitacié6 magnética. Per a uids
paramagnetics, hi ha una relacié lineal i directament proporcional entre la M i la
H, que potencia B. Més concretament:

M= pH (3.66)

Elterme , representa la susceptibilitat magnética propia de cada material. Subs-
tituint I'expressioé anterior en I'equacio 3.65:

B= o1+ m)H (3.67)

On:
m= o(l+ m) (3.68)

Elterme ., rep el nom de permeabilitat magnética.

Com a coneixements extra, la M produida per un uid diamagnétic és lineal i indi-
rectament proporcional a H, de forma que debilita H. Matematicament s'expressa
com una susceptibilitat magnética ( ) negativa.

“Aquesta hipotesis només s'aplica quan s'especi ca concret ament en el proble-
ma, o en el desenvolupament que es dugui a terme, ja que si no es menciona es
considera un medi no participant”

3.4.9 Camp Magnetic constant

En cap moment, la naturalesa del uid o bé les corrents que s'i ndueixen en els seu
interior en problemes sobre MHD poden afectar directament a modi car el camp
magneétic, ja que aquests efectes es consideren menyspreables.

Aquesta hipotesis és certa sempre en una gran quantitat de problemes d'enginye-
ria, perd no té sentit quan es parla d'astrofisica, ja que en les estrelles el camp
magneétic varia constantment degut al ux de carregues eléct riques.
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3.4.10 Simpli cacio de I'equacié d'’Ampére-Maxwell

El terme que representa la corrent de desplacament dins I'equacié d'Ampére-
Maxwell(3.49) es considera menyspreable. Aquest és:

@

cogr O (3.69)

Aquesta hipotesis és certa sempre que el uid es pugui consid erar quasi-neutral
(e 0). Larelacio entre la densitat de desplacament i la densitat de carrega
eléctrica ( ¢) és explicada a I'apartat 3.3.3.

3.5 Modelitzacié en les equacions de transport

Les equacions de conservacio i de I'electromagnetisme s'han expressat sense es-
peci car cap dels diferents termes que apareixen per tal de s er el maxim genéri-
ques possibles. Tot i aix0, s'han de dur a terme un conjunt de modelitzacions per
tal de poder tractar les equacions en questié. Aquestes son:

Modelitzacié del tensor de tensions ( ).
Modelitzaci6 del ux de calor ( r Q).
Modelitzacié del terme font(f): conveccid natural.
Modelitzacié del terme font(f): forca de Lorentz.

Modelitzacié de I'equacio6 de transport del camp magnétic.

3.5.1 Modelitzaci6 del tensor de tensions

Tal i com s'ha explicat en l'apartat d'hipotesis fenomenoldgiques I'esforg tangencial
dels diferents uids de treball es considera Newtonia, de fo rma que és directament
proporcional al gradient de velocitats. La llei de viscositats d'Stokes representa
matematicament la relacio entre el tensor de tensions i els gradients de velocitats.
De forma tensorial s'expressa com:

@.,@ ., @ @

i = —t =

@ @ NG OGS
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Els subindexs j i i representen els vectors unitaris dels dos eixos de referéncia
perpendiculars. El primer terme es refereix a les tensions tangencials on apareix
la viscositat dinamica .En el segon terme es refereix a les tensions normals, on
apareix:
2
= = 3.71
3 (3.71)

On fareferéncia a la viscositat d'expansio.

Un cop es coneix com és modelitza I'esfor¢ tangencial, ja es pot de nir el seu
gradient. En dos dimensions és:

@xx + @yX. @xy + @yy
@x @y @x @y

r = (3.72)

Utilitzant I'equaci6 3.70 i tenint present que la velocitat és un camp vectorial sole-
noidal (3.4.2), el gradient de I'esfor¢ tangencial és:

@y + @Vx, @Vy + @Vy

@i @y @x @y (3.73)

També es pot expressar com:
r = rov (3.74)

3.5.2 Modelitzaci6 del ux de calor

D'acord amb les hipotesis fenomenologiques (3.4.4) I'Gnic ux de calor que es té
en compt en el model és el de conduccid. Aquest bé de nit per la llei de Fourier, la
qual és:

q= rT (3.75)

On la fa representa la conductivitat térmica del material i T és la temperatura.
Tenint present la llei de Fourier, el gradient del ux de calo r es pot expressar com:

rrg=r (rT) (3.76)
Tenint present que les propietats fisiques es consideren constants, la conductivitat

teérmica pot sortir fora la I'operador divergent. Aixi doncs:

r g= r°T (3.77)
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3.5.3 Equacio de transport del camp magnetic

Lequaci6é de transport del camp magnétic resulta de la combinacié de les equa-
cions de Maxwell, junt amb la llei d'Ohm. Lobjectiu és obtenir una equacié que
relacioni com es transporta el camp magnétic a través d'un uid. En primer lloc,
s'utilitza la llei de Faraday (3.45), la qual és:

r E = %t

S'ailla el camp eléctric de la llei d'Ohm (3.53) i s'aplica el rotacional a la mateixa
equacio:
r (v B) (3.78)

Aquesta Ultima es substitueix a la llei de Faraday(3.45), obtenint:

@ _ j
@t—r = r (v B) (3.79)

Aixi doncs, en I'equacio anterior s'assumeix que el uid res pon correctament a la
llei d'Ohm. A més a més, si s'ailla la densitat de corrent de I'equacié d'’Ampére-
Maxwell(3.49), s'obté:

o1 @
= — B — 3.80
== B og, (3.80)
Es substitueix la densitat de corrent eléctric a I'equacié 3.79:
@ 1 o @
— =7 v B)r —(r B —— 3.81
o= v B -1 B) g (3.81)
S'aplica el segiient canvi a I'equacio6 anterior:
r (v B)=(B r)v (v r)B (3.82)
Aplicant el canvi anterior a I'equacié de transport del camp magnétic, s'obté:
@B 1 o @
—+(v r)B=(B r)vr —(r B —— 3.83
g (v T)B=(B ) -1 B) =25, (3.83)

Tenint present la hipotesis fenomenologica (3.4) les propietats fisiques es consi-
deren constant i a més a més l'equacié d'’Ampére-Maxwell es simpli ca. Aplicant
aquests canvis, l'equacié de transport del camp magnétic s'expressa com:

%t+(v rYB=(B r)v 2, (r B) (3.84)

o

59



Capitol 3. Formulacié Matematica

Degut que el camp magnétic és un camp vectorial solenoidal (r B = 0), és pot
utilitzar el segtient canvi:
r (r B)=r °B (3.85)

Aplicant el canvi anterior, I'equacié 3.84 s'expressa com:

%t+(v r)yB=(B r)v+ r?B (3.86)

On = —, el qual representa el coe cient de difusivitat magnética.

3.5.4 Modelitzacié del terme font ( f): Forca de Lorentz

En un diferencial de volum de control arbitrari, ocupat per un uid de densitat de
carrega eléctrica constant, hi cohabiten tant carregues positives (atoms ionitzats)
com negatives (electrons). Aixi doncs, en preséncia d'un camp electromagneétic, la
forca de Lorentz (3.61) actua en ambdds substancies:

Fem = Fp + Fe (3.87)

Tenint present I'equaci6 3.61, la forca de Lorentz per unitat de volum es pot expres-
sar com:

Fp= pE+jp B (3.88)

Fe= oE+je B (3.89)

Tenint present que els uids es comporten com a quasi-neutra ls (3.4.7):

pt e=0 (3.90)

La densitat de corrent dels electrons(j¢) és igual a la del medi portador(j, ), més la
induida(j;) pel fet que el uid és conductor eléctric. Per tant:

je = Jm * i (3.91)

Tenint present la llei d'Ohm(3.53), al densitat de corrent induida es pot expressar
com:

ji= (E+vm B) (3.92)

60



3.5. Modelitzacié en les equacions de transport

On un, representa la velocitat del uid, que alhora és el medi porta dor i el que
representa les carregues positives. Tenint present aquest apunt, la densitat de
corrent eléctric dels electrons és:

Je=im+ (E+vp B) (3.93)

Que és el mateix que:
eVe= evm+ (E+vy B) (3.94)
Si la for¢a produida pel camp electromagnétic dins el volum de control depén de

les carregues eléctrigues positives i negatives, utilitzant les equacions 3.87, 3.88 i
3.89, s'obté:

Fem =( pt e)E+jp B+je B (3.95)

Tenint present que el uid es comporta quasi-neutral:

On u, ésigual que un, ja que el medi actua com a portador. Per tant:

Fem = e(Ve Vvm) B (3.97)
Realitzant el seglient canvi:

e(Ve Vvp)= (E+vm B) (3.98)
S'obté:

Fem= (E+vyny, B) B (3.99)

Aixi doncs, el terme font que expressa la for¢a produida per les forces electromag-
nétigues en un uid conductor eléctric és:

f=pn=3, B (3.100)

On representa la densitat massica.
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3.5.5 Modelitzacio del terme font ( f): Conveccié natural

Tot i considerar sempre els uids com a incompressibles (3.4 .2), és interessant
tenir present que, per casos de conveccié natural, aquesta hipotesis no és certa.
No ho és perque les corrents d'aire originades per una diferéncia de temperatures
es deuen al fet que densitat del uid varia. Aquesta variacié provoca unes forces
de otaci6 en el medi que acaben donant pas a un ux de uid.

Aixi doncs, per continuar tractant el uid com a incompressi ble i alhora poder si-
mular la conveccié natural, s'utilitza la hipotesis de Boussinesq, la qual es basa
en imposar un comportament lineal entre la densitat massica i la temperatura.
Lexpressié que determinar la relacié entre la densitat i la temperatura de forma

geneérica és:
1@

e (3.101)

On representa el coe cient d'expansié térmic. Primerament, p er aplicar la hipo-
tesis de Bousinesq s'ha de coneixer la densitat massica ( ) a una temperatura de
referéncia (T,), i imposar que la variacio de la densitat respecte la temperatura és

constant ( = ct) i coneguda. Llavors s'integra I'expressié anterior:
Z z

1
@T= -@ (3.102)
TO o
Obtenint com a resultat:
(T)= e (T To) (3.103)
El qual compleix que:
(T=To)= o (3.104)

A continuacio, mitjancant la serie de Taylor, és linealitza l'expressié anterior agafant
com a referéncia el punt inicial (To; o).

_ @
(M= (To)+ @TTO (T To) (3.105)
On: @
@TTO = o (3.106)

Per tant, tenint present I'Gltima igualtat, I'equacié 3.105 s'expressa com:
(M= o0 (T To) (3.107)

62



3.5. Modelitzacié en les equacions de transport

Finalment, el terme font queda expressat com:

f= o001 (T To)) (3.108)

On g representa la forca gravitatoria (9:81m=s?).

3.5.6 Modelitzaci6 del terme font (  f): Conveccié magnetica per uids
paramagneétics

En aquest apartat es de neix, matematicament, el terme font que quanti ca l'es-
tres al que esta sotmés un ferro uid paramagnétic quan esta e n preséncia d'un
camp magnétic(B). En aquest tipus de problemes, els electrons no poden viatjar
lliurement a través del medi(tal i com ho fan en problemes MHD), siné que con-
tinuament donen voltes al voltant de I'atom al qual pertanyen. Tot i ser un petit
efecte, en algunes substancies (les paramagnétiques sén una d'elles) aquest mo-
viment continu i rotatori dels electrons al voltant del seu nucli es su cient com per
interactuar amb un camp magnétic extern. De fet aquest moviment de I'electrd es
pot interpretar com una densitat de corrent eléctrica(j).

Utilitzant com a referéncia la for¢a de Lorentz, de nida ant eriorment en I'analisi del
terme font que porta el seu nom:

Fem =ji B

Segons la llei d'’Ampere (deixant de banda la possibilitat d'acumular carrega eléc-
trica), la densitat de corrent eléctrica es pot de nir com el rotacional del camp
magnétic creat per ella mateixa. També, tenint present que els problemes que es
resoldran en aquest exercici sén en 2D, la densitat de corrent eléctrica(j) només
pot anar en direccio z, és a dir, cap a dins o fora del pla 2D. A més a més, si es
té present que el medi és participant(altera el camp magnetic), s'obté la segient
expressio extreta del document de referéncia escrit per Bednarz, T.P.[3]:

On  és la susceptibilitat magnética especica i és la densitat massica de la
substancia. La relacid entre aquestes dos propietats fisiques dona lloc a la sus-
ceptibilitat magnética:

m= v (3.110)
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La separaci6é d'aquestes dos variables es dur a terme perqué fisicament esta de-
mostrat que la densitat massica varia en funcié de la temperatura, a l'igual que
també ho fa la susceptibilitat magnética especi ca. Aquest a Ultima varia mitjan-
¢ant la llei de Curie en el cas que els materials siguin paramagneétics:
C
= = 3.111
V=7 (3111)
On C és una constant que s'obté a partir de conéixer la , a una determinada
temperatura T. La densitat massica varia de la mateixa forma que s'ha explicat en
el desenvolupament del terme font per la hipotesis de Bousinesq.

Seguint el document de referencia[3] s'arriba a la conclusié que el terme font que
s'inclou en l'equacié de conservacio de la quantitat de moviment per resoldre pro-
blemes on el uid es paramagnétic i esta sotmés a un camp magne tic constant,

és:
Vo ( + 1:T0)

f= 2.

(T Tor B? (3.112)
On , és la susceptibilitat magnetica especi ca a una temperatur a de referéncia
To.

A diferéncia de la conveccio6 natural, la conveccié magnetica no requereix un camp
gravitatori. A canvi, es necessita un camp magnétic i un uid sensible a aquest. Ja
s'ha comentat en els primers apartats d'aquest projecte que existeixen substancies
anomenades ferro uids que es troben en estat liquid i s6n sus ceptibles a aquest
tipus de camps.

3.6 Equacions de treball

A continuacié, s'apliquen les hipotesis fenomenoldgiques (3.4), junt amb les mo-
delitzacions (3.5) adoptades a les equacions de conservacio i I'electromagnetisme,
per tal d'obtenir les equacions de treball amb les quals es basa el projecte. Aques-
tes son:

Equacié de conservacié de la massa:
rru=0 (3.113)

Aquesta expressi6 s'obté en aplicar la hipotesi de densitat massica constant
(3.4.2) en l'equacié de conservacié de la massa (3.1).
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Equacié de conservacié de la densitat de corrent eléctric:
r j=0 (3.114)

Aquesta expressi6 s'obté en aplicar la hipotesi de densitat eléctrica constant
(3.4.7) en lI'equaci6 de conservaci6 de la densitat de corrent eléctric (3.30).

Equacié de conservacié de la quantitat de moviment: tenint present l'e-
guacio de conservacio de la quantitat de moviment (3.2) i la modelitzacié dels
esforcos tallants (3.5.1) s'obté la seglient expressio.

@+(v ryv =r p+ r?

ot v+ of (3.115)

On f, en funcié de les necessitats del problema, és modelitza de la segiient
forma:

— Forca de Lorentz:
f= ji B
La modelitzacio es troba en l'apartat 3.5.4.

— Convecci6 natural:

f= 991 (T To)

La modelitzacio es troba en l'apartat 3.5.5.
— Conveccié magnetica per uids paramagnétics:

o v ( T1=Tp)

f= 7.

(T To)r B?

La modelitzacio es troba en l'apartat 3.5.6.

Equacié de conservacié de I'energia térmica:

@eT,
@t

Aquesta expressio s'obté en aplicar la hipotesi de dissipacio viscosa menys-

Cp (v r)T = r?T+ (3.116)

preable (3.4.6) i alhora la modelitzacio del ux de calor (3. 5.2).

Llei d'Ohm:
j= (r +v B)

Equacié de transport del camp magneétic:

@,

- 2
ot (v r)B=(B r)v+ r“B
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3.7 Adimensionalitzacio de les equacions de treball

Una practica molt utilitzada per comprendre el comportament d'equacions diferen-
cials en derivades parcials és la técnica de l'adimensionalitzacié. Aquesta consis-
teix en treure les unitats a les variables que formen l'equaci6 que es vol analitzar.
S'aconsegueix dividint aquestes variables respecte constants que tinguin les ma-
teixes unitats i alhora el mateix ordre de magnitud. Un cop es tenen les variables
adimensionalitzades es procedeix a introduir-les dins de l'equacié que es vol adi-
mensionalitzar. En aquest procés s'obtenen nimeros adimensionals, els quals sén
de gran utilitat, tan per entendre el comportament de les equacions, com per sinte-
titzar la informacié.

3.7.1 Variables adimensionlitzades

En primer lloc, s'han de tenir present els diferents tipus de variables del problema,
aixi com el coe cient a utilitzar per adimensionalitzar cad ascuna d'elles. Aquestes

son:
‘ Variable ‘ Simbol ‘ Unitats ‘ Coe cient ‘ Variable Adimensional ‘
Velocitat v [m=s] Uo w
Pressié p [Pa] 0U2 p
Temperatura T [K] T To "
Font de calor w=m 3] fptTWo N
Camp Magnétic B Kg=As 2 Bo B
Densitat de corrent i A=m 2 B U, f
Potencial eléctric V] BoUolL n
Espai X;y [m] L R ¢
Temps t [s] L=U, f

Taula 3.1: Adimensionalitzacié de les variables
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3.7.2 Equacions de treball adimensionalitzades

Totes les equacions que apareixen en aquest apartat s'han extret de l'apartat d'e-
quacions de treball (3.6), i les diferents variables s'han adimensionalitzat seguint la
taula 3.1.

Equacié de conservacié de la massa adimensionalitzada:

r 8=0 (3.117)

No s'extreu cap nombre adimensional.

Equacié de conservaci6 de la densitat de corrent eléctric ad imensiona-
litzada:

—>

1
o

(3.118)

No s'extreu cap nombre adimensional.

Equacié de conservacio6 de la quantitat de moviment adimensi onalitza-
da amb terme font magnetic:

@ v rye=r p+ R_ler%+ N B (3.119)

@

La velocitat s'ha adimensionalitzat utilitzant la Uy. Els nombres adimensionals
gue governen el comportament de I'equacié anterior son:

— Nombre de Reynolds( Re): representa la relacié entre els esfor¢os iner-
cials respecte els viscosos.

UoL UL

(3.120)

On ésladensitat massica, és laviscositatdinamicai és la viscositat
cinematica. Els altres termes sén coe cients d'adimension alitzacio.

— Nombre de Magnetic( N): representa la relacié entre els esforcos mag-
nétics respecte els inercials.

N=B2 — (3.121)

On representa la conductivitat eléctrica. Els altres termes s6n coe ci-
ents d'adimensionalitzacio.
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— Nombre de Hartmann( Ha): representa la relacié entre els esforgos
magnétics respecte els esforgos viscosos.

Nl

Ha=BoL — (3.122)

La relaci6 entre els tres nombres adimensionals és:

Ha?= NRe (3.123)

Equacié de conservacioé de la quantitat de moviment adimensi onalitza-
da amb terme font pel calcul de la conveccié natural:

Q+(0 rye=r p+Prr%+RaPr”f (3.124)

a@

El simbol {* signi ca que només es té en compte en direccié vertical.

A diferéncia de la conveccié forcada, en conveccié natural no existeix cap
velocitat U, de referéncia, de forma que es calcula un valor en funcié de les
propietats fisiques del uid i del problema. Aquest valor té unitats de velocitat
i té un ordre de magnitud similar a la velocitat mitjana adoptada pel problema.
Aquest es calcula com:

Uo = C (3.125)
On representa la difusivitat térmica que s'expressa com &

Els nombres adimensionals que governen l'equacié anterior sén:

— Nombre de Prandtl( Pr): representa la relacié entre la difusivitat de
momentum respecte la difusivitat térmica.

Pr=— (3.126)

On és la viscositat cinematicai és la difusivitat térmica.

— Nombre de Rayleigh( Ra): representa la relacié entre la quantitat de
calor transmesa per conveccio respecte la quantitat de calor transmesa

per conduccio.

4TLS
Lo 9 4TL

R (3.127)

On és la viscositat cinematica, és la difusivitat térmica, g és l'ac-
celeracio de la gravetat, és el coe cient d'expansio termic.Els altres
termes son coe cients d'adimensionalitzacio.
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— Nombre de Grashof( Gr): representa la relacié entre les forces de o-
tacio respecte els esforcos viscosos.

4TL3
er=22 - (3.128)
Equacié de conservaci6 de la quantitat de moviment adimensi onalitza-
da amb terme font pel calcul de la conveccié magnética per ui ds para-
magnetics:
@ Pr MPT An
= +(¢ r)¢=r p+ r — 3.129
g e D" Ra)? 5 (3.129)

El simbol {* signi ca que només es té en compte en direccié vertical.

A ligual que la conveccié natural, en conveccié magnética no existeix cap
velocitat U, de referéncia, de forma que es calcula un valor en funcié de les
propietats fisiques del uid i del problema. Aquest valor té unitats de velocitat
i té un ordre de magnitud similar a la velocitat mitjana adoptada pel problema.

Aquest es calcula com:
( Ra )0:5

Up = L

(3.130)
Els nombres adimensionals que apareixen en les equacions anteriors son:

— Nombre de Prandtl( Pr): a l'igual que en conveccié natural, representa
la relacio entre la difusivitat de momentum respecte la difusivitat termica.

Pr=—

On és la viscositat cinematicai és la difusivitat térmica.

— Nombre de Rayleigh magnétic( Ra): representa la relacié entre la
guantitat de calor transmesa per conveccié magnética respecte la quan-
titat de calor transmesa per conduccio.

2 2
vwBs 4TL

[o]

Ra = (3.131)

On és la viscositat cinematica, és la difusivitat térmica, és el coe-
cient d'expansioé termic, B, és el camp magnétic al qual esta sotmes el
uid, , és la susceptibilitat magnética especi ca a una T, de referen-
cia. Els altres termes sén coe cients d'adimensionalitzac i6.

— Parametre adimensional de momentum( m): representa la relaci6 si la
forca de otacié es produida per una variacié de la susceptib ilitat mag-
nética especi ca o bé per una variacié de la densitat massica .

1

[o]
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Quan el nombre m és petit, la variacio de la densitat massica predomina
respecte la variacio de la susceptibilitat especi ca.

Equacié de conservacié de I'energia térmica adimensionali tzada:
d A1l oaa
—+(v r = —r <+ 3.133
o (Y 1) b (3.133)

El Pe és un nombre adimensional anomenat Peclet, el qual representa la
relacié entre la velocitat de transport convectiva respecte la difusiva. Aquest

7

es.
Pe= LUg= (3.134)

Llei d'Ohm adimensionalitzada:

T=r "+¢ B (3.135)

De la qual no se n'extreu cap nombre adimensional.

Equacié de transport del camp magnétic adimensionalitzada

@

@'*(0 r)yB= B r 0+R2Mr2|§ (3.136)

El Rey és un nombre adimensional anomenat Reynolds magneétic, per la

seva semblanca al Reynolds de l'equacié de conservacid de la quantitat de
moviment. Aixi doncs, el Reynolds magnétic representa la relacié entre la
variacié del camp magnétic degut a la velocitat del medi, respecte la variacio
produida per efectes difusius. Aquest és:

Rey = LUg= (3.137)

On representa la difusivitat magnética. Els altres termes son coe cients
d'adimensionalitzacid. Es interessant tenir present que en la major part de les
aplicacions enginyerils que tracten sobre magnetohidrodinamica, el Reynolds
magneétic és molt baix. Aix0 és degut al fet que la conductivitat eléctrica i
la susceptibilitat magnética sén molt petites, a l'igual que ho sén l'ordre de
magnitud de les longituds i les velocitats del problema.

Aixi doncs, degut aquest Reynolds magnetic baix, I'equacié es pot expressar
com:
r’8 0 (3.138)

Aquesta laplaciana expressa com el camp magnétic del problema depén Uni-
cament de les condicions de contorn, de forma que no és alterat per la velo-
citat del conductor electric.
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Val a dir, que el Reynolds magnétic pot ser molt gran en alguns casos par-
ticulars com l'astrofisica degut que l'ordre de magnitud de les longituds és
enorme en els planetes. A més a més, en uids que es trobin en es tat plas-
ma, es pot considerar que la conductivitat eléctrica és in n itament gran. En
aguests casos l'equacié que governa el camp magnétic és:

%+(0 ryYB B r ¢ 0 (3.139)

En aquest cas el camp magnetic depén totalment del moviment del uid.
Quan l'equacié anterior és valida, es parla d'un ux congela t.
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Capitol 4

Analisi Numeric

4.1 Introducci6

La formulacié matematica descrita a I'apartat 3 solament té solucié analitica en
casos concrets, on les condicions de contorn sén molt restrictives. Per tal de po-
der utilitzar aquest tipus d'equacions en un ambit molt més ampli s'utilitza I'analisi
numeric.

Lanalisi numéric és una branca de les matematiques que estudia com dissenyar
algoritmes capacos de transformar operacions matematiques complexes en sim-
ples operacions algebraiques. Les técniques capaces de dur a terme aquest tipus
de transformacions son els métodes numerics.

Durant les Ultimes décades, I'analisi numéric ha experimentat un creixent (s en
el mén industrial, degut a la elevada abilitat dels seus res ultats, aixi com tam-
bé la seva versatilitat i rapidesa. Aquest fenomen, també esta relacionat amb el
vertiginds ritme de creixement de la potencia computacional al llarg de les Ultimes
decades.

En aquest apartat del projecte s'explica el tractament numéric que s'ha realitzat
a les equacions de treball per tal de poder-les resoldre mitjancant la técnica dels
volums nits. El programa creat en aquest projecte es basa en aquesta técnica.
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4.2 Equacio de conveccio — difusio

Previament, avan¢ de discretitzar les equacions de treball, és important tenir pre-
sent que totes elles comparteixen una estructura molt similar. Aquesta estructura
s'anomena equacié de conveccio - difusié. Tenint present que les propietats fisi-
ques és consideren constants, l'equacié de conveccio - difusio s'expressa com:

@ 2

@t+(u r) = r° +8S 4.1)

On l'acumulacié de % , més el ux net sortint de les corrents convectives
(u r) ,mésel ux netsortint de les corrents difusives r 2 , ha de serigual ala
generacié de pels efectes del terme font S.

Per simpli cacié de les expressions de la taula, també pot ser un vector. Aquest
detall és important alhora de de nir el transport de propiet ats vectorials com la
velocitat i el camp magnétic.

Tot i compartir la mateixa estructura matematica, cada equacié de conservacio
consta de les seves propies particularitats. En la seglient taula s'observen les
equacions de treball, adaptades a l'estructura de I'equaci6 de conveccio-difusio.

‘ Equacio ‘ ‘ ‘ S ‘
Continuitat 1 0 0
Quantitat de moviment \Y r p+ f
Energia térmica T & &
Transport del camp magnétic B S (B r)v

Taula 4.1: Particularitzacio dels termes de I'equacié de conveccio difusio per a les equaci-
ons de treball

En I'anterior taula es pot observar com en cap de les equacions apareix la pressio p
coma . Aquest fet representa un problema en ux compressible, ja q ue la pressio
és la variable que té la funci6 de que les equacions de quantitat de moviment també
compleixin continuitat. Els models matematics utilitzats per resoldre les equacions
de Navier-Stokes en ux incompressible es basen en aquest fe t.
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4.3 Discretitzacié numerica per volums nits

El métode dels volums nits és una técnica de discretitzaci6 molt coneguda en
I'ambit de I'analisi numeéric aplicat als fenomens de transferéncia de calor i meca-
nica de uids, degut a les seves qualitats. Aquestes son:

1. Imposa conservacié de forma natural
2. Flexibilitat geometrica
3. Resol les equacions de forma integral

4. Tecnica de discretitzacid molt intuitiva, que permet una interpretacio fisica
sobre cadascun dels termes de les equacions discretes.

Aquest metodes consisteix en discretitzar un domini en diferents volums de con-
trol(volums nits), com si fos una malla, i aplicar I'equaci 6 en questié de forma
integral en cadascun dels volums de control creats. Es parlar de diferents tipus
de tractaments en funcié d'on s'avalua l'equacié de conveccié-difusio dins el propi
volum nit. Aquests son:

Collocated: aquest tractament es basa en avaluar el valor de totes les vari-
ables del problema al centre dels volums nits. El problema d 'aquest metode
es troba en la resolucié del camp de velocitats en I'equacié de Navier Stokes.
Si s'utilitza aquesta técnica sense cap procés previ, el camp de pressions i el
de velocitats queda desacoblat, de forma que porta a resultats erronis. Aixo
es deu a que la velocitat d'un punt no depén de la pressié del mateix punt.
Aquest fenomen s'anomena checkerboard i és un classic en el mén de la
dinamica de uids computacional.

Staggered: a diferéncia de la malla “Collocated”, aquest altre tractament
avalua les variables en diferents punts del volum de control, per tal d'evitar
problemes de desacoblament com el checkerboard. Es comu( avaluar les
velocitats a les cares dels volums de control, mentre que les altres propietats
es continuen avaluant al mateix centre. El tractament staggered es complicat
d'avaluar en malles no ortogonals i no estructurades, tot i que també es fa.

El codi realitzat en aquest projecte esta dissenyat per un tractament staggered
ja que no es produeix el fenomen del checkerboard. Tot i aix0, degut a la seva
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importancia es fa una mencié continuada dels dos tipus de tractaments al llarg de
tot I'apartat d'analisi numeéric.

4.3.1 Tipus de malla

Amb el métode de volums nits, la discretitzacié espacial de | domini a estudiar
(macro volum de control) es pot dur a terme de diferents formes en funci6 de la
seva geometria i de la fisica que envolta el problema. Els tipus de malles en que
es pot dividir un domini soén:

Malla estructurada: la seva caracteristica principal és que cada node té un
nombre constant de nodes que el rodegen. Des d'un punt de vista de pro-
gramacio, aquesta particularitat simpli ca molt el codi ai xi com també facilita
la classi cacié dels nodes. A més a més, el sistema d'equacio ns que s'obté
en aplicar aquesta técnica, permet utilitzar algoritmes més e cients que ne-
cessiten menys poténcia computacional. Dins de les malles estructurades,
n'existeixen diferents tipus:

— Ortogonals: en aquest cas tot el domini comparteix la mateixa estructu-
ra. També es caracteritza per que els uxos sén normals a les c ares dels
volums de control, la qual cosa també facilita la programacié. En cas de
gue la malla sigui també uniforme signi ca que no només compa rteixen
la mateixa forma, siné que també tenen les mateixes dimensions.

Figura 4.1: Malla estructurada ortogonal

— No Ortogonals: les malles s'adapten al contorn del domini en funcié
de la forma d'aquest. Permet realitzar geometries més complicades, a
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diferéncia de les malles ortogonals, pero la di cultat del ¢ odi augmenta.
A més a més, en aquest cas els ux ja no és normal a les cares dels

volums de control.

Figura 4.2: Malla estructurada no ortogonal[1]

Malla no estructurada: a diferéncia de la malla estructurada, en aquest tipus
de malles els nodes no tenen un nhombre constant de nodes veins. Aquesta
caracteristica di culta de manera molt apreciable la progr amacié. Els mé-
todes de resolucié dels sistemes d'equacions també sén més complexes i
requereixen més poténcia computacional. Com avantatge, aquest tipus de
malla et permet una gran exibilitat en la geometria, aixi co m també et per-
met densi car zones del domini en concret.

Figura 4.3: Malla no estructurada

En aquest projecte s'utilitzen malles estructurades ortogonals no uniformes, aixi
com també malles no estructurades. Els métodes numeérics explicats fan referéncia
ales malles no estructurades degut que sGn més generals i per tant, son (tils també

per a les malles estructurades siguin ortogonals o no.
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4.3.2 Equacio de conveccio — difusio: discretitzacio

Com s'ha demostrat, les equacions de treball responen a la mateixa estructura de
conveccid-difusié. Aixi doncs, la discretitzacié mitjancant la técnica de volums nits
s'aplica a la propia equacié de convecci6 - difusié en comptes de dur-se a terme
en cadascuna de les equacions de treball, obtenint aixi un resultat més genéric. La
discretitzacio per volums nits és un métode que requereix | a integracié espacial i
temporal de les equacions a utilitzar.

Discretitzacié espacial

La discretitzacié espacial consisteix en integrar en volumetricament l'equacié de

convecci6 - difusio. Aquesta és:

z z z z

@ 4+t (v )d8 = r2 dé8+ Sds (4.2)
g @t 8 8 8

Aplicant el teorema de la divergéncia de Gauss, es transformen les integrals volu-
meétriques anteriors de la part convectiva i difusiva, en integrals super cials cicli-

ques. Aplicant aquest canvi s'obté:

4 I I Z

@4+ (v MdA = r [ ndA+ Sds (4.3)
g @t A A 8

A continuacio es té en compte que la variacié temporal de  és constant en tot el
seu volum de control, aixi com també ho és el terme font. Per aguest motiu poden
sortir fora l'integral volumetrica. A més a més, també es considera que la velocitat
del uid a les superficies del volum de control és constant en tota ella, aixi com
també ho son la propietat i el gradient de . D'aquesta forma, I'equacié anterior

es pot transformar en el segiient sumatori:

0 1
@ X X
@=38+ f(vi A AfA = r ¢+ mAf+ S8 (4.4)

@t f2F (c) f2F (c)

Es pot observar com en I'equacio anterior no es fa referéncia en cap tipus de geo-
metria en concret ja que es valida per qualsevol tipus de malla.
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Discretitzacié temporal

La discretitzacié temporal consisteix en integrar temporalment I'equacié de convec-
cio - difusié. S'utilitza com a base l'equaci6 discretitzada en I'espai.

@
— = R(v; ;S 4.5
ot RWiiS) (4.5)
On,
0 1
1 X X
R(v;;S)=—8@ £ (vi ) Af + r ¢+ RA; + SBA  (4.6)
f2F(c) f2F(c)
S'integra temporalment I'equacio 4.5,
Z @ z
— @t= R(v::S t 4.7
@ (vi;S) @ (4.7)

Per una banda, la part esquerra de l'integral representa el terme acumulat. Des
d'un punt de vista numeric el gradient temporal de la propietat que es transporta
(), es constant en un increment de temps determinat. Llavors el gradient temporal
es descompon mitjangant una aproximacié de segon ordre de la série de Taylor.

Aquest queda: ~

@ @ n+1=2

@t@t ot t (4.8)
On,

n+l=2 n+l n
%t ———+0 t? (4.9)

Per tant, 7

@ koo 4.10

@ (4.10)

La variable n, representa l'instant de temps en el qual es coneix el valor de totes
les variables, mentre que les que es troben en un instant de temps posterior n + 1
sén una incognita.

Per altra banda, la part esquerra de l'integral es pot desenvolupar seguint diferents
esquemes temporals en funcié dels requisits del problema. Cal tenir present en
que en tots els casos, la funcidé R (v; ;S ) és constant en tot el t (per aquest
motiu surt fora l'integral), tot i que es pot avaluar en instants de temps diferent
(n;n+1;n 1). Els esquemes temporals es podem dividir en dos grans parts:
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Métodes explicits: es basen en utilitzar informacié coneguda de l'instant
de temps n;n  1;n i::: per tal d'obtenir el valor de la propietat que es
transporta en l'instant n+ 1. Aquest tipus de métodes son molt rapids perqué
no s'ha de resoldre cap tipus de sistema d'equacions. A més a més, els
esquemes explicits es comporten millor per problemes que no tenen un estat
estacionari, com els casos turbulents.

Tot i aix0, tot métode explicit té problemes amb el t, ja que si se n'utilitza un
massa gran, el sistema divergeix. Per tal de controlar el valor optim del t en
cada iteracié, s'utilitza una técnica anomenada CFL. Aquesta consisteix en
determinar el t assegurant que es compleixin les segients inequacions:
i
¢ Vil Ceony (4.11)

Xi max

t — 5 Cvisc (4 . 12)

2
Xi max

On Ccony i Cyisc han de ser més petits que la unitat. La literatura aconsella
utilitzar els seglents valors, Ceony = 0:351 Cyisc = 0:2.

Métodes implicits: aquest tipus de métodes es caracteritzen per utilitzar la
informacié de l'instant n + 1 per tal d'obtenir el valor de la propietat que es
transporta en el mateix instant (n +1). Degut que la informacié de l'instant
n+1 no es coneix, s’ha de resoldre un sistema d'equacions. Com avantatge
es pot utilitzar t més grans, per tal d'arribar més rapidament al resultat
nal. Tot i aix0, aquest metodes és més lent degut que s'ha de r esoldre un
sistema d'equacions, i no és aconsellable per problemes que no tinguin un
estat permanent.

Tenint present la diferéncia entre métodes explicits i implicits, a continuacio s'expli-
qguen 4 dels esquemes temporals més utilitzats:

1. Euler explicit: és una técnica de primer ordre que consisteix en avaluar la
funcid R(v; ;S ), en l'instant de temps n. Utilitzant aguest métode, la part

dreta de l'equaci6 s'expressa com:
Z
R(v;;S)@t R(v"™; ™S t (4.13)

2. Euler implicit: és una técnica de primer orde que consisteix en avaluar la
funcido R (v; ;S ) enlinstant n + 1. Utilitzant aquest métode, la part dreta de
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I'equacio s'expressa com:
Z
R(v;;S)@t R vt ntl.gn+l (4.14)

3. Crank - Nicolson: en aquest cas ens trobem en un metode de segon ordre
on la funcié R (v; ;S ) es avaluada en dos instants de temps, I'niI'n +1
(metode implicit). Aquest metode presenta problemes oscil latoris en cas
gue el t no sigui su cientment petit, o la malla sigui massa basta. Ut ilitzant
aguest métode, la part dreta de I'equacio s'expressa com:

Z
R(v;;S) @t %R v sttty RV ™St (4.15)

4. Adams - Bashforth: és una técnica de segon ordre explicita que consisteix
enavaluarlafunci6 R (v; ;S ), endosinstants de temps, I'nil'n 1. Respecte
I'Euler explicit, té l'avantatge que és de segon ordre. Utilitzant aquest métode,
la part de la dreta de I'equacié s'expressa com:

z
R(v;;S) @t R v"™= mizgnd= (4.16)
On,
R Vn+1:2; n+1:2;Sn+l:2 gR(Vn; n;Sn)
1
SRy L nlgnl o 2 xM (4.17)

2

En aquest projecte s'utilitza sempre I'esquema explicit Adams - Bashforth, degut
que és de segon ordre i no és necessari resoldre cap sistema d'equacions. A
més a més, com ja s'ha comentat, els esquemes explicits es comporten millor per
problemes que no tenen un estat estacionari, com els casos turbulents. Aixi doncs,
aquesta aposta també serveix per deixar oberta la possibilitat d'acabar resolent
fendomens d'aquest tipus.

Per tant, I'equacio de conveccio - difusi6 discretitzada tant espacial com temporal-
ment, queda expressada de la segient forma:

loong g gR(v”; "sM %R vihhon st (4.18)
Onladenici6 de R(v; ;S ) estroba en I'equacio 4.6.
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4.3.3 Analisi del terme convectiu

El terme convectiu s'expressa de la segient forma dins l'equacié de conveccio-
difusio discretitzada:

X X
C= £ (U ) st = ms ¢ (4.19)

f2F (¢ f2F(c)

El principal dilema en aquesta equaci6 es troba en l'avaluacié de la propietat trans-
portada a les cares ( ), degut que les propietats només s'avaluen als centres dels
volums nits. Existeixen diferents tipus d'esquemes numer ics per tal de determinar
el valor de la variable transportada a la cara. En funcié del tipus de problema a
resoldre s'escolleix I'esquema numéric més convenient. A continuacio, s'expliquen
els esquemes numeérics més importants que s'han utilitzat en el desenvolupament
d'aquest projecte. La de nici6 de cadascun dels esquemes es dur a terme per
a malla no estructurada, ja que també serveix per a malla estructurada. Tota la
nomenclatura de punts i cares fa referéncia ala gura 4.4.

Central Difference Scheme (CDS): esquema numeéric de segon ordre, que
consisteix en interpolar entre els dos nodes, P i F, situats a banda i banda
de la cara f. Utilitzant aquest esquema numeéric, I'expressié matematica per

determinar ¢ és:
|

= e PR (4.20)

iPF]
El problema principal d'aquest esquema es troba en que provoca oscil lacions
i tendeix a divergir en cas que, en el problema a solucionar, existeixin Peclets
locals més grans de 2.

Symmetry-Preserving Scheme:  esquema numéric de segon ordre, que
consisteix en fer la mitjana entre els dos nodes, P i F, situats a banda i banda
de la cara f. Matematicament, aquest esquema s'expressa d'una forma molt
senzilla:

Pt F
= - 4.21
f > (4.21)

S'utilitza Gnicament per resoldre I'equacié de quantitat de moviment, ja que
en les altres equacions no té sentit. Aix0 es deu, al fet que amb aquest
tipus d'esquema queda acotat I'error produit per la discretitzacié espacial en
l'equacio de conservacioé de I'energia (sempre i quan la malla estigui ben
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feta). Aquesta caracteristica és de gran importancia quan es volen resoldre
problemes on el uid es troba en estat turbulent. Per més info rmacié consultar
l'article de Lehmkuhl O. et al. [2].

Upwind Difference Scheme (UDS): esquema numeéric de primer ordre, que
es caracteritza per proporcionar molta estabilitat al sistema. Consisteix en
imposar el valor de la propietat a la cara en funcié de la direccié del ux.
S'expressa com:

(= U (4.22)
On:
u= p m¢ O
U= F ms <0 (4.23)

Com a desavantatge, aquest tipus d'esquema numeric provoca falsa difusivi-
tat, anomenada també, difusivitat numérica.

Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinemati ¢s (QUICK):
esquema quadratic de tercer ordre que consisteix en utilitzar dos nodes ai-
glies amunt i un node aiglies avall. Matematicament s'expressa com:

Xs (Xt 1
£ = Xf + ;E;%;E;__%S co  Xco (4.24)

Les magnituds amb una barra, estan normalitzades seguint la segient rela-

4

ClO:

= b - % D% (4.25)
uo DO Xyo Xpo

On:

uo= uyt+tr u uuyo
co= c+r ¢ CTO

po= p*+r p DD 0 (426)

On U, representa el punt “upstream”o aigiies amunt, D representa el punt
“downstream” o aiglies avall i C és el punt situat entre U i D. En el cas que
ms < 0, U seria A", D seria F'i C seria P'.

Pel que fa a les distancies x° estan projectades en la direccio ¥ .

Un dels principals problemes que presenta el QUICK es gue pot calcular
resultats fisicament no possibles, ja que és un esquema quadratic que no
esta limitat.
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Sharp and Monotonic Algorithm for Realistic Transport (SMART): aquest
esquema numeric esta forma per un conjunt d'esquemes, els quals inclou el
UPWIND i el QUICK, entre d'altres. Consisteix en aplicar el millor méto-
de possibles en funcié de les caracteristiques locals del uid, de forma que
s'evitin problemes d'oscil lacions en el CDS o bé no s'utilitzin els resultats
fisicament impossibles en el QUICK.

Figura 4.4: Detall dels parametres geometrics per la avaluacié del terme convectiu

4.3.4 Analisi del terme difusiu

La discretitzacié del terme difusiu utilitzant la técnica dels volums nits, tal i com
s'ha explicat a l'apartat 4.3.2, és:

X
D = ro¢ nA; (4.27)

f2F (c)

Existeixen diferents aproximacions per calcular el terme difusiu. En el desenvolu-
pament d'aquest projecte s'ha utilitzat el Direct Gradient Evaluation, ja que avalua
el gradient directament. Aquest és:
X X
D = @ L{}""Af (4.28)
f2F (c)
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On:

po ptr pPPO

Fo g+r g FFO (4.29)

Cal dir que per malles estructurades les distancies PP °i FF %sén 0, ja que el vector
$ i sbn coincidents. En canvi, per malles no estructurades les distancies anteriors
sén diferents de 0. Tot i aixd, per malla no estructurada, es poden negligir els
termes de la dreta de I'equacio 4.29, sempre i guan la malla sigui bastant uniforme.
Aixi doncs el terme difusiu s'avalua com:

X As

D ( F (4.30)

f2F (c)

Figura 4.5: Detall dels parametres geometrics per la avaluacié del terme difusiu

85



Capitol 4. Analisi Numeéric

4.4 Solucié de les equacions de treball

Fins al moment, s'han exposat i explicat les diferents equacions diferencials en de-
rivades parcials que de neixen la fisica del problema, aixi com també els métodes
numerics necessaris per tal de transformar-les en un sistema d'equacions alge-
braiques. Els dos principals problemes que es plantegen per tal resoldre aguest
sistema d'equacions son:

Acoblament: aquest tipus de sistema d'equacions algebraic es caracteritza
per tenir les diferents variables, que el caracteritzen, fortament acoblades
entre elles. Aquests son:

— Velocitat - Pressi6: aquestes dues variables estan fortament acobla-
des, degut que, en uids incompressibles, la pressié s'enca rrega de que
el camp de velocitats compleixi massa en tot moment. Si el métode de
solucié no acobla aquestes variables correctament, s'obtenen resultat
gue tot i tenir sentit matematic, no tenen sentit fisic. Aquest problema ja
s'ha comentant anteriorment i rep el nom de checkerboard. En aquest
mateix capitol s'en fa una explicacié més detallada.

— Velocitat - Temperatura: aquest tipus d'acoblament és important en
problemes de conveccié natural, on la propia temperatura afecta direc-
tament en el camp de velocitats. En conveccio forgcada aquesta acobla-
ment és inexistent.

— Velocitat - Densitat de corrent eléctric: ~ aquest tipus d'acoblament és
important en problemes magnetohidrodinamics, on el propi camp de ve-
locitats indueix una densitat de corrent eléctrica, la qual afecta al mateix
camp de velocitats.

No linealitat de les equacions: I'equacié de conservacié de la quantitat de
moviment es caracteritza per ser no lineal degut al terme convectiu. Aquesta
particularitat di culta la resolucid, sobretot a Reynolds elevats on la part no
lineal cobra importancia.

86



4.4. Solucio de les equacions de treball

En aquest apartat, totes les expressions matematiques fan referéncia a la gura
4.6, la qual mostra un volum nit d'una malla no estructurada amb les seves cares
i volums veins corresponents.

Figura 4.6: Detall dels parametres geometrics per la solucié de les equacions de treball

4.4.1 Solucio de I'equacié de la conservacio de quantitat de movi-
ment

S'utilitza I'equacié de convecci6 - difusio discretitzada tan espacial com temporal-
ment (esquema temporal Adams-Bashforth). Aquest cop, en comptes d'expressar
la variable a transportar amb el simbol genéric , s'utilitza el vector velocitat v,
ja que és la variable transportada en l'equacié de conservacié de la quantitat de
moviment. Lexpressié resultant és:

1

VAREIERVIUE gR(Vn;Sn) SRV Lsnt e pn*t (4.31)

On:
0 1
1 X X
R(V;S) = —8@ vi (vi ) A + rvi RA; + S8A  (4.32)
f2F (c) f2F(c)

S'observen dos trets distintius en I'equacié anterior, respecte I'equacio discretitza-
da original de conveccié difusié. En primer lloc, el gradient de pressions no s'inclou
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dins el terme font, degut que és una variables que no es coneix. En segon lloc,
el terme font, s'expressa com vector a l'igual que es substitueix per un vector.
Aquest canvi es deu pel fet de expressar lI'equacié de conservacié de la quantitat
de moviment en una Unica equacio indiferentment de les coordenades espacials.

Per tal de resoldre I'equacio de conservacio de quantitat de moviment s'utilitza el
meétode FSM (Fractional Step Method). Aquest métode es basa en el teorema
de descomposicié de Helmholtz-Hodge [3]. El teorema veric a la possibilitat de
modi car I'equaci6é anterior de la segient forma. Per comeng ar, apareix el terme
de velocitat predictora (v,"), que ve a ser un simil numéric de la velocitat real
sense la necessitat de que compleixi massa. Matematicament s'expressa com:

vph= v+t gR(v”;S”) :—ZLR v l.gnl (4.33)

Llavors es pot expressar l'equacié 4.31, com:

t
vt = y,n o pt*t (4.34)

Tenint present que el camp de velocitats n + 1 ha de complir massa, si s'aplica
el divergent a I'equacié anterior, el terme esquerra ha de ser necessariament tal i
com marca I'equacio de la continuitat. Aixi que:

n

t
rov™=yr vpy" r  —rpt (4.35)

4 2p*l = yp" (4.36)

Lequaci6é 4.36 és coneguda com una equacié de Poisson, la qual es caracteritza

per ser una equacio diferencial en derivades parcials no homogénia. També es pot
de nir com una laplaciana (r 2) igualada a un terme no nul.

Per resoldre I'equacio de Poisson numéricament, utilitzant la técnica dels volums

nits, és necessari integrar en el volum de control correspo nent. Aixi doncs:
z z

r2p"™tdg= r v,"ds (4.37)
8 8

t

On s'aplica el teorema de la divergéncia de Gauss:
I I
t
— rpf™t ndA= vy ndA (4.38)
A A
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Es fa la aproximacié de que el gradient de pressions es constant en la cara del
volum en qlestio, perod pot variar per les diferents cares del propi volum de control.
S'aplica la mateixa aproximacié a la velocitat predictora. De forma que es pot
transformar I'equacio ciclica super cial anterior en dos s umatoris a les cares. Per
tant:

n+1 n+1

- pnb pC
f2F(c) f2F(c)

t X A X
af VI A (4.39)

On ppp €s la pressié del node vei que comparteix la mateixa cara, p; és la pressio
del volum de control que s'examina, As representa la superficie de la cara en
qlestio, ds és la distancia entre el node ci el node nb projectada en la direccié

normal a la cara () i pr} és la velocitat normal a la cara (vgf n).

Finalment, per tal d'obtenir el nou camp del velocitat en l'instant n + 1, es retorna
a l'equaci6é de partida 4.31 i s'integra en el volum de control corresponent. On
mitjancant el teorema de gauss pel gradient s'obté el segiient resultat:

t X
vert = vph - PPt A (4.40)
Ct2F (o)

De I'expressio 4.39 sorgeix un sistema d'equacions algebraiques que s'ha de re-
soldre mitjancant un solver. En la literatura existeixen una gran varietat de solvers,
alguns dels quals s'expliquen a l'apartat 4.5.

El principal problema d'aquest sistema d'equacions esta en on s'avaluen les dife-
rents variables p i v dins el volum del control. En funcié de si s'avaluen al centre
del volum de control o a les cares d'aquest es parla d'un tractament “Collocated” o
“Staggered”. Aquest dos tipus de tractaments ja s'han de nit préviamen t al principi
del tema 4.3.

El problema resolt amb el codi creat en aquest projecte, utilitza un tractament stag-
gered per a malla estructurada, mentre que el problema resolt amb el codi Termo-
uids, s'avalua amb un tractament “ Collocated” per tot tipus de malla.

A continuaci6, s'explica amb més detall I'aplicacié d'aquests dos tipus de tracta-
ments, amb els seus respectius avantatges i inconvenients, a I'hora de resoldre
l'equacio 4.39.
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Tractament Staggered

En aquest tipus de tractament, la velocitat és avaluada a les cares del volum de
control, mentre que la pressié continua sent avaluada al centre del volum de con-
trol. Amb aquesta estrategia s'aconsegueix mantenir un fort acoblament entre el
camp vectorial de velocitats i el camp escalar de pressions, aixi com també asse-
gura que tot camp de velocitats compleixi massa en tot moment. Aquest Ultim tret,
es deu al fet que no existeix cap error quan es calcula la velocitat predictora normal
alacara (Vp’} ), ja que directament s'avalua en aquell punt.

Per més informacid sobre el procediment correcte per implementar un tractament
“Staggered” per malla no estructurada, consultar el document escrit per Jofre.L. et
al. [4].

Tractament Collocated

A diferéncia del tractament “Staggered”, en el tractament “ Collocated” s'avaluen
totes les propietats al centre del volum de control. Per tant, quan es calcula la
velocitat predictora normal a la cara s'ha d'interpolar (s'indueix un error) entre el
node del propi volum de control (¢) i el node vei que comparteix la mateixa cara
(nb). Per un tractament “ Collocated” els termes de I'equaci6 4.39 i 4.40 son:

1
hoopt = o et et (4.42)

1
n — n n
fo——vpnb+v 5

2 pe

Mitjancant I'equacié 4.40, s'obté el nou camp de velocitats en l'instant n + 1. Amb
aquest tractament, a diferéncia de la malla “Sttagered”, per assegurar que les ve-
locitats normals a les cares compleixin massa en tot el volum de control, s'ha de
realitzar el seguent tractament, similar a la conservacié de massa proposada per
[5]. En primer lloc, s'integra volumétricament I'equacié 4.35 i s'utilitza el teorema
de la divergéncia de Gauss per obtenir la seglient expressio:

t
vi™ ndA= vy" AdA — 1 p!*t ndA (4.42)
A A A

. H : - .

Es cert que , vi"*l A dA ésigual a 0 per de nici, tot i aix0 el terme pot con-
tinuar estant present. A continuacio es fa l'aproximacié d'imposar que el valor de
dins l'integra és constant en tota la cara, de forma que I'equacié anterior es pot
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expressar com el segiient sumatori.

n+1l _ X n t X n+1 ne1 At
Vi A = Vot At — Pro Pe a0 (4.43)
f2F (0) f2F (0) f2F (0) f
Lexpressi6 anterior es pot sintetitzar en un Unic sumatori:
! I
X t pn+1 pn+1 ) )
VAL VA + — b T Ar =0 (4.44)
f
f2F (c)

Existeixen in nitat de combinacions que compleixen l'equa cié anterior. Per aquest
motiu s'imposa una condicié facil, pero restrictiva, que consisteix en que per cada

cara (f ) el sumatori és igual a 0. De forma que, s'obté la seglient expressio:
!
n+1 +1
t pnb pg

vt =g — g (4.45)

Lequaci6 anterior es pot simpli car en funci6 de variables conegudes, utilitzant les

equacions 4.41 i 4.40. El resultat que s'obté és:
|

n+l _ 1 n n t ngl pgﬂ
0 1
t ~1 X 1 1 X 1
+2_@_ prin A + " prin A A (4.46)
Ct2F (0 b {5 (nb)

Aquesta es la expressié per calcular les velocitats normals a les cares que han
d'assegurar la divergéncia 0 de qualsevol camp de velocitats. Si no s'utilitza una
expressié que assegura conservacié de massa en un tractament “collocated”, l'es-
gquema numeric tendeix a caure en un “checkerboard”.

Discretitzacié del terme font de I'equacioé de conservacié d e quantitat de mo-
viment

El terme font de I'equacié de conservacio de la quantitat de moviment pot estar
format per diferents termes i pot adoptar diferents estructures en funcio de la fisica
del problema. Tal i com s'ha comentat en la formulacié6 matematica, els termes
fonts utilitzats en aquest projecte sén:
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Forca de Lorentz: el terme font es produit per la forca que les corrents
eléctriques induides fan sobre el uid que les conte en prese ncia d'un camp
magnétic. Lexpressio resultant és:

s"=j" B" (4.47)

Per més informacio, consultar I'apartat 3.5.4 sobre la modelitzacié del ter-
me font que determina la fisica de les forces electromagnétiques (forca de
Lorentz).

Conveccio natural: la hipotesis de Boussinesq s'utilitza per resoldre pro-
blemes de conveccié natural, on la forca de otacié depén dir ectament de
la temperatura del uid. Aixi doncs, el terme font en l'insta nt de temps n
s'expressa com:

S"= g (T" To) (4.48)

Per més informacio, consultar I'apartat 3.5.5 sobre el terme font que determi-
na la fisica de la conveccio6 natural.

Conveccioé magnética per uids paramagneétics: en aquest cas, el terme
font depén altre cop de la temperatura. En comptes de la gravetat existeix
un terme de otacié que depén del camp magnétic i les propieta ts magnéti-
qgues del uid. Aguestes propietats depenen directament de | a temperatura.
Lexpressi6 resultant és:

S"= 2+

(T" To)r °B (4.49)
2 m

1
(o]
Per més informacid, consultar l'apartat 3.5.6.

4.4.2 Solucio de les equacions magnetohidrodinamiques(MH D)

En problemes magnetohidrodinamics es fa necessari el calcul del camp magnétic,
aixi com també el calcul de la densitat de corrent eléctric, ja que aquestes sén les
dos variables que intervenen en el calcul del terme font que s'inclou en l'equacié
de conservacié de la quantitat de moviment.

Existeixen diferents esquemes numeérics per tal de calcular el camp magnetic i la
densitat de corrent eléctric. Aquests son:
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B -formulation: consisteix en determinar els efectes MHD utilitzant com a va-
riable de calcul el camp magnétic creat pel moviment dels electrons dins el
uid. Aguest és el pitjor metode degut que és lent i a més a més h as d'es-
tudiar I'exterior del domini on resideix el uid, degut que e | camp magnétic
també existeix fora d'aquest. Com avantatge, el camp magnétic compleix per
de nici6 divergéncia nul la. Smolentsev et al.[6] és un autor que ha treballat
amb aquesta técnica.

-formulation: aquesta técnica utilitza el potencial eléctric induit pel moviment
dels electrons del uid conductor eléctric en presencia d'u n camp magnétic.
Aquesta técnica és més rapida que l'anterior tot i que presenta problemes
d'estabilitat alhora de mantenir nul la la divergéncia de la densitat de corrent
eléctric. Ni et al.[7] és un autor que ha utilitzat aquesta técnica en els seus
Gltims articles sobre CMHD.

j-formulation: aquesta técnica és la més nova i és molt semblant a la B-
formulation, ja que continua complint divergéncia nul la per naturalesa. Com
avantatge no s'ha d'estudiar el recinte en el qual no hi ha uid, ja que la
densitat de corrent eléctric només existeix en el medi conductor eléctric. Com
a desavantatge continua sent més lenta que la -formulation. Smolentsev et
al.[8] és un autor que ha treballat amb aquesta técnica en els seus Ultims
treballs sobre CMHD.

En aquest projecte s'ha optat per utilitzar I'esquema numeéric anomenat potencial
escalar( -formulation. El nom associat a aquest esquema es deu al fet que la
densitat de corrent electric es calcula utilitzant la llei d'Ohm, mitjancant el potencial
escalar induit pel movim nt del uid en preséncia d'un amp mag nétic.

Tal i com s'especi ca en l'apartat de discretitzacié tempor al (4.3.2) s'utilitza I'es-
quema explicit de segon ordre d'Adams-BashForth, la qual cosa produeix que el
terme font de I'equacié de conveccio-difusié sigui avaluat en l'instantnin 1. En
aquest apartat es simbolitza només tenint present n, ja que per passaran 1és
directe.

Solucié de I'equacio de transport del camp magnétic

En aquest projecte, tal i com es veu a l'apartat de Resultats, s'ha resolt un problema
de MHD on el uid és un metall liquid. Es considera que la densitat de corrent
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eléctrica que circula per l'interior del uid no és su cient ment elevada com per
poder modi car el camp magnétic imposat per les condicions d e contorn. Aixi
doncs, el camp magnétic depén Unicament de les condicions de contorn imposades
pel problema, la qual cosa implica que no sigui necessari resoldre l'equacié de
transport del camp magnétic (3.136).

Es important mencionar que hi han esquemes numeérics que es basen amb l'e-
gquacio de transport del camp magneétic, junt amb l'equacié d'Ampére(3.46), per
determinar la densitat de corrent eléctrica associada al camp magnétic calculat.
Tot i aixi, aquest esquema numeéric no forma part de les especi cacions basiques
d'aquest projecte.

Soluci6 de la llei d'Ohm

Tal i com s'ha mencionat, existeixen diferents tipus d'esquemes numeérics per tal de
resoldre les equacions MHD, cadascun amb els seus avantatges i inconvenients.
S'ha optat per I'esquema numéric anomenat potencial eléctric, ja que permet obte-
nir la densitat de corrent eléctric amb la solucié d'una Unica equacié de Poisson.

En primer lloc, aquest esquema numeric calcula la densitat de corrent eléctric amb
la llei d'Ohm, tenint present que aquesta Ultima no s'acumula (per tant compleix
divergéncia nul la). Aixi doncs si s'aplica el divergent a la llei d'Ohm 3.53:

r j"= (o E"+r (v" B") (4.50)

Tenint present la divergéncia nul la del vector que fa referéncia a la densitat de
corrent eléctric, el terme esquerra de I'equacio anterior és igual a 0. Mentre que el
terme de la dreta es converteix en la seglient equacié de Poisson:

r2n"=r " B" (4.51)

On el camp eléctric s'ha expressat en funcié del potencial eléctric induit:

EP=7¢ " (4.52)

A continuaci6 s'integra en el volum de control I'expressié 4.51, on tot seguit s'a-
plica el teorema de Gauss per transforma les integrals volumétriques en integrals
super cials: | |

r P ndA= (V" B"), ndA (4.53)
A A
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Considerant els termes de l'interior de l'integral constant en tota la cara, I'expressié
anterior es pot expressar com el seglient sumatori:

X X
r D ORAf = (v"  B"), A (4.54)

f2F (c) f2F(c)

Per aproximar el gradient de a la cara, s'utilitza el mateix métode que a l'analisi
del terme difusiu de I'equacié de conveccié difusié (4.3.4). Aixi que:

X As X N .
(b o) = (v B"); NAg (4.55)

d
f2F(c) f2F ()

De I'expressio 4.55 sorgeix un sistema d'equacions algebraiques que s'ha de re-
soldre mitjancant un solver. En la literatura existeixen una gran varietat de solvers,
alguns dels quals s'expliquen a l'apartat 4.5.

Un cop es coneix el potencial eléctric, es pot calcular la densitat de corrent eléctric
al centre o a les cares del volum de control, en funcié de si es dur a terme un
tractament “Staggered” o “Collocated”.

La forma més senzilla d'analitzar la densitat de corrent eléctric en el centre del

volum de control és integrant directament la llei d'Ohm en el volum de control:
Z z z

j"ds = r "dg+ (V" B")ds (4.56)
8 8 8

En l'equacié anterior s'imposa que la j i el terme u B del centre del volum de

control, igual en tot aquest. De forma que:
VA

r "dg+v" B" (4.57)
8

I
®|

La integral volumeétric del gradient del potencial escalar es pot solucionar utilitzant
diferents metodes. Els que s'han utilitzat en el desenvolupament d'aquest projectes

s

son:

Métode de Gauss del gradient:  consisteix en realitzar la seglient opera-
ci6 matematica, semblant al teorema de la divergencia de Gauss, ja que es

transforma l'equacié volumétrica en super cial tancada.
z I X
r "d8 i dA it A¢ (4.58)
8 A f2F (c)
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Métode dels minims quadrats:  es tracta d'obtenir el valor del gradient que
impliqui un error quadrat minim respecte tots els punts analitzats, per calcu-
lar determinat gradient. Lordre d'aquest métode pot ser qualsevol, tot i que
en aquest objecte s'ha utilitzat un de primer ordre. No només s'utilitza la
informacié dels nodes veins d'una cel la, sind que també es pot utilitzar la
informacié dels nodes que comparteixen vertex.

4.4.3 Solucio de I'equacié de la conservacio de I'energia té rmica

En aguest cas es calcula directament com l'equacié de conveccio-difusié utilitzant
I'esquema numeéric temporal explicit de segon ordre, Adams-Bashforth. Cal menci-
onar que en els problemes resolts en aquest projecte no existeixen termes fonts en
I'equacio de conservacio de I'energia térmica. Lequacié degudament discretitzada,
seguint les pautes comentades, és:

3 1
=TTt SROTTT) SRV BTN (4.59)
On:
0 1
1 X X
R(v;T)= —8@ Ti (vi R) Ap + rTe RAA (4.60)
f2F () f2F ()

4.4.4 Condicions de contorn

En aquest apartat es presenten les diferents condicions de contorn, les quals apor-
ten la informacié necessaria al problema per a que els diferents sistemes d'equaci-
ons algebraics formin un sistema determinat. Cada tipus de variables presenta les
seves propies condicions de contorn, i aquestes depenen totalment del problema a
resoldre. Tot i aix0, les condicions utilitzades en aquest projecte, indiferentment de
la variable, es poden identi car de forma més abstracta en do s Unics tipus. Aquests
son:

Condici6 Dirichlet: aquesta condicié consisteix en imposar el valor de la

variable en questio.

Condicido Neumann: en aquest cas no s'imposa el valor de la variable en
guestio, sind que el que s'imposa és el valor de la derivada d'aquesta varia-
ble.
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4.4. Solucio de les equacions de treball

A continuaci6, es mostren totes les condicions de contorn utilitzades en el projecte
per les diferents variables, unint la explicacié abstracta anterior amb el sentit fisic.
Aquestes son:

Velocitat ( v)

Per la velocitat s'han utilitzat tres tipus de condicions de contorn diferents en funcio
del problema. Aquestes son:

Condicio Dirichlet: quan un uid es troba en contacte amb una superficie,
aguest obté la velocitat de la superficie en el punt de contacte. Per exemple,
si la superficie amb la que esta en contacte el uid no es mou, | a velocitat del
uid en aquell punt és 0. En aquest cas particular, on la veloc itat és 0, s'ano-
mena condicié de no lliscament. Sovint, també s'utilitza aquesta condicié de
contorn per imposar el per | de velocitats a I'entrada.

V= Vp (4.61)

On v, representa la velocitat de la superficie en el punt de contacte amb el
uid.

Condici6 Neumann: aquest cas en particular és d'interés per simular les
condicions de contorn de sortida d'un uid. El fet d'imposar la derivada en
comptes del valor de la velocitat a la sortida, fa que la hipotesis sigui molt
menys restrictiva. Tot i aixi, aquest tipus de condicié de contorn tendeix a
dissipar els vortex que passen a traves de la condicié de contorn, aixi com
també els vortexs que es creen aiglies amunt. Per tant, molts cops es cata-
loga com una condicié de contorn gue continua sent massa restrictiva.

@

on° (4.62)

On n és la direccié perpendicular a la cara on s'aplica aquesta condici6é de
contorn.

Condicié convectiva: degut a la insu ciéncia de la condicié de Neumann
per simular la fisica del camp de velocitats en sortides, és interessant utilitzar
la condicié convectiva, la qual es basa en una simpli caci6 d e I'equacio de la
conservacio de la quantitat de moviment, tenint present Gnicament el terme
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transitori i el terme convectiu. D'aquesta manera, s'aconsegueix simular més
correctament les condicions d'un uid a la sortida.

%ﬁ (Vv r)v=0 (4.63)

Pressié ( p)

Pel camp de la pressio en tot moment s'utilitzen les condicions de contorn de Neu-
mann. Utilitzant aquest métode arreu, el sistema de equacions no queda determi-
nat de manera que s'ha d'imposar el valor de la pressié en un punt arbitrari. Aquest
fet no implica cap problema en al solucié nal, ja que el que in teressa del camp de
pressions és el gradient d'aquest, i no el valor en si.

@p_

o0 (4.64)

On n és la direcci6 perpendicular a la cara on s'aplica aquesta condici6 de contorn.

Temperatura ( T):
Les condicions de contorn per la temperatura en aquest projecte son:

Condici6 Dirichlet:  es tracta d'imposar el valor de la temperatura d'una su-
perficie. Aquesta pot variar en el temps en funcié de les exigencies del pro-
blema.

T=Ta (4.65)

On T, representa la temperatura de la paret amb la que esta en contacte el
uid

Condicié Neumann: aquest tipus de condicié s'aplica per parets adiabati-
gues on la conducci6 de calor es nul la. Per de nici6, si s'exigeix una transfe-
rencia de calor nul la en una direccid en concret, el gradient de temperatura
en aquella direccié també ha de ser nul. Per tant:
@T
— =0 (4.66)
@n
On n és la direccié perpendicular a la cara on s'aplica aquesta condici6é de
contorn.
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Densitat de corrent electric ( j):

Existeixen diferents tipus de condicions de contorn per tractar la densitat de corrent
eléctric, en funcié de les caracteristiques del problema. En aquest projecte s'ha
analitzat un problema sobre MHD on les parets estan aillades eléctricament. Aixi
doncs, la condicié de contorn utilitzada és de tipus Dirichlet i igual a 0.

jn=0 (4.67)

On n es refereix a la direccié normal a la cara.

Potencial eléctric ()

Les condicions de contorn del potencial eléctric estan totalment delimitades per la
condicié de contorn de la velocitat i de la densitat de corrent eléctric. Aquest fet
es deu a la llei d'Ohm. EI problema sobre MHD analitzat en aquest projecte es
caracteritza per tenir les parets aillades eléctricament i a més a més, pel fet de
ser parets, s'aplica la condicié de no lliscament per les velocitats. Aixi doncs, si
s'utilitza la llei d'Ohm:

rn =v B Ejn (4.68)
On aplicant les condicions comentades:
rn =0 (4.69)

On n representa la direccié normal a la cara.

99



Capitol 4. Analisi Numeéric

4.5 Solvers de resolucié de sistemes d'equacions lineals

Tenint present que la discretitzacié temporal és explicita, els Unics sistemes d'e-
quacions algebraics a resoldre son els resultants de les equacions de Poisson, ja
sigui per obtenir la pressié o bé el potencial eléctric. Les equacions de Poisson a
resoldre (4.40, 4.55) es poden expressar en la segient forma:

aj i =By 0oyt oy eyt oioat ey e Fi (4.70)

On, a;j ;b ;ci;dij;&; son valor de la matriu. En el cas de les equacions de
Poisson a resoldre, sén termes que fan referéncia a magnituds espacials, mentre
que fi; és el terme no homogeni de l'equacio de Poisson.

Com s'ha observat, aquests sistemes d'equacions a resoldre son lineals, de forma
que els solvers utilitzats es bene cien d'aquesta propietat.

No tots els algoritmes dels solvers que apareixen en aquest apartat han estat pro-
gramats ens aquest projecte, siné que alguns d'ells, degut a la seva complexitat,
s'han obtingut d'usuaris externs. Els solvers rellevant en aquest projecte son:

451 Gauss-Seidel

Aquest es caracteritza per ser un métode iteratiu que passa per tots els nodes del
domini suposant els valor dels nodes veins igual a la iteracié anterior. Aquest mé-
tode resol qualsevol sistema d'equacions lineal on els termes de la diagonal siguin
no nuls, i assegura la convergéncia sempre i quan la matriu sigui diagonalment do-
minant, o ve si es simetrica i al mateix temps, de nida positi va. El Gauss-Seidel ha
estat programat en aquest projecte, comprovant-se el seu funcionament, tot i que
no s'ha utilitzat per cap calcul degut a la seva lentitud respecte altres solvers. Les-
tructura que han de presentar les equacions lineals per tal de ser resoltes utilitzant
aquest métode és:

n+l _ n n n n
aij i = by gt G g i i it e e tfi (4.71)

Onnin+1 fan referéncia a instants de iteracié diferents perd continus. Utilitzant
la iteracié, arriba un punt on:
j {}jﬂ nj< (4.72)

100



4.5. Solvers de resolucié de sistemes d'equacions lineals

On representa la diferéncia minima d'una mateixa variable en iteracions diferents,
per la qual el resultat s'accepta com a valid. En aquest punt és diu que el sistema
esta convergit.

4.5.2 TDMA (TriDiagonal Matrix Algorithm) + Gauss-eidel

El solver TDMA te l'avantatge de ser directe per sistemes d'equacions d'una sola
dimensid. Es parla de matrius tridiagonals degut a la forma caracteristica amb la
gue queda la matriu, on tots els termes no nuls estan en linia en tres diagonals.
En cas de que el sistema d'equacions sigui bidimensional o tridimensional s'ha de
resoldre de forma iterativa amb combinacio d'un Gauss-Seidel.

Lequaci6 de referéncia (4.70) és bidimensional i en primer lloc es simpli ca a una
equacio unidimensional per tal de que es pugui aplicar el solver TDMA. Aixi doncs
es pot unidimensionalitzar per les:

.on+l . n+l .. nh+l n
aj g = by Tt Gy ik tg
g = Oy § oatey fatfi (4.73)

O bé també es pot fer aquesta altra transformacié per columnes:

.. n+l  _ . n+l . n+l n
aj o = dij itey gt
n —_ n n
O = by i1 *ta iyt (4.74)

A la practica es demostra que si s'alternen els dos métodes anteriors (4.73 i 4.74)
entre iteracio i iteracio (es com si es teixis, numéricament parlant, el sistema d'e-
quacions) s'arriba més rapidament a la solucié nal. A conti nuacid, un cop es té
el sistema d'equacions linealitzat, s'aplica el métode TDMA. S'explica a partir de
I'equacié 4.73, perd cal remarcar que per I'equacio 4.74 el procediment és analog.
Aixi doncs, l'equacié 4.73 es pot expressar com:

ay =Py N+ Qy (4.75)

On Pi; i Qj; estan expressats per:

by g * G Qi 1
Pi;j = H Qi;j = I

4.76
aij G Pi o1 aij G Pi o1 ( )
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En un cas unidimensionalitzat com aquest,on1 i n, escompleixquec; =0 i
b, = 0. Aquest tret caracteristic s'entén amb facilitat observant I'equaci6 4.73. Per
tant, perai = 1 les expressions 4.76 queden simpli cades com:

b g?'j
Py = — j = 4.77
1;j al;j Ql,] al;j ( )
I perai = n, I'equacio 4.75 es simpli ca a:
n= Qn (4.78)

Aixi doncs, amb aquestes condicions el sistema taties reso It de la segiient forma.

1. Es calculen els termes P; i Q; de forma sequiencialdesdei =1 nsa i = n.

2. S'obté el nou valor de | i de forma seqliencial, s'obtenen tots els valor de

desdei=nnsai=1.

En aquest procediment els valors de  obtinguts no sén els nals, ja que s'esta
resolent un problema bidimensional i el métode TDMA no és directe per aquests
casos. Aixi doncs, en la seguent iteracié es dura a terme el mateix procediment,
pero per les columnes (4.74). Com a dades d'entrada per tal de de nir gfj s'utilitzen
tal i com esta simbolitzat, els valor de de la iteracié anterior.

4.5.3 Solver LU (Lower-Upper)

Aquest metode consisteix en descompondre un matriu, com el el producte d'una

matriu triangular inferior i una superior.

0 1
ail A2 a3

0 10
1 0 O
%321 a a23§=%|21 1 0§%
|

1
Uiz U2 Uz

1
0 ux U23§
0

azy az asz 31 Il 1 0 us3
| {z } {z }H {z }
A L U

On A és la matriu que es descompon en una triangular inferior (L) i una trian-
gular superior (U). Degut a la inestabilitat d'aquest métode quan algun terme de
la diagonal és nul, és necessari multiplicar préviament per una o varies matrius
de permutacié. Les avantatges d'aquest métode és que és directe per a casos
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bidimensionals i tridimensionals. Lestratégia a seguir per desenvolupar el solver
correctament €s:
Ax=Db (4.79)

On A es descompon en una triangular superior (U) i una triangular inferior (L). Aixi
doncs:

LU X = b (4.80)

Degut a les avantatges d'aquest tipus d'estructura triangular, resoldre el sistema
d'equacions és directe en dos passos. Aquests sén:

b
y (4.81)

Ly
U x

D'aquest ultim pas s'obté directament el vector d'incognites x.

4.6 Criteris de nalitzacio

Els problemes analitzats en aquest projecte estan governats per les equacions de
treball ja explicades en l'apartat 3.6. Aquests problemes es caracteritzen per ar-
ribar sempre en un estat permanent, a partir dels parametres d'entrada utilitzats.
Tot i aix0, en els annexes apareixen altres problemes analitzats amb el mateix ti-
pus de codi, que es caracteritzen per no arribar a un estat permanent, ja que es
comporten d'una forma periodical. Per aquest mateix motiu, a continuacio s'expli-
guen els diferents criteris de nalitzacié tant per problem es que arriben a un estat
permanent, com els que adopten un estat periodic.

4.6.1 Sistemes que tendeixen a un estat permanent

En aquest cas la forma d'analitzar si el problema ja esta soluciona't i no cal con-
tinuar avancant en el temps, és ben senzilla. Com que el problema arriba a un
estat permanent és evident que el terme acumulat de totes les variables %t acaba
tendint a 0. Per tant la idea inicial és que quan el valor absolut del terme acumulat

1S'entén com a periddic, quan un problema tot i no arribar a un estat permanent, les seves varia-
bles varien en el temps repetint sempre un mateix patro.
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ponderat sigui més petit que un cert parametre numeric imposat per l'usuari, la

resolucié es donara per nalitzada. Numeéricament:
|
1 XN n+l n '

— L 1 §; (4.82)

On 8+ representa el volum total del problema, N és el nombre total de nodes, 8;
és el volum de control de cada node, i representa el parametre numeéric imposat
per l'usuari que de neix quan la resolucié de problema es pot donar per acabada.
Es interessant tenir present com la variable és adimensionalitzada, de forma que
la formula anterior és valida per qualsevol ordre de magnitud.

En cas que el problema a analitzar consti de diferents variables, el més comu en
la literatura és fer aquest analisis per cada una de les variables. En conseqiiéncia,
ns que totes les variables no tenen el criteri de nalitzaci 6 inferior a la resolucio
del problema no es dona per acabada.

4.6.2 Sistemes que tendeixen a un estat periodic

Quan un problema arriba a un estat periodic, el métode anterior és insu cient,
degut que el terme acumulat no tendeix a 0, sin6é que oscil la continuament. Per
aquest motiu la técnica adoptada consisteix en analitzar la freqiieéncia d'oscil lacié
de les diferents variables, aixi com també la seva amplitud. Quan aquestes passen
a ser constants, es considera que el problema ha arribat a un estat su cientment
desenvolupat.

4.7 Codis desenvolupats

Fins al moment s'han exposat els motius pels quals s'ha realitzat aguest projecte,
aixi com també les férmules matematiques que representen la fisica del problema,
les hipotesis utilitzades, les respectives modelitzacions i nalment I'analisi numeric
aplicat a les equacions de treball per tal de que puguin ser resoltes computacional-
ment.

Tots aquests coneixements s'han introduit en dos codis que s'han creat amb ob-
jectius clarament diferenciats. Tot seguit, es mostren aquests codis amb les seves
principals caracteristiques.
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Codi propi: aquest codi ha estat dissenyat per tal de familiaritzar-se amb
les diferents técniques d'analisis numeric que s'expliquen en aquest projecte.
Les caracteristiques principals d'aquest codi sén:

— Es un codi escrit en C++.

— Els métodes numeérics introduits al codi estan basats en la técnica de

volums nits, per un tractament “ Staggered”.

— Dissenyat per resoldre problemes en 2D, utilitzant malla estructurada
(uniforme i no uniforme).

— Es capag de resoldre problemes de conveccio forgada o natural, mitjan-
cant esquemes temporals explicits. També resol problemes de transfe-
rencia de calor, tant per conduccié com per conveccio, i problemes que
tendeixen a un estat permanent o periodic. Esta preparat per introduir
termes fonts en les diferents equacions.

TermoFluids: aquest codi té uns 7 anys de vida i en els seus inicis va estar
pensat per resoldre problemes de turbuléncia mitjancant la metodologia LES.
Les caracteristiques principals d'aquest codi sén:

— Es un codi modular (escrit en C++).

— Preparat per treballar en paral lel, capa¢ de escalar ns a milers de
CPUs.

— El codi esta pensat per resoldre els problemes mitjancant la técnica dels
volums nits per un tractament “ Collocated” o “Staggered”.

— Dissenyat per resoldre problemes en 3D, utilitzant malla no estructura-
da?.

— Avui dia és un codi capag¢ de tractar amb diferents fenomenologies fisi-
gues com uids compressibles i incompressibles, no-newton ians, estat
permanent o transitori, transferencia de calor per conduccié, conveccio
i radiacié, uids multi-fase, combustio, malles adaptable s . ..

En aquest tipus de codi s'ha programat un modul en C++ per tal de poder re-
soldre problemes de caire Magnetohidrodinamic. Aquest modul es bene cia
de tota la poténcia del codi Termo uids.

2|_a malla estructurada és un cas particular de la no estructurada.
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4.8 Algoritme global de calcul

Els problemes a resoldre son de tipus iteratiu, aixi que s'ha elaborat un algoritme

de calcul esquematitzat per posar ordre a tots els conceptes explicats. Aquests

algoritme global de calcul es valid pels dos tipus de codi, tant el propi com el modul

desenvolupat per Termo uids. Lalgoritme global de calcul és:

10.

Introducci6 de dades fisiques que de neixen el problema, aixi com també les
variables a calcular, amb les seves respectives condicions inicials.

Introduccié de parametres numerics.

. Creaci6 de la malla.

. Calculs previs com determinacié de distancies entre nodes, superficies, vo-

lums...

. Calcul dels termes fonts que in ueixen en I'equaci6 de Nav ier-Stokes en cas

gue en tingui. Aquests son:

El terme de Boussinesq i la conveccidé magnética necessiten un calcul
previ de lI'equacié de conservacié de I'energia térmica 4.4.3.

La forca de Lorentz requereix un calcul previ del potencial eléctric, ai-
xi com també de la densitat de corrent eléctric 4.4.2. La variable que
in ueix en el terme font depén del tipus de problema.

. Calcul de les velocitats predictores amb l'equacié 4.33, a partir dels termes

fonts préviament calculats.

Resoluci6 del sistema d'equacions algebraic obtingut en el desenvolupament
numeric de l'equacio de Poisson, mitjangant un solver lineal, per de la pressio
en un instant n + 1. Aquest sistema fa referéncia a l'equacié 4.39.

. Calcul de la velocitat al centre dels volums de control en l'instant de temps

n + 1, mitjancant el gradient de pressions i la velocitat predictora, obtinguts
en els apartats 6 i 7. Lequaci6 utilitzada és la 4.40.

Calcul dels uxos massics utilitzant I'equacié 4.46. Aqu est tret és totalment
distintiu d'un tractament “Collocated”, ja que per un tractament “Staggered”
aquest pas no es dur a terme.

S'aplica un criteri de nalitzacié (apartat 4.6) en func i6 del tipus de problema
gue s'estigui estudiant. En aquest punt podent passar dos fets:
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Criteri positiu: en cas que el cas satisfaci el criteri de nalitzacio es
continua a l'apartat 11.

Criteri negatiu: com que el cas encara no ha arribat a la solucié nal,
s'increment el temps en un step (t"*! = t"+ t). El valor del t es cal-
cula mitjangant la técnica CFL, caracteristica dels esquemes temporals
explicits (per més informacio consultar I'apartat 4.3.2). A continuacio es
torna a l'apartat 5 per obtenir el valor de les variables en el nou temps
n+1.

11. Un cop es tenen els resultats nals es dur a terme un post pr ocessat de
dades en funcié dels requisits del problema analitzat.

12. Fidel programa

107



Capitol 4. Analisi Numeéric

Figura 4.7: Esquema de l'algoritme global de calcul
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Capitol 5

Problemes analitzats

5.1 Introducci6

En aquest apartat s'analitzen dos problemes de gran importancia en el seu camp,
per tal d'entendre el comportament de les equacions de conservacié de massa,
guantitat de movimenti energia, quan estan sotmeses a un camp magnetic. Aquest
analisis serveix també com a validacioé dels diferents codis, ja que tots els resultats
numerics soén discutits i contrastats amb documents de referéncia. Els documents
de referéncia depenen del tipus de cas que s'estudia, perd poden ser resultats
numerics obtinguts per altres codis aliens al projecte, o bé directament solucions
analitiques de les equacions diferencials.

En cadascun dels exercicis resolts, es fa mencié del codi utilitzat.

5.2 Cas Shercliff

5.2.1 De nicio del problema

El cas Shercliff[1] és un cas de referéncia ampliament conegut en el mén de la
MHD que disposa de solucié analitica quan el uid es troba en r égim permanent.
El cas consisteix en avaluar el per| de velocitats que adopta un uid conductor
eléctric, al circular a través d'un conducte quadrat, de parets aillants, en el que s'hi
aplica un camp magnetic constant i perpendicular a la direcci6 del ux. Enla gura
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5.1 es mostra un esquema que representa el problema.

ZL
2a B

A
Y

2b

Figura 5.1: Esquema del cas Shercliff

La geometria del problema és coneguda, ona = 1 i b= 1. Les condicions de
contorn del problema son:

Velocitat(v): el uid té velocitat nul la al entrar en contacte amb les parets del
canal.

Pressid(p):

— Parets: s'aplica un gradient de pressions nul normal a totes les parets
gue envolten el solid.

— Direccié x: per a que el uid avanci en direccié x s'imposa un gradient

de pressions(k) constant en aquesta direccio.

Densitat de corrent eléctric(j): les paret del canal no sén conductores eléctri-
gues de forma que s'imposa una densitat de corrent nul la en totes les parets.

Potencial eléctric( ): per mantenir una densitat de corrent nul la en les parets,
el gradient del potencial eléctric normal a les partes ha de ser necessariament
nul.
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Temperatura(T): en tot moment la temperatura del sistema és manté cons-
tant.

Camp magnética(B): constant i en direccio z.

Condicions de periodicitat: s'apliquen condicions periodiques en direccid x
per tal de simul lar un canal de longitud in nita. Simplement es té en compte
gue les propietats del uid al surti del canal, sén iguals que les del uid al
entrar.

On k s'escolleix en funcié del cabal volumétric de circulacié que es desitgi. Com
més gran sigui aquest gradient, més gran sera el cabal. Per tal d'homogeneitzar
els resultats, en tot l'apartat es xa un cabal volumétric de 4m3=s, mentre que
el gradient de pressions es calcula per tal de garantir sempre aquest ux. Les
expressions utilitzades per obtenir aguest gradient es troben en l'apartat 5.2.4.

Per als calculs dels nombres adimensionals Re i Ha, s'ha utilitzat com a longitud
caracteristica el coe cient a.

5.2.2 Interés industrial

Linterés industrial d'aquest tipus de problema recau en el desenvolupament de
les mantes que envolten els reactors de fusio nuclear (tipus Tokamak), les quals
estan sotmeses a un fort camp magnétic. El uid refrigerant g ue circula a través
d'aquesta manta es caracteritza per ser un metall conductor eléctric en estat liquid
compost per liti i altres substancies. Comunament s'utilitza I'aliat eutéctict Pb
17Li, com a refrigerant i també com a combustible.

El fet que el uid de treball sigui conductor eléctric i que es tigui sotmés a un fort
camp magneétic, obliga a tenir en compte els efectes MHD per tal de calcular amb
e cacia i precisio caracteristiques importants com sén la t ransferéncia de calor i la
caiguda de pressio.

El moviment relatiu entre el camp magnetic i el medi conductor eléctric (uid de
treball) indueix unes densitats de corrent eléctric a l'interior del propi uid. Aquestes
densitats de corrent interaccionen amb el mateix camp magnetic que les ha creat
per produir una for¢a en direccidé perpendicular al camp magnétic aplicat i a la

1Una substancia eutéctica es un compost de diferents materials amb una composicié tal que fa
gue es solidi qui a la temperatura més baixa possible entre t otes les composicions existents
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densitat de corrent eléctric. Aquesta for¢a tendeix a anar en contra el moviment del
uid, de forma que produeix una caiguda de pressié que fa dism inuir directament
el cabal que circula a través de les mantes.

A més a més, les forces originades a l'interior del uid també modi quen el per | de

velocitats de uid de treball. Aquesta Ultima caracteristi ca, junt amb la disminucié
del cabal volumétric, modi quen al transferéncia de calor. La transferéncia de calor
també es veu afectada per les fonts calori ques internes que apareixen en el uid
degut a l'efecte Joule. Aquest Ultim és causat per les densitats de corrent eléctric
existents en l'interior del uid.

En aquests tipus d'aplicacions, degut a les condicions extremes amb les que es
troba el uid, lI'analisi numeric és de gran importancia. A mé s a més, les simulaci-
ons s6n una eina de gran ajuda per tal d'analitzar un aparell o un procés abans de
gue es construeixi 0 es dugui a terme, estalviant aixi gran quantitat de costos.

5.2.3 Equacions de treball

En aquest tipus de problema s'han utilitzat les seglients equacions de treball (per
més informacié consultar l'apartat 3.6):

Conservaci6é de massa;
r u=0

Conservaci6 de la quantitat de moviment amb el terme font de la forca de
Lorentz:

@ _ 20
@t+(v ryv =r p+ r“v+j B (5.1)

Conservaci6 de la densitat de corrent eléctric:
r ji=0
Llei d'Ohm:

ji= (1 +v B)

Es parla de j; perqué la que es té present és la densitat de corrent eléctric in-
duida, ja que la real també té en compte el ux dels electrons e n direccidé x per
arrossegament del propi uid.
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Els nombres adimensionals que governen les equacions anteriors son:
1

L 2
N = B2 o Ha= BoL — Ha’?= NRe

On N és el nombre magneétic, el qual de neix la relacié entre els es forcos magne-
tics respecte els convectius, el Ha de neix la relacié entre els esforcos magnétics
respecte els difusius i el Re representa la relacié entre els esfor¢cos convectius
respecte els difusius.

5.2.4 Soluci6 analitica

En aquest apartat s'explica el procediment a seguir per calcular, de forma analitica,
el gradient de pressions que garanteix un cabal volumétric de 4m?3=s, utilitzant les
expressions analitiques dels estudis de Shercliff[1].

Per comengar, degut que es coneixen les dades geometriques i s'imposa el cabal
volumeétric, es calcula la velocitat mitjana.

Vo= — 5.2

0= A (52)

On v, representa la velocitat mitjana, Q és el cabal volumeétric i At és la superficie

total per la que circula el uid (en aquest cas sén 4m?2). Tot seguit, per calcular el

gradient de pressions necessari ( P ) per mantenir un cabal de 4m3=s, indiferent-
ment del valor del Ha, s'utilitza la seglient expressio:

32 pRrX 1 L 2Nb? (coshC  coshHa) (5.3)
Tt L @+’ (i +1)2 2aZsinhC '
On:
C?2=Ha?+(@i+1)2 ? (5.4)

b
Totes les dades de les dos expressions anteriors s6n conegudes a excepcid del
gradient de pressions ( P ). Aquest s'ailla facilment, mentre que el sumatori en n

es dur aterme ns que el valor que l'increment relatiu del gra dient de pressions és
inferior al valor absolut de 1e 10.

Un cop es coneix el gradient de pressions que garanteix un cabal volumétric igual
a 4m3=s, es procedeix a calcular de forma analitica la distribucié de velocitats,
utilitzant la série de Fourier que apareix en els estudis de Shercliff[1].
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5.2.5 Parametres computacionals

Els aspectes computacionals més importants soén:

El codi utilitzat per dur a terme aquestes simulacions és Termo uids, junt amb
el modul creat en aquest projecte per resoldre problemes sobre MHD.

En tots els experiments numeérics s'han utilitzat 2 processadors per tal d'aug-
mentar la rapidesa del calcul computacional.

S'utilitza la técnica de volums nits amb un tractament “ collocated”.

El esquema numeric utilitzat per obtenir la velocitat a les cares del volum de
control és el Symmetry-Preserving(4.3.3).

S'ha utilitzat I'esquema numeric temporal explicit de segon ordre d'Adams-
Bashforth.

Els resultats obtinguts pel codi es consideren que han arribat a I'estat perma-
nent quan el valor absolut del gradient temporal del cabal massic, junt amb
el valor absolut del terme acumulat maxim de I'equacié de conservacio de la
guantitat de moviment és inferiora le 3.

El solver utilitzat s'anomena FFT Periodic[2] i és especial, com el seu nom
indica, per casos periodics com el cas Schercliff. En comptes de simular tota
una canonada en tres dimensions, es simula en dos dimensions imposant
gue les propietats del uid a la sortida s6n igual que a l'entr ada. D'aquesta
forma s'aconsegueix simular una canonada de longitud in ni ta.

5.2.6 Casos analitzats

En la seglient taula apareixen tots els casos analitzats, en funci6 dels diferents
nombres de Reynolds i Hartmann.

‘ Simulacio ‘ Re ‘ Ha ‘

1 10 10
2 10 50
3 10 100
4 10 500

Taula 5.1: Valors del Rei el Ha per les 4 simulacions
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Les malles estructurades utilitzades per cadascun dels casos son:

Tipus de malla ‘ Codi ‘ Dimensi6 ‘ Nombre de nodes
SU32 32x32 1024
SuU64 64x64 4096
Uniforme
SU128 | 128x128 16384
SU256 256x 256 65536
SH32 32x32 1024
SH64 64x64 4096
Hiperbolica
SH128 | 128x128 16384
SH256 256x 256 65536

Taula 5.2: Tipus de malles estructurades per cada simulacié Schercliff

Les malles no estructurades, a diferéncia de les estructurades, son molt més com-
plicades de tractar pel que fa a la uniformitat de la malla, ja que no pots controlar
perfectament els nodes en cada zona (tal i com pots fer amb les estructurades).
Per aquest motiu no té sentit parlar de dimensio i es parla directament dels nodes
existents en cada malla.

A més a més, apareixen dos termes extra de gran importancia. Aquests son la
“Qualitat mitjana” i la “Qualitat minima” que mostren el grau d'ortogonalitat que
presenten els triangles de la malla no estructurada. EIl valor oscil la entre 0 i 1,
entenent com a 1 una malla totalment ortogonal i 0 una malla gens ortogonal.
Es logic que les malles estructurades presentin una Qualitat mitjiana de 1 ja que
es caracteritzen per ser 100% ortogonals. Aguests valors sén Utils per extreure
conclusions a posteriori.

Cal tenir present que totes les malles no estructurades que es mostren a continu-
acio son simeétriques en l'eix z, per assegura una millor qualitat en els resultats.

2Aquests valors s'han obtingut amb un control de qualitat de malla calculats pel mallador amb el
qual s'han realitzat totes les malles d'aquest exercici (“icemcfd”).
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Les malles no estructurades utilitzades per cadascun dels casos son:

Tipus de malla Codi Nombre de nodes | Qualitat mitiana | Qualitat minima
NSU32 936 0.95 0.58
NSU64 3676 0.97 0.49
Uniforme

NSU128 16524 0.97 0.42
NSU256 64192 0.97 0.58
NSNU32 1054 0.82 0.58
NSNU64 4064 0.92 0.58

No Uniforme

NSNU128 16674 0.92 0.56
NSNU256 63912 0.94 0.56

Taula 5.3: Tipus de malles no estructurades per cada simulacié Schercliff

En les seglients imatges es mostren algunes de les malles que es comenten en

les taules.

Figura 5.2: Malla estructurada hiperbolica 64x64 (SH64)

Figura 5.3: Malla no estructurada no uniforme 128x128 (NSNU128)
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5.2.7 Analisis qualitatiu

En aquest apartat es demostra, mitjangant les expressions analitiques, com els
efectes magnetohidrodinamics(MHD) in ueixen en el gradie nt de pressions i en el
per | de velocitats. Per totes les proves s'utilitza un caba | volumetric de referéncia
de 4m3=s.

Pérdua de pressio

En la taula 5.4 es demostra la caiguda de pressié que provoquen els efectes MHD.

‘ Ha ‘ Re ‘ r p(Pa=m) ‘ Q (m3=s) ‘

0 10 7:11e 01

10 10 1:53e + 00

50 10 5:81e + 00

100 10 1:10e + 01

P N

500 10 5:21e + 01

Taula 5.4;: Comparaci6 del gradient de pressions per a diferents Ha

100 T T

gradP(Pa/m)
=
S
T
L

1 10 100 1000
Ha

Figura 5.4: Resultats de la taula 5.4

Com que la gra ca 5.4 és logaritmica, no s'ha inclos el result at de Ha 0. Tot i aixi,
es continua apreciant que és el més petit de tots en la taula 5.4. La gra ca mostra
perfectament, com per mantenir el cabal volumeétric constant s'ha d'incrementar el
gradient de pressions a mesura augmenta el Hartmann. Per tant, d'aquesta gra ca
s'extreu la conclusié que els efectes MHD produeixen una pérdua de pressio. Si
s'hagués xat el gradient de pressions, s'observaria com mé s alt és el Hartmann,
més petit és el cabal volumétric que circula a través de la canonada.
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Per | de velocitats

Tal i com s'ha comentat, el perl de velocitats també es veu mo dicat. En les
seglients gures es mostren els per Is de velocitats adoptat s pels uids, sense i
amb, efectes magnetohidrodinamics. Aquestes son:

Figura 5.5: Cas Schercliff: per | de velocitats per un Ha 0

Figura 5.6: Cas Schercliff: per | de velocitats per un Ha 10

S'observa una deformacio pronunciada del camp de velocitats per un Ha de 10.
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5.2. Cas Shercliff

Densitat de corrent eléctric induit

Un altre aspecte interessant és coneixer perqué el camp de velocitats adopta
aquesta forma peculiar. El responsable d'aquest efecte és la for¢ca de Lorentz,
produida per la interaccio entre el camp magnétic de les condicions de contorn i
les densitats de corrent eléctric creades pel moviment relatiu entre el medi conduc-
tor(uid) i el propi camp magneétic. Aixi doncs, €s interessa nt conéixer la densitat
de corrent electric dins el domini.

)

N
)
N\

\
-
0
=L
[\

0.5

AR R
AR R S

e e
Ao e

o
7
A
/
/
A
7

AN NN
AR SO
AR
AN

!
\
\

e
i
P e
Y e
U717
/

z(m)
o

A
!
!
7
A
7
d

!
A
A
A
7
/
Y
/
/

MRS RSN
NI

S

S S S e

I e
T Tt e

NN
s . -~

eSS R R R NI i
OO r 1 1L

AN,

N>

ARl

NN
1SS

N
N

1 1 =

-1 -05 0 0.5 1
y(m)

Figura 5.7: Cas Schercliff: densitat de corrent eléctric per un Ha 10

En la gura 5.7, la densitat de corrent eléctric (j) esta expressada en forma de
vector unitari perqué es pugui apreciar la re-circulacié de la variable per tal de
complir divergencia nul la.
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Per tal de poder observar la magnitud de j en la direccid y i z, s'inclouen les se-
glents imatges:

Figura 5.8: Cas Schercliff: densitat de corrent eléctric en direccié Y per un Ha 10

Figura 5.9: Cas Schercliff: densitat de corrent electric en direccié Z per un Ha 10
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Explicacié de la modi cacié del camp de velocitats

Gracies ales gures 5.7,5.8i15.9 és pot fer una explicacio ra onable sobre el perqué
es deforma el per | de velocitats dins el canal a mesura s'aug menta el Hartmann.

En primer lloc, cal tenir present que la Unica diferéncia entre la gura 5.5 i 5.6
és el terme font de nit com la for¢a de Lorentz. Aixi doncs, el causant d'aquesta
deformacio és aquesta for¢a que es caracteritza per calcular-se com el producte
vectorial entre la densitat de corrent eléctric(j) i el camp magnétic(B).

F=ji B

Com que el camp magnétic és constant en sentit(+ ), direccid(z), modul, la forca de
Lorentz depéen Unicament de la densitat de corrent electric induit.

Per tal de millorar I'explicacié de la deformacio del per | d e velocitats, es separa el
domini del problema en tres regions, la zona central, les parets paral leles al camp
magneétic i les perpendiculars a ell.

Zona central: en aquesta zona, bona part del uid es caracteritza per anar
en direccio I'eix y en sentit negatiu. Aixi doncs, la for¢ca de Lorentz va en
sentit contrari al uid i per tant contribueix a augmentar la pérdua de pressio.

Plagues perpendiculars al camp magnétic: en aquesta regié el modul de
la densitat de uid és maxima. La direcci6 continua sent en direccié y, pero
a diferéncia de la zona central, el sentit en aquest cas és positiu. Aquest fet
produeix que la forca de Lorentz contribueixi en augmentar la velocitat del
uid, ja que van a la mateixa direccid. Aixi doncs, aquest efe cte, junt amb el
fet que la velocitat del uid que es troba en contacte amb la pa ret ha de ser
nul la, entren en descord. Aquest fenomen produeix una capa limit del per |
de velocitats molt na en aquesta regi6é. Degut a la importanc ia, tant fisica
com numeérica, d'aquest fenomen, la capa rep el nom del seu descobridor,
“capa de Hartmann”. Es coneix que l'espessor de la capa de Hartmann és
de l'ordre de Ha 1.

Plagues paral leles al camp magnétic: a diferéncia de les zones anteriors,
la densitat de corrent eléctric té una direccié majoritaria en y, amb un sentit
tant positiu com negatiu(tal i com es pot apreciar en la gura 5.7). Com que
va a la mateixa direccié que el camp magnetic, la forca de Lorentz resultant
és 0. Per aquest motiu la capa limit que apareix en aquesta zona no és tant
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na com la capa de Hartmann, ja que la forca de Lorentz no inter vé en la
zona local. A agquesta capa se li atribueix el nom de “capa lateral”, i es coneix
que té una espessor aproximada de l'ordre de Ha 172,

La gura 5.6 es un clar exemple per distingir tant la capa limit de Hartmann, com
la capa limit lateral. S'observa amb facilitat com la capa de Hartmann és més na
que la capa limit lateral. També es veu amb facilitat com ambdds capes tendeixen
a ser cada cop més nes a mesura s'allunyen del Hartmann O.

Conclusions de I'analisi qualitatiu

Queda comprovat com els efectes MHD modi quen el per | de vel ocitats i també
provoquen una pérdua de pressid. Aquests efectes son produits per les forces
de Lorentz originades per la densitat de corrent eléctric induit i el mateix camp
magnetic.

A més a més, des d'un punt de vista numeéric, l'escassa espessor de la capa limit
de Hartmann és una caracteristica d'elevada importancia, ja que obliga a introduir
un minim de nodes en una distancia molt petita, per tal de calcular la capa limit
correctament. Aquesta distancia tant petita provoca que al utilitzar un esquema
temporal explicit, el t resultant també sigui molt petit (de I'ordre de 1e 7 per Ha
de 1e3) per a que el sistema sigui estable .

Arribat a aquest punt, cal dir que és complicat trobar la solucié numérica del cas
Schercliff per Hartmann molt elevats (Ha > 1000, ja que la capa de Hartmann és
molt na i provoca que la distancia minima de tot el domini sig ui també molt petita.
Per aquest motiu, els casos resolts s'han quedat en un Hartmann maxim de 500.
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5.2.8 Veri caci6 dels resultats numerics

En aquest apartat es mostren els resultats obtinguts amb el codi Termo uids, uti-
litzant per cada Hartamann, diferents tipus de malles per tal de validar I'estabilitat,
la consisténcia i la convergéncia de I'esquema numeéric utilitzat. En les segiients
taules es mostra I'error relatiu ponderat ( ,p ), junt amb I'ordre de precisié (OP), en
funcié del tipus de malla utilitzat. L'error relatiu ponderat® és calcula com:

1 X

- B (1 ri8i) (5.5)

Mentre que l'ordre de precisié s'obté comparant dos malles del mateix tipus, pero
de dimensions diferents. Queda de nida com:

In P g
OP = 7:; (5.6)
In e

Per tal de calcular el gradient del potencial electric s'ha utilitzat el teorema de Gauss
pel calcul del gradient. Es recorda que aquest calcul és necessari per obtenir
la densitat de corrent eléctric, la qual forma part del terme font que s'inclou en
l'equacié de conservacié de la quantitat de moviment. Més endavant, es dur a
terme una comparativa entre utilitzar el teorema de Gauss pel gradient i el teorema
dels minims quadrats(apartat 5.2.9).

Tal i com s'ha comentat en la de nicié del problema, el cas She rcliff[1] disposa
de solucié analitica en regim permanent. Aixi doncs, tots els resultats numerics
exposats en aquest apartat sén referenciats respecte els resultats analitics.

%No s'inclouen els punts de les cel les que estan en contacte amb les condicions de contorn,
degut que tenen un ordre de precisié menor que les altres cel les.
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Hartmann 10

Malla Estructurada No estructurada
Ha 10 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensi6 e (%) oP e (%) oP e (%) e (%)
32 1:51 10" 3:20 10" 1:86 10 1:96 10"
64 422 10 ' | 1:84 | 813 10 ' | 1:98 1:73 10" 5:94 10"
128 9:50 10 2 | 2:15 | 855 10 2 | 3:25 1:35 10% 2:86 10%
256 329 10 2 | 1:53 | 1:61 10 ® | 5:73 1:34 10" 2:68 10%°

Taula 5.5: Error relatiu ponderat i ordre de precisié per un Hartmann de 10
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Figura 5.10: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 5

S'observa clarament com per un Ha de 10, les malles estructurades tenen una
clara tendéncia a disminuir I'error relatiu ponderat a mesura la malla es fa més na.
Dins les malles estructurades és important remarcar com la malla hiperbolica és
pitior que la uniforme per malles bastes, mentre que passa el contrari per malles
nes. Aquest és un tret caracteristic de les malles estructu rades no uniformes.

En canvi, per malles no estructurades, els resultats aconseguits no sén tant bons,
com els obtinguts en malles estructurades. Apareixen certes anomalies dins el
calcul de la densitat de corrent eléctric, la qual cosa produeix un calcul erroni de
la forca de Lorentz que impedeix que I'error relatiu ponderat continui a la baixa a
mesura s'augmenta el nombre de nodes. Tot i aixi I'error relatiu ponderat no arriba
al 2%.
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Hartmann 50

Malla Estructurada No estructurada
Ha 50 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensi6 e (%) oP e (%) oP e (%) e (%)
32 1:46 10
64 1:68 10 4:83 10" | 1:60 1:14 10" 1:99 10%?
128 5:00 10*° 1:75 | 7:3¢ 10 ' | 2:72 8:21 10%° 3:43 10"
256 1:31  10% 1:93 | 2:03 10 ' | 1:85 1:76 10" 2:15 10"

Taula 5.6: Error relatiu ponderat i ordre de precisié per un Hartmann de 50

1000

SU ——

NSNU &

0 f —

Error Relatiu Ponderat(%)

0.1 L
1000 10000 100000
Nodes

Figura 5.11: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 6

Per comencar, a diferéncia del cas Schercliff per Ha 10, la malla SU32 no presenta
cap error relatiu ponderat, degut que el sistema és inestable amb aquest tipus
de malla. Aquest fenomen es deu al fet que la malla SU32 és massa basta per
determinar correctament la capa de Hartmann, la qual es molt més na per un Ha
de 50, que per un de 10. En canvi, per una malla SU64 si que s'obté un resultat, ja
gue disposa d'un minim de nodes per tal de nir la capa de Hartm ann.

Per les malles estructurades, la malla hiperbolica funciona millor que la uniforme
per malles nes, mentre que succeeix el contrari per malles b astes. Aquest feno-
men ja s'observa en la taula de Hartmann 10(taula 5.10).

Pel que fa a la malla no estructurada, s'observa com no existeix una tendéncia clara
a disminuir I'error relatiu ponderat quan la malla es fa més na. Aquest fenomen
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es deu a la falta de precisio en el calcul de la densitat de corrent eléctric, la qual

propaga l'error en el calcul de la for¢a de Lorentz, i aquesta Ultima indueix un error
en el per | de velocitats nal.

Hartmann 100

Malla Estructurada No estructurada
Ha 100 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensié e (%) oP v (%) oP e (%) v (%)
32 2:09 10
64 8:19 10" | 1:35 3:88 10
128 1:97 10™ 1:34 10 | 2:61 3:02 10™ 6:89 102
256 5:69 10" 1:79 | 5:33 10 ' | 1:33 6:50 10" 9:21 10"

Taula 5.7: Error relatiu ponderat i ordre de precisié per un Hartmann de 100

1000

100

10 T~ ]

Error Relatiu Ponderat(%)

1000 10000

Nodes

100000

Figura 5.12: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 7

En la taula 5.7 per un Ha de 100 s'observa el mateix problema que en el Ha 50,
tot i que empitjorat. La malla estructurada uniforme és menys e cient degut que no
té su cients nodes en la capa de Hartmann per tal de que aquest a sigui de nida
correctament. Tot i aixi s'aprecia consisténcia i convergéncia del resultats entre les
malles SU128i SU256.

Les malles de tipus SH mostren una bona consisténcia i convergéncia. En canvi,
es continua observant resultats incoherents per les malles no estructurades.
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Hartmann 500

Malla Estructurada No estructurada

Ha 500 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensié e (%) OoP e (%) OoP e (%) e (%)

32 2:99 10"

64 1:73 10" 0:79

128 5:60 10*° 1:63

256 4:82 10" | 0:216

Taula 5.8: Error relatiu ponderat i ordre de precisié per un Hartmann de 500

Error Relatiu Ponderat(%)

1000

100 |

10 |

0.1

SH
NSNU &

1000

10000
Nodes

100000

Figura 5.13: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 8

En la taula 5.8 s'observa com les malles estructurades uniformes no tenen resultat,
ja que el problema divergeix. El mateix problema succeeix amb les malles no es-
tructurades uniformes. Aquest fenomen es deu a que no hi han el nombre minim de

nodes en la capa de Hartmann per tal de que aquesta sigui resolta correctament.
Per aquest motiu el codi divergeix. En canvi per malles hiperboliques s'observa
com el codi es continua comportant de forma consistent, i el camp de velocitats

convergeix cap a un error nul.

Tot i aix0, per el tipus de malla SH s'aprecia com els p sOn bastant pitjors que els
obtinguts pels Ha més petits. Aquest efecte es deu altre cop a la falta de nodes dins
la capa de Hartmann, la qual es molt més na per un Ha de 500 que no pas per

un de 1000 inferior. Per tal de solucionar aquest error s'ha de continuar utilitzant
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malles hiperboliques, perd cada cop més nes en les parets on es produeix la capa
de Hartmann.

5.2.9 Inuéncia del calcul del gradient del potencial eléct ric

Tal i com s'espera, en problemes de MHD, la determinacié de la densitat de corrent
eléctric és de gran importancia per tal d'obtenir resultats consistents, ja que d'ella
en depen el terme font que s'inclou en l'equacié de conservacié de la quantitat de
moviment. Cal tenir present que, segons la modelitzacié escollida en el projecte
per resoldre problemes sobre MHD, la densitat de corrent eléctric s'obté mitjancant
la llei d'Ohm. Es recorda l'expressié d'aquesta llei(3.54):

j= (r +v B)

Per tal de calcular el gradient del potencial eléctric existeixen diferents técniques,
tot i que en aquest projecte només se n'han utilitzat dos: el teorema de Gauss pel
gradient i el teorema dels minims quadrats(MQ). Ambdds técniques s'han explicat
en l'apartat 4.4.2).

Tot seguit, es mostra una comparacio d'aquest dos metodes, tant per malla estruc-
turada com per no estructurada. Les comparacions dels resultats obtinguts sén per
un Hartmann de 10 i també de 50.
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Hartmann 10

Malla Estructurada No estructurada
Ha 10 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensié Gauss MQ Gauss MQ Gauss MQ Gauss MQ
32 1:51 10% 1:51 10% 3:20 10 1:46 10" 1:86 10 1:66 10" 1:96 10" 7:26 10"
64 4:22 10 ' | 422 10! | 8&13 10! | 339 10! | 1:73 10 | 2:03 10*° | 5:94 10" | 3:83 10%
128 950 10 2 | 9550 10 2 | 855 10 2 | 6:95 10 2 | 1:35 10" | 1:56 10*° | 2:86 10" | 2:20 10*°
256 329 10 2 | 329 10 2 | 1:61 10 ® | 1:25 10 2 | 1:34 10" | 1:36 10" | 2:68 10" | 2:10 10*°

Taula 5.9: Error relatiu ponderat (%) fent Gs de diferents modelitzacions del calcul del

gradient per un Hartmann de 50

_e--

100 b SU Gauss —+—
SUMQ
SH Gauss --
SH MQ
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— l - .
S L
=
o ~x
a )
=
8
[T}
o 0.1 - E
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]
0.01 | E
0.001 L
1000 10000 100000

Nodes

Figura 5.14: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 9
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Hartmann 50

Malla Estructurada No estructurada
Ha 50 Uniforme(SU) Hiperbolica(SH) Uniforme(NSU) No uniforme(NSNU)
Dimensié Gauss MQ Gauss MQ Gauss MQ Gauss MQ
32 1:46 10" 8:74 10%° 3:17 10*?
64 1:68 10" | 1:68 10% 4:83 10" | 2:30 10" | 1:14 10" | 880 10" | 1:99 10*? | 5:06 10*
128 5:00 10" | 5:00 10" | 7:34 10 ! | 5:63 10 ' | 821 110%™ | 802 10*° | 3:43 10" | 2:45 10%
256 1:31  10% 1:31  10% 203 10 ' | 220 10! | 1:76 10" 1:57 10" 2:15 10" 1:57 10"

Taula 5.10: Error relatiu ponderat fent Us de diferents modelitzacions del calcul del gradient
per un Hartmann de 50

1000 SU Gauss —+—
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SH Gauss ------
N SHM =
NSU Gauss
. NSU MQ
. e NSNU Gauss - -e-- -
100 b S i NSNUMQ &~
S a
T
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3
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.
=]
e
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Figura 5.15: Error relatiu ponderat: gra ca dels resultats de la taula 5. 10

En les taules 5.9 i 5.10 s'observa com per malles estructurades uniformes, el fet
de canviar el métode amb el que es calcula el gradient del potencial eléctric no
altera el resultat nal. En canvi, per malles estructurades hiperboliques bastes, el
métode dels minims quadrats presenta millors resultats que el métodes de Gauss.
Per malles nes la diferéncia entre utilitza entre els dos mé todes és inapreciable.
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5.2.10 Conclusions

Les conclusions extretes del cas Schercliff son:

El métode del potencial eléctric, utilitzat per determinar els fenomens magne-
tohidrodinamics, ha demostrat ser una eina e ca¢ per a malle s estructurades,
ja que els métodes numeérics utilitzats creen i resolen un sistema d'equacions
discret que es comporta de forma estable, consistent i convergent. En canvi,
presenta problemes de consisténcia i convergéncia per malles no estructura-
des.

Dins les malles estructurades, les malles hiperboliques obtenen una major
precisié en cas d'utilitzar el metode dels minims quadrats pel calcul del gra-
dient del potencial eléctric. Tot i aix0, per malles molt ne s la diferéncia és
inapreciable.

El métode amb que es calcula el gradient del potencial eléctric no afecta a
les malles estructurades uniformes.

Per a malles no estructurades, sorgeixen problemes en el calcul de la densitat
de corrent eléctric, ja que els resultats obtinguts depenen molt de la malla.

Per tal d'obtenir bons resultats en malles no estructurades bastes €s neces-
sari que aquestes compleixin simetria en I'eix paral lel a la direcci6é del camp
magnétic. Sila malla creada no compleix aquesta propietat, els resultats ob-
tinguts no convergeixen a una solucio del sistema d'equacions en derivades
parcials(EDP), ja que I'error espacial in ueix massa.

A mesura el Ha és més elevat, I'error relatiu ponderat és pitjor. Per continuar,
mantenint I'error relatiu ponderat petit, €s necessari utilitzar malles més nes.

Es fa realment costos el calcul del cas Schercliff per problemes amb valors
de Hartmann més elevats de 500. Agquest fenomen es deu al fet que ha
d'existir una gran densitat de volums de control dins la capa de Hartmann
(espessor aproximada de Ha 1), per tal que la malla no in ueixi en la fisica
del problema. Una alta densitat de volums de control, equival a una distancia
de separacié entre nodes petita. Com que s'utilitzen esquemes temporals
explicits, l'increment de temps ( t) utilitzat depén de forma directament pro-
porcional a aquesta distancia minima entre nodes. Aquests t tant petits fan
molt costos arribar resultats numeérics per Hartmann alts.
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5.3 Cas amb conveccid magnetica per uids paramagne-
tics amb Pr>1 i en condicions de microgravetat

5.3.1 Introducci6

Aquest és un problema 2D de conveccié magnética analitzat per Bednarz et al.[3]
gue consisteix en sotmetre en abséncia de gravetat, en preséncia d'un camp mag-
nétic i a una diferéncia de temperatures, un uid paramagnétic amb valors de
Pr > 1. A continuacio, es mostra un esquema on es pot apreciar bona part de

les caracteristiques del cas.

v Adl?.patlc Wall

— - .
>
@ : ;
2

H Tw To 3 Buoyancy

m: : Force
ot
-
(@R
O:

— .' - }X

Adiabatic Wall

Figura 5.16: Esquema del cas de conveccié magnetica

La geometria del problema és quadrada amb costats de dimensio H, T,, representa
la temperatura dela paret calenta, T, és la temperatura del uid en l'instant inicial, la
paret oberta deixa pas a la lliure circulacié de uid(tant d' entrada com de sortida)
i les parets adiabatiques imposen una transferéncia de calor nul la en aquestes
parets. S'indica la direcci6 en la que es produeix la forga de otacio.
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Les condicions de contorn del problema son:

Velocitat(v):

— Fluid-Solid: el uid té velocitat nul la quan esta en contacte amb el solid.
Les zones de contacte son totes les parets a excepcio de la part dreta
gue es troba oberta.

— Part dreta: en aquest cas s'aplica la condicié de sortida convectiva que
s'explica en l'apartat 4.4.4.

Pressid(p): s'aplica un gradient de pressions nul normal a totes les parets
gue envolten el solid, aixi com també a la part oberta de la dreta.

Temperatura(T):

— Paret esquerra: es troba a una temperatura T,, invariable en el temps.

— Zona oberta: el uid que entra cap a dins el domini ho fa a una te mpe-
ratura igual a T, mentre que al uid que surt del domini per la mateixa
zona se li aplica la condicié6:

rTn=0 (5.7)

En aquesta paret tot i aplicar un gradient de temperatures nul, no es
pot dir que sigui adiabatica, ja que al sortir uid calent con tinuament ja
s'extreu calor.

— Paret superior i inferior: son adiabatiques de forma que el gradient de
temperatures normal a les parets es nul.

Al comencament, el uid esta quiet i sotmés a un estres produi t per I'equilibri entre
les forces magnétiques de otacié i el gradient pressions. E n l'instant de temps 0,
s'imposa una temperatura T, per la placa de la dreta, de forma que el uid es co-
menga a escalfar per pura conduccié. A mesura el uid s'escal fa, la susceptibilitat
magnética especi ca es modi ca segons indica la llei de Curi e, a l'igual que també
ho fa la densitat massica. Aguesta variacié provoca un desequilibri entre les forces
de otacié i el gradient de pressions, que origina un ux de u id. A partir d'aquest
moment la transferéncia de calor no és solament per conduccid, sind que també
intervé la conveccio.

En qualsevol dels casos analitzats, el uid es comporta de fo rma laminar, de forma
gue arriba sempre a un estat estacionari.
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5.3.2 Interés industrial

A diferéncia dels camp gravitatoris, existeix la tecnologia su cient per crear i mo-
di car camps magneétics amb multitud de formes, direccions i intensitats. Aquesta
caracteristica permet poder induir forces al uid cap a qual sevol direccié sense con-
tacte directe, la qual cosa representa un gran avantatge per multitud d'aplicacions
a nivell industrial.

Una de les aplicacions interessants és la de poder arribar a neutralitzar, mitigar o
potenciar els efectes de la conveccié natural, de forma que pots modi car el cabal
volumeétric i la propia transferéncia de calor.

En abséncia de gravetat, per aplicacions espacials, aquests efectes es veuen po-
tenciats en gran mesura. Es pot arribar a crear el fenomen anomenat conveccié
magneética, el qual s'estudia en aquest apartat.

Tot i aquesta serie d'avantatge i aplicacions industrials, el problema principal d'a-
quest tipus de fenomen es que només es produeix en uids rars g ue han estat
manufacturats préviament. Per tant, aquest es pot dur a terme en uids com l'ai-
gua de riu, l'aigua de mar, les diferents substancies que formen l'aire ...

5.3.3 Equacions de treball

En aquest tipus de problema s'han utilitzat les segtients equacions de treball(per
més informacié consultar l'apartat 3.6):

Conservaci6é de massa:
r u=0

Conservacié de la quantitat de moviment amb el terme font de la forca de
otaci6 de la conveccié magnética:

@ 2 o v ( +1=Tp) A
@t+ v 5 (T To)r B (5.8)

(v r)v =r p+ r

Es parla de | perqué la forca de otaci6 és, solament, en direcci6 .

Conservacio de I'energia térmica sense cap terme font:

Cp @@}(v r)yT = r?T (5.9)
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5.3. Cas amb conveccié magneética per uids paramagnétics am b Pr>1ien
condicions de microgravetat

Els nombres adimensionals que governen les equacions anteriors sén:

2 2
M m:1+i Pe= LUo
0 To

Pr=— Ra =

Transferéncia de calor: nombre de Nusselt

En aquest cas també s'utilitza un nombre adimensional que no controla el compor-
tament de les equacions diferencials, pero que és de gran ajuda per tal d'exposar
els resultats. Aquest és el nombre de Nusselt(Nu) i es calcula com:

Ti Tw
Qconv Xi L Tw T
Nu; = = = 5.10
I Qcond @ Xi Tw To ( )

es un numero adimensional que mide el aumento de la transmisién de calor desde
una super cie por la que un uido discurre (transferencia de calor por conveccion)
comparada con la transferencia de calor si ésta ocurriera solamente por conducci-

7

on.

El Nu mesura l'augment de la transferéncia de calor des d'una superficie per la
qual hi circula un uid ( Qcony), respecte la que es transmetria per conduccio si no
hi circulés. El subindex i es refereix a que es tracta d'un Nu local que pertany a un
Unic volum de control, T; és la temperatura del volum de control, L és el gruix de la
paret, X; és la distancia entre el node i i la paret que es troba a una temperatura
Tw, és el coe cient de transferencia de calor per conduccié i T, és la temperatura
del uid a I'entrada.

Per obtenir el Nusselt mitja (Nu,) s'ha d'aplicar la seglient expressio:
X

Num = Nuj v (5.11)
i=1

On n, representa el nombre de volums de control que estan en contacte amb la
pareti vy; és la superficie de cada volum de control que esta en contacte amb la
paret.

Per més informaci6 sobre els nombres adimensionals, consultar I'apartat 3.7.
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5.3.4 Parametres computacionals

Els aspectes computacionals més importants son:

S'ha utilitzat el codi propi per dur a terme aquestes simulacions.
S'utilitza la técnica de volums nits amb un tractament “ staggered”.

El esquema numeric utilitzat per obtenir la velocitat a les cares del volum de
control és el SMART.

S'ha utilitzat I'esquema numeéric temporal explicit de segon ordre d'Adams-
Bashforth.

Els resultats obtinguts pel codi es consideren que han arribat a l'estat per-
manent quan el valor absolut del terme acumulat maxim de I'equaci6 de la
conservacio de I'energia térmica junt amb el valor absolut del terme acumulat
maxim de l'equacié de conservacio de la quantitat de moviment és inferior a
le 6.

El solver utilitzat s'anomena LU. Per més detalls consultar l'apartat 4.5.3.
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condicions de microgravetat

5.3.5 Casos analitzats

En la seglient taula apareixen tots els casos analitzats, en funcio dels diferents

nombres de Ra, Prim. Amésamés, també es mostren les alcades i temps adi-

mensionals on s'obtenen els per Is de velocitats i temperat ures, Utils per comparar

els resultats numeérics amb els de referéncia.

‘ Simulacio ‘

ra |pr[m|v [ |

1

le + 06 10 2 0:5 0:2

le+07 10 2 0:3 0:5

le + 08 10 2 0:5 0:4

le+09 10 0:3 | 0:3

le+07 5 0:5 | 0:8

le+07 50 0:7 | 0:4

2
2
le+07 20 2 0:5 | 0:6
2
2

le+07 100 0:5 | 0:3

© | (N[l |~ ]jw N

le+07 10 1 0:4 | 0:6

=
o

le+07 10 5 0:6 | 0:5

Taula 5.11: Simulacions analitzades en el cas de la conveccié magnética per uids para-

magnetics

Totes les malles utilitzades per resoldre les simulacions anteriors sén estructura-

des hiperbdliques. S'han analitzat diferents dimensions de malla per veri car la

convergéncia i consisténcia dels resultats. Les malles utilitzades son:

‘ Tipus de malla ‘

Codi ‘ Dimensio ‘ Nombre de nodes ‘

Hiperbolica

H15 15x15 225
H30 30x30 900
H60 60x 60 3600
H80 80x 80 6400

Taula 5.12: Tipus de malles estructurades per cada simulacioé de conveccié magnética per

uids paramagnétics
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5.3.6 Analisis qualitatiu

En aquest apartat es mostra un conjunt d'imatges en 2D que representen el camp
de velocitats, la distribucié de temperatures i pressions, per la simulacié 2. Tots
els resultats de l'analisi qualitatiu s'han extret amb el codi propi, de forma que sén
resultats numeérics no analitics.

Camp de velocitats

En la gura 5.17 s'observa com la velocitat maxima del uid es troba quan esta
en contacte amb la paret calenta. Aquella zona és on les forces de otacié sén
maximes i també és on el uid s'accelera des de velocitat nul la ns a la velocitat
de l'estat permanent.

Figura 5.17: Modul del camp de velocitats de la simulacio 2
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Figura 5.18: Camp de velocitats en direcci6 x de la simulaci6 2

Figura 5.19: Camp de velocitats en direccio y de la simulacié 2

En les gures 5.18 i 5.19 s'aprecia com el camp de velocitat re sultant compleix
continuitat i, per tant, divergéncia nul la. També s'observa com la paret de la dreta
deixa entrar i sortir el uid lliurement tal i com indica la se va condicié de contorn.
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Distribucié de temperatures

En la gura 5.20 s'observa com la zona de uid calenta es troba en contacte en
la paret calenta i també en la zona superior, de forma que el uid al sortir esta
calent. Aquesta distribucié es veu totalment afectada per la transferéncia de calor
per conveccid, ja que representa que el uid calent es transp orta més rapid que el
gue es capag de transferir per conduccié. Per aquest motiu la calor no es avanca
aiglies amunt.

Figura 5.20: Distribucié de temperatures de la simulacié 2

Distribucié de pressions

Degut que el camp magnétic produeix una forca en direccié y positiva, les pressions
més elevades es troben a la part superior, mentre que les més petites a la part
inferior. Les unitats deixen de tenir importancia degut que l'important és el gradient
d'aquesta. En al gura 5.21 les unitats de la pressié no tenen importancia, ja que
el que realment interessa és el gradient de pressions.
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Figura 5.21: Distribuci6 de pressions de la simulacié 2

5.3.7 Estudi de consisténcia: re nament de malla

En aquest apartat es pretén analitzar la consisténcia del codi propi, aplicant un
re nament de malla. Els resultats esperats sén que a mesura s 'incrementa la
malla, I'error produit per aquesta ha de tendir a O per tal d'aconseguir uns resultats
independents de la malla utilitzada. A continuacio es mostren dos analisis de malla
per diferents simulacions, la 3 i la 8.

Estudi de re nament de malla per la simulacié 3 (S3)

Per tal de realitzar aquest estudi s'han comparat els per Is de velocitats i de tem-
peratures (presos a la mateixa algcada i en estat permanent), aixi com també un
estudi del Nusselt local i mitja en la paret calenta. En la taula 5.11 apareixen les
alcades dels diferents talls.
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Figura 5.22: Estudi de consisténcia del codi propi pel per | de velocitat s de la S3
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Figura 5.23: Estudi de consisténcia del codi propi pel per | de temperatu ra de la S3

En els per Is de velocitat i temperatura de la simulacié 3 (g ures 5.22 i 5.23) s'ob-
serva com practicament els resultats obtinguts no depenen de la malla utilitzada.
Aquest fenomen es deu al fet que des de malles ben bastes (pocs volums de con-
trol) I'error produit per la malla es menyspreable. Tot i aix0, existeixen petites vari-
acions en la zona dreta del per | de velocitats que fan pensar en utilitzar la malla
més na(H80) per tal d'obtenir uns resultats de major qualit at. A més a més, l'es-
for¢ computacional que representa utilitzar una malla H80 no és molt elevat.
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A continuacié, es mostren les gra ques dels Nusselts locals i mitjans en la paret
calenta (Ty). Aquestes son:
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Figura 5.24: Estudi de consisténcia del codi propi pel Nusselt local (Nu) en la paret calenta
de la S3

La gra ca del Nusselt local (5.24) con rma la necessitat d'u tilitzar un minim de ma-

lla H60, ja que malles més petites encara mostren discrepancies en els resultats,
produides per I'error de malla.

En la taula 5.13 es mostren els Nusselts mitjans de la simulacioé 3, per les diferents
malles.

Codi Malla ‘ Nodes ‘ NUm ‘

Taula 5.13: Nusselt mitja(Nup,) a la paret calenta de la S3

H15 225 62.05
H30 900 60.08
H60 3600 59.72
H80 6400 59.41
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Figura 5.25: Nusselt mitja(Nup, ) de la taula 5.13

Tant la taula del Nup, (5.13) com els de la gra ca 5.13 mostren, perfectament, com
els resultats obtinguts no depenen, practicament, de la malla utilitzada.

Estudi de re nament de malla per la simulacié 8 (S8)

En aquest apartat es du a terme el mateix analisis que s'ha fet a la simulaci6 3,
perd ara per la simulacié 8. Per comencar, es mostren els per Is de velocitats i de
temperatura en estat permanent i en l'algada indicada en la taula 5.11.
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Figura 5.26: Estudi de consisténcia del codi propi pel per | de velocitat s de la S8
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Figura 5.27: Estudi de consisténcia del codi propi pel per | de temperatu ra de la S8

En els dos gra cs anteriors de velocitat (5.26) i temperatur a (5.27) s'observa com
la diferéncia és minima, a l'igual que la simulaci6 3.

A continuacié, es mostren les gra ques dels Nusselts locals i mitjans en la paret
calenta (Ty). Aquestes son:
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Figura 5.28: Estudi de consisténcia del codi propi pel Nusselt local (Nu) en la paret calenta
de la S8
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La gra ca del Nusselt local (5.28), a l'igual que la simulaci 6 3, con rma la neces-
sitat d'utilitzar un minim de malla H60, ja que malles més petites encara mostren
discrepancies en els resultats, produides per l'error de malla. En la taula 5.14 es
mostren els Nusselts mitjans de la simulacié 8, per les diferents malles.

‘ Codi Malla ‘ Nodes ‘ NU m ‘

H15 225 34.05
H30 900 33.64
H60 3600 33.78
H80 6400 33.71

Taula 5.14: Nusselt mitja(Nup, ) a la paret calenta de la S8
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Figura 5.29: Nusselt mitja(Nup, ) de la taula 5.14

Tant la taula del Nup, (5.14) com els de la gra ca 5.29 mostren, perfectament, com
els resultats obtinguts no depenen, practicament, de la malla utilitzada.

Conclusions del re nament de malla

Tal i com es pot observar en |'anterior analisis de les simulacions 3 i 8, es interes-
sant utilitzar com a minim la malla H60, ja que s'aprecia un salt important en I'estudi
dels Nusselts locals. També existeix una variacio dels resultats en la part dreta del
per | de velocitats de la simulaci6 3. Aixi doncs, degut a aqu esta petita variacio, al
observar una bona consisténcia del codi i al no suposar una gran esfor¢ computa-
cional, es decideix realitzar els estudis de convergéncia i els analisis paramétrics
amb una malla H80.
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5.3.8 Estudi de convergencia: comparacio de resultats

Els resultats obtinguts utilitzant el codi propi amb una malla H80 s6n comparats
amb el cas de referencia Bednarz et al[3], per tal de realitzar un estudi de conver-
géencia. En el document és presenten els resultats en forma de per Is de velocitats
i de temperatures, en direccid y.

Els per Is de cada simulacié es duen a terme a diferents algad es adimensionals(Y),
en régim permanent i també transitori. Els temps en el que s'analitzen els per s
en régim transitori també depenen de cada simulacié. En la taula 5.11 es mostren,
tant les algades(Y), com els temps( ) dels per Is de cada simulacio.

Resultats en estat transitori

Es interessant realitzar un estudi de convergéncia en I'estat transitori per assegurar
el fet que I'esquema temporal no indueixi cap error al resultat nal. En la gures
5.30 i 5.31 apareixen els diferents perIs de velocitats i te mperatures, respectiva-
ment, en direccié y, adoptats per cadascuna de les simulacions de la taula 5.11.
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Figura 5.30: Per | de velocitats transitori( Uy): comparacio dels resultats numerics(S) amb
els resultats de referéncia(R)
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Figura 5.31: Per| de temperatura transitori( T): comparacio dels resultats numerics(S)
amb els resultats de referéncia(R)

Enla gura 5.30 s'observa com tots els per Is de velocitat de referéncia concorden
amb els resultats numerics extrets utilitzant el codi propi. En canvi, en la gura
5.31 s'aprecia com la corba que pertany a la simulacié 3 no concorda amb el cas
de Bednarz de referéncia. Aquesta anomalia es deu a una equivocacié de I'autor
alhora de classi car els resultats, ja que no es possible que el per| de velocitats
concordi amb el resultat de referéncia, mentre que el per | d e temperatures no ho
faci.

Resultats en estat permanent

Enla gures 5.32 i 5.33 apareixen els diferents per Is de vel ocitats i temperatures,
respectivament, en direccié y, adoptats per les simulacions 2, 6, 7 i 8. Aquestes
simulacions comparteixen el mateix Ra im, pero diferents Pr.
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Figura 5.32: Per| de velocitats estacionari( Uy): comparacio dels resultats numérics(S)
amb els resultats de referéncia(R) per un Ra de 1le+07 iunm de 2
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Figura 5.33: Per | de temperatura estacionari( T): comparacid dels resultats numerics(S)
amb els resultats de referencia(R) per un Ra de 1le+07 iunm de 2

La discrepancia dels resultats en la simulacié 7, tant pel per | de velocitats (5.32)

com de temperatures (5.33), fa pensar en una equivocacié per part de l'autor a

I'nora de classi car els resultats. Aquesta hipotesis es ve u refor¢cada degut al fet

que per nombres de Pr inferiors (5,10 20) i superiors (100) els resultats concorden

sense problemes.
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Conclusions de l'estudi de convergéncia

Tenint present tots els resultats i motius d'aquest apartat, es considera que la con-
vergéencia del codi és adequada per una malla H80. Aixi doncs I'estudi paramétric
s'ha realitzat amb aquesta malla.

5.3.9 Estudi parametric

Una vegada s'ha realitzat I'estudi de consisténcia i de convergéncia del cas, és pro-
cedeix a fer l'estudi paramétric per conéixer amb detall com afecten els diferents
nombres adimensionals al fenomen que realment interessa controlar, la transfe-
réncia de calor. Tal i com s'ha comentat en l'apartat 5.3.3, el nombre adimensional
que de neix la relacio entre la transferéncia de calor total , respecte la que es trans-
metria solament per conduccid, és el nombre Nusselt (Nu). En les segiients taules
i gra ques s'observa com el Ra, Pr i m afecten al Nusselt mitjia (Nup,).

Estudi paramétric. Ra

‘ Simulacié ‘ Ra ‘ NUm ‘
1 le + 06 15.76
2 le +07 32.11
3 le +08 59.41
4 le +09 107.52

Taula 5.15: Nusselt mitia(Nup, ) a la paret calenta per un Pr de 10 i un m de 2 amb una
malla H80

1000
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Figura 5.34: Gra ca dels resultats de la taula 5.15
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En la gura 5.34 s'observa amb claredat com un augment del Ray leigh magnétic
provoca un augment del Nusselt mitja. Aquest comportament és evident, degut al
paral lelisme de signi cat que comparteixen dels dos nombres adim ensionals.

Estudi paramétric: Pr

‘ Simulacié ‘ Pr ‘ NuU m ‘
5 5 31.75
2 10 32.11
6 20 33.03
7 50 33.68
8 100 33.71

Taula 5.16: Nusselt mitja(Nun,) a la paret calenta per un Ra de 1le+07 iun m de 2 amb
una malla H80
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Figura 5.35: Gra ca dels resultats de la taula 5.16

Enla gura5.35 s'observa com un augment del Prandtl (Pr > 1) no provoca canvis
signi catius en el Nusselt mitja. Com més gran és el Pr, més viscos és el uid i
menys conductivitat térmica té. Par tant, amb Pr grans, el coe cient de conduc-
cio termic és petit, mentre que el gradient de temperatures és elevat. Aquesta
diferéncia entre les dos variables produeix que el ux de cal or transmés (produc-
te d'ambdues variables) es mantingui aproximadament constant en el rang de Pr
estudiat (de 5 a 100).
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Estudi paramétric: m

‘ Simulacié ‘ m ‘ NuU m ‘

9 1 27.22
2 2 32.11
10 5 41.50

Taula 5.17: Nusselt mitjia(Nup, ) a la paret calenta per un Ra de 1e+07 iun Pr de 10 amb
una malla H80
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Figura 5.36: Gra ca dels resultats de la taula 5.17

En la gura 5.36 es demostra com un augment de m contribueix a un clar incre-
ment de la transferéncia de calor del sistema (augment del Nu,). Laugment de m
afecta directament a les forces de otacié magnétiques, ind uides per la diferéncia
de temperatures a les que esta sotmés el domini d'estudi. Al produir una desequili-
bri entre la for¢a potencial (produida pel camp magnétic) i el gradient de pressions,
és produeix un augment del ux de circulaci6 a través del domi ni. Degut a un aug-
ment del cabal, el uid que entra en contacte amb la paret cale nta esta a a una
temperatura menor. Aquest uid menys calent contribueix a | ‘augment del gradient
de temperatures i per tant, a un augment directe de la transferéncia de calor.

Conclusions de l'estudi parametric

Tant el Ra com el m contribueixen a augmentar la transferéncia de calor, mentre
que el Pr no afecta de forma signi cativa (almenys en el domini estudi at).
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5.3.10 Conclusions

Les conclusions extretes del cas de conveccié magnética per uids amb Pr > 1i
en condicions de microgravetat sén:

En els estudis de consisténcia s'ha arribat a la conclusié que una malla H60
(consultar taula 5.12) és su cientment densa per a que els re sultats siguin
independents de la seva dimensié. Toti aixi, s'ha utilitzat una malla H80 per
realitzar els estudis de convergencia i parameétrics. D'aguesta forma s'asse-
gura que la malla no interfereix en el resultat nal.

En l'estudi de convergéncia s'ha observat com els resultats transitoris, ob-
tinguts en diferents instants de temps per diferents simulacions, concorden
perfectament amb els resultats de referéncia de Bednarz et al. []. Aixi doncs,
el t utilitzat és su cientment petit per a que lI'esquema tempora | utilitzat no
distorsioni els resultats numerics.

Existeixen problemes de convergéncia en els resultats pel que fa a la simu-
lacio 7 en regim permanent. Tot i aix0, s'ha arribat a la conclusié que l'error
pot ésser del propi document al classi car els documents de f orma incorrec-
ta. Largument que dona veracitat a aquesta hipotesi és que els resultats
concordes perfectament per Pr superiors i inferiors a 50.

En I'estudi paramétric s'observa com el nombre adimensional Ra contribu-
eix a un augment de la transferencia de calor del sistema, a l'igual que també
ho fa el nombre adimensional m.

El nombre de Prandtl(Pr), en la escala a la que ha estat avaluat (P r[5 : 100),
no afecta signi cativament a una variacié del nombre de Nuss elt mitja(Nup,).

La conveccié magnética és una técnica interessant de modic ar el ux de
calor en zones amb abséncia de gravetat(espai) o bé en preséncia d'aquesta.
S'han realitzat casos experimentals on, mitjangant aquesta técnica i aquest
tipus de uids, s'ha aconseguit augmentar els efectes de la ¢ onveccié natural
a la terra o bé disminuir-los ns a quasi ser nuls.
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Capitol 6

Analisi de l'impacte ambiental

Es necessari dur a terme un analisi de l'impacte ambiental per tal d'identi car i,
a ser possible, minimitzar els efectes negatius que el projecte pugui causar en el
medi ambient. Aquest analisi té en compte totes les fases del projecte, des de la
fase de concepcid ns a la desmantellament, per tal de ser el m axim respectués
possible amb el medi ambient.

6.1 Fase de concepcio, disseny i avantprojecte

Com que aquest apartat tracta sobre la documentacio i plantejament previs al codi,
I'impacte mediambiental associat a la fase de concepcié ha estat minim, a excepcio
de tot el material d'o cina que s'hagi pogut utilitzar, aixi com també I'energia dels
diferents aparells electronics que s'han utilitzat.

S'ha maximitzat la obtencié d'informacié via llibre, de forma que no fos necessari
la utilitzacio de cap pantalla digital que consumis energia.

Es important tenir present que des de bon principi s'ha pensat en crear un codi
compacte que sigui e cient a I'hora d'executar-se. Entenen t per e ciéncia com la
capacitat de processar el maxim de rapid possible, utilitzant el minim de memoria,
sintetitzant els resultats sense deixar de perdre informacié, consumint el minim
d'energia possible i ,en el cas de que s'hagi d'imprimir, que ocupi el minim espai
possible sense pérdua de claredat.
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6.2 Fase de redaccio del projecte

En la fase de redaccio del projecte s'han tingut en compte els diferents factors que
poden afectar al medi ambient.

En primer lloc, s'ha utilitzat paper reciclat a I'nora de plantejar I'estructura del pro-
jecte, les demostracions matematiques i totes les consultes necessaries, per tal de
minimitzar lI'impacte ambiental.

Durant tota aquesta fase s'ha fet Us d'aparells d'aire condicionat i de calefaccié de
forma responsable. Pel que fa a la llum utilitzada s'ha reduit amb I'ds de llum natu-
ral, degut que I'edi ci on s'ha desenvolupat el projecta gau deix de grans nestrals.

Pel que fa a I'ordenador, ha estat en estat d'hivernacio tot aquell temps en que no
s'ha utilitzat. Quan ha estat possible ns i tot s'ha tancat.

6.3 Fase de construccio

En la fase de construccié del projecte Unicament s'ha programat. Aixi doncs,
aquesta labor s'ha dut a terme al mateix temps que la fase de redacci6. Aixi doncs,
els impactes que puguin suposar aquesta etapa s6n exactament iguals que els de
I'apartat anterior.

Com tret distintiu cal dir que no s'ha realitzat cap tipus de prova experimental que
pugui acabar afectant al medi ambient. A més a més, la realitzacié d'aquest pro-
jecte no implica, ni a curt ni a llarg termini, cap tipus de construccié material.

6.4 Fase d'explotacio

En la fase d'explotacié s'ha executat el codi en I'ordenador de treball. Degut a
la gran quantitat de simulacions que s'han dut a terme, lI'ordenador a passat una
gran quantitat de temps processant sense la possibilitat de ser apagat. Aixi doncs,
aquesta es l'etapa en la que s'ha utilitzat més energia eléctrica amb diferéncia.

Com a avantatge cal dir que les simulacions numeériques son de gran utilitat al medi
ambient i ajuden a fer un mén més sostenible. Aquest fenomen es deu a que graci-
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es a aquests tipus de programes, les industries han de dur a terme menys analisis
experimentals al laboratori, la qual cosa produeix una disminucié dels efectes que
porta associat l'analisi experimental. Aixi doncs, el desenvolupament d'aquest pro-
jecte contribueix a una millora del medi ambient.

Es evident que sempre que es vulgui utilitzar el codi programat en aquest projecte,
hi haura un cost d'energia associat al consum de la maquina. Tot i aixd, com que
el programa pot ser executat en qualsevol tipus d'ordenador, sempre es pot vigilar
i utilitzar només maquines amb fonts d'alimentacié de baix consum.

6.5 Fase de desmantellament

La fase de desmantellament del projecte no presenta cap tipus de problema degut
que tot son arxius informatics. Per tant, en cas de voler eliminar tot el projecte
(simulacions inclos) unicament s'ha de prémer el boté suprimir sobre tots els txers.
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Capitol 7

Resum del pressupost

7.1 Introducci6

En aquest apartat es mostra el pressupost nal del projecte, tenint present els

costos inicials de la con guracié informatica, els costos d e la investigacio i els

costos associats al consum energétic dels diferents aparells eléctrics. Per una

informacié més amplia de cada apartat s'ha de consultar el document que s'adjunta

amb el projecte, anomenat Pressupost.

7.2 Pressupost nal

En la taula 7.1 s'adjunta el quadre nal de costos i el pressup ost nal del projecte.

‘ Partida

‘ Import[ e] ‘

Con guraci6 informatica

700.0

Treball d'investigacio

55296.0

Consum energetic

535.0

‘ Total sense IVA

56531.0 ‘

‘ IVA(21%)

118715 ‘

‘ Total amb IVA

68402.5 ‘

Taula 7.1: Cost del consum energeétic

SON SEIXANTA-VUIT MIL QUATRE-CENTS DOS EUROS AMB CINQUANTA CEN-

TIMS
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Capitol 8

Plani cacio del projecte

8.1 Introduccio

En aquest capitol es situen en el temps totes les tasques que s'han realitzat en
aquest projecte. D'aquesta manera s'aporta al lector una idea de quina plani cacié
ha seguit el projecte, aixi com també la relacié establerta entre les diferents tasques
mitjancant el diagrama de Gantt.

8.2 Plani cacié mensual

La plani caci6 mensual s'ha dut a terme per tal d'informar el lector en quin mo-
ment en el temps s'ha realitzat cada tasca. A continuacié es mostra la plani cacioé
mensual des de juliol del 2013 ns al agost del 2014.
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Juliol 2013

Figura 8.1: Plani cacié mensual: Juliol 2013
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8.2. Plani cacié mensual

Agost 2013

Figura 8.2: Plani cacié mensual: Agost 2013
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Setembre 2013

Figura 8.3: Plani cacié mensual: Setembre 2013
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8.2. Plani cacié mensual

Octubre 2013

Figura 8.4: Plani cacié mensual: Octubre 2013
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Novembre 2013

Figura 8.5: Plani cacio mensual: Novembre 2013
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8.2. Plani cacié mensual

Desembre 2013

Figura 8.6: Plani cacié mensual: Desembre 2013
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Gener 2014

Figura 8.7: Plani cacié mensual: Gener 2014
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8.2. Plani cacié mensual

Febrer 2014

Figura 8.8: Plani cacio mensual: Febrer 2014
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Marg 2014

Figura 8.9: Plani cacié mensual: Mar¢ 2014
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8.2. Plani cacié mensual

Abril 2014

Figura 8.10: Plani cacié6 mensual: Abril 2014
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Maig 2014

Figura 8.11: Plani cacié mensual: Maig 2014
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8.2. Plani cacié mensual

Juny 2014

Figura 8.12: Plani cacié mensual: Juny 2014
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Juliol 2014

Figura 8.13: Plani cacié mensual: Juliol 2014

176



8.2. Plani cacié mensual

Agost 2014

Figura 8.14: Plani cacié mensual: Agost 2014
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8.3 Diagrama de Gantt

Per tal de fer més comprensible el diagrama de Gant i la seva enumeracid, a conti-
nuacié es presenta una llista amb totes les tasques realitzades en el projecte.

Taula 8.1: Esquema del diagrama de Gantt
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Un cop realitzada la llista, es mostra el diagrama de Gant:

Figura 8.15: Diagrama de Gantt
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Capitol 9

Conclusions

9.1 Conclusions generals

L'objecte del projecte es considera assolit, ja que s'ha realitzat un estudi ampli
de com els camps magnetics afecten a les equacions de conservacié de massa,
guantitat de moviment i energia. Per un estudi ampli s'entén:

Buscar en la literatura les diferents formes de com un camp magnetic pot
interaccionar amb un uid.

Documentar-se sobre diferents aplicacions industrials on aquest tipus d'efec-
tes puguin ser d'utilitat.

Obtenir i entendre les equacions diferencials que governen aquest tipus de
comportament.

Transformar les equacions diferencials en un conjunt d'equacions algebrai-
ques mitjancant la utilitzacié de métodes numerics.

Resoldre i validar amb altres documents, casos en que el comportament del
uid estigui modi cat per la preséncia d'un camp magnétic.

El projecte, des dels seus inicis, ha pretés ser pel seu autor una introduccié al mén
de la recerca. Aquest objectiu doncs, ha estat aconseguit, ja que li ha permeés a
I'autor obtenir una base solida sobre la formulacié matematica i resolucié numérica
de les equacions que de neixen la transferéncia de calor i la dinamica de uids en
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preséncia d'un camp magnétic. A més a més, ha servit també per a que profundit-
zés en coneixements de programacié amb codi C++, en I's del sistema operatiu
Linux i en I'analisi i tractament de dades en Computations Fluid Dynamics(CFD).

Com a conclusions generals també cal dir, tot i ser evident, que el modul desenvo-
lupat en aquest projecte permet al codi Termo uids donar sol ucié a problemes on
intervinguin efectes magnetohidodinamics(MHD) utilitzant la técnica dels volums
nits.

9.2 Conclusions especi ques

En el projecte s'ha arribat a un conjunt de conclusions més especi ques en la
resolucié dels casos estudiats. En aquest apartat es recullen les més importants:

Pel que fa al cas Shercliff (problema sobre MHD) la formulaci6 utilitzada per
determinar els efectes MHD sobre el uid (  formulation) resulta ser consis-
tent i convergent per malles estructurades, mentre que per malles no estruc-
turades mostra problemes. Els calcul dels termes no ortogonals poden ser
els causants d'aguest problema en les malles no estructurades, ja que per
les malles estructurades aquests termes no existeixen.

Altre cop en el cas Shercliff, com a conclusié és realment costos, amb el mo-
del  formulation i un esquema temporal explicit, obtenir resultats numeérics
correctes per valors de Ha superiors a 500, ja que les malles necessaries
per de nir correctament la capa de Hartmann son realment ne s. Com que
s'utilitza un esquema temporal explicit, aquestes malles tant nes necessi-
ten un t molt petit (ordre de 10 7 per un Ha de 1000) per que el sistema
d'equacions sigui estable.

El codi propi ha demostrat en el projecte ser perfectament valid per resoldre
problemes bidimensionals on el uid es comporta de forma lam inar i transi-
toria. En l'estudi parametric del cas de conveccidé magnética per uids pa-
ramagnétics amb un Pr > 1i en condicions de microgravetat s'ha observat
com els nombres adimensionals Ra i el m contribueixen favorablement a
augmentar la transferéncia de calor (Nuy,). En canvi el Pr no participa en
augmentar o disminuir el Nu, de forma signi cativa en la escala estudiada
(Pr[5 : 100).
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9.3 Accions Futures

En les segients investigacions es continuara treballant dins la branca de la MHD
degut a la seva utilitat a nivell enginyeril, tal i com es comenta en la introduccio del
projecte. Dins les accions futures, les investigacions més properes que es duran a
terme son:

Introduir els termes no ortogonals en el calcul del potencial eléctric, per tal
de millorar la precisi6 en les malles no estructurades.

Utilitzar altres metodologies per tal d'acabar determinant els efectes MHD
gue succeeixen en el cas Sherclifft. El métode amb el que s'esta pensant
és el j-formulation, el qual té una serie d'avantatges respecte la modelitzacio
utilitzada ( -formulation), tot i ser més lent.

Resoldre el cas Shercliff amb la possibilitat de que les parets siguin conduc-
tores eléctriques. Aquest és un problema d'elevada importancia, ja que té
multitud d'aplicacions industrial com la propulsié6 MHD o la central de potén-
cia eléctrica MHD. A aquest tipus de problema, se I'anomena Hunt en honor
a un dels seus principals investigadors. Per més informacio sobre aquest cas
es recomana consultar el document Hunt[1].

Les accions futures a un llarg termini sén:

Resoldre casos on el uid es comporta de forma turbulenta (al ts valors de
Re) i on també actuen, de forma signi cativa, els fenomens MHD.

Investigar sobre la fisica del plasma i els seus efectes MHD.

9.4 Bibliogra a

[1] J.C.R. Hunt. Magnetohydrodynamic ow in rectangular du cts. Journal of Fluid
Mechanics, 21:577-590, 1965.
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Apendix A

Veri cacio del codi propi

A.1 Introducci6

En aquest apartat es resol, utilitzant el codi propi, un conjunt de casos famosos
en la literatura sobre CFD (casos “benchmark”). Es recorda que el codi propi
s'ha creat i utilitzat per resoldre el problema de conveccié magnética per valors
de Pr > 1 en un escenari de microgravetat. Aixi doncs, aquesta part de I'annex
s'utilitza com a validacié del codi prop.

A.2 Convecci6 forcada en un recinte quadrat

A.2.1 De nici6 del cas

Aquest és un problema 2D de convecci6 forgcada que consisteix en sotmetre un
uid, que es troba en una cavitat quadrada, a un esfor¢ tangen cial a la part supe-
rior que obliga a mantenir una velocitat horitzontal igual a 1 en aquella zona. A
continuacié, es mostra un esquema on es pot apreciar bona part de les caracteris-
tiques del cas.
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y A u=1,v=0

Figura A.1: Esquema sobre el cas de convecci6 forgada en un recinte quadrat

La geometria del problema és quadrada amb costats de dimensio H = 1. Les
condicions de contorn del problema sén:

Velocitat(v):

— Fluid-Solid: el uid té velocitat nul la quan esta en contacte amb el so-
lid. Les zones de contacte sbn totes les parets a excepcié de la part

superior.

— Part superior: en aquesta part s'imposa la velocitat del uid av = 17,
degut a un esfor¢ tangencial constant que s'aplica en la direccié x posi-
tiva.

Pressid(p): s'aplica un gradient de pressions nul normal a totes les parets
gue envolten el solid.

Temperatura(T): en tot moment la temperatura del sistema és manté cons-
tant.
La temperatura es manté constant en tot el domini.

En qualsevol dels casos analitzats, el uid es comporta de fo rma laminar, de forma
que arriba sempre a un estat estacionari.
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A.2.2 Equacions de treball

En aquest tipus de problema s'han utilitzat les segtients equacions de treball(per
més informacié consultar l'apartat 3.6):

Conservaci6é de massa;

r u=0

Conservacio6 de la quantitat de moviment:

@,

ot (Vv r)v =r1 p+ r?v (A.1)

S'observa com, en aguesta cas, I'equacio de conservacié de la quantitat de movi-
ment no té cap tipus de terme font.

El nombre adimensional que governa les equacions anteriors és el Re:

Com a velocitat de referencia, U, s'escolleix com la velocitat del uid a la part
superior del domini.

Es recorda que aquest nombre relaciona els esforcos convectius, respecte els di-
fusius.

A.2.3 Casos analitzats

Per aquest cas s'han escollit dos nombres de Reynolds(Re) signi catius, el 1e3i el
1e5. Les malles utilitzades han estat:

‘ Tipus de malla ‘ Codi ‘ Dimensi6 ‘ Nombre de nodes ‘

H32 32x32 1024

Hiperbolica
H64 64x 64 4096

Taula A.1: Tipus de malles estructurades utilitzades pel cas de conveccié forcada en un
recinte quadrat
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A.2.4 Analisis qualitatiu

En aquest apartat es mostra, de forma qualitativa, el moviment que el uid adopta
en el sistema, juntament amb la diferéncia de pressions provocada per les condici-
ons de contorn. Les gures que es veuen dins d'aquest analisi fan referéncia a un
Re de 5000 i a una malla SH64.

En la gura A.2 es mostra com les zones d'alta velocitat es tro ben a la placa su-
perior i també al principi de la paret esquerra, on el uid es v eu obligat a canviar
de rumb. EIl uid es veu obligat a re-circular dins el seu domin i per tal de complir
la conservacié de la massa. Per un Re de 5000 el problema encara té solucio
permanent.

Figura A.2: Convecci6 forcada en un recinte quadrat: camp de velocitats per un Re de
5000

En la gura A.3 s'observa com es creen un conjunt de vortex a le s cantonades
de la cavitat quadrada. A mesura s'augmenta el Re aquests vortexs s'acabaran
desprenen i creant-se continuament, sense que el cas pugui arribar a un estat
permanent.
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Figura A.3: Convecci6 forcada en un recinte quadrat: linies de corrent per un Re de 5000

Enla gura A.4 s'aprecia amb claredat la zona d'alta pressié que es produeix quan
el uid xoca contra la part superior de la paret de la dreta. En canvi, la pressio
disminueix signi cativament a la part superior de la paret e squerra, on el uid és
absorbit cap a la dreta degut a les condicions de contorn.

Figura A.4: Conveccié forcada en un recinte quadrat: camp de pressions per un Re de
5000
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A.2.5 Vericacio de resultats

En aquest apartat es valida la capacitat del codi propi per simular fenomens de
convecci6 forgcada quan el uid es comporta de forma laminar.

Per resoldre el cas s'ha utilitzat el métode explicit de segon ordre, Adams-Bashforth
per de nir I'esquema temporal, mentre que per obtenir la vel ocitat del uid a les
cares dels diferents volums de control s'ha utilitzat un esqguema SMART. El solver
utilitzat per resoldre I'equacié de Poisson ha estat I'LU.

Els resultats numeérics es veri quen comparant-los amb els d el cas de referéncia
obtinguts per Minkowycz[1](cas benchmark). Es comprova la conjuntura entre els
per Is de velocitats calculats amb el codi propi, juntament amb el de referéncia.
Cal dir que els resultats de referéncia no s'han obtingut a partir d'una expressio
analitica, sin6 que sén la mitjana del resultats obtinguts per diferents investigacions
numeriques, fetes amb diferents codis.

Els talls del camp de velocitats que s'utilitzen per veri ca r els resultats per diferents
nombres de Re son:
Tall vertical: a una distancia H=2, respecte el centre de coordenades, on
s'expressa la velocitat en direccio x.
Tall horitzontal: a una alcada H=2, respecte el centre de coordenades, on

s'expressa la velocitat en direccié y.

Els camps de velocitats utilitzats per dur a terme la veri ca ci6 de resultats es troben
en l'estat permanent.

P SH32 —— SH32 ——
i SH64 SH64
/ Ref  + Ref  +

08

0.5

0.4 . {

-0.5
0.2

Figura A.5: Tall vertical: Re de 1000 Figura A.6: Tall horitzontal: Re de 1000
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1 ——

— SH32 —— S —
(F SHe4 SHea
) Ref  + Ref +

Ny

Figura A.7: Tall vertical: Re de 5000 Figura A.8: Tall horitzontal: Re de 5000

En les gures A.5, A.6, A.7 i A.8 s'observa com amb la malla SH6 4 s'obtenen un
resultats molt semblants a la referéncia, mentre que per la malla SH32 s'aprecien
algunes desigualtats. Tot i aix0, els resultats obtinguts amb la malla SH32 també
sén interessant, ja que representen el comportament del uid de forma dedigna
sense la necessitat d'utilitzar malles nes.

A.2.6 Conclusions

Els resultats numérics obtinguts amb el codi propi sén coherents amb els del cas
de referéncia. A més a més, a mesura s'utilitzen malles més n es s'observa com
el codi es consistent, és a dir, que els resultat numérics deixen de dependre dels
parametres numeérics®. Aixi doncs, es considera que el codi propi simula correcta-
ment els fendmens convectius per casos laminars.

A.3 Convecci6 natural en un recinte quadrat

A.3.1 De nici6 del cas

Aquest és un problema 2D de conveccié natural que consisteix en sotmetre un
uid, que es troba en una cavitat quadrada, a una diferéncia d e temperatures.
Aquesta diferéncia provoca variacions locals de la densitat del uid en el sistema de
forma que les forces gravitatories deixen d'estar en equilibri amb els gradients de

!Per parametres numérics s'entén com la dimensié dels volums de control o I'increment de temps
utilitzat ( t)
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pressions. Aixi doncs s'origina un moviment del uid, anome nat conveccié natural,
per tal de retornar el sistema altre cop a un estat d'equilibri. A continuacio, es
mostra un esquema on es pot apreciar bona part de les caracteristiques del cas.

Adiabatic Wall

-

yi

i

Adiabatic Wall

Figura A.9: Esquema sobre el cas de convecci6 natural en un recinte quadrat

La geometria del problema és quadrada amb costats de dimensio H = 1. Les
condicions de contorn del problema sén:

Velocitat(v): la velocitat del uid en totes les parets és nul la, ja que esta en
contacte amb un solid que no es troba en moviment.

Pressid(p): s'aplica un gradient de pressions nul normal a totes les parets
gue envolten el solid.

Temperatura(T):

— Paret esquerra: es troba a una temperatura T,, invariable en el temps.
— Paret dreta: es troba a una temperatura T, invariable en el temps.

— Paret superior i inferior: son adiabatiques de forma que el gradient de
temperatura normal a les parets es nul.

En qualsevol dels casos analitzats, el uid es comporta de fo rma laminar, de forma
que arriba sempre a un estat estacionari.
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A.3.2 Equacions de treball

En aquest tipus de problema s'han utilitzat les segtients equacions de treball(per
més informacié consultar l'apartat 3.6):

Conservaci6é de massa;
r u=0

Conservacio6 de la quantitat de moviment:

@

@t+(v ryv =r p+ r2v+ og@ (T To) (A.2)
Conservacio6 de l'energia térmica:
Cp %-[+ (v )T = r?T

S'observa com, en aquesta cas, I'equacié de conservacio de la quantitat de mo-
viment té un terme font per simular les forces de otacié que s orgeixen a partir
d'una diferéncia de temperatures. Aquestes force de otaci 6, tal i com s'ha vist
anteriorment, son les causants de la conveccio natural.

Lequaci6é de conservacio de l'energia térmica tampoc disposa de cap terme font
pel tipus de problema que es resol.

Els nombres adimensionals que governen les equacions anteriors sén:

4 TLS
a= 32117

R Pr=— Pe= LUg=

A.3.3 Casos analitzats

Per aquest cas s'ha utilitzat un Pr de 0.71 i diferents valors de Ra per dur a terme
un estudi paramétric sobre com afecta aquesta variable a la transferéncia de calor.
En la seglient taules es mostren els casos simulats:

‘ Simulaci6é ‘ Pr ‘ Ra ‘
1 0.71 le + 03
2 0.71 le +04
3 0.71 le + 05
4 0.71 le + 06

Taula A.2: Simulacions analitzades pel cas de conveccié natural en un recinte quadrat
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Les malles utilitzades han estat:

Tipus de malla ‘ Codi ‘ Dimensi6 ‘ Nombre de nodes

Hiperbolica

H32

32x32

1024

H64

64x 64

4096

Taula A.3: Tipus de malles estructurades utilitzades pel cas de conveccié natural en un

recinte quadrat

A.3.4 Analisis qualitatiu

En aquest apartat es mostra, de forma qualitativa, el moviment que el uid adopta
en el sistema, juntament amb la distribucié de temperatures governada pels fe-
nomens de transferéncia de calor per conducci6 i conveccié. Les gures que es
veuen dins d'aquest analisi fan referéncia a la simulacié 3 de la taula A.2, amb una
malla SH64. Les referéncies no tenen unitats, ja que sén magnituds adimensiona-

litzades.

Figura A.10: Convecci6 natural en un recinte quadrat: camp de velocitats de la simulacié

3

En la gura A.10 s'observa el fenomen de conveccié natural de gut a la diferéncia
de temperatures a la que esta sotmeés el uid. Aquest moviment del uid provoca
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que la transferéncia de calor augmenti d'una forma substancial. El uid de la part
esquerra s'escalfa, disminuint la seva densitat, mentre que la de la part de la dreta
augmenta al refredar-se. Aixi doncs, aguesta variacié de densitats provoca una
variacio en el camp de pressions i dona pas a un moviment convectiu.

A mesura s'augmenta el nombre de Ra aquest moviment és més pronunciat ns al
punt que el comportament del uid es torna turbulent. Tot i ai x0, tots els casos de
la taula A.2 es comporten de forma laminar, aixi que arriben a un estat permanent.

Figura A.11: Conveccio natural en un recinte quadrat: linies de corrent de la simulaci6 3

Enla gura A.11 s'aprecia com el nombre de Ra de 1le 05és su cient com per a
que el moviment convcectiu origini uns bucles en l'interior del del domini.

En la gura A.12 es veu clarament que en la zona inferior esque rra i en la zona
superior dreta apareixen els gradient de temperatura més elevats, de forma que la
transferéncia de calor és més elevada. En la mateixa gura ta mbé s'observa com
el sentit de rotaci6 del uid és en direccio les agulles del re llotge.
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Figura A.12: Convecci6é natural en un recinte quadrat: distribucié de temperatures de la
simulacio 3

A.3.5 Vericaci6 de resultats

En aquest apartat es valida la capacitat del codi propi per simular fenomens de
conveccié natural quan el uid es comporta de forma laminar.

Per resoldre el cas s'ha utilitzat el métode explicit de segon ordre, Adams-Bashforth
per de nir I'esquema temporal, mentre que per obtenir la vel ocitat del uid a les
cares dels diferents volums de control s'ha utilitzat un esqguema SMART. El solver
utilitzat per resoldre I'equacié de Poisson ha estat I'LU.

Els resultats numerics es veri quen amb els del cas de referé ncia obtinguts per De
Vahl Davis[2] (cas bench mark). Es comprova per als casos de la taula A.2 que
diferents parametres, calculats numéricament fent Us del codi propi, concorden
amb els casos de referéncia. Aquests parametres sén: el nombre de Nusselt mita
(Nup), el maxim i el minim de la paret calenta.

Els resultats que s'expressen en les taules han estat extrets un cop el sistema ja
ha arribat a I'estat permanent.
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Simulaci6 1 Vahl Davis ‘ SH 32 ‘ SH 64 ‘

Taula A.4: Resultats per un Ra de 1e + 03

Simulacié 3 | Vahl Davis ‘ SH 32 ‘ SH 64 ‘

Taula A.6: Resultats per un Ra de 1e + 05

‘ Simulacié 2 ‘ Vahl Davis ‘ SH 32 ‘ SH 64 ‘

NU max 1.505 1:506 1:506 NU max 3.528 3:526 3:530
NU min 0.692 0:692 0:691 NU min 0.586 0:587 0:585
Nu m 1.118 1:118 1:118 NU m 2.243 2:242 2:244

Taula A.5: Resultats per un Ra de 1e+ 04

‘ Simulacié 4 | Vahl Davis ‘ SH 32 ‘ SH 64 ‘

NU max 7.717 7:712 7:720 NU max 17.925 17:695 | 17:575
NU min 0.729 0:730 0:729 NU min 0.989 0:975 0:979
NU m 4.519 4:514 4:519 Num 8.800 8:812 8:823

Taula A.7: Resultats per un Ra de 1e+ 06

En les taules A.4, A.5, A.6i A.7 es mostra com la malla SH64 obté millors resultats
que la SH32, tot i que aquest efecte només es apreciable a mesura s'augmenta
el Ra. En les taules també es demostra com la malla SH32 és valida per Ra de
I'ordre de 1e + 03 o 1le + 04. El Nusselt mitja(Nup,) en funcié del Ra presenta un
comportament logic, ja que com més gran és el Ra, més fort es l'efecte de les
forces de otacio respecte els esforgos difusius.

A.3.6 Conclusions

En aquest cas, el codi propi demostra ser valid pel calcul de fendomens de con-
veccié natural quan el uid es comporta de forma laminar i na litza en un estat
permanent. Com que es resol I'equacio de I'energia i I'estat solid és un cas par-
ticular de I'estat uid, el programa també es pot utilitzar p er calcular la difusio de
calor en els solids.

A.4 Convecci6 forcada sobre un solid quadrat

A.4.1 De nici6 del cas

Aquest és un problema 2D de convecci6 forcada que consisteix on el uid entra i
surt per una cavitat rectangular. Dins d'aquesta cavitat s'hi troba un objecte quadrat
amb el que el uid hi impacta. A continuacié, es mostra un esqu ema on es pot
apreciar bona part de les caracteristiques del cas.
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H/2

Figura A.13: Esquema sobre el cas de conveccio forcada sobre un solid quadrat

Com a dades geométriques s'ha utilitzatun D =1, H=D =8, L=D =50, =L =1=4.
A continuacié es mostren les diferents condicions de contorn:

Velocitat(v):

— Fluid-Solid: el uid té velocitat nul la quan esta en contacte amb el solid.
Entenent per solid, la part superior i inferior del canal, junt amb les parets
del quadrat que es troba situat al centre de coordenades.

— Entrada: en aquest cas el uid adopta el per| classic d'un u id unidi-
mensional que circula a través de dos plaques paral leles quan aquest
esta sotmés a un gradient de pressions constant. Més concretament la
formula utilitzada és:

2
y-@p, Ay +B ug(y= L=2)=0 (A.3)

ux(y) = 2 @x

La relacio entre el gradient de pressions(%‘y) i el cabal que circula és:

_ L @p
Q= 5 ox (A4)

— Sortida: en aquest cas s'aplica la condici6 de sortida convectiva que
s'explica en l'apartat 4.4.4.

Pressid(p): s'aplica un gradient de pressions nul normal a la superficie en la
part superior i inferior del canal, la entrada de uid, la sor tida i les parets del
guadrat que es troba situat en I'origen de coordenades.
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Temperatura(T): en tot moment la temperatura del sistema és manté cons-
tant.

El uid no es comporta de la mateixa forma en tots els casos ana litzats, ja que per
Re baixos es comporta de forma laminar, mentre que per Re alts (superiors a 100)
el uid arriba a un estat periodic. En aquestes condicions el uid no arriba a un es-
tat permanent, sind que uctua constantment sota unes condi cions de periodicitat
(segueix uns certs patrons que es van repetint al llarg del temps).

A.4.2 Equacions de treball

En aquest tipus de problema s'han utilitzat les segtients equacions de treball(per
més informacié consultar l'apartat 3.6):

Conservacié de massa:
r u=0

Conservaci6 de la quantitat de moviment:

@ _ 2
@t+(v ryv. =r p+ r“v

S'observa com, en aguesta cas, I'equacio de conservacié de la quantitat de movi-

ment no té cap tipus de terme font.

El nombre adimensional que governa les equacions anteriors és el Re:

Re = UL _ UoL

Com a velocitat de referéncia, U, s'escolleix com la velocitat maxima del per | de
velocitats a I'entrada.

Es recorda que aquest nombre relaciona els esforcos convectius, respecte els di-
fusius.

Forca de fregament i d'ascens

Tal i com s'ha comentat en la de nicié del problema, en compte s d'arribar a un
estat permanent, el uid pot arribar a un estat d'oscil lacié peridodica. En aquest
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cas, tant el camp de velocitats com el de pressions, no paren de uctuar en el
temps, de manera que les force induides pel uid al impactar s obre el quadrat no
sén constants. Existeixen dos tipus de forces que depenen de la direcci6 en la que
actuen sobre el quadrat, aquestes son:

Forca de fregament: es caracteritza per actuar en la direccié paral lela al
ux (direccié x), en el mateix sentit que es mou el uid. S'anomena de frega-
ment perque en cas que el quadrat fos I'objecte que es mogués en comptes
del uid, aquesta seria la for¢a que s'oposaria al moviment d el quadrat. El
nombre adimensional que representa aquest tipus de forca és:

2Fp

Cob= ————
P Sproj Ug

(A.5)

On Cp és el coe cient de la forca de fregament, Fp és la for¢a de fregament
causada per la diferencia de pressions en direccié X i els esforcos tallants
que actuen en aquesta direcciod. Sy representa la superficie projectada del
guadrat en cas de que s'observi en direccié x, és la densitat del uid i U,
és al velocitat de referéncia.

Es interessant tenir present que la forca de fregament mitjana mai és nul la,
per molt que estigui uctuant en el temps, ja que el fregament existeix sem-
pre, més gran 0 meés petit, perd sempre.

Forca d'ascens: es caracteritza per actuar en direccidé perpendicular al ux
(direccid y). Es calcula com:

2F

C = ———
" Sp US

(A.6)

On C, és el coe cient de la forca de d'ascens, F, és la forca de fregament
causada per la diferencia de pressions en direccio y i els esforcos tallants
que actuen en aquesta direccio. Sy representa la superficie projectada del
guadrat en cas de que s'observi en direccié y, és la densitat del uid i U,
és al velocitat de referéncia del problema.

A diferéncia del coe cient de fregament ( Cp), el coe cient d'ascens ( C_) si
gue uctua al voltant del 0, de forma que el C_ mitja és nul. Per tenir una
dada representativa sobre aquesta oscil lacié de la forca d'ascens s'utilitza
un nombre adimensional que determina la freqiéncia amb la que uctua C, .
Aquest és:

fL

St= — A7
o (A7)

On St és el nombre adimensional de Strouhal, f és la freqtieéncia d'oscil lacié
de C, i Uq és la velocitat de referéncia del problema.
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A.4.3 Casos analitzats

Per aquest cas s'han utilitzat diferents nombres de Reynolds (Re) per dur a terme

un estudi paramétric sobre com afecta aquesta variable a les forces que actuen

sobre el quadrat. En la seglient taules es mostren els casos simulats:

‘ Simulaci6é ‘ Re ‘ Simulaci6é ‘ Re ‘
1 10 8 100
2 20 9 125
3 30 10 140
4 40 11 150
5 50 12 175
6 60 13 200
7 80 14 250

Taula A.8: Simulacions analitzades pel

Les malles utilitzades han estat:

cas de convecci6 forcada sobre un solid quadrat

‘ Tipus de malla ‘ Codi ‘ Dimensio Nombre de nodes
H140 140x140 19600
H280 280x 240 67200
H400 400x 240 96000
Hiperbolica H540 540x 340 183600
H640 640x400 256000
H800 800x 400 320000
H1000 | 1000x500 500000

Taula A.9: Tipus de malles estructurades utilitzades pel cas de convecci6 forcada sobre

un solid quadrat
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A.4.4 Analisis qualitatiu

A continuacié es mostren per separat els dos comportaments que presenta el pro-
blema dins la franja de Re analitzats. Com ja s'ha comentat en la de nici6 del cas,
el problema pot assolir un estat permanent o un estat periodic.

Estat permanent

Linterval dels nombres de Re en els que el problema nalitza en un estat perma-
nent és aproximadament [0 : 70] La zona entre 70 i 80 no esta del tot ben de nida,
mentre que a partir de 80 el problema nalitza en un estat peri 0dic. Les segients
imatges, dins l'apartat d'estat permanent, s'han obtingut per un Re de 50 i una
malla SH400.

Figura A.14: Convecci6 forcada sobre un solid quadrat: camp de velocitats per un Re de
50

En la gura A.14 es mostra com el camp de velocitats per un Re de 50 arriba
a l'estat permanent. Es veu amb claredat com la velocitat del uid augmenta al
passar per la part superior i inferior del quadrat, ja que la seccié de pas es veu
disminuida. Aquest augment de la velocitat, té conseqliéncies directes amb la
caiguda de pressio que es produeix en aguesta zona. A més a més, al darrere del
guadrat existeix una zona de baixes velocitats, ja que és la zona on es produeixen
els vortexs.
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Figura A.15: Convecci6 forcada sobre un solid quadrat: linies de corrent per un Re de 50

En les linies de corrent de la gura A.15 s'observa clarament la zona on es produ-
eixen els vortexs. Per un Re de 50, els vortexs encara es mantenen xes al darrere
del uid, de forma que contribueixen a que el cas tingui una so lucié permanent.

Figura A.16: Conveccio forcada sobre un solid quadrat: camp de pressions per un Re de
50

Pel que fa al camp de pressions de la gura A.16 s'aprecia com e xisteix una zona
d'alta pressio en la part davantera del quadrat, mentre que hi ha una zona de aixa
pressié a la part del darrere. Aquesta diferéncia de pressions es manté constant
en l'estat permanent, de forma que el coe cient de fregament (Cp) també és cons-
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tant. També s'originen unes zones de baixa pressio a la part superior i inferior del
gquadrat, causades per l'augment de la velocitat en aquella zona per tal de complir
la conservacio de la massa. Tot i aix0, la pressio a la part superior i inferior sén
iguals, de manera que el gradient de pressions en direccié y és nul. Aixi doncs, el
coe cient de les forces d'ascens ( C_) també ho és.

Estat periodic

Linterval dels nombres de Re en els que el problema nalitza en un estat perma-
nent és aproximadament [80 : ], on - simbolitza que no s'ha estudiat la franja on
el uid passa de comportar-se de forma periddica a turbulenta. Tot i aixd, el Re
més gran simulat en aquest projecte és de 250 i en aquest cas el uid continua -
nalitzant en un estat periddic. Les segients imatges, dins I'apartat d'estat periddic,
s'han obtingut per un Re de 150 i una malla SH1000. A diferéncia de l'estat per-
manent, en aquest cas les imatges fan referéncia a un instant de temps qualsevol,
un cop el problema ha assolit I'estat periodic.

Figura A.17: Convecci6 forcada sobre un solid quadrat: camp de velocitats per un Re de
150

En el camp de velocitats ( gura A.17) s'observa com les veloc itats més elevades
es troben a la part superior i inferior del quadrat, ja que la seccio es redueix i per les
lleis de conservacié de massa, la velocitat del conjunt es veu obligada a augmentar
en aquella zona. Un cop passat el solid s'observa com el camp de velocitat adopta
una cua que va formant un conjunt de vortexs que viatge aigtes avall.
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Figura A.18: Conveccio forgcada sobre un solid quadrat: linies de corrent per un Re de 150

Les linies de corrent ( gura A.18) revelen la zona de creacidé de vortexs just després
del quadrat. Com que el Re és su cientment elevat aquest vortexs és veu obligat
a despendre's del quadrat i viatjar aiglies avall. Com a consegiiéncia es crea un
altre vortexs en la mateixa zona que el primer, de forma successiva arribant a un
estat periodic.

Figura A.19: Convecci6 forcada sobre un solid quadrat: camp de pressions per un Re de
150

En el camp de pressions ( gura A.19) s'observen dos grans tre ts. Per una banda,
es crea una zona d'alta pressié al impactar el uid sobre la pa rt davantera del
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quadrat, mentre que a la part del darrere es crea una zona de baixes pressions.
Aquesta oscil la continuament, pero la pressio del davant sempre és més gran que
a del darrere, de forma que el coe cient mitja de les forces de fregament (Cp,, )
no és mai nul. Per altra banda, existeixen unes zones de baixa pressi6 a la part
superior i inferior del quadrat que es van alternant continuament, originant aixi, una
forga d'ascens mitja (Cy,, ) nul la, tot i que localment no és.
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Figura A.20: Coe cient de fregament en fun- Figura A.21: Coe cient d'ascens en funcio
ci6 del temps per un Re de 150 del temps per un Re de 150

Enles gures A.20i A.21 s'observa la oscil lacié constantdel Cp i C_ per als casos
que nalitzen en un estat periodic.

A.4.5 Vericacio de resultats

En aquest apartat es valida la capacitat del codi propi per simular fenomens de
convecci6 forcada quan el uid esta en contacte amb un solid i ntern. En aquest
cas, a diferéncia dels anterior, el sistema pot nalitzar en un estat periodic (no
permanent) en funcié del nombre de Re que determini el comportament del uid.

Per resoldre el cas s'ha utilitzat el métode explicit de segon ordre, Adams-Bashforth
per de nir I'esquema temporal, mentre que per obtenir la vel ocitat del uid a les
cares dels diferents volums de control s'ha utilitzat un esquema SMART. El solver
utilitzat per resoldre I'equacié de Poisson ha estat I'LU.

Els resultats numeérics es veri quen utilitzant com a referé ncia els valors obtinguts
per Breuer[3]. Enles gures A.22, A.23 i A.24 s'ha sintetitz at tota la informaci6 dels
diferents casos simulats que apareixen en la taula A.8.
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Figura A.22: Coe cient de fregament mitja Figura A.23: Coe cient de fregament mitja
per diferents nombres de Re i una malla H400 per diferents nombres de Re i una malla H800

Enles gures A.22i A.23 es mostra, per diferents malles, el ¢ oe cient de fregament
mitja (Cp,, ) tant per si el uid recau a un estat permanent o a un estat peri odic.
Pel que fa als casos que nalitzen en un estat permanent, el Cp,, és exactament
igual que el coe cient de fregament local, ja que és constant en el temps. En
canvi, pels casos que nalitzen en un estat periodic s'ha de f er una mitja, ja que
el coe cient de fregament local oscil la constantment. En la gura A.23 s'observa
com per una malla més na, els resultat concorden millor que p er la malla més
basta que s'exposa en la gura A.22.

0.16

H140 ~+
H280
H400  *
H540 O
H640
0.15 H800
N H1000 e
Ref —

*9
e,

e

0.14 e *

0.13 .

St
T

0.12

0.11

0.1

50 100 150 200 250
RE

Figura A.24: Strouhal per diferents malles i nombres de Re

La gura A.24 serveix com a estudi de consisténcia i de conver géncia, ja que com
s'observa el resultat nal s'estabilitza ns a un punt que ja no depén de la malla
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utilitzada. La semblanca entre els resultats de referéncia i els resultats numerics
€s signi cativament bona per malles nes (H640 o superior). A més més, si es te
en compte l'ordre de magnitud dels resultats s'aprecia facilment que Il'error relatiu
dels resultat obtinguts amb malles nes no supera el 3%.

A.4.6 Conclusions

En aquest cas, el codi propi demostra ser valid pel calcul de fendmens de conveccio
forcada quan el uid entra en contacte amb un solid intern, co mportant-se de forma
laminar i nalitzant en un estat permanent o periodic en func i6 del Re.
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