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Capitulo 1:

INTRODUCCION

La experimentacidn juega un papel fundamental en practicamente todos los
campos de investigacion y desarrollo. El objetivo de la experimentacion es
obtener informacién de calidad, informacién que permita desarrollar nuevos
productos y procesos, comprender mejor un sistema (un proceso industrial,
un procedimiento analitico,...) y tomar decisiones sobre como optimizarlo y
mejorar su rendimiento, comprobar hipétesis cientificas, etc.

Evidentemente esta experimentacibn se tiene que planificar
cuidadosamente para que nos proporcione la informacién deseada. Esta
planificacion tiene que considerar dos aspectos relacionados con toda la
experimentacién, los costes y la fiabilidad de los resultados.

La experimentacion normalmente es cara, por lo que un buen disefio de un
experimento tiene que contemplar los costes, minimizando tanto los
relacionados con el tiempo de experimentacién como con los relacionados
con los recursos (personal, productos,...). Por lo tanto, el disefo tendria que
describir un modelo en el que con el menor nimero de experimentos,
podamos obtener los resultados deseados.

Por otro lado, todo experimento tiene una incertidumbre en los resultados,
nosotros obtenemos un valor y:

y=n+e

Donde n es el valor verdadero (desconocido) y € es el error experimental,
una contribucion aleatoria, que varia cada vez que repetimos el
experimento. Para rectificar esto, debemos disefar nuestro modelo usando
algunas herramientas estadisticas que nos ayudan a minimizar estos
errores, obteniendo unos resultados lo mas fiables posible.

Resumiendo, el objetivo del disefio estadistico de experimentos es
basicamente obtener unos resultados lo mas fiables posibles con el minimo
coste, es decir, optimizar el experimento para minimizar los costes y
minimizar el error experimental.

—
w
| —



Planteamiento y optimizacion de experimentos analiticos

Capitulo 2:

OBJETIVO

El objetivo de este proyecto es estudiar los diferentes disefios y métodos de
optimizacién y aplicar los conocimientos adquiridos en un problema real,
disenando el modelo de experimentacion mas adecuado y optimizandolo
para obtener los resultados deseados.
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Capitulo 3:
ALCANCE DEL

PROYECTO

Este proyecto se va a centrar en el disefio de experimentos, tanto en el
disefo y construccion del modelo como en la optimizacion de la variable
respuesta, en concreto, en disefios de primer orden, es decir, disefios
factoriales 2%, y en superficies de respuesta como herramienta de
optimizacion.
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Capitulo 4:
AYUDA DE LA

ESTADISTICA

4.1 ¢COmo puede ayudar la estadistica?

La estadistica juega un papel fundamental a la hora de disefiar un
experimento. Cuando se disefa un modelo, no es sencillo decidir cémo se
van a llevar a cabo las observaciones (en qué orden, a qué temperatura,
etc.) pero gracias a una serie de herramientas estadisticas, podemos decidir
gue experimentos llevar a cabo exactamente para obtener la informacion
necesaria con el minimo numero de repeticiones, es decir, con el minimo
coste.

4.2 Modelos empiricos

Los modelos empiricos son aquellos que predicen cémo una variable afecta
una respuesta. Se basan en la observacion o experimentacion de un
sistema, donde se toman valores empiricos obtenidos, y mediante la ayuda
de ciertas herramientas estadisticas nos ayudan a entender el efecto que
tiene la variacion de unos factores determinados sobre la respuesta
observada, de modo que pueden ayudarnos a hacernos una idea de que
valores de cada factor nos proporcionan una mejor respuesta, para
posteriormente poder aplicar los métodos de optimizacién.

El método tradicional de experimentacién, el que surge de manera mas
intuitiva, es el de variar-un-factor-cada-vez (VUFCV). Este consiste en, a
partir de unas condiciones iniciales, realizar experimentos en los cuales
todos los factores se mantienen constantes excepto el factor que se esta
estudiando, de esta forma la variacion de la respuesta se puede atribuir a
este factor, y por lo tanto, revela el efecto de dicho factor. Este
procedimiento se repite para cada uno de los factores. El problema de este
método de experimentacién, es que si en dos experimentos consecutivos se
cambiaran dos o mas factores, no se seria posible saber si el cambio en la
respuesta es debido al primero, al segundo, o a los dos a la vez. La Figura
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1, ilustra el estudio del efecto de tres factores (A, B, C) sobre el
rendimiento de una reaccién quimica. El método VUFCV aplicado al factor A
consiste en realizar un experimento a unos valores determinados de By C
pero a dos valores diferentes de A (puntos 1 y 2). La variacién de la
respuesta indica el efecto de A sobre el rendimiento. Los experimentos se
repiten para los otros dos factores.

(a) (b) ()

Figura 1. Experimentacién variando un factor cada vez. Cada punto es un
experimento.

Este método, también se utiliza para encontrar cuales son los valores que
optimizan la respuesta. Se experimenta en dos condiciones distintas (Figura
1b puntos 1 y 2) variando el factor A. Se escoge como valor 6ptimo de A el
que proporciona la mejor respuesta, se fija este valor y se utiliza como
nuevo punto de partida para estudiar el factor B (punto 3) y asi
sucesivamente. El incremento en variar cada factor depende de la precisién
con la que se desee localizar el éptimo (Figura 1c).

Otros modelos de experimentacion mas complejos son los que nos
proporcionan los disefios factoriales completos 2. Estos son mas eficientes,
ya que contemplan poder variar mas de un factor a la vez en cada
observaciéon, de manera que nos pueden proporcionar la informacién
necesaria en un menor numero de experimentos.
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Capitulo 5:
¢Como VARIAR
TODO AL MISMO

TIEPO?

Para optimizar procesos de fabricacidén, condiciones de reaccién y métodos
de analisis entre otros, es necesario conocer qué variables influyen
significativamente en el sistema y cOémo afectan. A menudo esta
informacidon no esta disponible y se genera experimentando. Primero se
recogen en una lista todas las variables que podrian influir en la respuesta.
A continuacion, se realizan una serie de experimentos en los cuales se fijan
las variables que no interesa modificar, se anota el valor de las que no se
pueden controlar, y se varian las restantes. Finalmente, se obtiene la
informacién comparando la variacion de la respuesta entre experimentos.

El elevado coste de la experimentacion y las limitaciones de tiempo obligan
a ejecutar solo los experimentos imprescindibles. Y el método tradicional de
variar-un-factor-cada-vez no suele ser la mejor opcién. Puede implicar mas
experimentos de los necesarios y, a pesar de ello, proporcionar sélo
informacién parcial. Por ejemplo, no mostrara si existe interaccidon entre
factores. Las interacciones suelen ser muy corrientes y a veces son los
efectos mas importantes, por lo que conocerlas es imprescindible para
comprender el comportamiento de muchos sistemas.

El disefio estadistico de experimentos contempla una amplia variedad de
estrategias experimentales que son Optimas para generar la informacion
que se busca. Aqui introduciremos el disefio factorial completo 2.

El disefio factorial completo 2* describe los experimentos mas adecuados
para conocer simultdneamente qué efecto tienen k factores sobre una
respuesta y descubrir si interaccionan entre ellos. Estos experimentos estan
planeados de forma que se varian simultdaneamente varios factores pero se
evita que se cambien siempre en la misma direccidon. Al no haber factores
correlacionados se evitan experimentos redundantes. Ademads, los
experimentos se complementan de tal modo que la informacién buscada se
obtiene combinando las respuestas de todos ellos. Esto permite obtener la
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informacién con el minimo numero de experimentos (y por tanto, con el
menor coste) y con la menor incertidumbre posible (porque los errores
aleatorios de las respuestas se promedian).

Vamos a introducir primero el planteamiento factorial 2%, que es el mas
simple ya que cada factor toma solo 2 valores distintos.

5.1 Disefio Factorial Completo 22

El disefio de experimentos encuentra numerosas aplicaciones en el campo
de las reacciones quimicas asi que utilizaremos el ejemplo de una reaccién
de sintesis catalizada para introducir el uso de un disefio factorial completo
22, el célculo de los efectos y el concepto de interaccidon entre factores.

5.1.1 Planteamiento del problema

Se quiere comprobar el rendimiento de una reaccibn con un nuevo
catalizador. Un solo experimento no parece suficiente. Seria una lastima
rechazar el catalizador si el rendimiento no es el deseado sélo porque otras
variables que influyen en la reaccién no se han ajustado a sus valores
optimos para ese catalizador. Por tanto, se pretende determinar en qué
grado estas otras variables pueden afectar al rendimiento y cdémo se pueden
variar para mejorarlo.

5.1.2 Factores y dominio experimental

Basandose en la experiencia previa, bibliografia o las necesidades de la
experimentacién (criterios de rentabilidad, limitaciones experimentales,...),
el equipo que lleva a cabo el estudio debe escoger qué factores interesa
estudiar y qué valores pueden tomar (el dominio experimental). La Tabla 1
muestra los dos factores escogidos. Como ambos factores son continuos, su
dominio experimental se expresa con los valores maximo y minimo que
pueden tomar. En nuestro ejemplo se considerd que el tiempo de reaccion
debia ser inferior a 8 horas para que el proceso fuera rentable, y superior a
6 horas para asegurar que el rendimiento fuera suficiente. Era preferible
trabajar a temperatura baja (40°C) pero se estaria dispuesto a alcanzar los
800°C si el rendimiento mejorase apreciablemente.

Dominio
Factores experimental
Nivel (-)  Nivel (+)

X1: tiempo de reaccién
(horas) 6 8
X,: temperatura (°C) 40 80

Tabla 1. Factores y dominio experimental.
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La Tabla 1 también muestra la notacién codificada mas habitual para
factores continuos: se asigna el valor -1 al extremo inferior del dominio
experimental y el valor +1 al extremo superior. Para simplificar a menudo
sdlo se indican - y +. Es necesario definir la correspondencia entre variables
reales y codificadas porque el disefio de experimentos describe la
experimentacion o6ptima empleando variables codificadas (xi, X»,...) sin
dimension. De este modo las herramientas matematicas y estadisticas son
generales y se pueden aplicar a cada problema concreto.

5.1.3 Matriz de los experimentos

La siguiente etapa es escoger la estrategia experimental. La Figura 2
muestra el domino experimental combinado para los dos factores expresado
en unidades codificadas y particularizado para las variables de la reaccidn.
Cada punto es un posible experimento. éQué experimentos son los éptimos
para descubrir cdmo influyen los dos factores en el rendimiento y si existe
interaccion entre ellos?

—
K A&
+1l coceoooo0 . 80—,00—:}0@00'
QO0000000 o YO0 000000
Q00000000 5 000000000
Y slalslolsialolela) et Q00000000
Ay 000000000 o 000000000
slelélnlolalolels) 4] CO000CQ000
00000000 =5 000000000
yooDoCcooOb E 00000000
—1 } cccoocooo 2 40+ &DEJDDCG
i J. > L 4 >
3 +1 0. 8
X, Tiempo (h)

Figura 2. Domino experimental para dos factores continuos
expresado en variables codificadas (izquierda) y variables
reales (derecha). Los experimentos de los vértices
corresponden al disefio factorial completo 22.

La experimentacion mas econdmica (minimo numero de observaciones) es
aquella en la que cada factor toma sdélo dos valores (niveles). Y la que
proporcionara la informacidon con menor incertidumbre es aquella en la que
estos valores son los extremos del dominio experimental, -1 y +1. La Tabla
2 muestra la matriz de experimentos que se obtiene combinando los dos
niveles de los dos factores. Cada fila es un experimento y cada columna es
un factor estudiado. Este disefio se denomina factorial completo 2% (el 2 de
la base indica que cada factor toma sélo dos valores). La posicidon de estos 4
(= 2%) experimentos en el dominio experimental se muestra en la Figura 2.
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Matriz de Respuesta (%
experimentos Plan de experimentacion rendimiento)
Tiempo  Temperatura(°C
X1 X (h) ) Ejemplo 1 Ejemplo 2
1 - - 6 40 49 (y1) 49 (y1)
2 + - 8 40 54 (y2) 80 (y2)
3 - + 6 80 73 (y3) 73 (y3)
4 + + 8 80 80 (y4) 54 (y4)

Tabla 2. Disefio factorial completo 22, plan de experimentacién y
respuestas observadas.

5.1.4 Plan de experimentacion y realizacion de los experimentos

A continuacion, la matriz de experimentos se concreta para nuestro estudio
sustituyendo los valores + y - de las variables codificadas por los valores de
las variables reales. Asi se obtiene el plan de experimentacion (Tabla 2),
que comprende, de forma estructurada y facilmente comprensible, la lista
de experimentos a realizar. Por ejemplo, el experimento 1 se realizara
durante 6 horas a 40 ©°C.

Antes de llevar a cabo los experimentos hay que comprobar que todos
parecen factibles. Si alguno corresponde a una combinacidon de factores que
no es de interés econdmico o es imposible llevarlo a la practica, se puede
reemplazar por otro que complete el disefio con la minima pérdida de
calidad.

A continuacién se realizan los experimentos. La columna Ejemplo 1 de la
Tabla 2 muestra los rendimientos encontrados y la Figura 3 muestra su
posicion en el dominio experimental.

geot| 73 |- 80 &

— - 2

% .u: ;?E :E g )

5 ' = - A !

gdﬂl— 49 _____ 54 5 Buwff"" H‘\\\l :

= 1 L . ﬁ\'-&. - 8
6 8 Temperatura (°C) 40° 6 Tiempo (h)

Tiempo (h)

Figura 3. Rendimientos obtenidos con los experimentos del disefio
factorial completo 22
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5.1.5 Interpretacion de los resultados

Las cuatro respuestas se pueden combinar para obtener cuatro
informaciones (tantas como experimentos):

% Valor promedio:

_ tyl+y2+y3+y4

b -

64 (5.1)
< Efecto principal del tiempo de reaccion:

bt=w26 (5.2)

% Efecto principal de la temperatura:

bT:w=25 (5.3)

% Efecto de interaccién entre tiempo de reaccién y temperatura:

+yl-y2-y3+y4
oy = VIV _ g (5.4)

El valor promedio (ecuacion 1) indica alrededor de qué valor estan
distribuidas las respuestas. Si ningun factor tuviera efecto, esta distribucion
seria debida a la incertidumbre experimental. by es también el valor
predicho en el centro del dominio experimental (cuando x; = 0y X, = 0) si
el fendmeno se comporta linealmente.

El efecto principal de cada factor (ecuaciones 5.2 y 5.3) indica la variacion
promedio de la respuesta cuando cambia ese factor. Se calcula como la
respuesta media cuando el factor esta en el nivel + menos la respuesta
media cuando el factor esta en el nivel -. Para el tiempo de reaccién es b;
= (ya2+y4)/2 - (yi1+ys)/2. (Y para la temperatura?

El primer paso para interpretar los efectos principales es comprobar que la
variacién observada en la respuesta es debida a un efecto real de cada
factor y no al error experimental. Se utilizan los tests estadisticos descritos
para comparar b;=6 y br=25 con una estimacién del error experimental.
Para no entrar en detalles consideremos que los dos efectos son
significativos y que no parecen fruto de Ila imprecision de la
experimentacion. En este caso, podemos interpretar sus valores. En
principio, cuanto mas varia la respuesta, mayor es el efecto principal. by = 6
indica que variar el tiempo de reaccidn del nivel inferior al superior (de 6h a
8h) aumenta el rendimiento un 6% en promedio. La temperatura tiene un
efecto mayor: variarla de 40°C a 80°C aumenta el rendimiento en un 25%.

El efecto de interaccidn entre tiempo de reaccién y temperatura (ecuacion
5.4) es la cuarta informacién que se puede obtener del disefio factorial 22.
Existe interaccion cuando el efecto de un factor depende de qué valor tome
el otro factor. Los experimentos 1 y 2 se realizaron a 40 °C. Por tanto, la
variacién en el rendimiento:
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Esto indica el efecto que tiene cambiar el tiempo de reaccidn cuando se
trabaja a temperatura baja (indicada con el signo (-) en bt™ ). De igual
modo, los experimentos 3 y 4 permiten conocer el efecto de aumentar el
tiempo de reaccion cuando se trabaja a 80 °C:

bf =y, —y;=80—73=7 (5.6)

Tanto b, como b:" indican el efecto del tiempo de reaccién, pero a dos
temperaturas distintas. El efecto de interaccidn se calcula como su
diferencia promedio:

_vfg

bar =-S5 =1 (5.7)

Si no existe interaccidon, by = b y bwr = 0 y los factores son
independientes. Cuanto mas distintos sean b, y b, mayor serd bur. En
nuestro ejemplo, b:" y by son muy parecidos y, en consecuencia, el efecto
de interaccion entre los dos factores es pequefio comparado con los dos
efectos principales. Incluso byxr = 1 podria ser debido al error experimental.
Puesto que efecto del tiempo de reaccién practicamente no depende de la
temperatura a la que se trabaje, el efecto principal (ecuacion 5.2), que es
igual al promedio:

=6 (5.8)

informa adecuadamente del efecto del tiempo de reaccion: aumentarlo de
6h a 8h aumenta el rendimiento en aproximadamente un 6%.

El grado de interaccién se observa facilmente en los graficos de interaccion
(Figura 4) que muestran el cambio en la respuesta al variar un factor para
distintos valores del otro factor. En la Figura 4 izquierda, una linea muestra
como varia el rendimiento al modificar el tiempo de reacciéon trabajando a
400°C. La otra linea muestra el cambio cuando se trabaja a 80°C. Las lineas
son casi paralelas, lo cual indica que aumentar el tiempo de reaccion tiene
el mismo efecto sea cual sea la temperatura. Por tanto, no existe
interaccidn. El grafico de la derecha muestra el efecto de la temperatura
con diferentes tiempos de reaccidn.

13
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Figura 4. Graficos de interaccion. Lineas paralelas indican que no
existe interaccidon importante entre los dos factores.

5.1.6 ¢Y si existe interaccion?

Si el efecto de interaccion es elevado comparado con el valor de los efectos
principales, éstos no se pueden interpretar separadamente y hay que
recurrir a la representacion grafica para interpretarlos.

Considere que se hubieran obtenido los rendimientos indicados en la Tabla
2, columna Ejemplo 2.

e fmo
E : i . e
S 40| 49 |-~ 80 -

3 8 TemperawafC) g~ Tiempoh)

Tiempo fh)

Figura 5. Ejemplo 2. Rendimientos obtenidos con los
experimentos del disefio factorial completo 2°.

Los efectos calculados son: by = 64, by = 6, by = —1 y bt =—25. El valor
de br sugiere que la temperatura casi no tiene efecto. Sin embargo, la
Figura 5 muestra lo contrario: variar la temperatura hace aumentar el
rendimiento en un 24% si el tiempo de reaccion es 6h, y lo hace disminuir
en un 26% cuando el tiempo es 8 horas. Los dos efectos by y by son
relevantes. Pero como son contrarios, el efecto principal, que es un
promedio, es pequefio (by = —1).

El efecto principal del tiempo de reaccién también conduce a conclusiones
erroneas sobre su efecto real. Este valor es el mismo que en ejemplo
anterior. Igual que antes, sugiere que el rendimiento aumenta
aproximadamente un 6% al cambiar de 6h a 8h. Sin embargo, vemos que si
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se trabaja a 80°C el efecto es el contrario: disminuye el rendimiento en un
19%.

85 asr
£ A &
g (@ _80 °C & g "B-.h -
E 65 o E 65 >
= .-'"'r‘ b 3 E ."__.- s, -..
5 - ‘.ﬂ o L] o ! 8 h [ ]
P 15
6 ‘ a 40 80
Tiempo (h) Temperatura (°C)

Figura 6. Graficos de interaccion. Las lineas cruzadas indican que
existe interaccion importante entre los dos factores.

Este ejemplo ensefia que hay que considerar el efecto de interaccion antes
de interpretar los efectos principales. Si la interaccién es pequefia, podemos
pasar a interpretar los efectos principales. Si es grande, hay que recurrir a
la representacion grafica. La interaccion se observa facilmente en la Figura
6. Las lineas cruzadas indican un elevado grado de interaccién.

15
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5.2 Disefio Factorial Completo 2°

En este apartado explicaremos como estudiar el efecto de 3 variables
diferentes en un experimento.

5.2.1 Planteamiento del problema

Para ilustrar el uso de un disefio factorial 23, consideremos una reaccién de
sintesis catalizada. Se quiere comprobar qué efecto tienen dos catalizadores
Ay B sobre el rendimiento de la reaccion. Se cree que el tiempo de reaccién
y la temperatura también pueden influir, y quizds de modo distinto segun
qué catalizador se utilice. Por tanto, se decide estudiar estos tres factores.
Este ejemplo es continuacion del utilizado anteriormente, afiadiendo el
factor catalizador.

5.2.2 Factores y dominio experimental

Los factores escogidos por el experimentador y su domino experimental se
muestran en la Tabla 3. Para expresar el dominio experimental de los
factores continuos se utiliza la misma nomenclatura que en el caso anterior.
En el caso de el dominio experimental de un factor discreto (el catalizador)
se expresa con la lista de valores que tomara. Y en este caso es irrelevante
qué nivel es el -1 y cudl es el +1. La notacién codificada es especialmente
util para el factor discreto, ya que permitird obtener una estimacion
numeérica de su efecto a pesar de que el factor no toma valores numeéricos.

Dominio
Factores experimental
Nivel (-)  Nivel (+)

X1: tiempo de reaccién

(horas) 6 8
X,: temperatura (°C) 40 80
x3: Catalizador A B

Tabla 3. Factores y dominio experimental.

5.2.3 Matriz de experimentos

La Figura 7 representa el domino experimental combinado para los tres
factores. Cada circulo indica un posible experimento con unos valores
concretos de cada factor. Al igual que cuando estudiamos solo 2 factores, se
escogen los valores de los extremos.
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Figura 7. Domino experimental para tres factores continuos en
variables codificadas (izquierda) y dos factores continuos y uno
discontinuo en variables reales (derecha).

Matriz de

experimentos Plan de experimentacion Respuesta

X1 X> X3 Tiempo (h) Temp.(°C) Catal.
1 - - - 6 40 A 49 (y,)
2 + - - 8 40 A 54 (y,)
3 - + - 6 80 A 73 (y3)
4 + + - 8 80 A 80 (y4)
5 - - + 6 40 B 31 (ys)
6 + - + 8 40 B 40 (Ye)
7 - + + 6 80 B 76 (y7)
8 + + + 8 80 B 89 (ysg)

Tabla 4. Matriz de experimentos de un disefio factorial 23, plan de
experimentacion y respuestas medidas.

Para conocer el efecto de un factor es suficiente con hacerlo variar entre
dos valores. Los mas adecuados son los extremos de su dominio
experimental: entre el nivel -1 y el +1. Y ademas esta variacion se debe
realizar para cada posible combinacidon de los valores de los demas factores.
Esto permitira descubrir si el efecto depende de qué valor tomen los otros
factores. Todas estas combinaciones estan contempladas en el diseno
factorial completo 2° de la Tabla 4. En total ocho experimentos
correspondientes a 2 niveles del tiempo de reaccidn x2 niveles de la
temperatura x 2 niveles del catalizador. La Figura 7 muestra que estos
experimentos se realizan en los extremos del dominio experimental. Notar
gque ningun par de factores varia siempre en la misma direccién. Las
columnas no estan correlacionadas sino que son ortogonales, con tantos
signos + como signos -. Esto permitird, como veremos, estimar un efecto
independientemente de los otros, utilizando las férmulas de la Tabla 5.
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5.2.4 Plan de experimentacion y realizacion de experimentos

La Tabla 4 muestra el plan de experimentacion que se obtiene al reemplazar
los valores - y + por los valores de las variables reales. También muestra
los rendimientos obtenidos al realizar los experimentos en orden aleatorio.
En la Figura 8 se han representado estos valores en el dominio
experimental.

Las ocho respuestas se pueden combinar para obtener ocho informaciones
(tantas como experimentos): el valor medio, tres efectos principales, tres
efectos de interaccién de dos factores y un efecto de interaccién de tres
factores. La Tabla 5 muestra estas ocho combinaciones.

Tampmm:'l':}T

nl— 8%

i - g

76 89
- Tiempo (n)
45 - ~ M —

L v

N | 40

Catalizador 7

Figura 8. Rendimientos obtenidos en los experimentos.

Efecto Operacioén Valor
promedio | by (+Y1+y2t+ys+yatys+yst+y,+Yys)/8| 61,5
t o (-y1+Y2-y3+Ya-Ys+Ye-y7+ys)/4 | 8,5
T br (-Y1-Y2+Y3+Ya-ys-Yet+ys+ys)/4 | 36,5
C bc (-Y1-Y2-Y3-YatYs+Yetyr+Ys)/4 -5
txT Bt (+Y1-Y2-y3t+Yatys-Ye-Y7+Ys)/4 1,5
txC bixc (+Y1-Y2+Y3-Ya-YstYe-Y7+Ys)/4 | 2,5
TxC Brxc (+Y1+Y2-Y3-Ya-Ys-Yet+Yy7+Ys)/4 11
txTxC  |buaxc (-Y1+Yo+Y3-YatYs-Ye-ys+Ys)/4 | 0,5

Tabla 5. Calculo de los efectos. Tiempo de reaccién (t),
temperatura (T), catalizador (C). Calcular cada efecto a partir de
las respuestas de todos los experimentos reduce la incertidumbre

del valor estimado.

El orden en el que se suman y restan las respuestas viene dado por la
matriz de los efectos (también llamada matriz del modelo) de /a Tabla 6.
Esta matriz codificada tiene tantas filas como experimentos, y tantas
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columnas como efectos se estimaran. Cada efecto se calcula sumando o
restando las respuestas de acuerdo con el orden de signos de su columna.

Promedio t T C txT txC TxC txTxC

1 + - - - + + + -
2 + + - - - - + +
3 + - + - - + - +
4 + + + - + - - -
5 + - - + + - - +
6 + + - + - + - -
7 + - + + - - + -
8 + + + + + + + +

Tabla 6. Matriz de los efectos.

Esta matriz se construye a partir de la matriz de experimentos, anadiendo
columnas para los efectos. Las columnas t (tiempo), T (temperatura) y C
(catalizador) equivalen a las columnas de los tres factores estudiados. Para
estimar el promedio se afiade una columna de +. Para los efectos de
interaccion txT, txC y TxC, se afaden columnas que son el producto
(elemento a elemento) de las columnas ty T, ty C, Ty C respectivamente.
La columna del efecto de interaccion de los tres factores es el producto de
las columnas t, Ty C. Las nuevas columnas sdlo indican cdémo combinar las
respuestas para calcular los efectos. No codifican ninguna variable
experimental ni implican nueva experimentacion.

5.2.5 Interpretacion de los resultaos

Aunque los efectos se deben analizar siguiendo el orden descrito en
anteriormente, por motivos pedagdgicos los interpretaremos por orden
creciente de complejidad.

Valor medio

El valor bo = 61.5 indica alrededor de qué valor han variado las respuestas.
Generalmente también corresponde al valor predicho en el centro del
dominio. Esta segunda interpretacidn en nuestro caso carece de sentido
porque es imposible experimentar en estas condiciones (no existe un
catalizador intermedio entre Ay B).

Efectos principales

Los efectos by, b. y bc miden como afecta cada factor a la respuesta. El
tratamiento que provoca un mayor cambio de rendimiento es variar la

( )
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temperatura de 40°C a 80°C. El valor br = 36 indica que el rendimiento
aumenta en esa cantidad. Variar el tiempo de reaccién de 6h a 8h también
aumenta el rendimiento (bt = 8.5), aunque su efecto es menor que el del
cambio de temperatura. Finalmente, el catalizador es el que tiene menor
influencia. El signho negativo de su efecto (bc = -5.0) indica que el
rendimiento disminuye al cambiar del catalizador A al B.

Es interesante interpretar estos efectos a partir de la Figura 8. Para el
efecto de la temperatura, se debe considerar la cara superior del cubo
frente a la cara inferior. Se calcula la respuesta media de los cuatro
experimentos a 80°C (nivel +1), y:*, y la respuesta media de los cuatro
experimentos a 40°C (nivel -1), yr ~. El efecto es:

br =yt — yr =36 (5.9)

De modo parecido, el efecto del tiempo de reaccion es la media de los
rendimientos de los cuatro experimentos realizados durante 8 h. (cara
derecha del cubo) menos la media de los rendimientos obtenidos durante 6
h (cara izquierda). Y para el catalizador, es la diferencia entre las caras
delantera y trasera del cubo. El valor negativo bc = -5.0 se debe a que la
media de los cuatro rendimientos obtenidos con el catalizador A es mayor
que la media de los rendimientos obtenidos con el B.

Observando soélo los efectos principales, las mejores condiciones parecen
ser valores altos de tiempo de reaccion y temperatura, y el catalizador A.
Sin embargo, esta interpretacion se debera matizar al considerar las
interacciones.

Efectos de interaccion de dos factores

Los efectos bryc, bt Y bixe miden la influencia que tiene una combinacion de
factores en la respuesta. Existe interaccién cuando el efecto de un factor es
diferente a distintos niveles de otro(s) factor(es). Se puede comprender
facilmente si evaluamos el efecto de cada factor por pares de experimentos.

Comparemos cada par de experimentos con el mismo tiempo de reaccion y
catalizador: cada experimento de la cara inferior del cubo frente al de la
cara superior. Variar de 40°C a 80°C siempre aumenta el rendimiento. Sin
embargo, con el catalizador B aumenta aproximadamente un 47% mientras
que con el catalizador A sdélo aumenta un 25%. Por tanto, cambiar de
temperatura tiene un efecto distinto segun qué catalizador se utilice. Esto
se traduce en que el efecto de interaccidon entre temperatura y catalizador
es elevado bry,c = 11.0. Este valor alerta de que br = 36 es un promedio
entre valores muy distintos (47% y 25%).

Si el efecto de la temperatura depende del catalizador, el efecto del
catalizador depende de la temperatura. Asi que también debemos
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reinterpretar el efecto principal del catalizador. El efecto principal bc = - 5.0
indica que, en promedio, es preferible utilizar el catalizador A. Sin embargo,
el elevado valor de bt indica que puntualmente el efecto puede ser
distinto. En la Figura 8 vemos que, para cualquier tiempo de reaccién, el
catalizador A proporciona mejores rendimientos que el B a 40°C. Pero a
80°C los mayores rendimientos los produce el B. Incluso el maximo
rendimiento se ha obtenido con el catalizador B.

En conclusion, antes de interpretar los efectos principales, hay que
considerar si existen efectos de interaccion significativos. Si es asi, no se
puede interpretar individualmente el valor de cada efecto principal.

Respecto a las dos interacciones restantes que involucran al tiempo de
reaccion, vemos que para cada par de experimentos con la misma
temperatura y catalizador, el rendimiento en 8 h siempre es mayor
rendimiento que en 6h, y todos los incrementos son parecidos, lo cual se
refleja en que la interaccion del tiempo de reaccidon con los otros dos
factores es menor (bwr = 1.5 y byc = 2.5). Para conocer si estas
interacciones son significativas hay que compararlas con una estimacion del
error experimental.

Efecto de interaccion de tres factores

El valor bygxc = 0.5 indica en qué grado el efecto de un factor depende del
valor combinado de los otros dos factores. En nuestro ejemplo este efecto
es muy pequefio comparado con el de los efectos principales y las
interacciones de dos factores. Es habitual que los efectos de interaccién
sean cada vez menos importantes cuantos mas factores se consideran en la
interaccidn.

En conclusién, los experimentos del disefio factorial 2° han permitido
descubrir que el rendimiento mejora al aumentar el tiempo de reaccion y la
temperatura, y que el catalizador B proporciona mayores rendimientos,
pero soOlo a temperatura alta. Esta direccion del dominio experimental
podria ser objeto de una exploracién mas detallada.

% éPor qué hay que realizar los experimentos en orden
aleatorio?

Los experimentos no se deben realizar en el orden indicado en la matriz de
experimentos. El motivo es evitar que el efecto de un factor esté confundido
con el de otro factor no intencionado y se introduzca sesgo en los valores de
los efectos. Por ejemplo, si un experimentador realiza los experimentos 1-4
(que emplean el catalizador A) y otro los experimentos 5-8 (los del
catalizador B), no es posible saber si la diferencia entre las respuestas
medias de los dos grupos es debido al cambio de catalizador o a que los
experimentadores trabajan diferente. Es decir, el efecto del catalizador
estarad confundido con el efecto del experimentador. Esta confusién se
puede evitar realizando los experimentos en orden aleatorio. La
aleatoriedad también se debe aplicar si se realizan repeticiones.
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% &Y si un factor no ha tomado el valor indicado en el diseiho?

Supongamos que en el experimento 6 la temperatura ha sido de 42°C en
lugar de los 40°C que indicaba el disefo. Lo correcto es, o bien repetir el
experimento (esta vez a 40°C) o bien reflejar en la matriz de experimentos
la temperatura a la que se ha trabajado. Es decir, reemplazar el -1 de la
temperatura en el experimento 6 por un -0.9. Esta segunda opcidon es
menos costosa pero las formulas de la Tabla 5 dejan de ser validas. Los
efectos se deben calcular con un método mas general.

La forma general para calcular los efectos de una matriz de experimentos es
ajustar un modelo de regresién multivariante por el método de minimos
cuadrados. Para un disefio 23 se ajusta el modelo:

Yy =bo+ bt xt+br-xr+be-X¢c+ bxr - Xexr + bexc  Xtxc + Prxc * Xrxc + beaxrxc
XtxTxC (1 0)

Donde x: , X1, Xc son los valores codificados que han tomado los factores en
los experimentos. Si los factores han tomado exactamente los valores -1 y
+1, los coeficientes del modelo son la mitad de los efectos calculados en la
Tabla 5 (excepto para by, que coincide en ambos casos). Es decir, los
coeficientes del modelo indican el cambio de respuesta cuando el factor
cambia en una unidad codificada (desde el centro del domino experimental
hasta uno de los extremos, de 0 a +1) mientras que los efectos de la Tabla
5 indican el cambio de respuesta cuando el factor cambia en dos unidades
codificadas (entre los dos extremos de su dominio experimental, de -1 a
+1). Como la informacion se obtiene comparando los efectos entre si,
ambos métodos de calculo conducen a la misma informacién. Si algun factor
se ha desviado de los valores indicados -1 o +1, las columnas de la matriz
del modelo dejan de ser ortogonales y sélo el método de minimos
cuadrados proporciona los valores correctos de los efectos.
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5.3 Disefio factorial completo 2*

Los disefios factoriales completos 2%y 23, son solo dos caso concreto de el
disefio factorial completo 2%, donde k=2 o0 k=3. En este apartado se explica
como construir una matriz de experimentos para un experimento con k
factores.

5.3.1 Construccién de un disefio factorial completo 2¥

Por su sencillez, una matriz de experimentos factorial completa 2 no
requiere un software especializado para construirla ni para analizar sus
resultados. En estos disenos, cada factor se estudia a sélo dos niveles y sus
experimentos contemplan todas las combinaciones de cada nivel de un
factor con todos los niveles de los otros factores. La Tabla 7 muestra las
matrices 22, 2°y 2%, para el estudio de 2, 3 y 4 factores respectivamente. La
matriz comprende 2* filas (2 x2 ... x2 = 2K experimentos) y k columnas,
que corresponden a los k factores en estudio. Si se construye en el orden
estandar, cada columna empieza por el signo —, y se alternan los signos - y
+ con frecuencia 2° para x;, 2! para x,, 22 para x;, y asi sucesivamente hasta
X, donde los signos se alternan con una frecuencia 2.

X1 Xp X1 X2 X3 X1 Xz X3 Xa
1| - - 1| - - - 1| - - - -
2| + - 2| + - - 2| + - - -
3] - + 3| - + - 3| - + - -
4| + + 4, + + - 4| + + - -
5/ - -+ 5/ - - + -

6| + - + 6| + - + -

71 - 4+ o+ 7 - + + -

8+ + + 8| + + + -

9| - - - +

10| + - - +

11| - + - +

12| + + - +

13| - - + +

14| + - + +

15| - + + +

16| + + + +

Tabla 7. Matriz de experimentos para los disefios factoriales 22, 23, 2%,
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Capitulo 6:

OPTIMIZACION

6.1 Superficies de Respuesta

La Metodologia de Superficies de Respuesta (RSM) es un conjunto de
técnicas matematicas utilizadas en el tratamiento de problemas en los que
una respuesta de interés estd influida por varios factores de caracter
cuantitativo. El propdsito inicial de estas técnicas es disefar un experimento
que proporcione valores razonables de la variable respuesta y, a
continuaciéon, determinar el modelo matematico que mejor se ajusta a los
datos obtenidos. El objetivo final es establecer los valores de los factores
que optimizan el valor de la variable respuesta.

Cuando decimos que el valor real esperado, n, que toma la variable de
interés considerada esta influido por los niveles de k factores cuantitativos,
X, X,y X, €sto significa que existe alguna funcion de X , X,,..., X, (que
se supone continua en X, v i = 1,..., k) que proporciona el correspondiente
valor de n para alguna combinacién dada de niveles:

r’ =f(X11X21X3; -"JXk) (6.1)
de tal forma que la variable respuesta puede expresarse como:
Y=n+€=f(X1,X2,X3, ,Xk)+€ (6.2)

donde € es el error observado en la respuesta.

La relacion n = f (Xy, X5,...,Xk) existente entre n y los niveles de los k
factores puede representarse a través de una hipersuperficie (subconjunto
de un espacio euclideo (k+1)-dimensional) a la que llamaremos superficie
de respuesta.

Una técnica utilizada para ayudar a visualizar la forma que puede tener una
superficie de respuesta tridimensional consiste en representar la grafica de
contornos de la superficie, en la que se trazan las denominadas lineas de
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contorno, que son curvas correspondientes a valores constantes de la
respuesta sobre el plano X X, (plano cuyos ejes coordenados vienen dados

por los niveles X, y X, de los factores). Geométricamente, cada linea de
contorno es una proyeccidon sobre el plano X, X, de una seccién de la
superficie de respuesta al intersecar con un plano paralelo al X X,. La

grafica de contornos resulta Gtil para estudiar los niveles de los factores en
los que se da un cambio en la forma o altura de la superficie de respuesta.

La existencia de graficas de contorno no esta limitada a 3 dimensiones a
pesar de que en el caso en que haya mas de 3 factores de influencia no es
posible la representacién geométrica. No obstante, el hecho de poder
representar graficas de contorno para problemas en que haya 2 o 3 factores
permite visualizar mas facilmente la situacién general.

Ejemplo:

Un agricultor quiere maximizar su produccién de almendras (medida en
Kg./Ha.) en funcidén de las cantidades (medidas en Kg./Ha.) de dos tipos de
fertilizante, A y B, que utiliza. Una superficie de respuesta para la
produccién de almendras viene dada por la grafica siguiente:

X1 - Femilizares A X3 . Fadiil=inie 8

Figura 9. Superficie de respuesta tridimensional en la que se
observa la produccion esperada de almendras (n) en funcion de las
cantidades de fertilizante A (X,) y fertilizante B (X,) utilizadas.

En este ejemplo, dado que hay dos factores de influencia (k = 2), la
superficie de respuesta se visualiza en un espacio tridimensional en el que
la tercera dimensidn representa la produccion esperada de almendras sobre
el plano bidimensional definido por las combinaciones de los niveles de los
dos factores, X; y X,.
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Para generar la grafica de contornos correspondiente se secciona la
superficie de respuesta usando planos paralelos al X;X, en ciertos valores
de respuesta considerados, por ejemplo:

1408

13

112 -

Froduc. almendras

1114

WAT L
300

%1« Fertiizant= Lina A2 - Ferlllizante Dos

Figura 10. Seccion de la superficie de respuesta por planos
paralelos al plano X;X;, en los valores esperados de produccién:
11.5,12.1, 12.7, 13.3, 13.9.

Cada linea de contorno representa un nimero infinito de combinaciones de
las cantidades de los dos fertilizantes, para las producciones de almendras
esperadas consideradas. La produccién maxima, que es de 14.12 Kg/Ha se
localiza en el centro de la elipse mas pequeia y corresponde a los niveles X,

= 170.06 del fertilizante A y X, = 246.65 del fertilizante B.
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Figurall. Grafica de contornos de la superficie de respuesta con
lineas de contorno correspondientes a los valores esperados de
produccion: 11.5, 12.1, 12.7, 13.3, 13.9.

La grafica de contornos correspondiente a la superficie de respuesta del
ejemplo que estamos considerando nos indicaria que ésta tiene forma de
loma.

A la hora de planificar el programa de experimentacidn que nos va a
permitir llevar a cabo el estudio acerca del efecto de los factores sobre la
variable respuesta, el primer paso que debemos dar es la eleccién de los
factores que usaremos en el experimento. Una vez determinados, el
siguiente paso es seleccionar los rangos de valores de cada factor que se
consideraran, pues aunque en el experimento es posible explorar la regién
correspondiente al espacio completo de los factores de influencia o regién
operativa, lo mas frecuente consiste en explorar Unicamente una region de
interés limitada, la regidn experimental, contenida en la region general. De
este modo, durante la ejecucién del experimento, sélo se utilizaran niveles
de los factores correspondientes a valores que caigan en esta regién, a
menos que se descubra, durante el conjunto inicial de experimentos, que
pueda ser necesario explorar niveles que estén mas alld de los limites de la
region considerada.

6.1.1 Superficies de Respuesta Polinémicas. Modelos de primer y
segundo orden

La forma de la funcidon f que determina la relacion entre los factores y la
variable respuesta es, en general, desconocida, por lo que el primer
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objetivo de la RSM consiste en establecer experimentalmente una
aproximacion apropiada de la funcion f. Para ello, se propone un modelo de
ecuacién, generalmente polindmico, en los k factores X Xy weer X Y S€

selecciona un conjunto de tratamientos sobre los que realizar las
observaciones experimentales, que se utilizardan tanto para obtener
estimaciones de los coeficientes en el modelo propuesto (por ejemplo, a
través del método de minimos cuadrados) como para obtener una
estimacién de la variacion del error experimental (para lo que es necesario
tener al menos 2 observaciones por cada tratamiento). Se realizan,
entonces, contrastes sobre las estimaciones de los parametros y sobre el
ajuste del modelo y si el modelo se considera adecuado, puede utilizarse
como funcidon de aproximacién. En tal caso, el estudio de la superficie de
respuesta se hace en términos de la superficie ajustada, pues su analisis
sera aproximadamente equivalente al del sistema real.

Los polinomios wusados mas frecuentemente como funciones de
aproximacion son los de o6rdenes uno y dos, que nos proporcionan,
respectivamente los siguientes modelos:

e Modelo de primer orden:
Y =B+ 3B Xi+e (6.3)
e Modelo de segundo orden:

Y=Bo+ Xt B Xi + 1B XE+X i) Bij - Xi - X (6.4)

i<j

< Utilizacion de variables codificadas

En la construccion de modelos de superficies de respuesta, es muy comun
la codificacién de los valores reales de los niveles de los factores, pues las
distancias medidas sobre los ejes de las variables codificadas en el espacio
k-dimensional se convierten en estandar, lo que facilita considerablemente
los calculos que deben llevarse a cabo para obtener el modelo de
aproximacion e incrementa el ajuste en la estimacién de los coeficientes.

Una férmula que suele resultar Gtil para codificar los valores de los factores
es la siguiente:

XiNInf"'XiNSup ~
Xji—F— Xi—(Xi)

Xi = i = 1,2, ,k (65)

XiNsup—XiNInf XiNsup—XiNinf
donde:
Xinine = Valor del nivel mas bajo del factor.

Xinsup :  Valor del nivel mas alto del factor.
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5 XiNInftXiNsup

X =
factor.

: es la media entre los valores mas alto y mas bajo del

La férmula anterior verifica que Zi-‘zlxi =0, y transforma las medidas

X, ...X, en el punto (Xy,..,x) = (0,...,0) al que se denomina centro del
diseno.

Las formulas empleadas para la codificacién dan lugar a transformaciones
biyectivas entre variables reales y codificadas, de manera que cualquier
ecuacién polindmica en los valores de x se puede expresar
equivalentemente como una ecuacién polindmica del mismo grado en los
valores de X;. Por tanto, a partir de ahora se trabajara con las variables
codificadas, pues las conclusiones que se obtengan sobre éstas pueden
extrapolarse a las variables reales.

% Modelos de primer orden

Cuando no se tiene suficiente informacion acerca de la forma que presenta
la superficie de respuesta, el primer intento de ajuste se hace,
generalmente, aproximando a través de un modelo de primer orden.

La forma general de un modelo de primer orden con k factores, X,, X,,...,
X, es la expresada en la ecuacion 6.3, donde:

Y = & +""'7'£..'_"'s|'.I + E
f/" il '“‘«,_‘_‘\
e e e
vanable parametros BELDE
respnesta desconocidos aleatoro

0, equivalente en forma matricial:
Y=X-B+¢

donde la matriz X puede escribirse alternativamente como X = [1: D],
donde D es la matriz de combinaciones de niveles de los factores,
denominada matriz de disefo.

Si la matriz X es de rango completo, entonces, el estimador de B obtenido
por el método de minimos cuadrados, es:

b=X-X)"t-X"-Y

y la matriz de varianzas-covarianzas de b viene dada por:
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Var(h) = (X' - X)) ! .02

El modelo de primer orden ajustado es, entonces:

Y =by+ YK, bX; (6.6)

Si el modelo esta bien ajustado, la parte no aleatoria del modelo representa
la respuesta real esperada y € es el error experimental. Sin embargo, si el
modelo no esta ajustado a la funcidn respuesta real, lo que ocurre cuando
la relacion entre la respuesta y los factores estd demasiado simplificada, €
contiene, ademas del error experimental, una parte de error no aleatorio
que se debe a la falta de ajuste.

% Modelos de segundo orden

Cuando existe curvatura en la superficie de respuesta, el modelo de primer
orden no es una aproximacion adecuada y es necesario utilizar un modelo
gue mejor ajuste, en estos casos se emplea un modelo de segundo orden.

La forma general de un modelo de segundo orden es la expresada en la
ecuacion 6.5, donde:

Tanahle parametros desconocdos ereog
respnesta aleatorao

De manera analoga a como se hizo para los modelos de primer orden se
obtiene el modelo ajustado de segundo orden:

Y = b+ Xfoy biXi + Ty buX? + X, X5, by XX, (6.7)

j>i

< Naturaleza secuencial de la Metodologia de Superficies de
Respuesta

La RSM es una técnica secuencial. A menudo, la estimacion inicial de las
condiciones Optimas de operacion estd alejada del éptimo real, asi que el
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objetivo es, usando un método lo mas simple y menos costoso posible,
moverse rapidamente hacia las cercanias del éptimo.

En general, se sabe muy poco o nada acerca de la relacién existente entre
la variable respuesta y los factores, asi que, en un principio, se propone el
modelo de aproximacion mas simple posible, el de primer orden, que
suministra la base para ejecutar un conjunto inicial de experimentos que
proporcionaran datos correspondientes a los puntos del disefio de primer
orden. Si los datos recogidos permiten hacer una estimacion de la varianza
del error, se puede llevar a cabo un contraste para evaluar el ajuste del
modelo. Esto nos lleva a una segunda etapa, que consiste en localizar areas
de la region experimental en las que se sospeche que puedan estar los
valores mas deseables de la variable respuesta. El plan que vamos a seguir,
qgue nos llevara hacia valores maximos en la respuesta, se conoce como
método de maxima pendiente en ascenso (en descenso si lo que queremos
es minimizar los valores de la respuesta).

Método de maxima pendiente en ascenso

El método de maxima pendiente en ascenso consiste en ejecutar una
secuencia de experimentos a lo largo de la linea de maximo incremento de
la respuesta. Si el modelo ajustado de primer orden es adecuado, la
informacidon que éste proporciona se utiliza para determinar una direccion
en la cual se espere observar mayores valores de la variable respuesta. A
medida que se avanza sobre la superficie ajustada en la direccion en que se
incrementan los valores de la respuesta y se va llegando a una region en la
que haya curvatura en la superficie real, el incremento en la respuesta se
estabilizara en el punto mas alto de la superficie ajustada. Si se continta en
esta direccidon y la altura de la superficie disminuye, se lleva a cabo un
nuevo conjunto de experimentos y se ajusta de nuevo el modelo de primer
orden. Se determina una nueva direccion hacia valores crecientes de la
respuesta y se ejecuta otra secuencia de experimentos en la direccion
determinada. Este proceso continla hasta que se hace evidente que a partir
del método no se puede obtener un incremento en la respuesta o éste es
muy pequefo.

Si los tests de ajuste detectan que puede haber curvatura en la superficie,
se aumenta un grado al modelo afadiéndole los términos del producto
cruzado y/o los términos cuadraticos puros y se completa el disefio de
primer orden afiadiéndole los puntos necesarios para ajustar el nuevo
modelo de segundo orden. Si el modelo de segundo orden se ajusta
adecuadamente, se utiliza para describir la forma de la superficie a través
de la grafica de contornos en la region experimental. Se utiliza entonces el
modelo ajustado de segundo orden para localizar, en el lugar en el que la
pendiente de la superficie ajustada es cero, las coordenadas del punto
estacionario, que es el punto que proporciona el valor 6ptimo de la variable
respuesta y, si se detecta que éste se encuentra dentro de los limites de la
region experimental, se pasa a determinar su naturaleza (si es maximo,
minimo o punto de inflexidén). Si, por el contrario, el punto estacionario no
se halla dentro de la regiéon experimental, hemos de realizar una nueva
experimentacion en la direccion en la que éste se encuentra. Una vez que
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se ha localizado el punto que proporciona valores optimos de la variable
respuesta, se describe la superficie en un entorno proximo a éste.

6.1.2 Disefios de Superficie de Respuesta

La eleccion de un disefio adecuado del experimento a realizar es
fundamental para modelar y explorar la superficie de respuesta usada para
ajustar un modelo polindmico al conjunto de datos recogidos en los puntos
del disefio. Asi pues, seria deseable que el disefio tuviera las caracteristicas
gue se enumeran a continuaciéon, y dado que algunas de ellas resultan
conflictivas entre si, las que mas sirvan al interés del experimento:

e Generar una distribucién razonable de puntos y, por tanto, de
informacién, en toda la regién de interés, pero utilizando el menor
numero posible de puntos experimentales.

e Asegurar que, para cada punto x, el valor ajustado Y(x), estd tan
cerca como sea posible del valor real, Y(x).

e Permitir la deteccion de falta de ajuste en el modelo.

e Permitir la ejecucién de los experimentos en bloques.

e Permitir la construccidn secuencial de disefios de orden creciente.
e Proporcionar una estimacion interna de la varianza del error.

e Asegurar simplicidad en los calculos de las estimaciones de los
parametros del modelo.

Ademas de las propiedades mencionadas, seria muy conveniente que el
disefo elegido fuera ortogonal y/o invariante por rotacién:

Un disefio ortogonal es aquel en el que los términos del modelo ajustado
son incorrelados y, por tanto, también las estimaciones de los parametros lo
son, en cuyo caso, la varianza de la respuesta esperada en cualquier punto
de la region experimental se puede expresar como la suma ponderada de
las varianzas de los parametros estimados del modelo.

Por otro lado, en un disefio invariante por rotacion, la varianza de Y(x), que
depende de la situacién del punto x, es funcidon Unicamente de la distancia
del punto al centro del disefio, lo que significa que es la misma en todos los
puntos equidistantes del centro del disefio. Teniendo en cuenta que el
objetivo de la RSM es la optimizacion de la respuesta y que se desconoce la
localizacion del Optimo antes de ejecutar el experimento, esta propiedad
resulta muy interesante, puesto que garantiza que el disefio proporciona
estimaciones igualmente precisas en todas las direcciones.
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<+ Disenos de primer orden

Si el modelo es una representaciéon adecuada de la respuesta real esperada,
entonces el disefio elegido para estimar los parametros debe proporcionar
valores razonables de la respuesta sobre la region de interés. Los disefios
considerados con el propédsito de recoger datos para ajustar un modelo de
primer orden se conocen como disefios de primer orden.

Un criterio razonable para la eleccion de un disefio de primer orden
adecuado es la minimizacién de Var(Y), lo que se logra minimizando la
varianza de los estimadores de los parametros B;, i = 1,..., k. Hay una Unica
clase de disefos que lo consiguen, los ortogonales, que en los modelos de
primer orden son aquellos para los que se verifica que los elementos de
fuera de la diagonal principal de la matriz X’X son cero, lo que nos permite
determinar de manera independiente los efectos de los k factores (medidos
a través de los valores de bi, i = 1,..., k). Ademas, se verifica que todo
disefio ortogonal de primer orden es invariante por rotacién. Por tanto,
consideraremos Unicamente aquellos disefios de primer orden que son
ortogonales y, en particular, los disefios factoriales 2, explicados
anteriormente, y las fracciones de disefios factoriales 2.

Fracciones de Disefos Factoriales 2X

Estamos considerando los disefios factoriales 2* para ajustar los modelos de
primer orden, pero si se recogen datos en todos los puntos es posible, en
realidad, estimar todos los coeficientes de un modelo de la forma:

Y:.B0+2.Bi'xi+z.8ij'Xi'Xj+z.Bij1'Xi'xj'xl+ﬂ1,2,k'X1'X2'---'Xk+8

en el que los términos adicionales de mayor orden estan asociados con las
interacciones entre los factores. De esta manera, el nUmero de puntos del
disefo, y por tanto, el nimero de observaciones, junto con el nimero de
posibles términos del modelo con parametros estimables, se incrementan
rapidamente a medida que aumenta el numero k de factores.

Asi pues, hay que valorar, en funcién del coste del experimento, si para
ajustar un modelo de primer orden es necesario llevar a cabo las 2X
combinaciones, o si es mas conveniente omitir algunas utilizando
Unicamente un subconjunto de los puntos de un disefio factorial 2*. Se
puede considerar en este Ultimo caso una fraccién 2™ de un disefio 2* que
consiste en 2™ tratamientos (k = m), siempre y cuando el disefio
resultante tenga, al menos, k+1 puntos, que es el nimero de parametros
que han de estimarse y mantenga las mismas propiedades que las del
factorial completo.

<+ Diseinos de segundo orden

Los disefnos utilizados para recoger observaciones que permitan estimar los
parametros de los modelos de segundo orden se denominan disefios de
segundo orden. Estos deben tener, al menos, (k+1):(k+2)/2 puntos, que es
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el nimero de coeficientes del modelo que se necesita estimar y deben
involucrar, como minimo 3 factores. Por otro lado, seria conveniente, por
las razones que se han comentado, que fueran ortogonales y/o invariantes
por rotacion. Asi pues, se van a considerar los disefios factoriales 3%, que
son ortogonales, pero no invariantes por rotacion, y los disefios compuestos
centrales, que verifican ambas propiedades.

Disefios Factoriales 3

En los disefios factoriales 3% cada uno de los k factores presenta 3 niveles,
de manera que el nimero de observaciones experimentales es N = 3%, Este
numero puede hacerse excesivamente grande, especialmente cuando se
estan estudiando muchos factores, de manera que, en ocasiones conviene
mas considerar disefios fraccionales 3“™ de los disefios factoriales 3%, tal y
como se hizo para los disefios factoriales 2.

Los disefios 3 y sus fracciones presentan el inconveniente de que, aunque
son ortogonales, no son invariantes por rotacién, lo que hace que no sean
muy buena eleccion como disefios de superficies de respuesta de segundo
orden.

Disefnos Compuestos Centrales

Los disefios compuestos centrales se presentan como una alternativa a los
disefios factoriales 3.

Un disefio compuesto central consiste en:

e parte factorial: un disefio factorial 2%, completo o fraccional, en el
que los niveles estan codificados en la forma habitual como +1

e n,( 2 1) puntos centrales,

e parte axial: dos puntos axiales en los ejes correspondientes a cada
uno de los factores, situados a una distancia a del centro del disefio.

De manera que el nimero total de puntos del disefio es N = 2X+ 2-k + no.

En principio, los disefios compuestos centrales asi definidos, no tienen por
qué ser ni ortogonales ni invariantes por rotacidn. Se convierten en
invariantes por rotacion mediante una eleccién adecuada del valor de a, que
debe depender del niumero de puntos de la parte factorial del disefo para
conseguirlo. Por otro lado, a través de una eleccidon apropiada de ng el
disefio puede hacerse ortogonal o incluso de precision uniforme (disefio que
verifica que Var(Y) en el origen es la misma que en un punto a una
distancia unitaria del origen), que permite mayor proteccion que un disefio
ortogonal contra el sesgo de los coeficientes de regresion producido por la
presencia de términos de orden mayor que 2 en la superficie real. Se
muestra a continuacion una tabla con los valores que deben tomar f¢ y nO,
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segun el numero de factores del modelo, para que el disefio
correspondiente sea ortogonal o de precision uniforme.
2 3 4 5 5 6 6 7 8
k 1/2 1/2  1/2 1/2
rep. rep. rep. rep.
Puntos
Factoriales 4 8 16 32 16 64 32 64 128
Puntos axiales 4 6 8 10 10 12 12 14 16
Disefo
Ortogonal
No 8 9 12 17 10 24 15 22 33
N 16 23 36 59 36 100 59 100 177
Disefo de
Precision
Uniforme
No 5 6 7 10 6 15 9 14 20
N 13 20 31 52 32 91 53 92 164
a 1,414 1,682 2 2,378 2 2,828 2,378 2,828 3,364

Tabla 8. Valores de ng y a segun el niUmero de factores del

modelo, para que el disefio correspondiente sea ortogonal o de

precisién uniforme.

Una propiedad muy interesante de los disefios centrales compuestos
es que se pueden construir a partir de un disefio de primer orden (el 2¥) sin
mas que agregar los puntos axiales y quiza algunos puntos centrales.

Por todas las propiedades que verifican, los disefios compuestos centrales
son posiblemente los mas utilizados para ajustar superficies de respuesta
de segundo orden.

6.1.3 Algunas consideraciones

< Bloques

En los disenos de superficies de respuesta es frecuente que, por diversas
causas, se haga necesaria la utilizacion de bloques para asegurar la
homogeneidad de las condiciones de trabajo. Por ejemplo:

e Si se ha de trabajar con varias remesas de material, diferentes entre
si por cuestiones de composicidn, procedencia u otras caracteristicas
cualesquiera, resulta conveniente hacer bloques para asegurar la
homogeneidad del material.

e Cuando se construye un disefio de segundo orden a partir de uno de
primer orden, puede ocurrir que las condiciones de trabajo se vean
modificadas durante el tiempo que transcurre entre la ejecucion de
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los experimentos iniciales y la ejecucién de los experimentos
complementarios, lo que hace necesaria la formacion de bloques.

e Si el numero de factores es tan elevado como para necesitar que una
gran cantidad de observaciones se lleven a cabo bajo las mismas
condiciones y esto no es posible, la creacidon de bloques garantiza la
homogeneidad de las condiciones de trabajo.

< Métodos de operacion evolutiva (EVOP)

En muchas ocasiones puede resultar inviable, por diversas razones, llevar a
cabo los procedimientos experimentales de la RSM en procesos de
produccion a gran escala. En estos casos es frecuente que la RSM se aplique
a operaciones en plantas piloto, para posteriormente extrapolar las
conclusiones obtenidas a los procesos a escala normal. El problema que
plantean estos procedimientos es que el paso del entorno de trabajo de la
planta piloto al real puede llevar aparejada una distorsién en las condiciones
optimas, pues aunque la planta a escala normal comienza su operacién con
niveles Optimos, generalmente se desvia de estos niveles como
consecuencia de la variaciéon en las condiciones del entorno de trabajo. El
objetivo en estos casos es hacer un seguimiento del proceso en su escala
normal que permita ir redirigiendo las condiciones de operacion hacia el
optimo o, en todo caso, permita hacer un seguimiento de las desviaciones
que aparezcan. Con este fin se emplean los métodos de operacion
evolutiva o EVOP, que consisten en introducir sistematicamente pequefios
cambios en los niveles de los factores de tal manera que no se provoquen
alteraciones importantes en el rendimiento, calidad o cantidad, pero que
permitan la deteccién de potenciales mejoras en el desempeno del proceso.
Para llevarlas a cabo se emplean, en general, disefios factoriales 2.
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Capitulo 7:
MODELOS DE

MEZCLAS

Los desarrollos acerca de la RSM que se han llevado a cabo anteriormente,
se han hecho bajo la suposicién de que los niveles de cada factor son
independientes de los niveles de los demas factores. Sin embargo, puede
ocurrir que esto no sea asi, como es el caso de los experimentos de mezcla,
en los que los factores son ingredientes de una mezcla y sus niveles no son
independientes. En este caso, se supone que la variable respuesta depende
Unicamente de las proporciones relativas de los componentes presentes en
la mezcla.

En los experimentos de mezcla, el propdsito del programa experimental es
modelar la superficie a través de una funcion que permita, por un lado,
determinar empiricamente los valores esperados de la variable respuesta
para alguna combinacion de ingredientes y, por otro, obtener alguna
medida de la influencia de cada componente sobre la variable respuesta,
tanto por separado como en combinacidn con los otros ingredientes.
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Capitulo 8:

CONCLUSIONES

Una vez introducidas las diferentes metodologias necesarias para disefar un
experimento, construyendo un modelo adecuado para hacer observaciones
y optimizar la variable respuesta, podemos ver qué opcidén se ajusta mas a
cada caso.

En el caso de un modelo muy simple, donde solo se quisiera estudiar el
efecto de un factor, se podria usar el método de variar un factor cada vez,
ya que no presentaria ninguna complicacion porque no puede tener
interaccion con ningln otro factor, y el mismo método nos podria
proporcionar el valor éptimo.

Cuando se tienen que estudiar 2 o mas factores, se debe empezar a
construir un modelo de primer orden, con un disefio factorial 2%, y a partir
de ahi, intentar optimizalo construyendo un modelo de superficie de
respuestas. Si resulta que el modelo es demasiado complicado y no se
puede llegar a un Optimo, entonces hay que construir un modelo de
segundo orden, y lo mas apropiado en este caso, es cambiar el disefio del
experimento a un disefio compuesto central, ya que es el que mejor se
adapta a un modelo de segundo orden.

Los mayores beneficios de los disefios factoriales completos se obtienen
cuando se deben estudiar pocas variables. El motivo es que el numero de
experimentos crece exponencialmente con el numero de factores. Por
ejemplo, para 8 factores, el disefio 28 comprende 256 experimentos. Estos
permiten estimar 256 efectos, muchos de los cuales son interacciones de
orden elevado y no seran significativos. Para estudiar un nimero elevado de
factores, es mas eficaz utilizar sélo una fraccién de un disefio factorial
completo.
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Tarea

Periodo

BuUsqueda bibliografica

02/01/2012 - 25/01/2012

Estudio de la teoria

25/01/2012 - 29/02/2012

Redaccion de la parte tedrica de la
memoria

23/02/2012 - 17/03/2012

Busqueda bibliografica de estudios
realizados

19/03/2012 - 10/04/2012

Aplicacién de la teoria a los casos
reales

10/04/2012 - 05/05/2012

Redaccion de la parte practica de la
memoria

30/04/2012 - 24/05/2012

Evaluacion econdmica

24/05/2012 - 02/06/2012

Finalizacion de la memoria

04/06/2012 - 10/06/2012

—
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