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RESUMEN

En el presente proyecto se va a introducir la teoria del disefio estadistico de
experimentos, y nos vamos a adentrar con mas profundidad en los disenos
factoriales completos. Este tipo de disefios, son de aplicaciéon en sistemas en los
que se desea estudiar la influencia que tienen k factores sobre una variable
respuesta. Los disefos factoriales completos, son aquellos en los que los k
factores pueden tomar varios niveles, y se contemplan todas las posibles
combinaciones entre ellos. Este proyecto se va a centrar mas concretamente en
los disefios factoriales completos 2%, donde el nimero 2 indica que cada uno de
los k factores toma 2 niveles diferentes. Se explicara la teoria correspondiente a
estos disefios con la ayuda de varios ejemplos, explicando desde un disefio
factorial en el que se estudia la influencia de 2 factores (22), hasta uno en el que
se estudia la influencia de 4 factores (2%).

También se van a introducir algunos métodos que nos ayudaran a encontrar
modelos matematicos que se ajusten al sistema, y algunas metodologias de
optimizacién como la metodologia de superficie de respuestas o el método
simplex, para poder sacar el maximo partido de nuestros recursos.

Una vez introducidos todos estos conceptos, se va a proceder a realizar el
estudio de dos casos diferentes, aplicando los conocimientos adquiridos. En
primer lugar se va a realizar el estudio y optimizaciéon de una reaccién quimica
que consiste en la eliminacién de cobre de una disolucidon para la posterior
utilizacién de esta disolucién en la industria para la extraccion de oro y plata. El
segundo caso de aplicacion sera el estudio y optimizacidon del proceso de
obtenciéon de biodiesel. En ambos estudios se va a aplicar un disefio factorial
completo 22, pero en cada uno se va a aplicar una metodologia diferente para
realizar la optimizacidn.

Dado que este es un proyecto puramente centrado en el disefio de experimentos
y en el tratamiento de los datos obtenidos, la experimentacidn no ha sido
realizada por nosotros, sino que la informacion referente a la misma se ha
obtenido de articulos académicos realizados por diferentes universidades que han
realizado los estudios correspondientes.
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RESUM

En el present projecte s’introduira la teoria del disseny estadistic d’experiments i
ens endinsarem amb més profunditat en els dissenys factorials complerts. Aquest
tipus de dissenys, son d’aplicacié en sistemes en els que es desitja estudiar la
influencia que tenen k factors sobre una variable resposta. Els dissenys factorials
complerts, sén aquells en els que els k factors poden prendre diversos nivells, i
es contemplen totes les possibles combinacions entre ells. Aquest projecte es
centrara més concretament en els dissenys factorials complerts 2%, on el niimero
2 indica que cada un dels factors pren 2 nivells diferents. S’explicara la teoria
corresponent a aquests dissenys amb |'ajuda de diversos exemples, explicant des
de un disseny factorial en el que s’estudia la influéncia de 2 factors (22), fins a un
en el que s’estudia la influéncia de 4 factors (2%).

També s’han introduit alguns metodes que ens ajudaran a trobar models
matematics que s’ajustin al sistema, i algunes metodologies d’optimitzacié com
la metodologia de superficies de resposta o el metode simplex, per poder treure
el maxim partit als nostres recursos.

Una vegada introduits tots aquests conceptes, es procedira a realitzar I’'estudi de
dos casos diferents, aplicant els coneixements adquirits. En primer lloc, es
realitzara l'estudi i optimitzacié d’una reacci6 quimica que consisteix en
I'eliminacié de coure d’una dissolucié per a la posterior utilitzacid d’aquesta
dissolucié en la industria per a l'extraccié d’or i plata. El segon cas d’aplicacio
sera la realitzacié de I'estudi i optimitzacié del procés d’obtencié de biodiesel. En
ambdds casos s’aplicara un disseny factorial complet 22, perd en cada un
s’aplicara una metodologia diferent per realitzar la optimitzacid.

Donat que aquest és un projecte purament centrat en el disseny de experiments
i en el tractament de les dades obtingudes, I'experimentaci6 no ha sigut
realitzada per nosaltres, sind que la informacié referent a la mateixa s’ha
obtingut d‘articles académics realitzats per diferents universitats que han
realitzat els estudis corresponents.
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ABSTRACT

In this Project, we will introduce the theory of the statistical design of
experiments, and we will delve on the complete factorial design. This kind of
designs, have application on systems where we wish to study the influence that k
factors can have in a response variable. The complete factorial designs, are those
where the k factors can take several levels, and all the combinations between all
the levels are studied. This project will focus in the complete factorial designs 22,
where the number 2 indicates that all the factors will take 2 different levels. The
theory corresponding to these designs will be explained with the help of several
examples, we will explain from a design where we study the influence of 2
factors (22), to a design where we study the influence of 4 factors (2%).

We will also introduce some methods that will help us to find out the
mathematical model that describes the system properly, and some optimization
methodologies like the response surface methodology or the simplex method in
order to take the most of our resources.

Once we introduced all these concepts, we will proceed to make the study of two
different systems, applying all the knowledge acquired. In the first place, we will
make the study and optimization of a chemical reaction that consists on the
elimination of cupper from a solution for the posterior utilization of the solution
for the extraction of gold and silver. The second case of application will be the
study and optimization of the process of obtaining biodiesel. In both studies we
will use a complete factorial design 2%, but we will optimize each one with a
different optimization methodology.

Since this is a project focused strictly in the statistical design of experiments and
in the posterior data treatment, we will not perform the experiments. We will
take all the necessary experimental data from academic articles made for
universities, which made the corresponding studies.
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OBJETIVO

Al realizar un estudio experimental, la planificacién del mismo es un factor muy
importante y puede ser decisivo para obtener unos buenos resultados. Si se
realizara un estudio experimental sin hacer una buena planificacion, podria ser
que la informacion obtenida al finalizar el estudio no fuera lo suficientemente
buena, o incluso si lo fuera, lo mas probable es que no se hubiera llegado hasta
estos resultados con el minimo nimero de experimentos necesarios. El hecho de
aplicar métodos de disefo experimental como por ejemplo los disefos
factoriales, nos ofrece una serie de ventajas a la hora de realizar un estudio de
este tipo, ya que de una forma muy sencilla y estructurada, podemos obtener
unos resultados que nos ofrecen informacion de calidad, realizando un ndmero
muy reducido de experimentos.

También se introduciran una serie métodos de optimizaciéon y tratamiento de
datos, que nos daran las herramientas necesarias para, una vez realizada la
experimentacién, exprimir al maximo los resultados obtenidos para sacar toda la
informacién posible.

El objetivo de este proyecto es introducirnos en la teoria de los disefios
experimentales y optimizacion, y adquirir los conocimientos necesarios, para de
esta manera, llegar a ser capaces de afrontar cualquier tipo de estudio
experimental y poder construir un disefio sélido, que junto a un buen tratamiento
de datos, nos ayude a encontrar la informacién deseada de una manera éptima.



Planteamiento y optimizacion de experimentos analiticos

ALCANCE

Este proyecto estd centrado exclusivamente en el disefio de experimentos y la
posterior optimizacién de los sistemas en estudio. Por lo tanto, no se va a
realizar ningun tipo de experimentacion, los datos referentes a la misma se
obtendran de articulos académicos externos a este proyecto.

Se van a explicar los disefios factoriales 2%, aplicados al estudio de problemas
analiticos. Estos disefios son muy sencillos de aplicar, y resultan una estrategia
optima cuando se estudian sistemas en los que se quiere evaluar la influencia de
un numero reducido de factores. Con la ayuda de estos disefios, se va a
introducir un método para la obtencién de modelos estadisticos que definen el
sistema adecuadamente y nos permiten estudiarlo en mas profundidad.

Ademads del modelo que se obtiene mediante el disefio factorial, también se
explicard la metodologia de superficie de respuestas, que nos proporciona
modelos mas complejos y que se adaptan mejor al sistema. Esta metodologia, es
ademas una herramienta de optimizacién, que junto al método simplex, nos
ofrece las herramientas necesarias para optimizar cualquier tipo de experimento
analitico.

Una vez realizado el estudio tedrico de las metodologias de disefo y de
optimizacién, se haran dos estudios aplicando los conocimientos adquiridos. El
hecho de estudiar dos casos diferentes nos permitira introducir todas las
metodologias introducidas en la teoria. En ambos casos se va a aplicar un disefio
factorial 22, pero en el primer estudio, se aplicard el método simplex para
optimizar el sistema, y en el segundo se aplicara la metodologia de superficie de
respuestas.
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CAPITULO 1:
INTRODUCCION AL
DISENO ESTADISTICO
DE EXPERIMENTOS
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1.1. Introduccion

La experimentacion juega un papel fundamental en practicamente todos los
campos de investigacion y desarrollo. El objetivo de la experimentacién es
obtener informacién de calidad, informacidn que permita desarrollar nuevos
productos y procesos, comprender mejor un sistema (un proceso industrial, un
procedimiento analitico,...) y tomar decisiones sobre como optimizarlo y mejorar
su rendimiento, comprobar hipétesis cientificas, etc.

Evidentemente esta experimentacidn se tiene que planificar cuidadosamente
para que nos proporcione la informaciéon deseada. Esta planificacion tiene que
considerar dos aspectos relacionados con toda la experimentacién, los costes y la
fiabilidad de los resultados.

La experimentacidn normalmente es cara, por lo que un buen disefio de un
experimento tiene que contemplar los costes, minimizando tanto los relacionados
con el tiempo de experimentacion como con los relacionados con los recursos
(personal, productos,...). Por lo tanto, el disefio tendria que describir un modelo
en el que con el menor numero de experimentos, podamos obtener los
resultados deseados.

Por otro lado, todo experimento tiene una incertidumbre en los resultados,
nosotros obtenemos un valor y:

y =n+¢& (1.1)

Donde n es el valor verdadero (desconocido) y € es el error experimental, una
contribucion aleatoria, que varia cada vez que repetimos el experimento. Para
rectificar esto, debemos disefiar nuestro modelo usando algunas herramientas
estadisticas que nos ayudan a minimizar estos errores, obteniendo unos
resultados lo mas fiables posible.

Resumiendo, el objetivo del disefio estadistico de experimentos es basicamente
obtener unos resultados lo mas fiables posibles con el minimo coste, es decir,
optimizar el experimento para minimizar los costes y minimizar el error
experimental.

-11 -
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1.2. Métodos de experimentacion

Uno de los problemas mads comunes en la investigacidn experimental nos lo
encontramos cuando queremos evaluar la influencia que tiene una o mas
variables sobre otra variable de interés. Por ejemplo, en el estudio de una
reaccion quimica, nos puede interesar saber cémo puede afectar la variacion de
la temperatura o el catalizador usado en el rendimiento de la reaccién. En
términos estadisticos, se dice que estamos interesados en saber como la
respuesta (rendimiento) depende de los factores. Este ejemplo puede ser un
caso particular del esquema mostrado en la figura 1.1, donde un numero de
factores K (Fi, Fa, ... , F) produce un numero de respuestas J (Ry, Ry, ... , R;). El
sistema en cuestion actla como una funcidn, desconocida en principio, que actua
sobre las variables de entrada (factores) y se obtienen las variables de salida
(respuestas). El objetivo del experimentador es el de encontrar la funcién
correspondiente, o al menos, una buena aproximacion de la misma. Con este
conocimiento sera capaz de entender mejor la reaccidon en estudio. Y escoger
mejores condiciones para el proceso.

e iy
Factor 1 Response 1
Factor 2 Process Response 2
Factor k Response j

Figura 1.1. Aqui Un sistema puede representarse como una funcion
(en principio desconocida) que relaciona los valores de los factores
(variables de entrada) con los de las respuestas (variables de salida).

Lo primero que debemos tener en cuenta cuando planificamos un experimento,
es decidir que variables son los factores y cuales son las respuestas. En general
los factores son aquellas variables que el experimentador puede controlar.
Pueden ser cualitativas, como el tipo de catalizador, o cuantitativas, como la
temperatura. La respuesta es la variable de salida en la que estamos
interesados, la cual puede verse afectada (o no) al modificar los factores.
También pueden ser cuantitativas o cualitativas dependiendo del experimento.

El método mas tradicional de experimentacion, el que surge de manera mas
intuitiva, es el de variar-un-factor-cada-vez (VUFCV). Este consiste en, a partir
de unas condiciones iniciales, realizar experimentos en los cuales todos los
factores se mantienen constantes excepto el factor que se estad estudiando, de
esta forma la variacion de la respuesta se puede atribuir a este factor, y por lo
tanto, revela el efecto de dicho factor. Este procedimiento se repite para cada

-12 -
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uno de los factores. El problema de este método de experimentacion, es que si
en dos experimentos consecutivos se cambiaran dos o mas factores, no seria
posible saber si el cambio en la respuesta es debido al primero, al segundo, o a
los dos a la vez. La figural.2, ilustra el estudio del efecto de tres factores (A, B,
C) sobre el rendimiento de una reaccién quimica. El método VUFCV aplicado al
factor A consiste en realizar un experimento a unos valores determinados de B y
C pero a dos valores diferentes de A (puntos 1 y 2). La variacion de la respuesta
indica el efecto de A sobre el rendimiento. Los experimentos se repiten para los
otros dos factores.

AT ES TR e e e,

Figura 1.2. Experimentacion variando un factor cada vez. Cada punto
es un experimento.

Este método, también se utiliza para encontrar cuales son los valores que
optimizan la respuesta. Se experimenta en dos condiciones distintas (Figura 1b
puntos 1 y 2) variando el factor A. Se escoge como valor éptimo de A el que
proporciona la mejor respuesta, se fija este valor y se utiliza como nuevo punto
de partida para estudiar el factor B (punto 3) y asi sucesivamente. El incremento
en variar cada factor depende de la precisién con la que se desee localizar el
optimo (Figura 1c).

Otros métodos de experimentacion mas complejos son los que nos proporcionan
los disefios factoriales 2. Estos son mas eficientes, ya que contemplan poder
variar mas de un factor a la vez en cada observacion, de manera que nos pueden
proporcionar la informacién necesaria en un menor nimero de experimentos.

1.2.1. ¢Coémo variar todo al mismo tiempo?

Para optimizar procesos de fabricacidon, condiciones de reaccién y métodos de
andlisis entre otros, es necesario conocer qué variables influyen
significativamente en el sistema y como afectan. A menudo esta informaciéon no
esta disponible y se genera experimentando. Primero se recogen en una lista
todas las variables que podrian influir en la respuesta. A continuacion, se realizan
una serie de experimentos en los cuales se fijan las variables que no interesa

- 13 -
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modificar, se anota el valor de las que no se pueden controlar, y se varian las
restantes. Finalmente, se obtiene la informacién comparando la variacién de la
respuesta entre experimentos.

El elevado coste de la experimentacién y las limitaciones de tiempo obligan a
ejecutar solo los experimentos imprescindibles. Y el método tradicional de variar-
un-factor-cada-vez no suele ser la mejor opcién. Puede implicar mas
experimentos de los necesarios y, a pesar de ello, proporcionar sélo informacion
parcial. Por ejemplo, no mostraria si existe interaccion entre factores. Las
interacciones suelen ser muy corrientes y a veces son los efectos mas
importantes, por lo que conocerlas es imprescindible para comprender el
comportamiento de muchos sistemas.

El disefio estadistico de experimentos contempla una amplia variedad de
estrategias experimentales que son éptimas para generar la informacidon que se
busca. Aqui introduciremos el disefio factorial completo 2.

El disefio factorial completo 2* describe los experimentos mas adecuados para
conocer simultdneamente qué efecto tienen k factores sobre una respuesta y
descubrir si interaccionan entre ellos. Estos experimentos estan planeados de
forma que se varian simultdneamente varios factores pero se evita que se
cambien siempre en la misma direccion. Al no haber factores correlacionados se
evitan experimentos redundantes. Ademas, los experimentos se complementan
de tal modo que la informacién buscada se obtiene combinando las respuestas
de todos ellos. Esto permite obtener la informacién con el minimo ndmero de
experimentos (y por tanto, con el menor coste) y con la menor incertidumbre
posible (porque los errores aleatorios de las respuestas se promedian).

-14 -
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2.1. Introduccion

A continuacion estudiaremos los disefios factoriales de dos niveles o disefios
factoriales 2*. Estos disefios pueden ser muy Utiles en investigaciones
preliminares, cuando queremos saber si ciertos factores afectan a la respuesta o
no, y de qué manera, pero aun no estamos interesados en investigarlos en
mucho detalle. Son disefios muy simples de llevar a cabo y se pueden ampliar a
un disefio mas sofisticado muy facilmente si desedramos conocer en mas detalle
la relacion entre la respuesta y algunos factores. Por otro lado, si consideramos
un numero relativamente elevado de factores, es muy probable que algunos de
ellos no tengan una influencia significante en la respuesta. En este caso, hacer
un disefo factorial completo, seria una pérdida de tiempo, dinero y esfuerzo. La
mejor estrategia a seguir en estos casos, es averiguar cuales de los factores en
cuestion son relevantes y merece la pena estudiar. Esto lo podriamos conseguir
mediante un diseno factorial fraccionado.

Para realizar un disefio factorial debemos empezar especificando los niveles a los
cuales vamos a estudiar cada factor, estos son los valores de los factores que
vamos a tomar en los experimentos posteriores. Utilizando el ejemplo anterior,
en la reaccidon quimica podriamos querer estudiar la temperatura a cuatro
niveles, 50, 60, 70, y 80°C y el catalizador a tres niveles, A, B o C. Para llevar a
cabo el disefio experimental, debemos realizar experimentos para cada una de
las posibles combinaciones entre los dos factores. Cada uno de los conjuntos de
niveles (por ejemplo: 60°C y el catalizador tipo A), es un experimento a realizar.
Con cuatro niveles para el primer factor y tres para el segundo, como en el
ejemplo, en total necesitariamos 4 x 3 = 12 experimentos diferentes, y al diseno
se le llamaria 4 x 3 factorial. En general si hay n; niveles para el factor 1, n,
niveles para el factor 2, ... , y n niveles para el factor k, el disefio resultante es
un disefio n; X n, X ... X ny factorial, lo cual significa que ese es el minimo numero
de experimentos que se necesitan para llevar a cabo un diseno factorial
completo.

Para estudiar el efecto de cualquier factor sobre una variable repuesta, tenemos
gque cambiar su nivel y observar las consecuencias de la variacion sobre la
respuesta. Para poder hacer esto, el factor en cuestién, debe tener como minimo
2 niveles. Por lo tanto, el disefio mas simple es aquel en que cada factor a
estudiar tiene solamente 2 niveles.

Para k factores, es decir, k variables a estudiar controladas por el
experimentador, un disefio completo factorial a dos niveles requiere 2 x 2 X -+ X
2 = 2¥ experimentos diferentes, y se le llama disefio factorial completo 2.
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2.2. Disefios factoriales 22

Vamos e empezar estudiando el caso mas sencillo de todos. Como hemos
mencionado, el disefio factorial mas simple, es aquel en el que solo se estudian
los factores a 2 niveles diferentes, es decir, el disefio factorial 2, pero dentro de
este grupo, el mas sencillo es aquel en el que solo se estudian 2 factores, es
decir, que k=2, ya que si estuviéramos interesados en estudiar el efecto de un
solo factor, no necesitariamos usar un disefio factorial, podriamos usar un disefo
mucho mas simple.

En este apartado vamos a estudiar el efecto que tiene el hecho de aumentar la
temperatura y cambiar el tipo de catalizador sobre el rendimiento de una
reaccion quimica.

Este simple ejemplo nos permitird introducir una serie de conceptos
fundamentales que mas adelante vamos a aplicar a ejemplos mas complejos.

Empezaremos seleccionando los niveles de los factores: vamos a estudiar la
temperatura a 40 y 60°C, y vamos a usar dos tipos diferentes de catalizador, Ay
B. Este es un ejemplo ficticio, por lo que hemos seleccionado los valores
arbitrariamente, pero en un caso real, deberiamos basar nuestras decisiones en
nuestros conocimientos sobre el sistema en estudio y pensarlo a fondo antes de
decidir que niveles deben ser investigados. La Tabla 2.1 muestra los dos factores
escogidos y el dominio experimental.

Tabla 2.1. Factores y dominio experimental.

Dominio
Factores experimental
Nivel (-)  Nivel (+)
x1: Temperatura (°C) 40 60
x2: Catalizador A B

Esta tabla también muestra la notacidn codificada mas habitual para factores: se
asigna el valor -1 al extremo inferior del dominio experimental y el valor +1 al
extremo superior. Para simplificar a menudo sdlo se indican - y +. En el caso de
factores cualitativos, como el catalizador en nuestro ejemplo, también se les
pueden asociar signos a los dos niveles. En nuestro caso hemos asociado el signho
+ al catalizador B y el signo - al catalizador A. Esta decision se toma
arbitrariamente y no afecta a las conclusiones de nuestro experimento.

Es necesario definir la correspondencia entre variables reales y codificadas
porque el disefio de experimentos describe la experimentacidon Optima
empleando variables codificadas sin dimensidon. De este modo las herramientas
matematicas y estadisticas son generales y se pueden aplicar a cada problema
concreto.
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Para realizar el disefio experimental, debemos llevar a cabo experimentos y
anotar las respuestas para las cuatro posibles combinaciones de los niveles
elegidos: (40°C, A), (40°C, B), (60°C, A) Y (60°C, B). La Tabla 2.2 muestra la
lista de todas las posibles combinaciones, y se le llama matriz de disefo.

Tabla 2.2. Matriz de disefio. Plan de experimentacion y respuestas

observadas.
Matriz de
experimentos Plan de experimentacién Rendimiento (%)
T C Temperatura (°C) Catalizador Respuesta 1 Respuesta 2 Promedio
- - 40 A 57 61 59
+ - 60 A 92 88 90
- + 40 B 55 53 54
+ + 60 B 66 70 68

La matriz de experimentos se concreta para nuestro estudio sustituyendo los
valores + y - de las variables codificadas por los valores de las variables reales.
Asi se obtiene el plan de experimentacion (Tabla 2.2), que comprende, de forma
estructurada y facilmente comprensible, la lista de experimentos a realizar. Por
ejemplo, el experimento 1 se realizara a 40°C y con el catalizador A.

Antes de llevar a cabo los experimentos hay que comprobar que todos parecen
factibles. Si alguno corresponde a una combinacion de factores que no es de
interés econdmico o es imposible llevarlo a la practica, se puede reemplazar por
otro que complete el disefio con la minima pérdida de calidad.

A continuacidon se realizan los experimentos y se anotan las respuestas
observadas en la tabla. Se puede observar que todos los experimentos se han
hecho por duplicado, produciendo un total de ocho respuestas. Gracias a esto,
podemos estimar el error experimental que hemos cometido en cada uno de los
experimentos. El tamafio del error sera importante para decidir si el cambio
producido en las respuestas es debido al cambio de los factores, o simplemente
al error experimental.
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2.2.1. Calculo de los efectos

Observando las respuestas obtenidas, podemos aplicar una serie de
herramientas estadisticas que nos ayudan a ver el efecto que tienen los cambios
realizados en los factores sobre el rendimiento:

« Valor promedio:

Para empezar, aunque no corresponda a un efecto de los factores, podemos
calcular el valor promedio de todas las respuestas. Este nos puede servir como
un valor de referencia. Lo podemos calcular con la siguiente expresion:

}—,: Wty ty;+ty,
4

(2.1)

Siendo Y el valor promedio de todas las respuestas y y, el promedio de la
respuesta en el i-ésimo experimento. Calculamos el valor promedio para nuestro
experimento:

59+90+54+68
4

Y=

El promedio indica alrededor de qué valor estan distribuidas las respuestas. Si
ningun factor tuviera efecto, esta distribucion seria debida a la incertidumbre
experimental. Y es también el valor predicho en el centro del dominio
experimental (cuando x; = 0 y X, = 0) si el fendmeno se comporta linealmente.

o Efecto principal de los factores:

El efecto principal de cada factor indica la variacién promedio sobre la respuesta
cuando cambia ese factor.

La expresion general para calcular el efecto principal de la temperatura es:
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- Gomsle byl

Y aplicando la ecuacion a nuestro ejemplo:

90-59)+(68-54) _31+14
2

T= ( =22.5%

Este valor indica que al variar la temperatura del nivel inferior al nivel superior
(de 40°C a 60°C) el rendimiento de la reaccibn aumenta en un 22.5% en
promedio. Sin embargo, esta informacién es incompleta ya que no sabemos si
existe una interaccién entre los factores que también influya en la respuesta, lo
cual vamos a estudiar mas adelante.

También podemos expresar la ecuacion de la forma:

o) ()
2 2

(2.2.a)

Y teniendo en cuenta que (y,+y,) corresponden al nivel superior (+), y
(y, +y;) corresponden al nivel inferior (-) de la temperatura, observar que el
efecto principal de la temperatura (T) es la diferencia entre la respuesta media
en el nivel superior (+) y la respuesta media en el nivel inferior (-).

T'=y, -y (2.3)

Esta expresion es valida para cualquier efecto principal en un disefio factorial
completo 2%, y se puede considerar como una definicidn alternativa del mismo.

Para el catalizador, los experimentos 3 y 4 corresponden al nivel superior, y los
experimentos 1 y 2 al nivel inferior, por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién 2.3
el efecto principal del catalizador es:

C=y -7 = (73;74)_ (?1;72):(54;68J_(59‘9oj:—13.5% (2.4)
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Vemos que en este caso, el efecto es negativo. Esto es debido a nuestra decisidon
de asignar el nivel superior (+) al catalizador B y el nivel inferior (-) al
catalizador A. Este efecto nos indica que al cambiar del catalizador B al A,
disminuye el rendimiento en un 13.5%. Si hubiéramos invertido nuestra decision
en la eleccion de los niveles, siendo A el nivel superior y B el nivel inferior, el
efecto calculado seria C =+13.5% . En la practica la conclusion es la misma: hay
una diferencia entre los rendimientos obtenidos usando los dos catalizadores, y
los resultados obtenidos con el catalizador B son de media un 13.5% mas bajos
que los obtenidos con el catalizador A.

Sin embargo, al igual que con el efecto principal de la temperatura, esta
informacidon es incompleta, y debemos estudiar mas a fondo todos los efectos
antes de sacar ninguna conclusion.

« Efecto de interaccidon entre los factores:

El efecto de interaccién entre la temperatura y el catalizador, es la Ultima
informacién que podemos obtener.

Existe interaccidon entre los factores cuando el efecto de un factor depende de
que valor tome el otro factor. Aplicando este concepto a nuestro ejemplo, vemos
que cuando usamos el catalizador tipo A y elevamos la temperatura de 40 a
60°C (experimentos 1 y 2), el rendimiento se incrementa del 59% al 90%, esto
es un incremento del 31% (90%-59%), pero utilizando el catalizador tipo B
(experimentos 3 y 4), cuando hacemos el mismo cambio en la temperatura, el
rendimiento solo se incrementa en un 68%-54%=14%. Eso nos muestra que el
efecto de la temperatura sobre el rendimiento de la reaccién depende del tipo de
catalizador que se esté usando. Por otro lado, el efecto del catalizador también
depende del nivel de la temperatura. A 40 °C (experimentos 1 y 3) el cambio de
catalizador de A a B disminuye el rendimiento en un 5% (59%-54%), mientras
que a 60°C (experimentos 2 y 4), el rendimiento disminuye en un 22% (90%-
68%).

Vemos que el efecto de la temperatura es de +31% usando el catalizador A, pero
disminuye hasta +14% cuando usamos el catalizador B. Podriamos decir que no
existe interaccion entre los factores si estos dos valores fueran iguales, por lo
tanto podemos medir la interaccidon con la diferencia de estos valores. El efecto
de la interaccion entre los dos factores, lo podemos definir entonces, como la
mitad de la diferencia entre los dos efectos principales de un factor. Usando T x
C para representar este efecto, o simplificado TC, podemos escribir:

TxC=TC = 14;31 =-8,5%

Hemos obtenido el valor, restando el efecto T correspondiente al nivel inferior de
catalizador (que es A segun nuestra convencién de signos), al valor
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correspondiente al nivel superior del catalizador (B), de manera que podemos
escribir de forma general:

2 2 2 2

ool i) b Gen)

En las ecuaciones (2.2), (2.4) y (2.5), podemos ver que en el cdlculo de cada
efecto contribuyen todas las respuestas observadas. Cada efecto es la diferencia
entre dos promedios, la mitad de las respuestas contribuyen a una media, vy la
otra mitad, a la otra. Esta es una caracteristica importante de los disenos
factoriales completos de dos niveles, todos los valores de las respuestas son
usados para el calculo de todos los efectos.

Interpretacion geométrica de los efectos

Podemos interpretar geométricamente los efectos que acabamos de calcular.
Para hacerlo, representamos el disefio en un sistema de coordenadas
cartesianas, con un factor en cada eje. Como solo tenemos dos factores, lo
representaremos en un sistema de dos dimensiones. Escogiendo las escalas de
los ejes apropiadamente, podemos representar los cuatro puntos estudiados en
los vértices de un cuadrado, como podemos ver en la figura 2.1. En los graficos
vemos que los efectos principales de los factores son los contrastes (la diferencia
entre las medias) de los valores situados en las aristas opuestas vy
perpendiculares al eje del factor correspondiente, como muestran las figuras
2.1.a (efecto del catalizador) y 2.1.b (efecto de la temperatura). Por otro lado, el
efecto de interaccidon entre factores corresponde al contraste entre las
diagonales, donde se considera positiva la diagonal que une los experimentos (--
)y (++), figura 2.1.c. Fue por eso que para calcular el efecto de la interaccién,
dividimos la diferencia entre 2, de esa manera también lo podemos interpretar
geomeétricamente como una diferencia entre medias.
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Figura 2.1. Interpretacion geométrica de los efectos de un disefio
factorial 2°. Los efectos principales son contrastes entre los lados
opuestos (a) y (b), y el efecto de interaccion es el contraste entre dos
diagonales (c).

2.2.2. Estimacion del error de un efecto

Los experimentos de /a tabla 2.2 se realizaron por duplicado, para que de esta
manera podamos estimar el error experimental, y usando este valor, evaluar los
resultados estadisticos de los efectos. Para calcular este error correctamente,
debemos realizar las repeticiones de los experimentos como si fueran
experimentos independientes, es decir, deben realizarse de principio a fin
incluyendo todos los pasos del experimento, desde la limpieza del material hasta
el fin de la reacciéon. Esto es muy importante, ya que de esta manera nos
aseguramos de que los resultados incluyen toda la variabilidad del proceso. Si no
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lo hiciéramos de esta manera, y por ejemplo realizaramos los dos experimentos
con los mismos valores de los factores seguidamente y sin limpiar el material,
una parte de la variabilidad del proceso no estaria incluida en los resultados, v el
error experimental obtenido seria menor del que realmente es. Este error nos
podria llevar a concluir que ciertos efectos son estadisticamente significantes,
cundo en realidad no lo son.

Otra medida que debemos tomar para asegurarnos de la fiabilidad de los
resultados, es llevar a cabo los experimentos en orden aleatorio, para
asegurarnos de que no influyen en los resultados factores externos y que no
podemos controlar. Por ejemplo, si la reaccion se viera afectada por la luz, y
realizaramos todos los experimentos con el catalizador A a la luz del dia, y con el
catalizador B durante la noche, estariamos confundiendo el efecto de la luz con el
efecto del catalizador. Realizando los experimentos en orden aleatorio
minimizamos este problema, ya que, de esta manera, la probabilidad de que
algun factor externo afecte a la respuesta serda la misma para todas las
respuestas, y su influencia en los efectos calculados se anula. Por lo tanto, los
numeros asociados a cada experimento en la tabla 2.2, no corresponde al orden
de los experimentos, es simplemente una manera de identificar cada
combinacidén de niveles.

También es importante que las réplicas de los experimentos realizados reflejen la
variabilidad del proceso en todo el rango estudiado, no solo en cierta
combinacién de niveles. Por eso, si no fuera posible realizar todas las
repeticiones del disefio, debemos escoger los experimentos que vamos a repetir
con tal de que abarquen la maxima porcidon del rango estudiado posible. Esto no
suele ser un problema cuando solo tenemos cuatro experimentos en nuestro
disefio, pero como mayor se haga el disefio y mas factores se estudien, mas
dificil se hace estudiarlo en todo el rango.

Estudiando las repeticiones de los experimentos podemos calcular una
estimacién del error experimental. Los rendimientos observados en el
experimento numero 1, fueron 57% vy 61%, y como en principio los dos
experimentos son replicas exactas, la diferencia entre los dos se debe
exclusivamente al error experimental. Asi que podemos tomar la varianza de
este par de valores, que es 8, como una estimacién de la varianza de toda la
poblaciéon de posibles experimentos con esta combinacidn de los factores. A
partir de estas estimaciones, podemos combinar la informacién de todos los
experimentos para obtener una estimacion con mas grados de libertad.

Cada uno de los experimentos se ha hecho por duplicado, por lo tanto, nos
proporciona una estimacién de la varianza con solo 1 grado de libertad. Podemos
obtener una estimacién con mas grados de libertad combinando todas varianzas
estimadas a partir de cada par de respuestas. Cuando el nUmero de repeticiones
es el mismo para cada experimento, la estimacién de la varianza en todo el
rango estudiado, es simplemente la mediana aritmética del conjunto de las
varianzas observadas para cada experimento. Si cada experimento se repite n;
veces, y hay m experimentos diferentes, podemos calcular la varianza con la
siguiente expresion:
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2 2 2
2w HVysy oty s,

(2.6)
5 v+, oy,

Donde v, =n,—-1 , son los grados de libertad de la varianza estimada en el i-
ésimo experimento (s’). De manera que a partir de las varianzas obtenidas de
cada experimento, que son 8, 8, 2 y 8 respectivamente:

2 (1x8)+(1x8)+(1x2)+(1x8) _8+8+2+8 _

— 6.5
S 1+141+1 4

Y calculando la raiz cuadrada de este valor, obtenemos la estimacion de la
desviacion estandar en la regién estudiada, que corresponde al error estandar de
nuestros valores:

s=+/s? =6.5 = 2.55% (2.7

Una vez obtenida la varianza y la desviacién estandar de las respuestas podemos
calcular la varianza que tienen los efectos mediante la siguiente expresién:

V=>a'xo! =0} (2.8)

Cada efecto calculado es una combinacion lineal de los cuatro valores y, con un
coeficiente a; igual a +1/2 o —1/2 . Debido a que cada replica se realiza de forma
completamente independiente del otro experimento con los mismos valores de
los factores, y que el orden de los experimentos es aleatorio, los valores de los
efectos obtenidos deberian ser estadisticamente independientes. Por lo tanto, si
asumimos que los efectos tienen la misma varianza de la poblaciéon, podemos
aplicar la ecuacién 2.8 con un valor de a, =1/4 para calcular la varianza de un
efecto:
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Teniendo en cuenta que cada valor y, es el promedio de dos observaciones
independientes, podemos decir que la varianza asociada al valor promedio es la
mitad de la varianza de cada respuesta individual. Por lo tanto, usando el valor
estimado s® en lugar de o?, podemos obtener una estimacién con cuatro grados
de libertad del error estandar de un efecto en nuestro experimento:

0_2
s(efecto) = 5 =1.80%

Otra manera de calcular el error de un efecto es utilizando la ecuacién 2.3, que
nos dice que todo efecto es la diferencia entre las medias aritméticas de las
respuestas obtenidas con el valor superior del factor y la de las obtenidas con el
valor inferior. Asi que podemos escribir:

2 2
S

_ _ N . 2
I}(efecto) = I}(y+ -y )=V )+V(y)= S .5 5
4 4 2
2.2.3. Interpretacion de los resultados

Tabla 2.3. Estimacion de los efectos con sus respectivos errores
estandar en un disefio factorial 2°.

Efecto Estimacion  error
Valor promedio ( y) 67,75 £ 0,90
Efecto de la temperatura (T) 22,5+ 1,80
Efecto del catalizador (C) -13,5+ 1,80
Efecto de interaccion (TC) -8,5+ 1,80

En la tabla 2.3 tenemos los valores obtenidos de los efectos de nuestro disefio
factorial con su correspondiente error experimental, como se puede observar, el

error experimental del valor promedio es la mitad del error estandar de los
efectos.

Lo primero que tenemos que hacer con los valores obtenidos, es seleccionar solo
los efectos que son significativamente grandes como para interpretarlos, ya que
si alguno de los célculos nos da un efecto relativamente pequefio, ese valor
podria ser debido Unicamente al error experimental, y por lo tanto no ser
representativo de dicho efecto. Para hacer esta seleccién podemos construir un
intervalo de confianza usando una distribucidon t de Student (expresion 2.9) y
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seleccionar Unicamente los efectos cuyo valor sea superior al incremento
aplicado para formar el intervalo.

[ —t, xs(efecto) < il < f1+1, X s(efecto) (2.9)

Para aplicar esta expresion, tomaremos un nivel de confianza del 95%, vy

teniendo en cuenta que el error calculado tiene 4 grados de libertad, el valor de t
es igual a 2.776:

t, X s(efecto) = 2.776x1.80% = 5.0%

De modo que solo los efectos con valores mayores al 5.0% deben ser
considerados. Aplicando este criterio a nuestros valores obtenidos, vemos que
todos los efectos son mayores a este porcentaje, lo que significa que todos los
efectos realmente existen, y nuestros calculos no son fruto del error
experimental.

Catalyst

 J

40 60
Temperature

Figura 2.2. Diagrama de los resultados obtenidos. Los valores en los
vértices del cuadrado son los promedios de las respuestas obtenidas
para cada combinacion de los factores.

Debido a que los efectos de interaccién entre los dos factores son significativos,
debemos interpretar sus efectos conjuntamente. La mejor manera de hacerlo es
dibujando un diagrama en el que se representan los valores promedios de cada
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experimento donde cada eje corresponde a los valores de un factor, y ajustando
los valores de cada eje con tal de que obtengamos un cuadrado, como en la
figura 2.2. Examinando el diagrama podemos concluir que:

e Un aumento en la temperatura incrementa el rendimiento de la reaccién, pero
este efecto es mucho mas elevado cuando usamos el catalizador tipo A que
cuando usamos el de tipo B (+31% con el catalizador Ay +14% con el B).

e Cambiar del catalizador A al B disminuye el rendimiento de la reaccién, pero
este efecto es mucho mas pronunciado a 60°C (-22%) que a 40°C (-5%).

e El rendimiento mas alto se obtiene al usar el catalizador del tipo A a 60°C,
obteniendo un rendimiento promedio del 90%.

2.2.4. Construccion de un algoritmo para el
calculo de los efectos

Todos los célculos realizados en este ejemplo son calculos muy simples que se
pueden realizar sin ningun tipo de dificultad, y sin practicamente dar lugar a
error, incluso haciéndolos manualmente. Esto puede hacernos pensar que este
tipo de cdlculos siempre son simples, pero no es asi. Este procedimiento, a
medida que aumentamos el nimero de factores que queremos someter a
estudio, se hace mucho mas laborioso, y por lo tanto, mucho mas susceptible a
gue se cometa algun error en los cdlculos. Sin embargo, podemos utilizar un
procedimiento alternativo que nos permite calcular cualquier tipo de efecto en un
disefo factorial con poca dificultad, sin importar cual sea el tamafo del disefno.

Tabla 2.4. Operaciones de céalculo de los efectos.

Efecto Operacion Estimacioén + error
Valor promedio (+yl+y2+y3+y4)/4 67,75 + 0,90
T (-yl+y2-y3+y4)/2 22,5 + 1,80
c (-y1-y2+y3+y4)/2 -13,5 + 1,80
TC (+y1-y2-y3+y4)/2 -8,5 + 1,80

La tabla 2.4 muestra todas las operaciones que hemos llevado a cabo para
calcular cada uno de los efectos. Hemos ordenado las respuestas en cada
operacién, poniéndolas en el mismo orden de los experimentos que muestra la
tabla 2.2.

El orden en el que se suman y restan las respuestas viene dado por la matriz de
los efectos (también llamada matriz del modelo) de /a Tabla 2.5. Esta matriz
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codificada tiene tantas filas como experimentos, y tantas columnas como efectos
se estimaran. Cada efecto se calcula sumando o restando las respuestas de
acuerdo con el orden de signos de su columna y multiplicando el resultado por un
coeficiente igual a 1/2%! para todos los efectos menos para el promedio, donde
el coeficiente sera igual a 1/2K,

Tabla 2.5. Matriz de los efectos.

Promedio T C TC
+ - - +
+ + - -
+ - + -
+ + + +

Esta matriz la podemos obtener directamente de la matriz de experimentos
(tabla 2.2). En primer lugar cogemos todas las combinaciones de los factores, y
sus codificaciones:

T C T C
40 A - -
60 A + -
40 B | | - +
60 B +

Ahora podemos aumentar esta matriz afiadiendo dos columnas, una, que sera la
primera, con todos los signos positivos, y otra, que sera la ultima, que sus signos
son el producto, elemento por elemento, de los signos en las columnas T y C.
Esto nos da una matriz 4 x 4 que sera igual a la matriz de los efectos.

M T C TC
+ - -+
+ o+ - -
+ - -
+ + 4+ o+

Para hacer el calculo los efectos, solo tenemos que escoger la columna
apropiada, aplicar los signos a las correspondientes respuestas y multiplicar el
resultado por el coeficiente adecuado para cada efecto. Si hacemos estas
operaciones, obtendriamos las expresiones que muestra la tabla 2.4.
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Por otro lado, podemos calcular el valor de los efectos de una forma mas directa
usando una Unica expresion matricial. Si expresamos la matriz de los efectos de
la manera:

+ - -+ +1 -1 -1 +1
+ o+ - - +1 +1 -1 -1
+ - N S R
+ + o+ o+ +1 +1 +1 +1

Cada efecto viene dado por el producto escalar del vector apropiado de la matriz
por el vector con los valores de las respuestas, y multiplicado por el coeficiente
correspondiente a dicho efecto. Asi que por ejemplo, si queremos calcular el
efecto del catalizador, cogemos la tercera columna de la matriz de los efectos y
la multiplicamos por la matriz formada por las respuestas y por el coeficiente
correspondiente, que es en este caso: 1/2K1=1/2%1=1/2.

90
C==[-1 -1 +1 +1] =-13.50%
54

Si expresamos los vectores de la siguiente manera,

-1 59
-1 90
Xc = Y=
+1 ; 54
+1 68

Podemos determinar el efecto del catalizador mediante la expresion:

=S ey (2.10)

Donde X/ es el vector fila que obtenemos haciendo el transpuesto del vector
columna X..

Para el caso general de un disefio factorial 2%, con la expresién 2.10, y usando un
software para hacer todos los calculos algebraicos, podriamos calcular todos los
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efectos muy facilmente. Si tomamos la matriz de los efectos entera, la
llamaremos X, los efectos serian, sin tener en cuenta los coeficientes, los
elementos resultantes del producto X'y, el cual es un vector columna. Para
nuestro ejemplo:

+1 +1 +1 +1] 1|59 271
1 +1 -1 +1|]90]| | 45
1 =1 41 41| |54] =27
+1 -1 -1 +1|]68] |-17

Y multiplicando los resultados por los coeficientes correspondientes, que en este
caso son 1/2 para todos los efectos menos para el promedio, que es 1/4:

M 67.75
T | | 2250
C | |-13.50
7C -8&.50
2.2.5. Construccion del modelo estadistico

En el algoritmo que hemos usado para calcular los efectos, los valores reales de
los factores son substituidos por +1 y -1. Este cambio se hace para trabajar con
unas variables estandar que podamos aplicar a cualquier problema, y no
simplifica los calculos. Para transformar los valores reales de los factores en
estas nuevas variables, por ejemplo con los valores de la temperatura 40°C y
60°C a -1 y +1, debemos restarle a cada uno de los valores el promedio de los
dos, y dividirlo entre la mitad del rango que forman, es decir, la diferencia entre
el valor del nivel superior y el del nivel inferior:

« Codificacion nivel inferior:

40-50  —10 _

= -1
(60-40)/2 10

« Codificacion nivel superior:

60-50 10 _

— = =4]
(60-40)/2 10
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Esto significa que el origen del eje de la temperatura ahora se encuentra en el
valor del promedio 50°C, y que en la escala de dicho eje, cada unidad
corresponde a 10°C. En cuanto al otro factor, el catalizador, su origen estara
situado de la misma manera entre los dos valores A y B, en un hipotético estado
de “catalizador cero”. Este concepto no tiene sentido fisicamente hablando, pero
nos permitira tratarlo algebraicamente de la misma manera que el origen del eje
de la temperatura. El valor de la respuesta que hipotéticamente corresponderia
al origen del nuevo sistema de coordenadas, en el centro del disefio, es el valor
promedio de todas las respuestas obtenidas (67.75%).

Catalyst (Type)

40 60
Temperature (°C)

Figura 2.3. Codificacién de las variables para un disefio factorial 2°. El origen del nuevo
sistema se encuentra en el promedio de todas las respuestas. La unidad de medida para
cada eje es la mitad del rango de variacion del factor correspondiente.

Una vez realizada la codificacidon de las variables, podemos ver que cada efecto
calculado corresponde a una variacion de dos unidades en el factor
correspondiente en nuestro nuevo sistema de coordenadas, ya que aplicamos un
incremento de -1 a +1. Por lo tanto, tiene sentido pensar que los efectos por
unidad de medida de los ejes de x; y X,, son la mitad de los efectos calculados
anteriormente. Decir que el efecto de la temperatura cuando esta varia de 40 a
600°C es del 22.50%, es lo mismo que decir que el efecto es de 11.25% por cada
unidad en el eje x;. Dividiendo todos los efectos calculados anteriormente por 2,
obtenemos todos los efectos por unidad en x; y X,: 11.25% (X;, temperatura),
-6.75% (x,, catalizador) y -4.25% (interaccidn x; x x;).

Para el disefio 2%, la respuesta observada al nivel (x;, X,), se considera una
variable aleatoria, la cual esta alrededor del valor promedio de la poblacién, n(x;,
X»), Y con cierta varianza de la poblacién o?(xy, X»). Esto lo podemos expresar de
la siguiente manera:
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y(xl,x2)=77(x1,xz)+€(prz) (2.11)

Donde &(x,,x,) es el error experimental aleatorio inherente al proceso.

Evidentemente nosotros no disponemos de los valores estadisticos exactos
representativos de la poblacién, ya que para eso tendriamos que llevar a cabo
infinitos experimentos, pero disponemos de los valores referentes a nuestra
muestra, los cuales nos proporcionan estimaciones de dichos valores.

Por ejemplo, el experimento nimero 1 lo hemos realizado por duplicado y hemos
obtenido unos rendimientos de 57% y 61% con la combinacién de los niveles
inferiores de ambos factores. Tomamos estos dos valores como una muestra de
la poblacion de todos los rendimientos posibles cuando (x,,x,)=(-1,—-1). Con el
valor promedio de esta muestra obtenemos una estimacién del valor promedio
de la poblacién: y, =(61+57)/2=59%. De la misma manera, la varianza con la
que se distribuyen los rendimientos alrededor de la media aritmética de la
poblacidn, la estimamos calculando la variancia de la muestra, que en este caso
es: s° =8.

El error asociado a la respuesta obtenida (error experimental), también forma

una distribucién independiente con un promedio igual a cero y una varianza igual
a la varianza correspondiente a la distribucién de los rendimientos.

En un disefio factorial 22, el promedio de todas las observaciones de la poblacidn
para determinados valores de x; y X;, viene determinado por la siguiente
expresion:

By + Bix, + Byx, + B,xx,

Donde B, es el valor del promedio de todos los rendimientos posibles
representativo de la poblacion, y Bi, B> Y Bi2 son los valores de cada uno de los
efectos de la poblacion por unidad de los ejes x; y X,. Substituyendo esta
expresion en la ecuacion 2.11, vemos que una observacion individual hecha a
cualquier experimento, se puede representar de la siguiente manera:

J’(xwxz): :Bo +Bix, + Box, + Brxx, +5(x1,x2) (2.12)

Esta descripcion es valida Unicamente en los vértices del disefio, donde hemos
realizado los experimentos. Desde un punto de vista estrictamente matematico,
no la deberiamos interpretar como una ecuacién para extrapolar o interpolar,
debido a que los valores de x; y X, estan restringidos Unicamente a +1 o -1. Sin
embargo, en muchas aplicaciones se puede dejar de lado el rigor matematico,
para asi hacer un uso mas practico de nuestro modelo.
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Los valores de las betas (B) son valores representativos de la poblacién, que
evidentemente no conocemos ya que habria que realizar un ndmero infinito de
experimentos para obtenerlos. Los valores que conocemos son los parametros
correspondientes a la muestra de nuestros ocho experimentos realizados, los
cuales son estimaciones de los valores reales asociados a la poblacién. Usando el
alfabeto latin para denominar las estimaciones, escribimos:

)s(xlaxz):ﬁ(xl’xz) :bo +b1x1 +b2x2 +b‘2x1x2 (2.13)

Con un acento circunflejo en la y y en la n, que nos indica que estamos tratando
con estimaciones de estos valores. Los coeficientes by, by, b, y bi,, reciben el
nombre de estimadores de los parametros de la poblacion By, B1, B2 Y Bi2.

La ecuacion 2.13, también se puede expresar como un producto escalar:

Prnx)=[l x x, xx] (2.14)

S o
Iy )

Si aplicamos esta ecuacién por ejemplo al experimento nimero uno:

67.75
11.25

h -1 -1 1] =59%
-6.75

-4.25

H=1-1)

El valor obtenido es la estimacién que nos proporciona nuestra muestra para el
rendimiento medio cuando los dos factores toman los valores del nivel inferior
(experimento 1). Los elementos correspondientes al vector fila son los valores
correspondientes al experimento 1 en la matriz de los experimentos, donde se
muestran las variables codificadas. La misma operacion se puede llevar a cabo
para todos los experimentos.

Retomando la matriz X que representa toda la matriz de los experimentos, y
escogiendo la letra b para representar el vector columna que contiene todos los
parametros del sistema:

(2.15)
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Donde y es el vector columna que contiene todas las estimaciones de los
rendimientos en cada experimento obtenidas por nuestra muestra. Este vector es
exactamente igual al vector y de la ecuacion 2.10.

Utilizando los valores apropiados para las matrices X y b, podemos aplicar esta
ecuacién a cualquier disefio factorial de dos niveles.

Nuestra estimacion para el rendimiento en el experimento nimero 1 es del 59%.
Sin embargo, los valores observados en los experimentos individuales son del 57
y del 61%. De manera que la predicciéon hecha por nuestro modelo, nos deja un
residuo del 2% en cada una de las observaciones hechas.

Las diferencias entre el valor predicho y el valor observado siempre aparecen
cuando nuestro modelo contiene menos parametros que el numero de
experimentos realizados para su determinaciéon. En nuestro caso, la estimacion
de una observacidn es una funcidn de dos variables independientes (x; y X,), con
cuatro coeficientes que hay que determinar (bo, by, b, y biz), Y que a su vez
estiman los parametros del modelo. Los residuos aparecen debido a que los
experimentos se realizaron por duplicado, sumando un total de ocho
experimentos, si hubiéramos realizado solamente cuatro experimentos, el
modelo encajaria perfectamente y no dejaria residuos.

Es fundamental un analisis de los residuos obtenidos para evaluar el ajuste del
modelo a las observaciones. Un residuo anormalmente alto, podria indicar, por
ejemplo, la presencia de una observacion anémala, tal vez, debida a un error,
por lo que se deberia repetir el experimento correspondiente. En un modelo bien
ajustado, los residuos obtenidos, no deberian ser incompatibles con el error que
esperabamos en las observaciones, el cual esta incluido en la ecuacion 2.11.
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2.3. Disefios factoriales 2°

En este apartado vamos a estudiar cdmo construir e interpretar un disefio
factorial 23, es decir, un disefio factorial que estudia el efecto de 3 factores a 2
niveles. Para hacer esto utilizaremos el mismo ejemplo afadiéndole un nuevo
factor.

Tabla 2.6. Dominio experimental del disefio factorial 2°.

Factores Dominio experimental
Nivel (-) Nivel (+)
1: Temperatura (°C) 40 60
2: Catalizador (tipo) A B
3: Concentracion (M) 1,0 1,5

En el ejemplo anterior hemos estudiado el efecto que pueden tener la
temperatura y el tipo de catalizador sobre el rendimiento de una reaccion
quimica. Otro factor interesante a estudiar podria ser la concentraciéon del
reactivo utilizado. Tenemos que definir a que niveles vamos a estudiar este
nuevo factor, en este ejemplo estos seran, 1.0 M (nivel -) y 1.5 M (nivel +),
como se muestra en la tabla 2.6. Al hacer un disefio factorial completo 23,
debemos realizar un total de 2° =8 experimentos Unicos. La tabla 2.7 muestra la
matriz de disefo, con el plan de experimentacion y las respuestas observadas
para cada experimento. Al igual que en el ejemplo anterior, hemos realizado
todos los experimentos por duplicado, por tal de poder calcular el error
experimental cometido, y el orden en el que se raizan los experimentos es
aleatorio para evitar que otros factores que no estan bajo nuestro control y
tengan efecto en la respuesta, puedan afectar a nuestro estudio. El nUmero entre
paréntesis al lado de cada respuesta indica el orden en que se ha realizado dicho
experimento.
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Tabla 2.7. Matriz de disefio. Plan de experimentacion y respuestas

observadas.
Matriz de Plan de

experimentos experimentacion Rendimiento (%)

1 2 3 x1 x2 X3 Respuesta 1  Respuesta 2 Promedio
- - - 40 A 1,0 56 (7) 52 (12) 54,0
+ - - 60 A 1,0 85 (9) 88 (10) 86,5
- + - 40 B 1,0 49 (11) 47 (15) 48,0
+ + - 60 B 1,0 64 (2) 62 (1) 63,0
- - + 40 A 1,5 65 (13) 61 (5) 63,0
+ - + 60 A 1,5 92 (6) 95 (16) 93,5
- + 40 B 1,5 57 (14) 60 (3) 58,5
+ + 60 B 1,5 70 (8) 74 (4) 72,0

Si observamos la matriz de experimentos, podemos ver que el orden en el que
estan listados los experimentos sigue un patrén. Todas las columnas comienzan
con un signo (-), y luego se van alternando los signos, en la primera columna se
hace de uno en uno (- + - + ::+), en la segunda columna de dos en dos (- - + +
-++), y finalmente en la ultima columna hay cuatro signos negativos seguidos de
cuatro signos positivos. A este orden se le llama orden estandar. Para obtener
este orden estédndar de los experimentos, para un disefio factorial 2 general, se
debe empezar listando los elementos de la ultima columna con una secuencia de
2% signos negativos seguidos de 2*"' signos positivos, a continuacién se van
rellenando las columnas hasta llegar a la primera donde los elementos siempre
estaran alternados de uno en uno.

2.3.1. Calculo de los efectos

Partiendo de la matriz de disefio podemos construir la matriz de los efectos de la
misma forma que lo hicimos para el disefio factorial 2. A las columnas que ya
tenemos les debemos anadir la del promedio, con todos los signos positivos, y
las de los efectos de interaccién, que para obtenerlas, debemos multiplicar los
elementos uno por uno de las columnas de los efectos correspondientes. Es
decir, si queremos obtener la columna del efecto de interaccidon entre
temperatura (1) y concentracion (3), debemos multiplicar los elementos de la
columna 1 y 3, y asi sucesivamente. A partir de ahora expresaremos cada efecto
usando la misma codificacién que la usada en la tabla 2.7 para la matriz de
experimentos, es decir, expresando el efecto de cada factor usando solo el
nimero que se le asocia en la tabla 2.6. Los efectos de interaccidon los
expresaremos con la combinacién correspondiente de los niumeros, por ejemplo
la interaccién entre los factores de temperatura y concentracion del reactivo la
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expresaremos como 13. En la tabla 2.8 se muestra la matriz de los efectos
resultante para un disefio factorial 23.

Al trabajar con un disefio factorial 23, nos encontramos con mas efectos que
cuando estudidbamos unicamente 2 factores. Ademas de los tres efectos
principales de cada factor, y de los tres efectos de interaccion que se forman con
cada par de factores, tenemos el efecto de interaccion entre los tres factores.
Teniendo tres factores, la interaccién dos de ellos, puede depender del valor que
esté tomando el tercer factor, es decir, si estudiamos el efecto de interaccién 12,
este puede depender de si el factor 3 estd tomando el valor del nivel superior
(+) o el del nivel inferior (-). Para calcular este efecto, podemos tomar el efecto
12 como si se tratara de un efecto principal y calcular su interaccion con el
efecto 3, de la misma forma que lo hemos hecho anteriormente. En la matriz de
los efectos, podemos obtener el valor de sus elementos multiplicando los valores
de las columnas 1, 2 y 3. A este efecto le llamaremos 123.

Tabla 2.8. Matriz de los efectos para un disefio factorial 2°.

Promedio 1 2 3 12 13 23 123
+ : : : - + - -
+ + : : - : -
+ : + - + - -
+ + + : - : - -
+ : : + - : - -
+ + : + - + - -
+ : + + - : -
+ + + + - + -

Esta tabla contiene todos los signos que necesitamos para calcular todos los
posibles efectos que se pueden producir en cualquier disefio 2°.

Una vez obtenida esta matriz podemos hacer los calculos para obtener cualquier
efecto de la misma manera que lo hemos hecho anteriormente. Si queremos
encontrar el efecto de un factor en concreto, lo podemos encontrar usando la
expresion 2.10. Pero también podemos hacer el calculo del conjunto de todos los
efectos multiplicando la transpuesta de la matriz de los efectos por la matriz
columna que contiene los promedios de las respuestas de todos los
experimentos, que en este caso son:
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+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1] [54.0]
-1 +1 -1 +1 -1 +1 -1 +1 86.5
-1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 +1 48.0
- -1 -1 -1 -1 +1 +1 +1 +1 e 63.0
+1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1 y 63.0
+1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1 93.5
+1 +1 -1 -1 -1 -1 +1 +1 58.5
-1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 +1}] 1 72.0]

De modo que haciendo esta operacién obtenemos los valores de cada efecto sin
tener en cuenta los coeficientes:

538.50 |
91.50
—55.50
35.50
—34.50
—3.50
3.50
.050

X' y=

Y multiplicando los resultados obtenidos por el coeficiente correspondiente para
cada efecto, que en este caso es:

Obtenemos los valores de todos los efectos:
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y | [6731]
1 22.88
2 | [-13.88
3| | 8.88
12| | -8.63
13 -0.88
23 0.88
1123] | 0.13 |

En la matriz final donde se muestran los valores de cada uno de los efectos,
estos aparecen en el mismo orden en el que estan en la matriz de los efectos.

2.3.2. Estimacion del error de un efecto

En este caso, utilizaremos un método mucho mas general para calcular la
estimacion del error experimental de las respuestas y de los efectos, que nos
servird para cualquier disefio factorial 2 siempre que todos los experimentos se
hayan realizado por duplicado.

Para calcular la varianza de cada respuesta individual, utilizaremos la siguiente
ecuacion:

A d?
V(v)=s>=) —
MN=s"=), o (2.16)

Donde d; es la diferencia entre las dos observaciones correspondientes al
experimento i-ésimo, y n es el numero total de experimentos diferentes
realizados, es decir n=2". También podemos expresar esta ecuacién como un
producto escalar de dos matrices, donde d es la matriz columna que contiene
todas las diferencias entre respuestas obtenidas para cada experimento:

Sustituyendo los valores de nuestro ejemplo a la ecuacion 2.16, obtenemos la
varianza:
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_16+9+4+4+16+9+9+16
2x8

=5.19

V(y)=s’

Como ya hemos visto, para un disefio factorial 23, el calculo de cada efecto se
obtiene mediante la combinacién lineal de ocho valores, y en cada uno de ellos
con un coeficiente igual a +1/4. Asumiendo que estos valores son
estadisticamente independientes, podemos aplicar nuevamente la ecuacion 2.8
para calcular la varianza de un efecto. En este caso aplicaremos el coeficiente
a’ =1/16. Por otro lado, cada valor de dicha combinacion lineal es un promedio
entre dos respuestas, por lo tanto, si la varianza de cada efecto individual es de
aproximadamente 5.2, para obtener la varianza de los promedios realizados, la
debemos dividir por 2.

V (efecto) = LR S S L S L I I M
16 16 16 16 16 16 16 16 2

El error estdandar de un efecto, es igual a la desviacion estandar, la cual es igual
a la raiz cuadrada de la varianza que acabamos de calcular:

s(efecto) =~/1.30 =1.14%

El error estdndar estimado para cada efecto, es igual a 1.14% para cada uno de
los efectos, menos para el valor promedio, que es la mitad (0.57%), ya que el
coeficiente aplicado al célculo de este efecto es igual a +1/8 en lugar de +1/4.

En la tabla 2.9 se muestran los valores obtenidos para todos los efectos con sus
respectivos errores estandar.
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Tabla 2.9. Estimacion de los efectos con sus respectivos errores
estdndar en un disefio factorial 2°.

Efecto Estimacion £ error
y (valor promedio) 67,31 £ 0,57
Efectos principales

1 (Temperatura) 22,88 £ 1,14
2 (Catalizador) -13,88 £ 1,14
3 (Concentracion) 8,88 £ 1,14
Efectos de interaccion entre dos factores

12 -8,63 + 1,14
13 -0,88 £ 1,14
23 0,88 + 1,14
Efectos de interaccién entre tres factores

123 0,13 +£1,14

2.3.3. Interpretacion de los resultados

Analizando los datos de la tabla 2.9, podemos ver que segun los efectos
calculados, no existe ninguna iteracidon de la concentracidon con ninguno de los
otros dos factores, ya que los valores obtenidos para estos efectos son casi nulos
(efectos 13 y 23), al igual que el efecto de interaccion entre los tres factores
(efecto 123). Por otro lado, los efectos principales de la temperatura y el
catalizador, asi como el efecto de interaccion entre estos dos, son muy parecidos
a los calculados para el disefio 2, y se puedes interpretar de la misma forma,
usando el diagrama de la figura 2.4. El efecto de la concentracidon se puede
interpretar por si mismo, independientemente de los valores que tomen los otros
efectos, ya que este no presenta ninguna interaccién, por lo que su
interpretacion es bastante sencilla:

o Cuando variamos la concentracién del reactivo de 1.0 a 1.5, el rendimiento
de la reaccién se incrementa en un promedio de 8.9%. Con los datos de
los que disponemos, no existe ninguna evidencia de que este incremento
dependa del valor que tomen los otros factores, por lo que podemos decir
gue no existe interaccién de la concentracién con los otros factores, al
menos en el dominio experimental estudiado.
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Catalyst

-1 1 x,
Temperature

Figura 2.4. Diagrama de los resultados obtenidos. Los valores en los vértices del
cuadrado son los promedios de las respuestas obtenidas para cada combinacion
de los factores. Solo se muestran los efectos en los que existe interaccion.

Los efectos calculados en un disefio factorial 23, al igual que en uno 22, también
puede ser interpretado geométricamente. Esta vez, en lugar de un cuadrado, la
figura basica serd un cubo, y los 8 vértices de este, correspondran a los 8
promedios de las respuestas en cada experimento. Los efectos principales seran
en este caso, los contrastes entre los planos opuestos del cubo situados
perpendicularmente a los ejes del factor correspondiente, como se puede ver en
la figura 2.5.a. El calculo es igual a la diferencia de los promedios de los valores
contenidos en cada uno de los planos. En cuanto a los efectos de interaccion,
como podemos ver en la figura 2.5.b, son los contrastes entre los dos planos
diagonales que son perpendiculares al plano definido por los dos ejes de los
factores corerspondientes.
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T
-1
Temperature

O—® O

__r'/ - ll\_: -
Temperature Catalyst Concentration
(a)
- rt)
Temp x Cat Cat x Conc

Figura 2.5. Interpretacién geométrica de los efectos de un disefio factorial 2°.

- 44 -



Planteamiento y optimizacion de experimentos analiticos

2.3.4. Construccion del modelo estadistico

El modelo estadistico para un disefio factorial 23 se construye de la misma forma
que para un modelo 22, excepto por el hecho de que ahora tenemos tres
variables independientes (xi;, X y X3), Yy por lo tanto también habra mas
coeficientes incluidos en la ecuacion:

(X, %5,%3) = By + Bix; + Box, + Byxy + Box X, + Bix X+ Bsx, x5 + By x X% + (X, X5, Xy)
(2.17)

Las betas (B), al igual que en el disefio 22, representan cada uno de los efectos
de la poblacidn ante una variacion unitaria en los ejes codificados. De modo que
para obtener los estimadores (b) de estos valores solo tenemos que dividir los
valores de los efectos obtenidos por 2:

b, =67.31
b, =11.44
b, =—6.94
b, =4.44
b, =—4315
by, = —0.44
by, = 0.44
by, = 0.065

Reformulando la ecuacién 2.17 con nuestros estimadores, podemos obtener la
respuesta estimada en un punto cualquiera (X1, X2, X3):

VX, X5, X3) = by +byx; + 0,3, + D35 + by, X, X, + by X, X5 + by, 4 Dyyyx X, X (2.18)

Para expresar esta funcidn como un producto escalar de dos matrices, tomamos
la matriz de los experimentos X, y la multiplicamos por el vector columna b, que
contiene todas las estimaciones de los parametros del sistema:

y=X-b (2.19)

Donde y es el vector columna que contiene las estimaciones de las respuestas en
todas las posibles combinaciones de los factores.
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2.4, Disefios factoriales 24

Por Ultimo veremos un ejemplo mas, esta vez con cuatro factores, afiadiendo
uno mas a los que ya tenemos, el pH. Este lo estudiaremos como neutro (7) en
el nivel superior (+), y en un nivel ligeramente acido (6) en el nivel inferior (-).
Esta vez tendremos un disefio factorial 2*, es decir que necesitaremos efectuar
un total de 16 experimentos diferentes, los cuales vamos a realizar solo una vez,
sin duplicados.

Tabla 2.10. Dominio experimental del disefio factorial 2°.

Dominio
Factores experimental
Nivel (-)  Nivel (+)
1: Temperatura (°C) 40 60
2: Catalizador (tipo) A B
3: Concentracion (M) 1,0 1,5
4: pH 6 7
2.4.1. Calculo de los efectos

Al tener cuatro factores a estudiar, la matriz de disefio y los cdlculos que hay que
realizar se hacen mas complejos. Hay que tener en cuenta que al afiadir factores
al disefio, este crece exponencialmente, lo cual hace que el tamano de las
matrices incremente muy rdpidamente. En un disefio factorial 2%, los efectos a
calcular son 16, uno es el valor promedio de las respuestas, y ademas de este
hay: cuatro efectos principales, seis efectos de interaccion entre dos factores,
cuatro efectos de interaccion entre tres factores y el efecto de interaccién entre
los cuatro factores. En un disefio factorial 2%, el total de factores a calcular es
siempre igual al nimero de experimentos necesarios, es decir, igual a 2.

En primer lugar vamos a construir la matriz de disefo, la cual nos va a mostrar
el plan de experimentacion que debemos seguir. La tabla 2.11 muestra dicha
matriz con los valores observados de las respuestas en los 16 experimentos
llevados a cabo.
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Tabla 2.11. Matriz de disefio y rendimiento observado.

1 2 3 4 Rendimiento (%)
1 : - - - 54
2 + - - - 85
3 - + - - 49
4 + + - - 62
5 : - - - 64
6 + - + - 94
7 - + + - 56
8 + + + - 70
9 - - - + 52
10 + - - + 87
11 - + - + 49
12 + + - + 64
13 : - - - 64
14 + - - - 94
15 : - - 58
16 + + + 73

Una vez tenemos la matriz de disefio, podemos obtener la matriz de los efectos.
Para obtener los signos que deben ocupar las columnas correspondientes a los
efectos de interaccién, procedemos de la misma manera que en los ejemplos
anteriores, multiplicando los elementos de las columnas de cada uno de los
efectos.
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Tabla 2.12. Matriz de los efectos de un disefio factorial 2°.

M 1 2 3 4 12 13 14 23 24 34 123 124 134 234 1234
+ - - - -+ 4+ 4+ o+ o+ o+ - - - - +
+ 4+ - - - - - - 4+ + + + + + - :
+ -+ - -+ 4+ - + o+ o+ -+ :
+ o+ o+ - -+ - - - -+ - -+ o+ +
+ - -+ -+ - 4+ -+ -+ -+ o+ :
+ 4+ -+ - -+ - -+ -+ -+ +
+ -+ o+ - -+ o+ - - -+ 4+ - +
+ 4+ 4+ o+ -+ 4+ -+ - -+ - - - :
+ - - -+ o+ 4+ -+ - - -+ o+ o+ :
+ 4+ - -+ - - 4+ o+ - -+ - -+ +
+ - 4+ -+ -+ - -+ + -+ - +
+ 4+ + -+ o+ -+ -+ - -+ - - :
+ - -+ o+ o+ - - - -+ o+ o+ - - +
+ 4+ -+ o+ -+ 4+ - -+ - -+ - :
+ - + 4+ - - - + - - - :
o+ + o+ o+ o+ o+ + 4+ o+ o+ o+ +

Como hemos hecho anteriormente, con la matriz X, y el vector columna vy,
calculamos los valores correspondientes a cada efecto, sin tener en cuenta los
coeficientes.

1075 |
183
—-133
71
7
- 69
-5
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Y aplicando los coeficientes correspondientes a cada efecto, que en este caso son
+1/16 para el valor promedio y +1/8 para el resto de los efectos:

C oy ] [67.188 ]
1 22.875
2 ~14.125
3 8.875
4 0.875
12 ~8.625
13 ~0.625
14 0.875
23 || -0.625
24 0.875
34 0.375
123 0.875
124 | | -0.125
134 | | —0.625
234 0.375
1234 | 0375 |
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2.4.2. Estimacion del error de un efecto

Esta vez, no hemos realizado los experimentos por duplicado, y no podemos
calcular la estimacién del error de la misma manera. Debemos buscar una nueva
forma de calcular la varianza de los efectos obtenidos y sus errores estandar.

Tabla 2.13. Estimacidn de los efectos en un disefio factorial 27,

Efecto Estimacion
(Valor promedio) 67,1875
Efectos principales

1 (Temperatura) 22,875
2 (Catalizador) -14,125
3 (Concentracion) 8,875
4 (pH) 0,875
Efectos de interaccién entre dos factores

12 -8,625
13 -0,625
14 0,875
23 -0,625
24 0,875
34 0,375
Efectos de interaccién entre tres factores

123 0,875
124 -0,125
134 -0,625
234 0,375
Efecto de interaccién entre cuatro factores

1234 0,375

Imaginemos que la superficie de respuesta, que es la relacidon entre la respuesta
y los factores dentro del rango experimental, es suficientemente suave, y que
para pequefas variaciones de los factores, la respuesta no varia bruscamente. Si
presuponemos esto, también podemos esperar que los efectos del modelo sigan
cierta jerarquia, donde los valores de orden mas bajo sean mas importantes que
los valores de orden mas lato. Es decir, que por ejemplo en nuestro caso, los
efectos de interaccidon entre dos factores, sean mas importantes que el efecto de
interaccion entre los cuatro factores. En general, podemos esperar que la
importancia de los efectos de interaccion, disminuya a medida que incrementan
el nimero de factores que los componen.
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Si observamos los valores que hemos obtenido para los efectos (tabla 2.13),
vemos claramente que algunos son mucho mas importantes que otros. Si
asumimos que los efectos principales y los efectos de interaccion entre dos
factores son suficientes para describir adecuadamente la superficie de
respuestas, y despreciamos todos los demas, podemos tomar los valores que
hemos despreciado para calcular el error en los efectos, ya que, si suponemos
que dichos efectos son nulos, los valores obtenidos tienen que ser debidos al
error experimental cometido inherente al proceso. De acuerdo con esto,
asumimos que los valores correspondientes a los efectos 123, 124, 134, 234 y
1234, son valores aleatorios debidos Unicamente al error experimental. Si
tomamos el cuadrado de cada uno de estos valores, tenemos la varianza
atribuida a dicho valor, y si calculamos el promedio de estas cinco varianzas,
obtenemos una estimacion de la varianza de los efectos con cinco grados de
libertad:

(0.875)* +(=0.125)" + (= 0.625)* +(0.375)* +(0.375)°
5

I}(efecto) = =0.291

Para obtener la estimacién del error estandar de un efecto, solo tenemos que
calcular la raiz cuadrada de la varianza obtenida:

s =+/0.291=0.54

En la tabla 2.14 se muestran los valores de los efectos que hemos considerado
relevantes, es decir, los efectos principales y los efectos de interaccién entre dos
factores, con sus respectivos errores estandar. Tener en cuenta que el error
estandar aplicado al valor promedio es siempre la mitad que para el resto de los
efectos.
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Tabla 2.14. Efectos relevantes con sus respectivos errores estandar.

Efecto Estimacion + error
(Valor promedio) 67,1875 £ 0,27
Efectos principales

1 (Temperatura) 22,875 = 0,54
2 (Catalizador) -14,125 + 0,54
3 (Concentracion) 8,875 + 0,54
4 (pH) 0,875 + 0,54
Efectos de interaccion entre dos factores

12 -8,625 + 0,54
13 -0,625 £ 0,54
14 0,875 £ 0,54
23 -0,625 = 0,54
24 0,875 £ 0,54
34 0,375 £ 0,54

2.4.3. Construccion del modelo estadistico

Para construir el modelo estadistico, seguiremos exactamente la misma
metodologia aplicada a los ejemplos. La ecuacién tedrica general ajustada a un
modelo 2* es:

V(x5 %,,X5,X,) = ﬂo + ﬂlxl + ﬂzxz + :B3x3 + ,54)64 + ﬂllexz + ﬂ13x1x3 + ﬂ14x1x4
+ ﬂzsxzxs + By, x,x, + ,534x3x4 + ﬁ123x1 X, X5 + Broaxix, X,

F B3 XXX, + B3y X, X3, + BrosuX X, x5 x, + E(X, X5, X5, X,)
(2.20)

En este caso, debemos tener en cuenta que no hemos considerado relevantes
todos los efectos, segun nuestra interpretacion, solo son debidos al efecto real de
los factores, los efectos principales y los efectos de interaccion entre dos
factores. A la hora de construir el modelo, debemos despreciar nuevamente los
valores de los efectos que hemos considerado que son fruto del error
experimental, ya que la variacion de la respuesta, no puede verse afectada por
aquellos factores que hemos determinado que no tienen ningun efecto en la
misma. Por lo tanto, reescribimos la ecuacion 2.20 para nuestro experimento
concreto:
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V(X5 %,0,X5,x,) = By + Bix, + Box, + Byxs + Bux, + Boxx, + Byxx,

+ Biax Xy + By xy + Boyx,x, + Bixix, +E(x,x,,x5,X,)
(2.20a)

A continuacién calculamos los estimadores de los coeficientes B, que de igual
manera, representan cada uno de los efectos de la poblacidn ante una variacion
unitaria en los ejes codificados. De modo que para obtener los estimadores (b)
de estos valores debemos reducir los valores de los efectos calculados
anteriormente a la mitad:

b, =67.1875
b, =11.4375
b, =—7.0625
b, =4.4375
b, =0.4375
b, =—4.3125
b, =—0.3125
by, =0.4375
by, =—0.3125
b,, =0.4375
b,, =0.1875

Y reformulando la ecuacion 2.20a con nuestros estimadores, podemos obtener la
respuesta estimada en un punto cualquiera (X1, X2, X3, X4):

y(x,,%,,%,,x,)=by +bx; +b,x, + byx; +b,x, +b,x,x,
+byx,x5 + by, x,x, +byyx, x5 + by x,x, + by xyx,
(2.21)
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3.1. Superficie de respuestas

3.1.1. Introduccion

La Metodologia de Superficies de Respuesta (RSM) es un conjunto de técnicas
matematicas utilizadas en el tratamiento de problemas en los que una respuesta
de interés estd influida por varios factores de caracter cuantitativo. El propdsito
inicial de estas técnicas es disefiar un experimento que proporcione valores
razonables de la variable respuesta y, a continuacién, determinar el modelo
matematico que mejor se ajusta a los datos obtenidos. El objetivo final es
establecer los valores de los factores que optimizan el valor de la variable
respuesta.

Cuando decimos que el valor real esperado n, que toma la variable de interés
considerada esta influido por los niveles de k factores cuantitativos, xi, Xs,..., X,
esto significa que existe alguna funcidon de x;, X,,..., Xx (Que se supone continua
en X, v i=1,..., k) que proporciona el correspondiente valor de n para alguna
combinacion dada de niveles:

77 :f(x15x25x35"'5xk) (31)
Por lo tanto la variable respuesta puede expresarse como:

Y=n+e=f(x,,%,,X;5,...x, )+ & (3.2)

Donde € es el error cometido en la observacion.

La relacidon existente entre n y los niveles de los k factores puede representarse a
través de una hipersuperficie (subconjunto de un espacio euclideo (k+1)-
dimensional) a la que llamaremos superficie de respuesta.

Una técnica utilizada para ayudar a visualizar la forma que puede tener una
superficie de respuesta tridimensional consiste en representar la grafica de
contornos de la superficie, en la que se trazan las denominadas lineas de
contorno, que son curvas correspondientes a valores constantes de la respuesta
sobre el plano X;X, (plano cuyos ejes coordenados vienen dados por los niveles
X; X, de los factores). Geométricamente, cada linea de contorno es una
proyeccion sobre el plano X;X, de una seccidon de la superficie de respuesta al
intersecar con un plano paralelo al X;X,. La grafica de contornos resulta util para
estudiar los niveles de los factores en los que se da un cambio en la forma o
altura de la superficie de respuesta.

La existencia de graficas de contorno no estd limitada a 3 dimensiones a pesar
de que en el caso en que haya mas de 2 factores de influencia no es posible la
representacion geométrica. No obstante, el hecho de poder representar graficas
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de contorno para problemas en que haya 1 o 2 factores permite visualizar mas
facilmente la situacidon general.

Para entender de mejor manera como aplicar la metodologia de superficie de
respuestas, vamos a explicar un ejemplo.

Imaginaros que un agricultor quiere maximizar su produccién de almendras
(medida en Kg./Ha.) en funcidon de las cantidades (medidas en Kg./Ha.) de dos
tipos de fertilizante, A y B, que utiliza. Una superficie de respuesta para la
produccion de almendras viene dada por la grafica siguiente:

717 -

Produc. simer dras

.44

b 47
e

K1« Fertilzarie & XY Fetilizsele B

Figura 3.1. Superficie de respuesta tridimensional en la que se
observa la produccion esperada de almendras (n) en funcion de las
cantidades de fertilizante A (X,) y fertilizante B (X>) utilizadas.

En este ejemplo, dado que hay dos factores de influencia (k = 2), la superficie de
respuesta se visualiza en un espacio tridimensional en el que la tercera
dimension representa la produccién esperada de almendras sobre el plano
bidimensional definido por las combinaciones de los niveles de los dos factores,
X1 Y Xz.

Para generar la grafica de contornos correspondiente se secciona la superficie de
respuesta usando planos paralelos a X;X, en ciertos valores de respuesta
considerados.
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1408 -

" -

1212 -

Freduc. almendras

1194

WAT L
300

%1« Fertiizante Lina A2 - Feilllizante Dos

Figura 3.2. Seccion de la superficie de respuesta por planos paralelos
al plano XX, en los valores esperados de produccion: 11.5, 12.1, 12.7,
13.3, 13.9.

Cada linea de contorno representa un numero infinito de combinaciones de las
cantidades de los dos fertilizantes, para las producciones de almendras
esperadas consideradas. La produccidn maxima, que es de 14.12 Kg/Ha se
localiza en el centro de la elipse mas pequena y corresponde a los niveles x;=
170.06 del fertilizante A y x,= 246.65 del fertilizante B.

-57 -



Nil Puche Gonzalez

- Ferliliz anle &
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Figura3.3. Grafica de contornos de la superficie de respuesta con
lineas de contorno correspondientes a los valores esperados de
produccién: 11.5, 12.1, 12.7, 13.3, 13.9.

La grafica de contornos correspondiente a la superficie de respuesta del ejemplo
gue estamos considerando nos indicaria que ésta tiene forma de loma.

3.1.2. Modelos polindmicos de superficies de
respuestas

La forma de la funcion f que determina la relacidén entre los factores y la variable
respuesta es, en general, desconocida, por lo que el primer objetivo de la RSM
(response surface methodology) consiste en establecer experimentalmente una
aproximacion apropiada de la funcién f. Para ello, se propone un modelo de
ecuacién, generalmente polindmico, en el que se relaciona el valor de la
respuesta observada con el valor que toman los k factores x;, X, ..., Xk. Los
polinomios usados mas frecuentemente como funciones de aproximacion son los
de primer y segundo orden. Los polinomios correspondientes a cada modelo son
los siguientes:
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« Modelo de primer orden:

k
Y=8,+) B -x,+¢€
0 ; (3.3)

e« Modelo de segundo orden:

k k 2
Y:ﬂo+2ﬁi'xi+2ﬂii'xiz+z g XX, TE (3.4)
i=1 i=1 by |

A
i<j

Estos son los dos modelos propuestos para ajustarse al sistema bajo estudio.
Cuando hablamos de las x, estamos hablando de las mismas x que en el disefio
factorial, es decir, los valores codificados de los factores influyentes. En cuanto a
las B, son los coeficientes que hay que calcular en cada caso. Para encontrar
dichos coeficientes, debemos utilizar los disefios factoriales realizados, vy
estudiando las respuestas obtenidas, adaptarlos adecuadamente para que el
modelo se ajuste al sistema.

Observando la ecuacion 3.3, vemos que es un modelo muy parecido al que
hemos aplicado en los ejemplos del capitulo anterior. El modelo que hemos
utilizado anteriormente se construia a partir de los efectos obtenidos con el
disefio factorial, y tiene tantos coeficientes como efectos, es decir, tiene el
coeficiente correspondiente al valor promedio, y los correspondientes al efecto
principal de cada factor y el efecto de interaccion. Los valores de los coeficientes,
concretamente son los efectos de variaciones unitarias sobre los ejes codificados.
Para comparar estos dos modelos vamos a recordar la forma de dicho modelo
estadistico:

k k
Y=B,+> B, -x,+>. B, -x,-x, +¢ (3.5)
i=l1 i,j .

i<j

Si nos fijamos en el modelo de la ecuacion 3.3 vemos que en realidad, este es un
caso particular del que hemos utilizado anteriormente. Este tiene Unicamente los
coeficientes correspondientes a cada factor y al valor promedio, pero no tiene el
coeficiente correspondiente al efecto de interaccidon. Observando esto podemos
deducir que este es un caso particular del modelo estadistico descrito en la
ecuacion 3.5, en el que no existe efecto de interaccion entre los factores. Este
tipo de modelo define un sistema que se comporta linealmente, y solo lo
podriamos aplicar en un caso en que, habiendo realizado el disefo factorial,
viéramos que el efecto de interaccién entre los factores es nulo. Si
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representaramos la superficie de respuestas en un caso asi, trabajando con dos
factores de influencia, veriamos que se trata de un plano.

Por otro lado, cuando aplicamos el modelo estadistico (ecuacion 3.5), siempre
que exista un efecto de interaccion existira el coeficiente B;, el cual hace que
exista cierta curvatura en la funcion. Sin embargo, a la hora de estudiar la
superficie de respuestas correspondiente, debemos representarla antes de
decidir que metodologia aplicaremos para optimizar el problema, ya que, en el
caso de que el efecto de interaccion no sea muy grande, dentro del rango
experimental estudiado, veremos que este modelo describe una superficie
practicamente plana, y tal vez lo podamos estudiar como si se tratara de un
sistema que se comporta linealmente.

Si después de aplicar este modelo y estudiar el sistema en mas profundidad
vemos que este no se ajusta correctamente, deberemos aplicar un modelo mas
complejo como el que se muestra en la ecuacion 3.4. Este modelo puede
ajustarse de manera mucho mas precisa al sistema. Para construir el modelo
explicado anteriormente, ya teniamos suficiente informacion con los resultados
obtenidos en el disefio factorial, sin embargo, para construir un modelo
polindmico de segundo orden debemos realizar algunos experimentos adicionales
y observar cdmo se comporta el sistema en algunos puntos externos al rango
experimental estudiado anteriormente. Esto sirve para estudiar el efecto de
curvatura del sistema. Gracias a estas nuevas observaciones junto con las que
nos proporciona el disefio factorial, podremos obtener los coeficientes necesarios
para adaptar el modelo al sistema bajo estudio. En este caso, vemos que ademas
de los coeficientes B;, y B; también tenemos los coeficientes B, que son los
coeficientes cuadraticos de cada factor. Para encontrar los valores de los
coeficientes, debemos aplicar alguna metodologia que nos ayude a encontrar los
valores de los parametros, que hagan que el modelo se ajuste lo mejor posible a
nuestro sistema basandonos en los resultados obtenidos en la experimentacion.
Por ejemplo por regresion multiple o con el método de minimos cuadrados.
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3.2. Método Simplex

3.2.1. Procedimiento

El Método Simplex es un método analitico de optimizacidn de problemas de
programacion lineal. Se trata de un algoritmo iterativo que va mejorando la
solucidn paso a paso. El proceso concluye cuando no es posible seguir mejorando
dicha solucion.

Este método secuencial es ampliamente utilizado en el campo de la ingenieria y
en quimica analitica. El método simplex, como su propio nombre indica, se basa
en una serie de algoritmos muy simples que pueden ser implementados muy
facilmente. Es un método que funciona muy bien con la presencia de error
experimental, y pese a su sencillez, es un método muy potente capaz de
optimizar sistemas controlados por un gran numero de variables independientes.

El proceso que sigue este método para llegar a la soluciéon éptima es un
procedimiento iterativo. A la hora de optimizar un sistema, dependiendo de cual
sea el interés del estudio se puede querer buscar un éptimo que sea un maximo,
o bien un minimo, es decir, maximizar o minimizar una variable. Imaginemos
que tenemos un sistema donde la variable respuesta se ve influenciada por
varios factores, y nosotros queremos maximizar esta respuesta. Este ejemplo es
como los que hemos estudiado hasta ahora. Si entonces decidimos optimizar
esta variable respuesta, que en este caso es maximizarla, con el método
simplex, el procedimiento que este sigue es el siguiente: partiendo del valor de
la funcidn objetivo en un vértice cualquiera, el procedimiento consiste en buscar
sucesivamente otro vértice que mejore al anterior. La busqueda se hace siempre
a través de los lados del poligono (o de las aristas del poliedro, si el nUmero de
variables es mayor). Cémo el nimero de vértices (y de aristas) es finito, siempre
se podra encontrar la solucion.

Este método se basa en la siguiente propiedad: si la funcidn objetivo, f, no toma
su valor maximo en el vértice A, entonces hay una arista que parte de A, a lo
largo de la cual f aumenta.

En el caso de que trabajaramos con una superficie de segundo orden,
evidentemente esta tendria cierta curvatura. Si intentaramos aplicar este método
a una superficie de respuestas de este tipo, lo que conseguiriamos seria
encontrar un maximo relativo de la funcidon, ya que en un punto asi, haciendo
variaciones infinitesimales en la funcion, la respuesta decreceria hacia todos los
lados. Por lo tanto habriamos encontrado un maximo relativo de la funcién pero
no podriamos estar seguros de que se tratara de la solucién 6ptima. Es por esto
que debemos ir con cuidado a la hora de aplicar el método simplex para
optimizar un sistema.

En principio este método solo es aplicable a sistemas que se comportan
linealmente, ya que en estos no pueden haber maximos relativos, y por lo tanto,
si encontramos un punto donde se maximiza la respuesta podemos estar seguros
de que estamos en el punto 6ptimo.
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Por otro lado, si trabajamos con una superficie no lineal, debemos estudiarla
cuidadosamente antes de decidir de qué metodologia aplicamos para encontrar la
solucion 6ptima. En un principio deberiamos descartar el método simplex,
porque, como ya hemos dicho, este nos podria dar un maximo relativo, y por lo
tanto no encontrariamos la solucién dptima. Sin embargo, si solo estamos
interesados en estudiar el sistema dentro de un rango, podemos graficar la
funcidon para ver cdmo se comporta dentro de este rango. Si observamos que la
funcidon solo presenta un maximo en este intervalo si que podemos aplicar el
método simplex, ya que en cuanto encuentre la combinacidn que proporciona la
maxima respuesta, podremos estar seguros de que se trata del punto optimo
dentro del rango estudiado.

3.2.2. Planteamiento

A la hora de optimizar un sistema, es muy importante hacer el planteamiento
correctamente. El planteamiento de un problema de este tipo es
matematicamente muy simple, pero conceptualmente suele resultar mas
complicado encontrar la mejor manera de plantearlo.

Para empezar, hay que determinar cual es la funcién objetivo, es decir, que es lo
que debemos optimizar. Lo mas comun es que se quiera maximizar o minimizar
una respuesta que se ve afectada por varios factores. En nuestro caso, siguiendo
el ejemplo que hemos desarrollado a lo largo del trabajo, esta claro cual es la
funcidon objetivo, debemos maximizar el rendimiento de la reaccién quimica, el
cual se ve afectado por varios factores. En este caso, y en el campo de la
experimentacion en general, se ve muy claramente cual es la funcion objetivo y
parece algo muy basico, pero hay que tener en cuenta que no siempre se detecta
tan facilmente, y a veces, es el principal problema que nos encontramos a la
hora de optimizar un sistema.

Una vez definida la funcién objetivo, hay que especificar las restricciones del
problema, es decir, delimitar un &rea donde es posible trabajar. En las
restricciones debemos indicar todos los valores que las variables no pueden
tomar por razones fisicas, o bien porque solo estamos interesados en estudiar el
sistema dentro de un rango.

Las restricciones que realicemos sera lo que impondra unas barreras que haran
que sea posible encontrar un 6ptimo. Imaginaros que trabajamos con una
funcidn lineal. A la hora de hacer las restricciones debemos fijar cuales son los
valores maximos y minimos que pueden tomar los factores. Si no impusiéramos
estas restricciones, el método simplex no encontraria una solucion concreta, ya
gue la respuesta no pararia nunca de crecer, y matematicamente la solucidon se
encontraria en el infinito, en el caso de que la pendiente fuera positiva, o en el
menos infinito, en el caso de que este fuera negativa.
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4.1. Introduccion

Los metales preciosos son generalmente recuperados de los minerales mediante
lixiviacion con cianuro. La lixiviaciéon es un proceso por el cual se extrae uno o
varios solutos de un sdlido mediante la utilizacién de un disolvente liquido.
Ambas fases entran en contacto intimo y el soluto o los solutos pueden difundirse
desde el sodlido a la fase liquida, lo que produce una separacién de los
componentes originales del sélido.

Esta técnica tiene aplicacion en numerosos campos, como por ejemplo, la
obtencién del azlcar, el cual se separa por lixiviacién de la remolacha con agua
caliente; la recuperacién de los aceites vegetales a partir de semillas, como los
de soja y de algodén mediante la lixiviacion con disolventes organicos; o la
extraccion de colorantes, que se realiza a partir de materias sélidas por
lixiviacion con alcohol o soda. Ademas de en todas estas aplicaciones, esta
técnica de separacién tiene una gran importancia en el ambito de la metalurgia
ya que se utiliza mayormente en la extraccion de algunos minerales, tales como
oro y plata.

En este proceso, ademas del oro y la plata contenidos en el mineral, estan
presentes elementos que pueden reaccionar y disolverse causando dificultades
en el proceso. Uno de estos constituyentes, el cual puede estar presente en
mayor proporcion que el oro y la plata es el cobre.

Un comportamiento tipico de las plantas de cianuracién es que se suele tener
una buena disolucion del oro y la plata y una buena recuperacion en la
precipitacion de estos metales solo durante el inicio de la operacion. Después de
unas cuantas semanas, la eficiencia de extraccidn disminuye, aun cuando se
sigue manteniendo la misma concentracién de cianuro libre. Este es un problema
comun en el caso de minerales que contienen cobre soluble (e.g., calcocita
(CuyS), bornita (FeS-,Cu,S:CuS), malaquita [CuCOs5-Cu(OH),], azurita
[,CuCO3-Cu(OH),], covelita (CuS) y cuprita (Cu,0)). En la practica comun de
cianuracion en la que se recircula la solucion de cianuro, cuando la concentracion
de cobre va aumentando, se dice que la solucién se contamina, deteriorandose la
eficiencia de extraccion de oro y plata. Esto significa una desventaja econdmica
en términos del exceso en el consumo de cianuro para mantener una lixiviacion
adecuada de los metales preciosos.

Con tal de eliminar al maximo la presencia de cobre y asi aumentar la eficiencia
del proceso, tanto desde un punto de vista econdmico como ambiental,
estudiaremos la posible remocién de cianuro de cobre en soluciones sintéticas
similares a licores industriales que presentan el problema de alto cobre (730 ppm
de Cu, 2700 mg/L CN), utilizando diferentes aminas para separar el cobre en
forma de precipitado.

En este estudio, vamos a evaluar la eficiencia de diferentes aminas a la hora de
eliminar el cobre de las disoluciones, y una vez seleccionada la amina que
consideramos dptima para el proceso, realizaremos un disefio factorial 22
utilizando como variables el pH y la concentracién del reactivo adicionado con tal
de maximizar la eliminacién de dicho material.
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El proceso de eliminacion de cobre utilizando aminas, consiste en hacer
reaccionar dichas aminas con el cobre soluble, formando un sélido que pueda
separarse facilmente por filtracion.

4.2, Evaluacion de la eficiencia de las
aminas

El primer paso, consiste en realizar una serie de experimentos preliminares para
averiguar cual es la amina que ofrece un mayor rendimiento en la eliminacién del
cobre. Para ello, disponemos de un total de cuatro aminas diferentes, con las que
vamos a realizar pruebas y medir el porcentaje de cobre eliminado con cada una,
trabajando en condiciones idénticas con cada una de ellas.

La tabla 4.1 muestra las cuatro aminas de las que disponemos. La tabla también
muestra la codificacién que utilizaremos para referirnos a ellas a partir de ahora.

Tabla 4.1. Aminas empleadas en el experimento.

Aminas Formula Codificacion
Quartamin 2050 R-N(CH;)5CL D25A
Quartamin 60 R’-N(CH3)sCL H25A
Dodecilamina CH3(CH;)11:NH, D4A
Quartamin D86P 2R"”-N(CHs)5CL D25P

Por otra parte, debemos preparar la solucién problema, simulando las soluciones
industriales que presentan el problema de alto cobre. Se prepara una solucion
que contiene 730 mg/L de cobre y 2700 mg de cianuro/L. Para ajustar el pH se
le afiade a cada litro de soluciéon: 2.8879 g CuS0,4-5H,0 99%, 5.1357 g NaCN
99.1% y 1.184 g Ca0O 92.8%. La disolucién resultante tiene un pH de 12. Para
volver a ajustar el pH cuando deseemos trabajar a valores inferiores del mismo,
se le anadira acido sulfurico 2.5 N.

Una vez tenemos los reactivos y la solucién problema, procedemos a realizar una
serie de experimentos para evaluar la eficiencia de cada amina en el proceso.
Previamente se mide la concentracién exacta de cobre en cada solucién por
absorcion atdmica mediante un espectrofotdmetro Perkin EImer modelo 2380. Se
realizan pruebas a dos pHs diferentes, 12 y 8. El resto de factores por los que
podria verse influenciado el rendimiento de la reaccién se fijan para todos los
experimentos, y se realizan los experimentos en orden aleatorio, evitando asi,
que los rendimientos observados puedan ser fruto del efecto de factores
externos, y no de las aminas, y llevarnos a tomar decisiones erréneas.

El experimento consiste en afadir 0.025 g de cada uno de los compuestos a 100
ml de solucién, haciendo dos pruebas con cada amina, a pH 12 y 8. En cuanto los
compuestos han reaccionado con el cobre soluble, se filtra la solucion resultante
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con papel de filtrado lento (tamafo de poro 1.5 micrones). Una vez realizado el
experimento, se vuelve a medir la concentracién de la muestra resultante por
absorcion atémica, viendo asi cual es el porcentaje de cobre que ha sido
eliminado.

La tabla 4.2 muestra los resultados obtenidos para cada uno de los
experimentos. La concentracién de cobre en las soluciones iniciales es de 733
mg/L en todos los casos. En el caso del compuesto D25P no se logré eliminar
nada de cobre, por lo que se desestimd su posible uso en el experimento, y por
lo tanto no aparece en la tabla.

En la tabla aparece la concentracion de cobre después de la reaccién, la
concentracion de la amina remanente, y el porcentaje de cobre eliminado en
cada caso. Se puede observar que los resultados obtenidos para las los
experimentos realizados a pH=8 son mucho mejores, llegando hasta a un 8.63%
de cobre eliminado con el compuesto H25A. En cambio, cuando trabajando a
pH=12, el mejor resultado obtenido es con la amina D25A con una eliminacion
del 3.13%

Tabla 4.2. Eliminacidén de cobre obtenida con cada una de las aminas a

pH 12 y 8.
Amina Concentracion final Cu (mg/L) Eliminacién Cu (%)
pH=12
D25A 710,67 3,13
H25A 720 1,82
D4A 721 1,73
pH=8
D25A 696,33 5,09
H25A 670,33 8,63
D4A 675 8

Después de analizar los resultados obtenidos se escoge la amina H25A para
llevar a cabo el diseno experimental ya que es la que ofrece un mayor
rendimiento de todas las probadas.

- 66 -



Planteamiento y optimizacion de experimentos analiticos

4.3, Disefio factorial 22

Una vez seleccionada la amina que utilizaremos como reactivo en la eliminacién
de cobre, nuestro interés en el proceso es conocer cémo influyen varias variables
sobre el rendimiento de dicha eliminacion. Vamos a estudiar los efectos del pH y
de la concentracion de reactivo afiadido. Dado que es un experimento donde
estamos interesados en averiguar como influyen k factores en el rendimiento de
la reaccidn y descubrir si existe interaccién entre ellos, el disefio factorial 2* es la
estrategia 6ptima.

Vamos a construir el disefio experimental y el plan de experimentos de la misma
manera que en el ejemplo del capitulo 2. Lo primero que debemos tener claro, es
a que niveles vamos a estudiar cada uno de los factores. La tabla 4.3 muestra el
dominio experimental.

Tabla 4.3. Factores y dominio experimental.

Factores Dominio experimental

Nivel (-) Nivel (+)
X1: pH 9 12
X,:Concentracion amina 0,25 5

Esta tabla también muestra la codificacién asociada a los factores, asignando el
valor inferior de cada factor al signo (-) y el valor superior al signo (+). Cada uno
de los factores se va a estudiar a dos niveles, se estudiara la reaccién a pH 9
(nivel -) y 12 (nivel +), y con una concentracidon de amina anadida de 0.25 g/L
(nivel -) y 5 g/L (nivel +).
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Figura 4.1. Representacion grafica del dominio experimental de los factores estudiados.
Los puntos de los vértices corresponden a cada uno de los experimentos del disefo.
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La figura 4.1 muestra la representacion grafica del dominio experimental tanto
con las unidades reales de cada factor (izquierda) como con las variables
codificadas (derecha). Cada punto en los vértices del cuadrado que se forma, es
un experimento a realizar. Para llevar a cabo el disefho experimental, debemos
realizar experimentos con todas las posibles combinaciones de los niveles de
cada factor, y anotar las respuestas observadas. Para ello construimos la matriz
de experimentos junto con el plan de experimentacién y anotamos los
rendimientos obtenidos. Los experimentos se realizan en orden aleatorio con tal
de evitar que intervengan factores externos a la reaccién y que no se pueden
controlar, y nos hagan interpretar erroneamente los resultados.

Realizamos cada experimento por triplicado, para asi poder calcular el error
experimental y obtener unos resultados mas fiables. La tabla 4.4, muestra la
matriz de disefio con el promedio de las respuestas observadas en cada
experimento. Los resultados de cada experimento individual se muestran en la
tabla 4.5.

Tabla 4.4. pPlan de experimentacion. Matriz de los experimentos y
respuestas promedio observadas.

Matriz de Plan de
experimentos experimentacion Eliminacion de cobre (%)
x1 x2 pH Amina (g/L) Respuesta promedio
1 - - 9 0,25 9,43
2 + - 12 0,25 0,06
3 - 9 5 61,05
4 + + 12 5 55,84

Tabla 4.5. Respuestas observadas en cada experimento individual.

Eliminacion de cobre (%)

Respuesta 1 Respuesta 2 Respuesta 3
1 9,51 9,00 9,79
2 0,05 0,09 0,05
3 60,25 61,63 61,27
4 55,54 55,12 56,87
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4.3.1. Calculo de los efectos

Combinando los diferentes resultados obtenidos, podemos calcular los efectos
que afectan a esta respuesta, que son los efectos principales de cada factor y el
efecto de interaccidn entre ellos. También calcularemos el valor promedio de
todas las respuestas observadas. Para hacer esto, usaremos el algoritmo para
calcular los efectos que hemos desarrollado en el apartado 2.2.4 del capitulo 2.

Empezaremos definiendo la matriz de los efectos (X), que contiene tantas
columnas como efectos, y tantas filas como experimentos. Esta matriz esta
compuesta Unicamente por signos positivos (+) y signos negativos (-), los cuales
se determinan de la siguiente manera: la primera columna corresponde al valor
promedio de todas las respuestas observadas y todos los elementos contenidos
en ella son signos positivos; la segunda y tercera columna corresponden a los
efectos principales de cada factor, y los elementos que contiene, son los mismos
gue aparecen en la matriz de los experimentos; por ultimo, esta la columna del
efecto de interaccién entre los dos factores, la cual se forma multiplicando los
elementos de la fila correspondiente de las columnas de los efectos principales
(columnas 2 y 3):

Tabla 4.6. Matriz de los efectos de un disefio factorial 2°.

M 1 2 12
+ - - +
+ + - -
+ - + -
+ + + +

Ademads de esta matriz, también debemos definir el vector columna y, este
vector contiene todos los promedios de las respuestas para cada experimento, es
decir, los valores de la ultima columna de la tabla 4.4.

9.43
0.06
61.05
55.84

Multiplicamos la transpuesta de la matriz X por el vector y:
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+1 +1 +1 +1|] 943 126.39

v ~1 +1 -1 +1||0.06 | [-14.58
Y121 21 1 4106105 | 107.40

+1 -1 -1 +1]|]55.84 4.16

Y multiplicando cada valor por el coeficiente correspondiente, que un disefio 22
es +1/2 para todos los efectos menos para el valor promedio, donde es +1/4,
obtenemos los valores de los efectos:

Y 31.60
1] |-729
2| |53.70
12 2.08

El valor promedio (31.60) indica alrededor de que valor estan distribuidas las
respuestas. Si ningun factor tuviera efecto en la eliminacién de cobre de la
solucién, la distribucién de los valores seria debida Unicamente al error
experimental. Por otro lado, si el sistema se comportara linealmente, este seria
el valor predicho en el centro del sistema, es decir, cuando los factores toman el
nivel 0 de las variables codificadas, que corresponde a la media aritmética entre
el nivel inferior y el nivel superior de las variables reales.

El efecto principal del pH (-7.29) indica que al variar el pH del nivel inferior (9) al
nivel superior (12) el porcentaje de cobre eliminado disminuye en un 7.29% de
promedio. Es decir, una disminucion del pH aumenta la eficiencia del proceso,
por lo que, en el futuro, deberiamos trabajar a pHs bajos ya que asi se obtienen
mejores resultados. Sin embargo, todavia no nos podemos fiar de este valor, ya
que podria existir un efecto de interaccidén que haga que la respuesta varie de
diferente manera ante una disminucidn del pH trabajando a diferentes niveles de
concentracion de reactivo.

El efecto principal de la concentracion de la amina tiene un efecto mucho mayor,
es igual a 53.70, esto significa que al incrementar la concentracion del nivel
inferior (0.25 g/L) al nivel superior (5 g/L), el porcentaje de cobre eliminado
incrementa en un 53.70%.

El dltimo efecto indica si hay interaccion entre los dos factores, es decir, si el
efecto que tiene un factor sobre la respuesta depende de que valor esté tomando
el otro factor. En este caso el efecto es de un 2.08%. Para interpretarlo,
estudiaremos el efecto de la concentracidon de la amina a diferentes niveles de
pH.

Si observamos el porcentaje de eliminacién de cobre en los experimentos donde
se ha trabajado a pH=9 (experimentos 1 y 3), y calculamos el efecto que tiene
un incremento de la concentracién a este pH:
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C™ =61.05-9.43=51.62%

Hacemos lo mismo a pH=12:
C" =55.84-0.06 =55.78%

El primer valor indica que un incremento de la concentracion cuando trabajamos
a pH=9, incrementa la eliminaciéon de cobre en un 51.62%, cuando el mismo
incremento si estamos trabajando a pH=12, tiene un efecto ligeramente
superior, 55.78%.

El efecto de interaccion entre los factores se calcula como la mitad de la
diferencia entre estos dos valores. Esto nos indica que el efecto de los factores es
ligeramente superior cuando el otro factor toma valores altos.

4.3.2. Estimacion del error de los efectos

El hecho de haber realizado cada experimento por triplicado, nos permite calcular
el error experimental cometido en las observaciones asi como el error estandar
correspondiente a cada efecto calculado, cosa que es fundamental a la hora de
interpretar los valores obtenidos de los efectos, ya que debemos asegurarnos
que los valores calculados son debidos en su mayor parte al efecto de los
factores sobre la respuesta y no Unicamente al error experimental.

Para calcular dichos errores seguiremos el mismo procedimiento que en el
apartado 2.2.2 del capitulo 2.

Empezaremos calculando la varianza de cada una de las respuestas promedio,
como hemos realizado cada uno de los experimentos 3 veces, podremos calcular
la varianza asociada a cada uno de estos valores con 2 grados de libertad.
Calcularemos la varianza de cada muestra usando la siguiente expresion:

2 _

>, -y
§° = i=1
n—1 (4.1)

Donde y, es cada una de las respuestas individuales observadas en cada
experimento, y y es el valor promedio de las tres respuestas obtenidas en dicho
experimento. La tabla 4.7 muestra los valores de la varianza obtenidos para cada
experimento:

-71 -



Nil Puche Gonzalez

Tabla 4.7. Varianza obtenida para cada experimento.

M Y2 Y3 y s’
1 9,51 9,00 9,79 9,43 0,1604
2 0,05 0,09 0,05 0,06 0,0005
3 60,25 61,63 61,27 61,05 0,5124
4 55,54 55,12 56,87 55,84 0,8346

Como cada experimento tiene el mismo nimero de repeticiones, y teniendo en
cuenta que cada una de estas tiene 2 grados de libertad (v, =n,-1=3-1=2),
podemos calcular la varianza asociada al conjunto de todos los experimentos
usando la ecuacion 2.6

=0.377

2 (2%0.1604) + (2% 0.0005) + (2 X 0.5124) + (2x 0.8346)
S 2424242

Y calculando la raiz cuadrada de este valor obtenemos la desviacion estandar que
corresponde al error experimental cometido en cada una de las observaciones:

s=+/s> =4/0377 =0.614%

Ya hemos calculado el error asociado a cada una de las observaciones, pero con
esto aun no podemos interpretar si los valores de los efectos calculados son
fiables o no, para esto debemos calcular el error estdndar asociado a los efectos.

Como hemos visto, el cdlculo de cada efecto se obtiene mediante la combinacion
lineal de cuatro valores, y en cada uno de ellos con un coeficiente @, =+1/2.
Asumiendo que estos valores son estadisticamente independientes, podemos
aplicar la ecuacién 2.8 para calcular la varianza de un efecto. En este caso
aplicaremos el coeficiente a’=+1/4. Por otro lado, cada valor de dicha
combinacion lineal es un promedio entre tres respuestas, ya que los
experimentos se han hecho por triplicado, por lo tanto, si la varianza de cada
efecto individual es de 0.377, para obtener la varianza de los promedios
realizados, la debemos dividir por 3.

V(efecto) = G +% +%+ﬂx(¥j =0.126
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Y calculando la raiz cuadrada de la varianza de un efecto obtenemos la
desviacion estandar, la cual es igual al error estandar del efecto:

s(efecto) =+/0.126 = 0.354%

4.3.3. Interpretacion de los resultados

Tabla 4.8. Estimacion de los efectos con sus respectivos errores

estandar.
Efecto Estimacioén * error
Valor promedio ( y) 31.60 + 0.177
Efecto del pH (1) -7.29 £ 0.354
Efecto de la concentracion de amina (2) 53.70 £ 0.354
Efecto de interaccién (12) 2.08 £ 0.354

En la tabla 4.8 tenemos los valores de cada uno de los efectos obtenidos con sus
respectivos errores estandar. Como se puede observar, el error aplicado al valor
promedio, es la mitad del error de los efectos, esto se debe a que al calcular el
valor de este efecto se le aplica un coeficiente a, =+1/4 que es la mitad que el
coeficiente aplicado a los demas efectos.

Lo primero que tenemos que hacer a la hora de interpretar los valores obtenidos,
es comparar dichos valores con el error estandar y seleccionar solo aquellos
efectos cuyo valor sea debido realmente al efecto en si y no al error. Para ello
construiremos un intervalo de confianza usando una distribucién t de Student
con un nivel de confianza del 95% como el de la expresiéon 2.9. Teniendo en
cuenta que la varianza de los efectos la hemos calculado a partir de una
combinacion de cuatro valores, y que cada uno de esos valores tenia 2 grados de
libertad, el valor del error de los efectos obtenido tiene 8 grados de libertad. De
modo que en un intervalo con un nivel de confianza del 95% y con 8 grados de
libertad, el intervalo aplicado es:

ty X s(efecto) =2.306x0.354% = 0.816%

Ahora debemos seleccionar Unicamente los efectos cuyo valor sea mayor a
0.816%. En este caso, todos los efectos son mayores a este incremento, por lo
que todos ellos se deben al efecto de los factores y no al error, y por lo tanto,
todos deben ser considerados a la hora de interpretarlos.
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El efecto de interaccién no es muy grande, es el menor de los tres efectos
calculados, pero aun asi, hemos visto que es lo suficientemente grande como
para tenerlo en cuenta. En la figura 4.2 representamos el diagrama de los
resultados.

-5.21

+51.62 +55.78

Amina

0.25

\J

pH

Figura 4.2. Diagrama de los resultados obtenidos.

Observando este diagrama vemos el efecto que tienen los diferentes factores
sobre la respuesta, y vemos que su efecto es ligeramente diferente trabajando a
distintos niveles del otro factor.

Interpretando estos valores podemos sacar tres conclusiones claras:

e Una disminucién del pH incrementa el porcentaje de cobre eliminado de la
disolucion en un 7.29%, y este efecto es mas elevado trabajando a
concentraciones bajas de la amina (9.37% frente a 5.21%).

e La concentracién de la amina utilizada tiene el efecto mas importante en
esta reaccién, a mayor concentracién mayor es el porcentaje de cobre
eliminado. Un incremento de la misma, incrementa la eliminacién de cobre
en un 53.70%. Este efecto es ligeramente mayor cuando trabajamos a pH
altos (55.78% frente a 51.62%).

e El mejor resultado se obtiene trabajando a un pH de 9 y con una
concentracion de 5 g/L de la amina, eliminando un 61.05% del cobre de la
solucion.
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4.3.4. Construccion del modelo estadistico

El modelo estadistico lo construiremos de la misma manera que en el apartado
2.2.5 del capitulo 2. La ecuaciéon 2.12 expresa una funcidon que relaciona los
valores que toman las variables codificadas con la respuesta obtenida mediante
una combinaciéon de los valores de las variables y los efectos de variaciones
unitarias de los factores en los ejes codificados:

y(xpxz): By + Bix, + Byx, + B,xx, +8(x1,x2)

Los valores que hemos calculado de los efectos representan el efecto que tiene
cada factor al variar del nivel inferior del factor (-1) al nivel superior del mismo
(+1), es decir que los hemos calculando aplicando variaciones de 2 unidades
sobre los ejes codificados. Por lo tanto podemos deducir que los efectos debidos
a variaciones de una unidad en los ejes codificados son la mitad de los efectos
calculados anteriormente. Los coeficientes beta (B) expresan el valor exacto de
estos efectos asociados a toda la poblacion. Debido a que nosotros no
disponemos de dichos valores, ya que deberiamos realizar un nimero infinito de
experimentos para poder calcularlos, haremos el calculo usando los efectos
obtenidos a partir de nuestra muestra y los utilizaremos como estimadores del
valor real de la poblacidon. Los coeficientes que representan los efectos calculados
a partir de la muestra los representaremos con la letra b.

)A’(xloxz):ﬁ(xwxz) =b, +b,x, +b,x, +b,x,x,

De modo que los valores de los coeficientes b seran la mitad de los efectos
calculados, excepto el valor promedio que seguira siendo el mismo:

b, =31.60
b, =-3.64
b, =26.85
b, =1.04

Aplicando esta expresidon a nuestro experimento obtenemos el modelo estadistico
correspondiente:

P(x,,x,)=31.60—3.64x, +26.85x, +1.04x,x,
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Suponiendo que este modelo se ajusta a nuestro sistema, esta expresidon nos
puede ayudar a interpolar o extrapolar para hallar que valores obtendriamos de
la respuesta utilizando otros valores de los factores. Incluso podemos optimizar
el rendimiento de la reaccion utilizando el método simplex.

Hay que tener en cuenta que al substituir los valores de x; y x, en esta ecuacion,
debemos usar los valores codificados, los cuales los podemos transformar
nuevamente a los valores reales de los factores mediante las siguientes
expresiones:

(12-9)  (12+9)

pH =x, X >

=1.5x, +10.5

L (5-025)  (5+0.25)

Conc. = x, 5

=2.375x, +2.625

4.4, Optimizacién simplex

Como hemos visto en el capitulo 3, no siempre podemos utilizar el método
simplex para optimizar un sistema. En principio, este es un método
exclusivamente aplicable a sistemas que se comportan linealmente.

El modelo que hemos utilizado para definir el sistema en este caso, no es un
modelo lineal, ya que, el hecho de que esté presente el término con el efecto de
interaccion entre los dos factores, hace que exista cierta curvatura en la funcion,
y por lo tanto, en un principio deberiamos buscar una forma alternativa para
optimizar la funcidn. Sin embargo, el valor de este efecto es muy pequefio, por lo
que antes de desestimar por completo este método de optimizacidn vamos a
estudiar cémo se comporta el modelo.

Si hacemos la representacion grafica del modelo obtenido, obtenemos la
superficie de respuestas que define el sistema. Esta representacién se muestra
en la figura 4.3.

Al tener un efecto de interaccion tan reducido, aunque estemos utilizando un
modelo que define un sistema no lineal, como vemos en la representacién, esta
se comporta practicamente como una funcion lineal, ya que la superficie de
respuestas resultante es practicamente plana. La representacion la hemos
realizado dentro del rango experimental estudiado e incluso hemos representado
valores superiores de la concentracion de la amina, para estudiar el
comportamiento de la funcidon hasta que se alcanzan valores del 100% de la
eliminacion de cobre.
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Visto esto, aunque el modelo obtenido no es un modelo lineal, vamos a
interpretarlo como si lo fuera, y optimizaremos el sistema aplicando el método
simplex.

acion de Cu (%)

1M

El

Figura 4.3. Superficie de respuestas definida por el modelo estadistico.

Para optimizar este sistema usando el método simplex debemos definir
cuidadosamente la funcion objetivo y las restricciones que creamos oportunas.
Debido a que este estudio tiene como objetivo eliminar al maximo el cobre que
se encuentra en la solucidon problema, para aumentar el rendimiento de la
posterior extraccion de oro y plata de la misma, la funcidn objetivo esta clara en
este caso, debemos maximizar el porcentaje de cobre eliminado, es decir, la
respuesta 7(x,,x,). En cuanto a las restricciones, debemos tener en cuenta que la
respuesta representa un porcentaje, por lo tanto, alcanza su maximo cuando es
igual a 100. Por otro lado, ya que sabemos que el redimiendo aumenta a medida
que disminuye el pH, si no restringimos los valores que puede tomar este, al
optimizarlo nos daria valores de menos infinito, lo cual, obviamente no es
fisicamente posible. Este valor lo vamos a restringir entre los mismos valores
que hemos experimentado anteriormente, entre 9 y 12, es decir los niveles -1 y
+1 de las variables codificadas, ya que no nos interesa trabajar con una solucidn
muy acida. En cuanto a los valores de la concentracidn solo los vamos a
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restringir asignandole un minimo, poniendo como minima concentracién la
correspondiente al nivel inferior estudiado, 0.25 g/L.

Todas estas condiciones las expresamos de la siguiente manera:

e Funcidn objetivo:

MAX($)=31.60—3.64x, +26.85x, +1.04x,x,

e Restricciones:

Este problema lo podemos resolver con un software de optimizacién apropiado
que apliqgue el método simplex, como puede ser el GAMS, o el complemento
SOLVER del Excel.

Una vez optimizado el problema con las condiciones especificadas, obtenemos un
resultado donde tedricamente se obtiene una eliminacién del cobre del 100%
utilizando los siguientes valores para las variables codificadas:

x, =1
x, =2,50920245398773

Convirtiendo estos valores a los valores reales de los factores usando las
expresiones especificadas anteriormente:

pH =9
Conc.=8,58435583 g/L

Redondeando el resultado:
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pH =9
Conc.=8,6 g/LL

Esta optimizacidon la hemos realizado poniendo como restriccién que el pH no
puede tomar un valor inferior a 9, ya que este es el nivel inferior del rango en el
que hemos experimentado. Sin embargo, en los experimentos previos para la
evaluacion de la eficiencia de las aminas, hemos tomado un pH ligeramente mas
acido, igual a 8. A continuacion vamos a realizar una nueva optimizacion
tomando como valor inferior del pH el mismo que en el estudio previo al disefo
factorial (8). El pH tiene un efecto negativo sobre la respuesta, es decir, que a
menor pH mayor es la eliminacién de cobre, pero este es mucho mas pequefio
que el efecto que tiene la concentracion. Esta nueva optimizacion nos
proporcionara mas informacién sobre la relevancia de este efecto, ya que si
dejamos que el pH tome valores inferiores, veremos en qué proporcidon
disminuye la concentracién necesaria de la amina para alcanzar una eliminacién
del 100%.

Reformulamos la funcién objetivo y las restricciones para la nueva optimizacion.
Lo Unico que cambia en este caso es el valor inferior que debe tomar el pH, que
es un pH igual a 8, y convirtiéndolo a la variable codificada x;, es igual a -1.667.

e Funcidn objetivo:

MAX($)=31.60—3.64x, +26.85x, +1.04x,x,

e Restricciones:

$<100

~1.667<x, <+

-1<x,

Los resultados obtenidos para esta optimizacién, obteniendo de nuevo una
eliminacion del 100%, son:

x, =—1.667
x, =2,48173777050141
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Convirtiendo los valores de las variables codificadas a los valores que toman los
factores:

pH =7.9995
Conc. =8,51912720494085 g/L

Redondeando los resultados:

pH =8
Conc.=8,52 g/L

Aplicando el método simplex nuevamente, hemos encontrado los valores éptimos
que deben tomar las variables por tal de eliminar al maximo el cobre de la
solucién. Vemos que aplicando los valores calculados al modelo estadistico,
obtenemos una eliminacion del 100%, esto, evidentemente, es solo el resultado
tedrico. Lo mas probable es que nunca se llegue a eliminar el 100% del cobre,
pero nuestro objetivo es acercarnos lo maximo a este valor. Una vez hecho este
estudio, deberiamos realizar un nuevo experimento partiendo de los valores
calculados y observar cdmo se comporta el sistema.

Podemos realizar este proceso de optimizacion para valores del pH mas bajos
para ver como se comporta el sistema y saber cual es la cantidad necesaria de
amina para eliminar todo el cobre de la solucién en funcién del pH. Si realizamos
este proceso para cada unidad de pH obtenemos la siguiente grafica:

Concentraciéon de amina en funcién del pH
9,0
T 8.8
8,6
8,4
\ 8,2
\\\“w 2,0
T T T T T T T T T T T T T 7.8
14 13 12 11 10 9 2 7 6 5 4 3 2 1

Figura 4.4. Concentraciéon necesaria de amina para eliminar por completo el cobre de la
solucién en funcidn del pH.
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4.5, Conclusiones

En este capitulo hemos estudiado el proceso de eliminacion de cobre mediante
aminas, de soluciones de cianuracién, para la posterior extraccion de oro y plata.
En primer lugar, hemos realizado un estudio utilizando diferentes aminas, para
evaluar la eficiencia de cada una de ellas. Este estudio lo hemos realizado a 2
pHs diferentes, 8 y 12. Trabajando a un pH de 12, la amina que ha permitido
eliminar un mayor porcentaje del cobre de la solucién ha sido la amina D25A
habiendo eliminado un 3.13%. Cuando hemos trabajado a un pH de 8, la
eliminacion se ha incrementado significativamente, en este caso, la amina que
mejor rendimiento ha mostrado ha sido la amina H25A, que ha eliminado un
8.63%. De las cuatro aminas que teniamos, ha habido una que no ha logrado
eliminar nada de cobre con ninguno de los dos pH, esta ha sido la D25P, por lo
que la hemos desestimado para una posterior aplicacién. Después de este
pequeio estudio, hemos seleccionado la amina H25A para realizar un disefio
factorial a dos niveles donde hemos estudiado la influencia del pH y de la
concentracidon de la amina sobre la eliminacion de cobre.

A continuacion hemos realizado el disefio factorial y hemos calculado todos los
efectos que afectan a la respuesta. Como hemos visto, el efecto del pH es
negativo, con un valor de -7.29, mientras que el efecto de la concentracién de la
amina es positivo y con un efecto mucho mayor (+53.90). Por otro lado, hemos
visto que también existe un efecto de interaccién entre los dos factores, este es
igual a 2.08%. El hecho de que este valor sea positivo indica que el efecto que
tiene cada factor es mayor como mayor sea el valor que toma el otro factor.

Una vez realizado el disefio factorial y habiendo interpretado los resultados,
hemos construido el modelo estadistico a partir de los efectos calculados. Este
modelo nos ha servido para comprender de mejor manera como se comporta el
sistema y para encontrar los valores optimos de los factores que nos
proporcionan una mayor eliminacion de cobre. Esta optimizacién la hemos hecho
utilizando el método simplex. El proceso de optimizacion lo hemos realizado
varias veces, primero hemos fijado los valores del pH entre los niveles del disefio
experimental, es decir, entre 9 y 12. En cuanto a la concentracidon del
catalizador, solo la hemos fijado en el nivel inferior, permitiendo asi que pueda
tomar valores mayores al nivel superior del disefio por tal de obtener una
eliminacion del cobre mayor. Una vez planteado el problema hemos aplicado el
método simplex y hemos encontrado los valores oOptimos que nos permiten
eliminar el 100% del cobre contenido en la solucién. Estos valores son un pH
igual @ 9 y una concentracién de la amina de 8.6 g/L.

Al realizar esta optimizacién, hemos restringido el valor del pH entre 9 y 12
porque son los valores que hemos estudiado en el disefio experimental. Sin
embargo, sabemos que el efecto del pH es negativo, y si permitimos que este
tome valores inferiores, la concentracidon de amina necesaria para eliminar por
completo el cobre serd inferior. Por otro lado, también sabemos que existe un
efecto de interaccidén, este efecto tiene un valor positivo, lo que significa que
como menor sea el valor del pH menor sera el efecto de este en la respuesta. Por
lo tanto no sabemos hasta qué punto nos interesa trabajar a pHs bajos.
Posteriormente hemos realizado una optimizacién dejando que el pH tome
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valores ligeramente mas bajos, esta vez lo hemos fijado entre 8 y 12. Al realizar
esta nueva optimizacién, hemos encontrado que trabajando a un pH de 8, la
concentracidn necesaria para eliminar por completo el cobre presente en la
solucién es de 8.52 g/L.

Finalmente, hemos repetido este proceso para todos los valores unitarios de pH,
desde un pH de 14 a un pH igual a 1. Con los resultados obtenidos hemos
realizado un grafico donde se muestra la concentracién necesaria para eliminar
por completo el cobre de la solucion en funcidon del pH. Hemos visto que la
solucion optima siempre es aquella que toma el menor pH posible, por lo tanto,
esta grafica muestra todas las combinaciones déptimas posibles para conseguir
una eliminacion completa. La decision final de seleccionar una de estas
combinaciones se debera tomar teniendo en cuenta otros factores, como el gasto
econdmico o con qué valores del pH nos conviene trabajar teniendo en cuenta la
posterior utilizacion de la disolucidén para la extraccién de oro y plata.

Al realizar el proceso de optimizacién hemos extrapolado utilizando en modelo
estadistico, asumiendo que este modelo representa adecuadamente el sistema
en estudio, ya que con la informacién de la que disponemos es el modelo mas
ajustado que podemos encontrar. Sin embargo, habria que realizar experimentos
en los puntos que hemos determinado para comprobar la fiabilidad del modelo, y
si no se ajustara correctamente, realizar un estudio mas avanzado para construir
un modelo de superficie de respuestas de segundo orden y volver a optimizar el
problema.
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5.1. Introduccion

Actualmente existe una preocupacién muy extendida en todo el mundo por la
proteccion del medio ambiente y la conservacion de las energias no renovables.
Es por esto que en las Ultimas décadas se ha mostrado un gran interés en la
investigacion y desarrollo para encontrar fuentes de energia alternativas que nos
permitan reemplazar los combustibles fésiles tradicionales, y que sean mas
respetuosas con el medio ambiente. La produccién de metilester de acidos
grasos, conocido como biodiesel, es una de las alternativas mas atractivas.

El Biodiesel es un combustible sustitutivo del gas-oil para motores diesel, el cual
puede ser producido partiendo de materias primas agricolas (aceites vegetales
y/0 grasas animales), aceites o grasas de fritura usados y metanol o etanol, los
cuales también pueden ser obtenidos a partir de productos agricolas. El biodiesel
posee las mismas propiedades que el combustible diesel empleado como
combustible para automdéviles, y se puede utilizar en motores diesel tanto en su
pureza como en una mezcla en cualquier proporcidn con el diesel obtenido de la
refinacion del petrdleo. Esta alternativa, ademas, presenta una gran ventaja
competitiva desde el punto de vista de la industria, ya que no es necesario
efectuar ninguna modificacion en los motores para poder emplear este
combustible. Importantes fabricantes de vehiculos europeos efectuaron pruebas
con resultados satisfactorios en automdéviles, camiones y émnibus.

5.1.1. Ventajas ambientales

Desde un punto de vista ambiental, el biodiesel presenta grandes ventajas frente
a los combustibles convencionales. Este combustible vegetal reduce los efectos
contaminantes desde diversos puntos de vista. Por un lado, elimina
completamente las emisiones de CO, y reduce la produccidon de hollin entre un
40 y un 60%. También reduce las emisiones de hidrocarburos, que disminuyen
entre un 10 y un 50%. El mondxido de carbono también desciende en la misma
proporcién, entre un 10 y un 50%. Estos indicadores pueden aplicarse para el
biodiesel 100% puro, ya que este combustible vegetal también se emplea en
combinacion con fuentes energéticas de origen fosil.

Ademas de todas estas reducciones en el impacto ambiental, el biodiesel también
reduce de forma importante la emisién de muchos de los denominados
hidrocarburos policiclicos aromaticos (PAHs), que en su mayoria poseen acciéon
cancerigena. Entre ellos, se encuentra el Fenantreno, el BenzoflUorantreno o los
Benzopirenos.

Desde el punto de vista de la inflamabilidad y toxicidad, el biodiesel es mas
seguro que el gas-oil proveniente del petréleo, no es peligroso para el ambiente
y es totalmente biodegradable, desapareciendo su presencia por completo en un
periodo menor a 21 dias.
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5.1.2. Proceso de sintetizacion del biodiesel

La sintetizacion del biodiesel, consiste en wuna sencilla reacciéon de
transesterificacién de los aceites vegetales, donde los triglicéridos contenidos en
estos, reaccionan con alcoholes de cadenas cortas, a menudo metanol, en la
presencia de un catalizador.

R-@-O—CH: CH2-OH

R-@-O-CH + 3CH:OH -—> 3 RE-O—CHa + CH-OH

CATALIZADOR

R-g-O-CHz CH2-OH

TRIGLICERIDO METANOL METILESTER GLICERINA

Figura 5.1. Reaccidn de transesterificacion para la sintetizacion de
biodiesel.

Como se observa en la figura 5.1, una molécula del triglicérido reacciona con
tres de metanol, formando tres moléculas de metilester y una glicerina.

La glicerina se obtiene como un subproducto de la reaccién, y una vez separada
de la mezcla obtenida, tiene un gran numero de aplicaciones en la industria
farmacéutica, de cosméticos o alimentaria, por lo que la reaccién no da lugar a
residuos, todos los productos obtenidos son aprovechados.

Los aceites vegetales mas usados en la produccion de biodiesel son el aceite de
colza, de girasol, y de soja.

La transesterificacion de estos aceites vegetales con metanol, se puede llevar a
cabo usando todo tipo de catalizadores, tanto catalizadores homogéneos, ya
sean acidos o alcalinos, como catalizadores heterogéneos , ya sean 4&cidos,
alcalinos, o enzimaticos. El uso de catalizadores homogéneos requiere unos
pasos de acondicionamiento y purificacion de los productos por tal de separar el
catalizador al final de la reaccion. En cambio, al realizar la reaccién con
catalizadores heterogéneos, estos son eliminados muy facilmente de la mezcla
obtenida, haciendo el proceso de purificacidon mucho mas simple.
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Este estudio consta de dos partes. El objetivo, en primer lugar, es comparar el
rendimiento obtenido en la reaccion utilizando diferentes catalizadores y escoger
el que se considera 6ptimo. Una vez hecho esto, usando el catalizador elegido, se
construird un disefio factorial 22 para estudiar el efecto que tienen varios factores
en el proceso de obtencién del biodiesel, y se escogeran los valores dptimos de
los mismos mediante la metodologia de superficie de respuestas.

5.1.3. Materiales

Los materiales usados como reactivos en este estudio seran: aceite refinado de
girasol, subministrado por la empresa Olibau S.A. (Espafia), y metanol de una
pureza del 99%, de Panreac (Espana).

En cuanto a los catalizadores utilizados en el estudio previo sobre el rendimiento
de los mismos, son los siguientes: Hidroxido de sodio, Panreac, Espafa; tres
resinas diferentes de fuerte intercambio idnico, tanto de aniones como de
cationes. Resinas de intercambio aniénico: Amberlyst A26 y Amberlyst A27.
Resinas de intercambio catidnico: Amberlyst 15. Todas ellas de Sigma-Aldrich,
Espana; Dos catalizadores con base de circonio: MELCat XZ0645/01, y MELCat
XZ0658/01. Melchemicals, Gran Bretafa; Un catalizador con base de titanio,
TIS, de Engel-hard De Meern B.V., Holanda; Un quelato de titanio (TILCOM STC),
Tioxide, Gran Bretafia; Cloruro de estafio (II) (SnCl,), de Panreac, Espafia; Oxido
de Magnesio (MgO), de Sigma-Aldrich, Espafia; Una zeolita Y, preparada por
calcinacion de vapor, ITPV, Espafa; Y por ultimo, una lipasa inmovilizada
(Novozym 435), Novo Nordisk, Dinamarca.

5.2. Estudio sobre el rendimiento de los
catalizadores

Para comparar el efecto que tiene cada uno de los catalizadores mencionados
sobre el rendimiento de la reaccion, la transesterificacién de aceite de girasol con
metanol se lleva a cabo bajo las mismas condiciones para cada catalizador.
Segun la literatura, el rango de la presién de trabajo varia desde la presion
atmosférica hasta una presion de 50 bar. En el presente estudio, todos los
experimentos se realizan a presion atmosférica para prescindir de los gastos
asociados con el trabajo a alta presién. También sabemos que el rendimiento
incrementa con la temperatura, sin embargo, la temperatura maxima de trabajo
no puede superar el punto de ebullicion de los reactivos. Por esta razdn, la
temperatura elegida por los experimentos es de 60°C. El tiempo de la reaccion
serd de 8 horas para todos los experimentos, ya que un tiempo de reaccion
superior seria impracticable desde un punto de vista industrial. La concentracion
del catalizador, suele variar de 0.5 a 1.5% en masa en reacciones de
transesterificacion, por lo que se escoge una concentraciéon del mismo del 1%.
Por ultimo, segun la literatura, la proporcién de los reactivos que proporciona
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unos mejores resultados es una relacion molar de 6:1, que es dos veces la
relacién estequiométrica, ya que 1 mol de triglicérido reacciona con 3 moles de
metanol para formar 3 moles de metilester, de manera que esta relacién es la
que se utilizara en los experimentos.

La tabla 5.1 muestra la conversion del triglicérido para cada catalizador después
de 8 horas de reaccidén. Después de experimentar con todos los catalizadores a
idénticas condiciones, podemos comprobar con los resultados obtenidos, que el
catalizador que nos ofrece una mejor conversion del triglicérido a metilester es el
hidroxido de sodio, siendo mucho mayor que para cualquier otro catalizador.
Como se observa en la figura 5.2, la reaccién cuando se usa este catalizador es
muy rapida. Cuando han pasado solamente 5 minutos ya se ha obtenido una
conversion de mas del 80%. Transcurridas las 8 horas de reaccién, la conversion
es del 100% cuando se usa el hidréxido de sodio.

Tabla 5.1. Conversion a metilester para cada catalizador.

Catalizador

Tipo de catalizador

Conversion (%)

NaOH Muy alcalino 100,0
Amberlyst A26 Resina de intercambio de aniones 0,1
Amberlyst A27 Resina de intercambio de aniones 0,4
Amberlyst 15 Resina de intercambio de cationes 0,7
MELCat XZ0658/01 Hidroxido de sulfato de circonio dopado 0,0
MELCat XZ0645/01 Hidrdxido de silice de circonio dopado 0,0
TIS Silicato de titanio 0,6
TILCOM STC Quelato de titanio 0,5
SnCl, Cloruro de estafo (II) 3,0
MgO Oxido de magnesio 11,0
USY-292 Zeolita 0,2
Novozym 435 Lipasa inmovilizada 0,0
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Figura 5.2. Conversion a metilester respecto el tiempo (h) cuando se
utiliza NaOH como catalizador.

El Unico catalizador que también muestra una actividad significativa es el 6xido
de magnesio (Mg0), aunque, con una conversion del 11% después de 8 horas,
es diez veces menor que con NaOH. En cuanto al resto de catalizadores, casi
ninguno de ellos proporciond una conversion mayor al 1%. La resina de
intercambio de cationes dio un rendimiento ligeramente mayor que la de
intercambio de aniones, todas por debajo del 1%. El peor comportamiento
observado fue el de los catalizadores con base de zirconio y el de lipasa
inmovilizada, los cuales no produjeron nada de metilester.

Después de interpretar los resultados obtenidos con cada catalizador, podemos
concluir que el hidréoxido de sodio proporciona un rendimiento mucho mayor a
todos los otros catalizadores estudiados, por lo que es el catalizador elegido para
llevar a cabo el disefio factorial y la posterior optimizacion del proceso.
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5.3. Disefio factorial 22

Una vez elegido el catalizador 6ptimo, construiremos un disefio factorial 2% para
estudiar qué efecto tienen varios factores sobre la conversion del triglicérido a
metilester. Los factores que estudiaremos son la temperatura y la concentracion
del catalizador. Para elegir los niveles de los factores nos basamos en las
propiedades del proceso, del contexto donde se encuentra y del equipo usado. El
nivel superior de la temperatura se fija a 65°C, que es el punto de ebullicién del
metanol, ya que, como hemos dicho anteriormente, no se podria operar a
temperaturas mayores. El nivel inferior de la misma se fija a 25°C, que es la
temperatura ambiente de la habitacién, ya que trabajar a temperaturas mas
bajas comportaria un coste importante de refrigeracion del reactor. Por otro lado,
los niveles de la concentracién del catalizador, se fijan en 0.5 y 1.5% en masa,
de acuerdo con la literatura consultada. La tabla 5.2 muestra la codificacion de
los factores y el dominio experimental.

Tabla 5.2. Factores y dominio experimental.

Factores Dominio experimental

Nivel (-) Nivel (+)
xi: T (°C) 25 65
X3: C (% masa) 0,5 1,5

Los demas factores que intervienen en la reaccién se fijan para que no influya su
efecto en el estudio. La agitacidon del reactor se fija a 600 rpm para evitar
limitaciones de transferencia de masa. La relacidon de los reactivos se fija en una
proporcion 6:1 de igual manera que en los experimentos realizados
anteriormente. La presion de trabajo, también se fija con el mismo valor que en
los experimentos previos, ya que, como hemos visto, incluso trabajando a
presiones bajas, la reaccion es muy rapida. Por otro lado, el tiempo de la
reaccion se reduce a 4 minutos, ya que probablemente, si dejaramos que la
reaccién se llevara a cabo durante 8 horas, la conversién seria del 100% en
todos los casos, y esto no nos permitiria avanzar en nuestro estudio.

Una vez definido el dominio experimental y las condiciones de trabajo, se
procede a realizar todos los experimentos correspondientes al disefio factorial, y
se anotan las respuestas observadas. Los experimentos se realizan en orden
aleatorio por tal de neutralizar el efecto de factores externos. La tabla 5.3
muestra la matriz de disefo, con la matriz de los experimentos, el plan de
experimentacion y las respuestas observadas.
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Tabla 5.3. Plan de experimentacion. Matriz de los experimentos y
respuestas promedio observadas.

Matriz de Plan de Conversion del

experimentos experimentacion triglicérido a metilester
X1 X5 T (°O) C (% masa) Respuesta (%)

1 - - 25 0,5 86

2 + - 65 0,5 98,1

3 - + 25 1,5 99,7

4 + + 65 1,5 100,0

5 0 0 45 1,0 97,7

6 0 0 45 1,0 97,8

7 0 0 45 1,0 97,6

8 0 0 45 1,0 98,0

Esta vez, como se observa en la tabla, no solo se han realizado los experimentos
necesarios para completar el disefio factorial. Los cuatro primeros corresponden
a los que dicta el disefio, con todas las combinaciones posibles de los niveles de
los dos factores. Pero ademas de estos, se han realizado cuatro experimentos
adicionales en el centro del disefio, es decir, en los niveles cero de los factores,
que en unidades reales, corresponden al promedio de los dos niveles del factor,
es este caso, una temperatura de 45°C y una concentracion del catalizador del
1% en masa. Por otro lado, no se han realizado los experimentos por duplicado,
por lo que solo disponemos de una respuesta para cada experimento del disefio,
sin embargo, los cuatro experimentos adicionales se han realizado para los
mismos valores de los factores, cosa que nos permitira calcular el error estandar.
Esto también nos permitird comprender de mejor manera como se comporta el
sistema.
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5.3.1. Calculo de los efectos

De la misma manera que lo hemos hecho hasta ahora, vamos a calcular los
efectos asociados a cada factor con el algoritmo definido en los capitulos
anteriores.

Definimos la matriz de los efectos (X), que es la misma para cualquier disefio
factorial 22:

Tabla 5.4. Matriz de los efectos de un disefio factorial 2°.

M 1 2 12
+ - - +
+ + - -
+ - + -
+ + + +

Definimos el vector columna (y), que contiene la respuesta de cada uno de los
experimentos del disefio factorial. En este caso, solo tenemos en cuenta los
cuatro primeros experimentos, con las combinaciones de los niveles positivos y
negativos:

86.0

98.1

99.7
100.0

Multiplicamos la transpuesta de la matriz X por el vector y:

+1 +1 +1 +1 86.0 383.8
, -1 +1 -1 +1 98.1 12.4
-1 -1 +1 +1 99.7 15.6

+1 -1 -1 +1||100.0 -11.8

Y ahora multiplicamos cada uno de los valores obtenidos por el coeficiente
correspondiente, en este caso es +1/2 para todos los efectos menos para el valor
promedio que es +1/4:
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Y 95.95
1| | 620
2 | 7.80
12| |-5.90

El valor promedio (95.95) indica alrededor de que valor estan distribuidas las
respuestas. Si ningun factor tuviera efecto en la conversion, la distribucion de los
valores seria debida Unicamente al error experimental. Por otro lado, si el
sistema se comportara linealmente, este seria el valor predicho en el centro del
sistema, es decir, cuando los factores toman el nivel 0 de las variables
codificadas.

El efecto principal de la temperatura (6.20) indica que al variar la temperatura
del nivel inferior al nivel superior (de 25 a 65°C), la conversién aumenta en un
6.20% de promedio. Es decir, un aumento en la temperatura incrementa la
eficiencia del proceso. Sin embargo, todavia no nos podemos fiar de este valor,
ya que podria existir un efecto de interaccién que haga que la respuesta varie de
diferente manera ante un incremento de la temperatura trabajando a diferentes
niveles de concentracion de catalizador.

El efecto principal de la concentracion del catalizador tiene un efecto ligeramente
mayor. Este indica que al variar la concentracidon del catalizador de 0.5 a 1.5%
en masa, la conversion del triglicérido aumenta en un 7.80% de media.

Por ultimo, el efecto de interaccién entre los dos factores es negativo, vy
ligeramente mas pequeno que los otros efectos. Este efecto nos indica que el
efecto de cada uno de los factores varia dependiendo de qué valor este tomando
el otro factor. Si por ejemplo estudiamos como afecta esto al efecto de la
temperatura, dependiendo de qué concentracién del catalizador se esté usando,
vemos que cuando estamos trabajando con el nivel inferior del catalizador, el
efecto de un aumento de la temperatura sobre la conversion a metilester es el
siguiente:

7™ =98.1-86.0=12.10%

Mientras que el mismo efecto cuando trabajamos con el nivel superior de la
concentracion del catalizador es de:

T"=100-99.7=0.3%

El primer valor indica que un incremento de la temperatura cuando trabajamos a
una concentracion del 0.5%, incrementa la conversién del reactivo en un
12.10%, mientras que cuando la concentracién toma el nivel superior (1.5%),
este incremento es solo del 0.3%.
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El efecto de interaccién entre los factores se calcula como la mitad de la
diferencia del valor del efecto cuando el otro factor toma el valor superior menos
el valor del efecto cuando el otro factor toma el valor inferior. El hecho de que
este efecto sea negativo nos indica que el efecto de la temperatura es superior
para niveles bajos de la concentracion del catalizador. Este efecto, es
probablemente consecuencia de la presencia de reacciones secundarias cuando
trabajamos a temperaturas altas y con altas concentraciones de NaOH.

5.3.2. Estimacion del error de un efecto

Como hemos visto en la tabla 5.3, esta vez no hemos realizado los experimentos
por duplicado, solo contamos con una respuesta para cada combinacion de los
factores. Sin embargo, hemos realizado cuatro experimentos adicionales en el
centro del disefio a una temperatura de 45°C y con una concentracion del
catalizador del 1%. Estos cuatro valores nos serviran para calcular el error
cometido en las observaciones asi como el error estandar de los efectos. Al
disponer de cuatro valores para realizar este calculo, el error que calcularemos
sera un valor con tres grados de libertad.

El calculo lo realizaremos de la misma manera que en los casos anteriores. Para
empezar calcularemos el valor de la varianza asociado a nuestra muestra
utilizando la ecuacion 4.1:

2 (97.7-97.775) +(97.8—-97.775)*(97.6 —97.775)* (98.0 —97.775)
4-1

S =0.0292

Calculando la raiz cuadrada de este valor, obtendremos la desviacidon estandar
asociada a estos cuatro valores, lo que es igual al error experimental:

5§ =4+/0.0292 =0.1708%

El valor de cada efecto se obtiene mediante la combinacién lineal de cuatro
valores, con un coeficiente a, =+1/2. Asumiendo que estos valores son
estadisticamente independientes, aplicamos la ecuacion 2.8 para calcular la
varianza de un efecto aplicando el coeficiente af =+1/4. En este caso, como
cada uno de los valores utilizados en el calculo de los efectos no es un promedio,
sino que es una observacién individual, el valor no debe dividirse.
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V(efecto) = G +i+i +%)><o.0292 =0.0292

En este caso particular, vemos que la varianza asociada a los efectos es la misma
que la varianza asociada a cada observacion individual. Por lo tanto el error
estandar de los efectos, también sera igual al error asociado a cada observacién:

s(efecto)=s5=0.1708 %

5.3.3. Interpretacion de los resultados

Tabla 5.5. Estimacion de los efectos con sus respectivos errores

estandar.
Efecto Estimacién * error
Valor promedio (y) 95.95 + 0.0854
Efecto de la temperatura (1) 6.20 £ 0.1708
Efecto de la concentracion del catalizador (2) 7.80 £ 0.1708
Efecto de interaccién (12) -5.90 £ 0.1708

En la tabla 5.5 tenemos los valores de cada uno de los efectos obtenidos con sus
respectivos errores estandar. El error del valor promedio siempre es la mitad del
error de los efectos, esto se debe a que al calcular el valor de este efecto se le
aplica un coeficiente a, =+1/4 que es la mitad que el coeficiente aplicado a los
demas efectos.

Lo primero que tenemos que hacer a la hora de interpretar los valores obtenidos,
es comparar dichos valores con el error estandar y seleccionar solo aquellos
efectos cuyo valor sea debido realmente al efecto en si y no al error. Para ello
construiremos un intervalo de confianza usando una distribucién t de Student
con un nivel de confianza del 95% como el de la expresion 2.9. Teniendo en
cuenta que la varianza la hemos calculado a partir de cuatro observaciones
individuales y estadisticamente independientes, el valor de del error obtenido
tiene 3 grados de libertad. De modo que con un nivel de confianza del 95% y con
3 grados de libertad, el intervalo aplicado es el siguiente:

t, X s(efecto) =3.182x0.1708% = 0.5434%
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Como podemos comprobar, todos los efectos son superiores a este valor, esto
significa que todos ellos se deben a un efecto real de los factores, dicho de otra
manera, no son fruto del error experimental, y por lo tanto todos ellos deben ser
interpretados.

Dado que el efecto de interaccion no es despreciable, no podemos interpretar los
efectos principales Unicamente, debemos tener en cuenta todas las
observaciones en su conjunto:

65
s
>t
—
£
g
g
~
25

I I >
05 15

Conc. catalizador (%)

Figura 5.3. Diagrama de los resultados obtenidos.

Observando este diagrama vemos el efecto que tienen los diferentes factores
sobre la respuesta, y vemos que su efecto es diferente trabajando a distintos
niveles del otro factor. El hecho de que el efecto de interaccién sea negativo nos
indica que los factores tienen un efecto mayor cuando el otro factor toma valores
bajos.

Interpretando estos valores podemos sacar las siguientes conclusiones:

e Un aumento de la temperatura incrementa la conversion de triglicérido a
metilester en un 6.20% de promedio, mejorando asi el rendimiento de la
reaccidon. Sin embargo, este incremento es mucho mas importante cuando
trabajamos en el nivel inferior de concentracién del catalizador, y es
practicamente inapreciable cuando la concentracién de este toma el nivel
superior (12.10% frente a 0.30%).

- 05 -



Nil Puche Gonzalez

e La concentracion del catalizador, por otro lado, también tiene un efecto
importante en la respuesta. Vemos que un incremento en la misma
aumenta la conversién en un 7.80% de promedio, aunque, de igual
manera que con el efecto de la temperatura, este incremento es mucho
mayor cuando trabajamos en el nivel inferior de la temperatura (13.70%
frente a 1.90%)

e El mejor resultado se obtiene trabajando a una temperatura de 65°C y con
una concentracion de 1.5% en masa del catalizador, obteniendo una
conversion maxima del 100%. Sin embargo, después de ver el efecto de
interaccion que existe, no podemos asegurar que esta combinacion de los
factores sea la optima. Debemos realizar estudios mas avanzados para
comprobar si se puede alcanzar el 100% de conversibn a menor
temperatura o con una menor concentracién del catalizador.

5.4, Modelo estadistico y Superficie de
respuestas

Para poder estudiar mas detalladamente cual es el comportamiento del sistema
en el dominio experimental descrito, vamos a construir un modelo estadistico
gque nos ayude a interpretar como se ve afectada la respuesta ante variaciones
en los factores, y que incluso nos diga cual es el valor de la respuesta para una
determinada combinacion de los factores, interpolando dentro del dominio.

Para construir dicho modelo usamos la misma metodologia que en los casos
anteriores. La ecuacion 2.12 expresa una funcién que relaciona los valores que
toman las variables codificadas con la respuesta obtenida mediante una
combinacion de los valores de las variables y los efectos de variaciones unitarias
de los factores en los ejes codificados:

y(xpxz): By + Bix, + Byx, + BLxx, +€(x1,x2)

Los valores que hemos calculado de los efectos representan el efecto que tiene
cada factor al variar del nivel inferior del factor (-1) al nivel superior del mismo
(+1), es decir que los hemos calculando aplicando variaciones de 2 unidades
sobre los ejes codificados. Por lo tanto, podemos decir que los efectos debidos a
la variacidon de una unidad en los ejes, son la mitad que los efectos debidos a la
variacion de dos unidades. Los coeficientes beta (B) expresan el valor exacto de
estos efectos asociados a toda la poblacion. Debido a que nosotros no
disponemos de dichos valores, haremos el calculo usando los efectos obtenidos a
partir de nuestra muestra y los utilizaremos como estimadores del valor real de
la poblacion. Los coeficientes que representan los efectos calculados a partir de
la muestra los representaremos con la letra b.
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)A/(xlaxz ) =1(x,,%,) =by +b,x, +b,x, +b,x,x,

En los apartados anteriores de este capitulo, siempre que nos hemos referido al
valor promedio hemos utilizado el valor calculado a partir de las cuatro primeras
observaciones, ya que lo que nos interesaba era poder compararlo con los
valores de los efectos, los cuales los hemos obtenido mediante combinaciones de
esos cuatro valores. Los cuatro experimentos adicionales solamente los hemos
utilizado para calcular el error estandar. Sin embargo, ahora nos interesa utilizar
el valor promedio de todas las observaciones realizadas, ya que al estar
calculado con un numero mayor de observaciones independientes, es un valor
mas adecuado para estimar el valor promedio de la poblacién.

De modo que los valores de todos los coeficientes b seran la mitad de los efectos
calculados. En cuanto al valor promedio, usamos el nuevo valor calculado a partir
de las ocho observaciones:

b, = 96.86
b, =3.10
b, =3.90
b, =-2.95

Aplicando esta expresidon a nuestro experimento obtenemos el modelo estadistico
correspondiente:

P(x,,x,)=96.86+3.1x, +3.9x, —2.95x,x,

Este modelo esta construido bajo la premisa de que el valor promedio de todas
las observaciones en los vértices del rango experimental tiene que ser igual al
valor predicho en el centro del disefio, es decir, cuando x; y X, son igual a cero.

Para comprobar esto, solo tenemos que comparar los resultados obtenidos en los
experimentos. Si seleccionamos las respuestas obtenidas en los cuatro primeros
experimentos, estamos cogiendo los valores de los vértices, es decir, los valores
obtenidos en todas las posibles combinaciones de los niveles superiores e
inferiores de los factores. Los cuatro experimentos adicionales en cambio, se
realizan en el centro del disefio, es decir, cuando x; y X, son igual a cero. De
manera que si este sistema se comportara como define el modelo, el valor
promedio de las cuatro primeras observaciones deberia ser igual, o por lo menos
aproximarse lo suficiente al valor promedio de las Ultimas cuatro observaciones.
Si hacemos esta comprobacion, vemos que el promedio de las primeras cuatro
respuestas es de 95.95%, como hemos calculado anteriormente, mientras que el
valor promedio de las ultimas cuatro respuestas es de 97.775%. Estos valores se
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acercan, aunque no son lo suficientemente parecidos como para concluir que el
modelo realizado se ajusta adecuadamente al sistema. La diferencia entre estos
dos valores es igual a 1.825, este valor es demasiado grande, ya que como
hemos visto, con un nivel de confianza del 95%, la diferencia no deberia superar
a 0.5434. Por otro lado, si cogemos el valor que predice el modelo en cuestion en
el centro del disefio (96.86), es decir, el valor promedio de las ocho
observaciones, vemos que este tampoco se aproxima lo suficiente al promedio de
los valores realmente observados en el centro del disefio, la diferencia entre
estos es igual a 0.915.

Una vez hecha esta comprobacion, podemos concluir que el modelo estadistico
obtenido no describe adecuadamente el sistema, por lo que debemos encontrar
otro tipo de modelo que se ajuste mejor. Vamos a utilizar un modelo un poco
mas complejo para describir el comportamiento del sistema, utilizaremos un
modelo polindmico de superficie de respuestas de segundo orden. Aplicando la
ecuacion 3.4, que es la forma general de un modelo de superficie de respuestas
de segundo orden, para un disefio 22 obtenemos la siguiente expresion:

A _ 2 2
y(xl’XZ)_ ayta,x, +a,x, +a,x; +a,xx, +ayx,

Para distinguir los coeficientes de los de la ecuacion del modelo estadistico
anterior, en este modelo los representamos con la letra a.

Para ajustar correctamente el nuevo modelo, realizamos cuatro experimentos
adicionales para estudiar el efecto de curvatura de la funcidon. Los nuevos
experimentos, se realizan a una distancia a del centro del disefio. En cada una
de las combinaciones, uno de los factores toma el valor 0 (centro del disefio), y
el otro factor toma el valor +a o —« . La distancia de los puntos al centro del
disefio viene dada por la siguiente expresion:

a=2""

Para un diseno con dos factores:

a=27*=1414

A continuacién se realizan los experimentos con las combinaciones establecidas.
La tabla 5.6 muestra el conjunto de todos los experimentos que se han realizado
a lo largo del experimento.
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Tabla 5.6. Disefio experimental completo.

Matriz de Plan de Conversion del
experimentos experimentacion triglicérido a metilester
x1 x2 T (°C) C (% masa) Respuesta (%)
1 -1 -1 25 0,5 86,0
2 +1 -1 65 0,5 98,1
3 -1 +1 25 1,5 99,7
4 +1 +1 65 1,5 100
5 0 0 45 1,0 97,7
6 0 0 45 1,0 97,8
7 0 0 45 1,0 97,6
8 0 0 45 1,0 98,0
9 0 +1,414 45 1,71 100,0
10 +1,414 0 73,3 1,0 99,7
11 -1,414 0 16,7 1,0 96,6
12 0 -1,414 45 0,29 89,0

Una vez hechos todos los experimentos, los parametros de la nueva funcién de
segundo orden se determinan por regresion multiple. Asi que una vez calculados
los nuevos coeficientes, el modelo estadistico de segundo orden obtenido es el
siguiente:

P(x,,x,)=97.77 +2.098x, +3.894x, +0.094x” —2.95x,x, —1.73x7

Como vemos en la ecuacion, para describir el modelo estamos utilizando las
variables codificadas x; y X,. Si queremos volverlas a transformar en los valores
reales de los factores debemos utilizar las siguientes expresiones:

T:xlx(65;25)+(65;25) = 20x, +45

(15205  (15+0.5)
2 2

Conc. = x, =0.5x, +1
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Este nuevo modelo puede ser graficado para representar la superficie de
respuestas del sistema en estudio, es decir, una superficie tridimensional que
representa la respuesta obtenida (conversidn a metilester) como funcién de la
combinacion de los factores (temperatura y concentracién del catalizador) en el
rango experimental estudiado. La figura 5.4 representa dicha superficie de
respuestas en funcién de los valores reales de los factores.

Ay,
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Figura 5.4. Superficie de respuestas definida por el modelo de segundo orden.

Interpretando la grafica de la superficie de respuestas podemos obtener
informacion de cdmo se comporta el sistema a lo largo del rango estudiado y nos
puede ayudar a optimizar el proceso, viendo que valores de los factores nos
proporcionan una mejor respuesta. A la hora de interpretar el grafico, debemos
tener en cuenta que el modelo obtenido nos puede dar valores de la conversion
de mas del 100%. Estos valores solo tienen sentido matematicamente, pero
fisicamente hablando, la maxima conversion es del 100%, y por lo tanto, en
todos los puntos donde el modelo nos da valores de mas del 100%, la conversion
real es del 100%.

En el gréafico se pueden observar los efectos que hemos calculado de los factores.
Se puede observar que a temperaturas bajas, la conversién aumenta con el
incremento de la concentracion del catalizador, por lo tanto, la maxima
conversidon a temperaturas bajas se obtiene con concentraciones altas del
catalizador. Esto se debe a que el efecto del catalizador es el mas grande, y es
positivo. Por otro lado, trabajando a temperaturas altas, se observa un
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comportamiento diferente. Inicialmente la conversion también aumenta con la
concentracion del catalizador, pero alcanza un maximo a concentraciones
intermedias del catalizador y disminuye para concentraciones altas. Esto se debe
a que el efecto de interaccién y el coeficiente cuadratico para la concentracion
sean negativos. Probablemente este comportamiento es debido a la presencia de
reacciones secundarias a altas temperaturas.

A bajas concentraciones de catalizador, la conversidn incrementa
moderadamente con la temperatura, ya que el efecto de la temperatura es
positivo pero mas pequefio que el de la concentracién. Por el contrario, cuando
trabajamos a concentraciones altas de catalizador, el incremento de la
temperatura juega un papel negativo en la conversion del triglicérido. Para
temperaturas bajas la conversién es del 100% y se mantiene constante hasta
alcanzar temperaturas intermedias, donde empieza a disminuir. La presencia de
reacciones secundarias juega un papel negativo en la eficiencia de la conversion.
Por lo tanto, las condiciones que favorecen dichas reacciones, que son
temperaturas y concentraciones de catalizador altas, se deben evitar.

5.4.1. Céalculo de los parametros con el método
Simplex

Al construir el modelo de superficie de respuestas de segundo orden, se han
obtenido los coeficientes partiendo de los puntos que conocemos de la
experimentacién y mediante una regresién multiple. Podemos tratar de calcular
estos parametros mediante otro método, y asi poder comparar los resultados
obtenidos mediante los dos métodos.

Vamos a partir nuevamente del modelo polindmico de segundo orden y de los
resultados obtenidos en la experimentacién (tabla 5.6).

A 2 2
y(xlaxz): ayta,x, +a,x, +a;x; +a,xx, +ayx,

Lo que debemos hacer, es encontrar los valores para los parametros a, que
hacen que el modelo se ajuste de la mejor forma posible a los puntos
experimentales. Para hacerlo, esta vez vamos a utilizar el complemento SOLVER
del EXCEL, que de hecho es una herramienta de optimizacidon que usa el método
simplex.

El planteamiento de este problema, debemos hacerlo de la misma forma que
planteamos cualquier problema de optimizacion, aunque, lo mas importante es
este caso no es la funcidén objetivo, sino las restricciones. Le vamos a decir al
programa que nos genere los valores de los pardmetros, sujeto a que el
resultado de la ecuacidon en cada uno de los puntos conocidos sea igual al punto
en cuestién. Evidentemente, no podemos hacer que el modelo pase exactamente
por los puntos conocidos, ya que estos tienen un error, por lo que las
restricciones van a ser que cada uno de esos valores estén dentro de un
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intervalo, que estard centrado en el valor obtenido en la experimentacién mas
menos un error. El valor de este error lo determinaremos de manera que sea el
minimo error posible que permita ajustar el modelo. Para conseguir esto, vamos
definir el problema de manera que el software, ademas de los parametros,
también nos genere el valor del error, y a la misma vez, lo minimice sujeto a que
cumpla todas las restricciones.

A continuacién definimos la funcion objetivo y las restricciones.

e Funcidn objetivo:

MIN(e)=¢€

e Restricciones:

86—£ < P(-1,-1)<86+¢&
98.1-£ < P(1,-1)<98.1+¢
99.7—£< P(-1,1)<99.7+¢
(1,1)>100-&
$(0,1.414)>100—¢
99.7—£< 7(1.414,0)<99.7 +¢
96.6—& < H(—1.414,0)<96.6+ £

89—£<7(0,-1.414)<89+¢

En el caso del valor de la conversidén en el centro del sistema, lo dejamos fijado
en el valor del promedio de las cuatro observaciones obtenidas en el mismo
centro, que es igual a 97.775, ya que a diferencia de los otros experimentos,
este se ha realizado mas de una vez, de manera que el resultado obtenido tiene
mas grados de libertad y es mucho mas fiable. Por otro lado, en el caso de los
experimentos en los que hemos obtenido una conversiéon del 100%, solo los
fijamos con un valor minimo, ya que sabiendo que la conversién es completa en
este punto, el modelo podria darnos un valor superior al 100%.

Una vez definidos todos los puntos del problema, aplicamos el planteamiento al
SOLVER, y obtenemos los siguientes resultados:
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a, =1,92626346332252

a, =39
a,, =0,187556643888357
a, =-2,95

a,, =-2,01255664388838
£=1,17373653667749

Como hemos mencionado anteriormente, hemos fijado el valor de la conversion
en el centro del disefio, es decir, cuando (x;, x2) = (0,0). Si observamos la
ecuacién del modelo, vemos que el valor de la respuesta cuando las dos
variables son igual a cero, tiene que ser igual al parametro a,. Por lo tanto:

a, =97.775

Redondeando y aplicando estos coeficientes al modelo polindmico de segundo
orden obtenemos la siguiente ecuacion:

P(x,,x,)=97.775+1.926x, +3.9x, +0.188x} —2.95x,x, —2.013x;

Si hacemos la representacién grafica de la superficie de respuestas obtenida con
este nuevo modelo, vemos que esta es practicamente igual a la correspondiente
al modelo obtenido por regresion multiple. La figura 5.5 muestra la nueva
superficie de respuestas.

Para estudiar los dos modelos obtenidos, debemos comparar las respuestas que
obtenemos con cada uno de estos en los puntos del disefio donde conocemos la
respuesta experimental, es decir, en las combinaciones de los niveles superiores
e inferiores de los factores, en el centro del disefio, y en las combinaciones de los
cuatro experimentos adicionales para estudiar el efecto de curvatura de la
funcion. En la tabla 5.7 se muestra una comparaciéon de las respuestas obtenidas
con los modelos y la respuesta obtenida experimentalmente. Se comparan los
resultados en cada uno de los nueve puntos. Esta tabla muestra las tres
respuestas y el error relativo de cada una de las aproximaciones hechas con los
modelos respecto la respuesta experimental.

Observando los valores de la tabla, vemos que las aproximaciones hechas con
los dos modelos son bastante buenas. Si comparamos los errores relativos con
respeto a la respuesta experimental, vemos que en los dos casos son muy
parecidos. En los puntos 1, 3, 5, 7 y 8, el modelo que mas se acerca a la
respuesta experimental, es el que hemos obtenido mediante el método simplex,
mientras que en los puntos 2, 4, 6 y 9, la mejor aproximacion es la del modelo
obtenido por regresion multiple.
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Conversion (%)

xl : L. L5 -1.5

Figura 5.5. Superficie de respuestas definida por el modelo de segundo
orden obtenido con el método Simplex.

Tabla 5.7. Comparacién de las aproximaciones de la respuesta segun los dos
modelos obtenidos.

x1 x2 Experimental R.M. Simplex Error (R.M.) (Sii::::;_x)
1 -1 -1 86,0 87,192 87,174 1,39% 1,37%
2 1 -1 98,1 97,288 96,926 0,83% 1,20%
3 -1 1 99,7 100,880 100,874 1,18% 1,18%
4 1 1 100,0 99,176 98,826 0,82% 1,17%
5 0 0 97,775 97,770 97,775 0,01% 0,00%
6 0 1,414 100,0 99,817 99,266 0,18% 0,73%
7 1,414 0 99,7 100,925 100,874 1,23% 1,18%
8 -1,414 0 96,6 94,991 95,426 1,67% 1,22%
9 0 -1,414 89,0 88,805 88,237 0,22% 0,86%
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Otra observacion que podemos hacer de esta tabla, es que cuando hemos
utilizado el modelo calculado con simplex, el error maximo cometido es del
1.37%, mientras que utilizando el otro modelo es mayor, alcanzando un 1.67%.

Por otro lado, El promedio de los errores en los nueve puntos, es menor cuando
utilizamos el modelo obtenido por regresion multiple, siendo 0.84%, mientras
gue con el modelo obtenido con el método simplex, es de 0.99%.

5.5. Optimizacion con graficas de
contorno

Como hemos visto en este estudio, el modelo obtenido que describe Ia
conversion del triglicérido a metilester en funcién de la temperatura y la
concentracion del catalizador, es un modelo de segundo orden. Esto nos
proporciona una superficie de respuestas con cierta curvatura.

Cuando tratamos con sistemas de este tipo, no tiene sentido aplicar el método
simplex para encontrar los valores dptimos, ya que este método de optimizacién
solo es aplicable cuando tratamos con sistemas lineales. Esto es debido a que el
procedimiento que sigue el método simplex, es un procedimiento iterativo, que
va avanzando a lo largo de la funcién hasta que llega a un punto que es un
maximo, ya que en todos los puntos alrededor de este, la funcidn decrece. En
una funcidn lineal, siempre que encontremos un maximo de este tipo podemos
estar seguros de que estamos en el punto éptimo, sin embargo, en una funcion
gue no se comporta linealmente, este método nos proporciona los maximos
relativos de la misma, y no podemos saber si se trata de maximos absolutos o
no. Por lo tanto, si aplicaramos el método simplex a un modelo que no es lineal,
nos proporcionaria unos resultados que no podriamos saber si son los éptimos o
no. De modo que en este caso, vamos a tener que utilizar otros métodos para
saber qué valores de los factores son los Optimos para obtener la maxima
conversion a metilester.

En este caso, estamos estudiando la conversion porcentual del triglicérido
contenido en el aceite vegetal a metilester. Al hablar de un porcentaje, este
alcanza su maximo en el 100%, y fisicamente hablando, es imposible una
conversidon mayor, sin embargo, nuestro modelo matematico, si que contempla
conversiones mayores al 100%, aunque al interpretar estos resultados, debemos
tomarlos como si fueran del 100%.

Al querer optimizar un problema como este, debemos tener en cuenta que
pueden haber muchos puntos del sistema donde la conversion es del 100% o
mayor segun nuestro modelo. Por lo tanto, no tiene sentido decir que un valor es
el optimo cuando solo tenemos en cuenta los factores que influyen en la
reaccion, ya que puede haber muchos puntos que cumplan nuestras
necesidades. Lo que debemos hacer, es observar cudl es la conversién en cada
punto y como evoluciona a lo largo del sistema. Observando las graficas de las
figuras 5.5 y 5.4 podemos ver como se comporta el sistema, pero vamos a
utilizar una serie de graficas que nos ayudaran a comprender mejor el sistema y
seleccionar los puntos 6ptimos.
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En las siguientes graficas se muestran una serie de puntos dentro del rango
experimental estudiado, desde (x;, X2)=(-1.414, -1.414) hasta (x;, x3)=(+1.414,
+1.414), que en los valores de los factores es igual a (T, C)=(16.72 °C, 0.293%)
y (T, C)=(73.28 °C, 1.707%).

El estudio que vamos a hacer a continuacion, lo realizaremos utilizando los dos
modelos obtenidos.

En las graficas de las figuras 5.6 y 5.7 se muestran los niveles de conversion en
una serie de puntos dentro del rango definido, con una escala de colores que va
de azul a rojo, donde azul es la minima conversidon y rojo es la maxima
conversion. Este grafico nos permite ver de una forma mas clara y concreta, en
qué puntos del sistema la conversion es mayor. Explicado de otra manera, esta
grafica, es la proyeccion de la conversion sobre el plano donde los ejes son los
valores de los factores (plano X;X,), y la proyeccién es el valor porcentual de la
conversidon en funcidon de los factores, la cual lleva un color asociado en funcién
de su valor. Para entenderlo mejor, es como si estuviéramos mirando las graficas
de las figuras 5.4 y 5.5 desde arriba, y las partes que tuviéramos mas cerca las
veriamos de color rojo, y las que tuviéramos mas lejos, de color azul.

La figura 5.6 representa el modelo obtenido por regresién multiple y la figura 5.7
el que hemos obtenido con el método simplex. Observando las graficas
obtenidas, vemos que para los dos modelos, son practicamente iguales. Como
hemos visto anteriormente, hay dos zonas donde la conversidon a metilester es
maxima, esto ocurre con concentraciones altas de catalizador cuando trabajamos
a temperaturas bajas, y con concentraciones intermedias a temperaturas altas.
Sin embargo, por la forma del grafico y por la intensidad del color, parece que la
conversidon aumenta mas para concentraciones altas y temperaturas bajas. Por
otro lado, cuando trabajamos a temperaturas bajas y con concentraciones bajas
del catalizador, la conversién es muy baja.

Una vez visto esto, realizamos las graficas de las figuras 5.8 y 5.9. Son muy
parecidas a las que acabamos de ver. Estas son como las graficas de contorno
explicadas en el capitulo 3, solo que en lugar de hacer la representacion para un
namero infinito de puntos, como en la figura 3.3, en este caso solo
representamos en un numero finito, concretamente los mismos puntos que en
las graficas anteriores.

En este caso, se representa de igual manera la conversion en funcidon de los
valores de los factores, y también con una escala de colores, que va de azul a
rojo. La diferencia, es que esta vez, la variacion de los colores con la conversién
no es continua, sino que es discreta. Es decir, se muestran de un color los
valores de conversién que van de 80 a 85, de otro los que van de 85 a 90, de
otro los que van de 95 a 99, de otro los que van de 99 a 100, y finalmente, con
otro color los que son mayores de 100. Esto es como si cortaramos las gréficas
de las figuras 5.4 y 5.5 con varios planos paralelos al plano X;X,, en los valores
de conversion de 85, 90, 95 y 99, proyectaramos las intersecciones en el plano
XiX5, y posteriormente coloredramos las areas contenidas entre las lineas
resultantes con diferentes colores.

En estas dos graficas, vemos nuevamente que el comportamiento de los dos
modelos obtenidos es muy parecido, aunque, esta vez se observan mejor las
pequenas diferencias.
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La optimizacién de este problema, consiste en encontrar las combinaciones de
los factores que nos proporcionan una mayor conversién a metilester. Como
vemos en las graficas de contorno, hay infinitas combinaciones de los factores
que nos pueden proporcionar una conversion del 100%. Por lo tanto, si solo
tenemos en cuenta estos factores, cualquiera de esas combinaciones es dptima.
Sin embargo, a la hora de escoger el punto 6ptimo del sistema, se deben tener
en cuenta mas factores, como por ejemplo el gasto econdémico. Por lo tanto,
debemos optimizar el sistema de una manera eficiente, es decir, debemos
conseguir una conversion del 100% con el minimo gasto. Para conseguir esto,
deberemos estudiar cuales son los gastos econdmicos asociados a la temperatura
y la concentracion de catalizador. En nuestro estudio, dado que las
concentraciones que se utilizan de NaOH son muy pequefas, si suponemos que
el hecho de incrementar la concentracion dentro del rango estudiado no nos
supone un incremento del gasto, los Unicos gastos variables asociados a este
experimento son los de la temperatura. Por lo tanto, lo que mas nos conviene es
trabajar a una temperatura de 25°C, que es la temperatura ambiente de la
habitacién, ya que trabajar a temperaturas mas bajas o mas altas supondria un
coste de refrigeracion o de calentamiento del reactor.

Si partimos de esta suposicidon, observando la superficie de respuestas, vemos
que para temperaturas bajas la conversidn aumenta continuamente con la
concentracion del catalizador sin crear ningin maximo relativo. Por lo tanto, si
fijamos la temperatura a 25°C, es decir a x;=1, podemos aplicar el método
simplex para encontrar cual es la minima concentracién necesaria para obtener
una conversion del 100%. Utilizando el SOLVER nuevamente para encontrar la
combinacién éptima de los factores que nos proporciona la conversién del 100%
obtenemos los siguientes resultados.

e Utilizando el modelo obtenido por regresion multiple:

T=25°C
C=1.384%

e Utilizando el modelo obtenido con el método simplex:

r=25°C
C=1.370 %

Como vemos nuevamente la solucién encontrada con cada uno de los modelos es
muy parecida. La concentracion encontrada con el modelo obtenido con el
método simplex es ligeramente mas pequefia, pero solo varia en un 0.014%.
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5.5.1. Conclusiones

En este capitulo se ha estudiado el sistema que define la reaccidn de
transesterificacion para la obtencién de biodiesel desde diversos puntos de vista.
Para empezar, se ha estudiado el efecto que tienen varios catalizadores sobre el
rendimiento de la reaccién. Después de realizar pruebas con un total de doce
catalizadores diferentes, el que nos ha dado mejores resultados es el hidroxido
de sodio (NaOH), con el cual la conversién del triglicérido ha sido completa. El
resultado obtenido con los otros catalizadores ha sido mucho peor. El Unico
aparte del NaOH que nos ha proporcionado una conversién significante ha sido el
oxido de magnesio (MgO), aunque solo ha llegado a un 11%, un rendimiento
diez veces menor que con NaOH. Por lo tanto, el NaOH es el catalizador que se
ha elegido para llevar a cabo el disefio factorial.

A continuacién se ha llevado a cabo un disefio factorial 2% para estudiar el efecto
de la temperatura y la concentracién del catalizador sobre el rendimiento de la
reaccion y para la posterior optimizacion utilizando la metodologia de superficie
de respuestas. Una vez realizado dicho disefio y hechos los calculos de los
efectos, hemos visto que tanto el efecto de la temperatura como el de la
concentracion de catalizador son positivos, siendo mucho mayor el del
catalizador. Por otro lado, hemos visto que también existe un efecto de
interaccion entre los dos factores, y que este es negativo. Esto nos indica que el
efecto de cada uno de los factores es mucho mayor cuando el otro factor toma
valores pequefios. Con esta informacidon podemos deducir que trabajando a altas
temperaturas y a concentraciones altas de catalizador, se reduce
significativamente la conversion de los reactivos a metilester, y por lo tanto,
estas combinaciones de los factores deben ser evitadas. Este efecto negativo, es
probablemente consecuencia de la presencia de reacciones secundarias cuando
trabajamos con valores altos de los dos factores.

Una vez analizados los resultados del disefio factorial realizado, hemos visto que
el sistema no se comporta linealmente y hemos aplicado un modelo de superficie
de respuestas de segundo orden. Este modelo lo hemos ajustado a nuestro
sistema de dos maneras diferentes, calculando los parametros del mismo con
dos metodologias distintas. Por un lado hemos hecho el calculo de los
parametros por regresion multiple y por otro lado usando el método simplex de
optimizacién lineal, utilizando el complemento SOLVER del EXCEL. Observando
las superficies de respuestas proporcionadas por estos dos modelos, vemos que
los dos modelos obtenidos son muy parecidos, y muestran practicamente el
mismo comportamiento del sistema. Para estudiar sus diferencias, comparamos
las respuestas obtenidas con cada uno en los puntos en los que conocemos la
respuesta experimental. En cinco de estos nueve puntos, el calculo hecho con el
modelo obtenido con el SOLVER, se aproxima mas a la respuesta experimental,
mientras que en los otros cuatro puntos, el modelo obtenido por regresién
multiple es el que nos ofrece una mejor respuesta. Ademas, comparando los
errores relativos cometidos por cada modelo respeto a la respuesta
experimental, vemos que el error mas grande cometido por el modelo obtenido
con el método simplex es del 1.37% mientras que el mayor error cometido con el
modelo obtenido por regresién multiple es mayor, concretamente del 1.67%. Por
otro lado, el promedio de todos los errores cometidos por el modelo obtenido por
regresién multiple es menor que el del modelo obtenido con el SOLVER, (0.88%
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frente a 0.94%). Con la informacion de la que disponemos, es muy dificil decir
cual de los dos modelos define de mejor manera el sistema, para ello se deberian
realizar nuevos experimentos en los puntos en los que se observan pequefas
diferencias de comportamiento entre ellos dos.

Para concluir el estudio, volvemos a las superficies de respuestas para optimizar
la conversidon de la reaccién. El objetivo final de este estudio, es saber cuales son
las combinaciones o6ptimas de los factores que nos permiten alcanzar una
conversion maxima del triglicérido a metilester. Para ello, realizamos las graficas
de contorno para ver de manera mas precisa como varia la conversién ante
variaciones de los factores en una serie de puntos. Observando estas graficas,
vemos de nuevo el comportamiento descrito por la superficie de respuestas. Hay
dos zonas del rango estudiado donde la conversidon es maxima. Por un lado,
cuando trabajamos a altas temperaturas, inicialmente la conversiéon aumenta con
un incremento en la concentracidn de NaOH alcanzando un maximo a
concentraciones intermedias, llegando a una conversion del 100%, pero cuando
seguimos incrementando la concentracién, la conversidn disminuye. Por otro
lado, trabajando a temperaturas bajas, el rendimiento de la reaccién aumenta
continuamente con un incremento de la concentracion del catalizador,
alcanzando una conversidn maxima a concentraciones de aproximadamente
1.35% en masa.

La optimizacién de este problema, consiste en encontrar las combinaciones de
los factores que nos proporcionan una mayor conversion a metilester. Pero como
hemos visto, hay un ndmero infinito de combinaciones que nos proporcionaria
una conversion del 100%. Si solo tuviéramos en cuenta estos dos factores a la
hora de optimizar el problema, cualquiera de estas combinaciones seria éptima.
Pero a la hora de optimizar un sistema hay mas factores a tener en cuenta, uno
muy importante es el gasto econdmico. Suponiendo que el gasto asociado al
catalizador es constante, ya que se usan cantidades muy pequefias, hemos
optimizado el problema fijando la temperatura a 25°C, que es la temperatura
ambiente y hemos encontrado que las concentraciones O&ptimas a esta
temperatura son de 1.384 y 1.370% segun el modelo obtenido por regresion
multiple y el modelo obtenido por el método simplex respectivamente. Esta
solucion es adecuada para nuestro estudio, pero si decidimos llevar a cabo esta
reaccidn a nivel industrial, entonces si que deberiamos tener en cuenta los
gastos asociados al catalizador ya que se trataria de cantidades mucho mas
grandes.
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CAPITULO 6:
EVALUACION
ECONOMICA



Planteamiento y optimizacion de experimentos analiticos

En este capitulo vamos a realizar la evaluacién econdmica de cada uno de los
estudios explicados en los capitulos 4 y 5. Vamos a realizar cada uno de ellos por
separado, ya que consideramos que cada uno se realiza de forma completamente
independiente del otro.

Debido a que este proyecto estd centrado en los que es la realizacion del disefio
experimental y la optimizacion del mismo, el estudio econdmico estara centrado
en el disefio de los experimentos. Por lo tanto, no se tendrdn en cuenta los
estudios previos realizados para la seleccion de los reactivos o de los
catalizadores. Supondremos que estos se han realizado de forma independiente.

6.1. Estudio del uso de las aminas para
la eliminacion de cobre en
soluciones de cianuracion

En este apartado estudiaremos el gasto econdmico relacionado con la realizacidon
del estudio explicado en el capitulo 4. Vamos a tener en cuenta varios factores:
Los productos quimicos utilizados en las reacciones, el material y el equipo
utilizado, la energia consumida y los gastos asociados al personal contratado.

6.1.1. Coste del material de laboratorio

A lo largo de todo este estudio hemos utilizado el siguiente material de
laboratorio:
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Tabla 6.1. Coste de los materiales utilizados.

Descripcion Cantidad Precio unitario Precio total
Matraz aforado 100 ml 4 11,40 45,60
Pipeta 10 ml 1 4,30 4,30
Bureta 20 ml 2 20,50 41,00
Vaso de precipitados 100 ml 2 6,25 12,50
Tubos de ensayo 4 1,75 7,00
Soporte 2 8,00 16,00
Nueces 2 5,95 11,90
Pinzas 2 17,10 34,20
Micropipeta 1 110,00 110,00
Puntas micropipeta (bolsa) 1 5,50 5,50
Eppendorf (bolsa) 1 11,70 11,70
Pesa substancias 2 2,00 4,00
Papel de filtrado lento (caja) 2 3,65 7,30
Cuentagotas 2 5,61 11,22
Total 316,22 €
6.1.2. Coste de los productos quimicos:

En cuanto a los reactivos utilizados, debemos tener en cuenta que estos se
venden en lotes, y por lo tanto debemos calcular el gasto con el precio de los
lotes, y no con la cantidad exacta que hemos utilizado de cada uno.

Tabla 6.2. Coste de los productos quimicos utilizados.

Descripcion Cantidad Precio unitario Precio total
Cobre (250 g) (Sigma-Aldrich) 1 31,1 31,1
Cianuro (500 ml - 1 g/L) (Panreac) 7 47,94 335,58
CuS04-5H,0 (100 g) (Sigma-Aldrich) 1 27,6 27,6
NaCN (250 g) (Panreac) 1 24,73 24,73
CaO (500 g) (Panreac) 1 23,34 23,34
H,S (1 L-0,5M) (Panreac) 1 22,11 22,11
Total 464,46 €
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6.1.3. Coste de amortizacion:

En el estudio, se han utilizado diversos aparatos electrénicos: el agitador
magnético, la balanza de precisién, el reactor y el espectrofotometro.

A la hora de calcular el gasto econémico del estudio no debemos tener en cuenta
el precio de cada uno de estos aparatos, ya que se supone que ya se dispone de
ellos en el laboratorio, y de no ser asi, aunque se compraran para realizar el
estudio en cuestién, no deberiamos contar todo el precio como gasto del estudio,
ya que en el futuro se seguirian utilizando. El gasto del estudio asociado a los
aparatos, debe realizarse calculando los gastos de amortizacion de los mismos.
En la tabla a continuacién se muestran los costes de adquisicion de los aparatos
utilizados.

Tabla 6.3. Precio de los aparatos utilizados.

Descripciéon Precio
Agitador magnético 329,00
Balanza de precision 230,00
Reactor (1 L) 4.258,00
Espectrofotometro 14.000,00

Total 18.817,00 €

Para calcular el coste de amortizacion utilizamos la siguiente expresion:

L, Valor adquicisio n -
Coste de amortizaci on = : 6],' X n° de horas utilizado  (6.1)
Vida util

En cuanto a la vida atil, hemos supuesto que son unos 8 afios para cada aparato,
que es igual a 70.080 horas.

Para el reactor, suponemos que cada reaccion realizada dura unas 6 horas, y
sabemos que se realizan un total de 12 reacciones. Por lo tanto el reactor se
utiliza durante 72 horas.

Tabla 6.4. Coste de amortizacion.

Descripcion Precio Vida atil (h) ::“?:;:: ar:;?:ii:agfén
Agitador magnético 329,00 70.080 10 0,05 €
Balanza 230,00 70.080 10 0,03 €
Reactor 4.258,00 70.080 72 4,37 €
Espectrofotometro 14.000,00 70.080 50 9,99 €

Total 14,43 €

-117 -



Nil Puche Gonzalez

6.1.4. Coste de la energia eléctrica

Para calcular la energia consumida por los aparatos debemos tener en cuenta la
potencia de los mismos y el nUmero de horas que los hemos utilizado.

Tabla 6.5. Consumo energético.

Descripciéon n° horas utilizado Potencia (kW) kW - h
Agitador magnético 10 0,6400 6,4
Reactor 72 2,0000 144
Espectrofotometro 50 1,4000 70

Total 4,04 kW 220,40 kW:h

Teniendo en cuenta que la potencia total del conjunto de nuestros aparatos es de
4.04 kW, el consumo generado por ellos es de 220.40 kWh, y que el proyecto
tiene una prevision de duracion de 60 dias, en la tabla 6.6 se muestran los
calculos referentes al gasto de energia eléctrica.

Tabla 6.6. Coste de la energia eléctrica.

Concepto Calculo Importe (€)
Consumo 220,40 kWh x 0,142349
€/kWh 31,37
Potencia 4,04 kW x 60 x 0,056375
€/kW i dia 13,67
Subtotal 45,04
Impuesto
electricidad 45,04 € x 1,05113 x 4,864 % 2,3
Base imponible 47,34
IVA 18 % sobre 47,34 8,52
Total 55,86 €
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6.1.5. Coste del personal

Como hemos mencionado anteriormente, en este proyecto se ha previsto con
una duraciéon de 60 dias de trabajo.

El personal asignado al proyecto es un ingeniero técnico con un sueldo minimo
anual bruto de 18.000 €, y que trabaja 7 horas al dia, lo que hace un total de
420 horas de trabajo.

El coste asociado al personal se calcula con la siguiente formula:

SBA+ SS ( € j
ano/ persona

Coste del personal = RRHH (h/ persona)x (6.2)

horas trabajadas al ario

Donde:

RH = Recursos humanos asignados al proyecto (horas).
SBA = Sueldo bruto anual.

SS = Cuota de la empresa a la seguridad social (32%).

Si tenemos en cuenta que hay 220 dias laborables al afo, y se trabajan 7 horas
al dia, esto suma un total de 1.540 horas trabajadas al afo.

€

ano/ persona

18.000+ 5.760(

Coste del personal =420% j:6.480 €

1.540

Entonces, el coste del personal es de 6.480 €.
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6.1.6. Coste total del proyecto

Sumando los diferentes costes generados en la realizacion del proyecto, se
obtiene el coste total.

Tabla 6.7. Coste total del proyecto.

Categoria Coste (€)
Material 316,22
Productos quimicos 464,46
Amortizacion 14,43
Consumo energético 55,86
RRHH 6.480,00
Coste total 7.330,97 €
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6.2. Estudio y optimizacion del proceso
de obtencion del biodiesel

En este apartado vamos a realizar la evaluacién econémica sobre el estudio
explicado en el capitulo 5. Vamos a realizarlo de la misma manera que en
apartado anterior.

6.2.1. Coste del material de laboratorio

A lo largo de todo este estudio hemos utilizado el siguiente material de
laboratorio:

Tabla 6.8. Coste de los materiales utilizados.

Descripciéon Cantidad Precio unitario Precio total
Varita de vidrio 1 10,2 10,20
Matraz aforado 1000 ml 2 63,85 127,70
Vaso de precipitados 1000 ml 2 6,25 12,5
Pipeta 20 ml 1 5,6 5,6
Pesa substancias 1 2,00 2
Cuentagotas 2 5,61 11,22

Total 169,22 €
6.2.2. Coste de los productos quimicos:

En cuanto a los reactivos utilizados, debemos tener en cuenta que estos se
venden en lotes, y por lo tanto debemos calcular el gasto con el precio de los
lotes, y no con la cantidad exacta que hemos utilizado de cada uno.
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Tabla 6.9. Coste de los productos quimicos utilizados.

Descripcion Cantidad Precio unitario Precio total
Aceite de girasol (1 L) 5 1,79 8,95
Metanol (2,5 L) 5 49,63 248,15
NaOH (1 mol) 1 22,11 22,11
Total 279,21 €
6.2.3. Coste de amortizacion:

En el estudio, se han utilizado diversos aparatos electrénicos: el agitador
magnético, la balanza de precisién y el reactor.

A la hora de calcular el gasto econédmico del estudio no debemos tener en cuenta
el precio de cada uno de estos aparatos, ya que se supone que ya se dispone de
ellos en el laboratorio, y de no ser asi, aunque se compraran para realizar el
estudio en cuestidén, no deberiamos contar todo el precio como gasto del estudio,
ya que en el futuro se seguirian utilizando. El gasto del estudio asociado a los
aparatos, debe realizarse calculando los gastos de amortizacion de los mismos.
En la tabla a continuacién se muestran los costes de adquisicion de los aparatos
utilizados.

Tabla 6.10. Precio de los aparatos utilizados.

Descripciéon Precio
Agitador magnético 329,00
Balanza de precisidon 230,00
Reactor (1 L) 4.258,00

Total 4.817,00 €

Para calcular el coste de amortizacion utilizamos la siguiente expresion de la
ecuacion 6.1.

En cuanto a la vida util, de igual manera que en el estudio anterior, hemos
supuesto que son unos 8 afnos para cada aparato, que es igual a 70.080 horas.

En este caso, las reacciones que se realizan en el los experimentos del disefio
factorial, tienen una duracién de solamente 4 minutos, y a lo largo del estudio se
realizan un total de 12 reacciones. Por lo tanto, el tiempo que se utiliza el reactor
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en este caso de poco menos de una hora. Al hacer el calculo, para tener un
pequefio margen, vamos a utilizar un tiempo de 2 horas.

Tabla 6.11. Coste de amortizacidn.

Descripcion Precio Vida atil (h) ::ilri':;ca;: anlzgﬁfiizoagiec’m
Agitador magnético 329,00 70.080 10 0,05 €
Balanza 230,00 70.080 10 0,03 €
Reactor 4.258,00 70.080 2 0,14 €

Total 0,20 €

Al ser tan reducido el tiempo de utilizacion del reactor, esta vez el coste de
amortizacion es practicamente despreciable.

6.2.4. Coste de la energia eléctrica

Para calcular la energia consumida por los aparatos debemos tener en cuenta la
potencia de los mismos y el nUmero de horas que los hemos utilizado.

Tabla 6.12. Consumo energético.

Descripcion n° horas utilizado Potencia (kW) kW - h
Agitador magnético 10 0,6400 6,4
Reactor 2 2,0000 4

Total 2,64 kW 10,40 kW:h

El hecho de que la utilizacidn del reactor sea tan reducida también afectara en al
coste del consumo energético, ya que la parte variable de este sera muy baja.

En este caso, como el proyecto que estamos estudiando es ligeramente mas
complejo y mas largo que el del capitulo 4, hemos previsto una duraciéon de 90
dias para poderlo realizar satisfactoriamente.
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Tabla 6.13 Coste de la energia eléctrica.

Concepto Calculo Importe (€)
Consumo 10,40 kWh x 0,142349 €/kWh 1,48
Potencia 2,64 kW x 90 x 0,056375

€/kW i dia 13,39
Subtotal 14,88
Impuesto
electricidad 45,04 € x 1,05113 x 4,864 % 0,76
Base imponible 15,64
IVA 18 % sobre 15,64 2,81
Total 18,45 €
6.2.5. Coste del personal

Como hemos mencionado anteriormente, en este proyecto se ha previsto con
una duracion de 90 dias de trabajo.

El personal asignado al proyecto es un ingeniero técnico con un sueldo minimo
anual bruto de 18.000 €, y que trabaja 7 horas al dia, lo que hace un total de
630 horas de trabajo.

Calculamos el coste asociado al personal con la ecuacion 6.2:

Si tenemos en cuenta que hay 220 dias laborables al afio, y se trabajan 7 horas
al dia, esto suma un total de 1.540 horas trabajadas al afo.

€
ano/ persona
1.540

18.000+ 5.760( j
=9.720 €

Coste del personal =630x

Entonces, el coste del personal es de 9.720 €.
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6.2.6. Coste total del proyecto

Sumando los diferentes costes generados en la realizacion del proyecto, se
obtiene el coste total.

Tabla 6.14. Coste total del proyecto.

Categoria Coste (€)
Material 169,22
Productos quimicos 279,21
Coste amortizacion 0,20
Consumo energético 18,45
RRHH 9.720,00
Coste total 10.187,08 €
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