
El espe
tro del digrafo mariposa1F.Comellas, M.A. Fiol, J. Gimbert y M. Mitjana2ResumenLa determina
i�on del espe
tro de un grafo es de inter�espor la 
onexi�on que los autovalores y sus multipli
i-dades tienen 
on invariantes y propiedades topol�ogi
asdel grafo 
omo el di�ametro, 
one
tividad, expansi�on,parti
iones, et
. En este art��
ulo determinamos 
om-pletamente el espe
tro de los digrafos mariposa.1 Introdu

i�onLos grafos mariposa despiertan un inter�es notableen la literatura espe
ializada por su apli
a
i�on ex-tensa en el dise~no de arquite
turas de ordenadoresy en parti
ular la implanta
i�on del algoritmo FFT(transformada r�apida de Fourier). En el 
asono dirigido, entre los aspe
tos que se han 
on-siderado se in
luye, por ejemplo, el estudio desus 
i
los y hamiltoni
idad [22, 1, 16℄ y el de-sarrollo de algoritmos de enrutamiento y 
omuni-
a
i�on [17, 10, 19, 18, 8, 10℄. Algunos de estos re-sultados se han extendido re
ientemente al 
aso di-rigido [2, 3℄.La determina
i�on del espe
tro de un grafoes de utilidad ya que, por ejemplo, el espe
trode la matriz de adya
en
ia de un grafo da 
otasrelativas al di�ametro y al n�umero isoperim�etri
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del grafo [7, 20℄, entre otras propiedades. El es-pe
tro lapla
iano, y en parti
ular el autovalor se-gundo, propor
iona informa
i�on sobre la 
one
-tividad, propiedades de expansi�on, 
onjuntos de
orte, n�umero de independen
ia, genus, et
. [5, 21℄.Tambi�en se han dise~nado algoritmos e�
ientes parala parti
i�on de grafos en base a sus autovalores yautove
tores [14, 15℄. El espe
tro de grafos mari-posa no dirigidos se ha determinado re
ientementeen [12℄ a partir de su estru
tura jerarqui
a. Aqu�i, elestudio detallado de los re
orridos en grafos mari-posa dirigidos nos permite determinar 
ompleta-mente su espe
tro por primera vez.2 Nota
i�onUn digrafo mariposa (wrapped butter
y digraph)B�(n), de grado � y dimensi�on n, tiene susv�erti
es etiquetados por pares ordenados (l;x),donde l 2 Zn (l es el nivel) y x 2 Zn�; un v�erti
e(l; x0x1 : : : xn�1) es adya
ente ha
ia los verti
es(l+1; x0 : : : xl�1�xl+1 : : : xn�1) para todo � 2 Z�.Enton
es B�(n) es un digrafo �{regular de ordenN = n�n y di�ametro D = 2n � 1. Estos digrafosson v�erti
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Figura 1: Digrafo mariposa B2(3)La matriz de adya
en
ia A=(auv) de un di-grafo � de orden N , es la matriz N �N indexadapor los v�erti
es de � 
on entradas auv = 1 si u esadya
ente a v y auv = 0 si no es as��. Es bien 
ono-1




ido que el n�umero de re
orridos de longitud k � 0desde el v�erti
e u al v�erti
e v es a(k)uv = (Ak)uv .La matriz distan
ia-k de un digrafo � 
ondi�ametro D, 0 � k � D, se de�ne 
omo(Ak)uv := � 1 si dist(u; v) = k;0 en otro 
aso. (1)En parti
ular, A0 = I and A1 = A, vease [4℄.d(v) denota el grado de v 2 V (�) yD =D(�)es la matriz diagonal indexada por V (�) y tal quedvv = d(v). La matriz L = D �A se de�ne 
omola matriz lapla
iana del digrafo � (vease [6℄).3 Re
orridos en un digrafomariposaEn esta se

i�on obtenemos las matri
es distan
iade un digrafo mariposa 
omo polinomios de la ma-triz de adya
en
ia. Estos polinomios serviran en lase

i�on siguiente para determinar los autovaloresdel digrafo y sus multipli
idades.Observemos primero que en B�(n) 
ada ar
oune v�erti
es en niveles 
onse
utivos y dos v�erti
esadya
entes (l;x) y (l0;y) son tales que x y y di-�eren uni
amente en un d��gito. Observese tambienque el v�erti
e (l;x) tiene todos sus v�erti
es ady-a
entes en el nivel l + 1 (mod n), y dos v�erti
esdiferentes en el mismo nivel, (l;x) y (l;y), se en-
uentran a distan
ia n. El lema siguiente propor-
iona una forma de 
al
ular la longitud de un re
or-rido entre 
ualquier par de v�erti
es.Lema 1 La longitud de 
ualquier re
orrido desdeel v�erti
e (l;x) al v�erti
e (l0;y) en B�(n) es 
on-gruente 
on l0 � l modulo n.Demostra
i�on: Consideremos 0 � l � l0 � n. Sixi = yi para 
ada i, 0 � i < l o l0 � i < n, lalongitud del 
amino m�as 
orto es l0 � l(l; x0 : : : xl�1xlxl+1 : : : xn�1)!! (l + 1; x0 : : : xl�1ylxl+1 : : : xn�1)!: : :! (l0 � 1; x0 : : : xl�1ylyl+1 : : : yl0�2 : : : xn�1)! (l0; x0 : : : xl�1yl : : : yl0�1xl0 : : : xn�1)en otro 
aso se ne
esitan n pasos m�as para al
an-zar el v�erti
e (l0;y). Podemos usar un argumentosimilar 
uando 0 � l0 < l � n.

Asi tenemos:si l � l08>>>>>><>>>>>>: d((l;x); (l0;y)) = l0 � l si xi = yi0 � i < l;l0 � i < nd((l;x); (l0;y)) = n+ l0 � l en otro 
asosi l > l08>>>><>>>>: d((l;x); (l0;y)) = n� (l � l0) si xi = yil0 � i < ld((l;x); (l0;y)) = 2n� (l � l0) en otro 
aso(2)Los resultados siguientes son 
onse
uen
ia dela propia de�ni
i�on de los digrafos.Lema 2 La longitud del 
i
lo m�as 
orto (girth) enel digrafo mariposa B�(n) es n.Lema 3 Dado 
ualquier par de v�erti
es, (l;x) y(l0;y), en B�(n) 
on d((l;x); (l0;y)) = k � n, en-ton
es el 
amino m�as 
orto de (l;x) a (l0;y) es�uni
o.Cualquier v�erti
e (l;x) en B�(n), tiene � ve-
inos en el nivel l+1 y 
ada uno de ellos tiene a suvez � v�erti
es adya
entes al nivel l + 2 y as�i su
e-sivamente. Enton
es, para 0 � k < n el n�umero dev�erti
es a distan
ia k de (l;x) es el m�aximo posi-ble para un digrafo �{regular 
on girth g = n, �k.Cuando k = n, todos los v�erti
es a distan
ia n de(l;x) se en
uentran al mismo nivel l, y el v�erti
e(l;x) est�a en un �uni
o 
i
lo de longitud n, y en-ton
es hay �n � 1 v�erti
es a distan
ia n de (l;x).El lema siguiente 
uenta el n�umero de re
or-ridos de longitud k, n + 1 � k � 2n � 1, desde elv�erti
e (l;x) a 
ualquier v�erti
e (l0;x).Lema 4 Dado B�(n), el n�umero de re
orridos delongitud k, n + 1 � k � 2n � 1, desde el v�erti
e(l;x) a 
ualquier v�erti
e (l0;x) es �k�n.Demostra
i�on: Para k = n + 1 los re
orridos delongitud n+ 1 del v�erti
e (l;x) al (l0;x), son:(l; x0 : : : xl�1xlxl+1 : : : xn�1)!! (l + 1; x0 : : : xl�1yxl+1 : : : xn�1)!: : :! (l; x0 : : : xl�1yxl+1 : : : xn�1)! (l + 1; x0 : : : xl�1xlxl+1 : : : xn�1)



Puesto que y 2 Z�, hay �(n+1)�n = � re
orridosdiferentes desde el v�erti
e (l;x) hasta el (l0;x).En general, para k = n + p, 1 � p � n � 1,
ualquier 
amino desde (l;x) a (l0;x) es(l; x0 : : : xl�1xlxl+1 : : : xn�1)!! (l + 1; x0 : : : xl�1�1xl+1 : : : xn�1): : :! (l + p; x0 : : : xl�1�1 : : : �pxl+p : : : xn�1)(p pasos)! (l + p+ 1; x0 : : : xl�1�1 : : : �pxl+p : : : xn�1) : : :! (l; x0 : : : xl�1�1 : : : �pxl+p : : : xn�1)! (l + 1; x0 : : : xl�1xl�2 : : : �p : : : xn�1): : :! (l + p; x0 : : : xl�1xlxl+1 : : : xn�1)Donde �i 2 Z�, 1 � i � p. Enton
es hay �p =�k�n 
aminos diferentes.En resumen, existe un re
orrido de longitudk, n < k � 2n � 1, de (l;x) a (l0;y) si y solosi l0 � l = k (mod n), x 6= y, que 
orresponde av�erti
es situados a distan
ia k�n o k. Hay un �uni
ore
orrido desde (l;x) a 
ualquier (l;y) y para todov�erti
e (l;y) existen �k�n re
orridos diferentes a(l0;y).En 
onse
uen
ia podemos enun
iar el teoremasiguiente:Teorema 5 En un digrafo mariposa B�(n) ydesde un v�erti
e (l;x) al v�erti
e (l0;y), 1 �k � n, existe un �uni
o 
amino de longitud k sid((l;x); (l0;y)) = k y hay �k�n re
orridos de lon-gitud k para todo n+ 1 � k � 2n� 1.Sea A la matriz de adya
en
ia y Ak la matrizdistan
ia-k, 0 � k � 2n � 1 del digrafo mariposaB�(n). Del teorema anterior tenemosAk = Ak si 0 < k < nAk = �k�n(Ak�n +Ak) si n � k � 2n� 1y, por 
onsiguiente, las matri
es distan
iaA0;A1; : : : ;A2n�1 del digrafo mariposa B�(n) sepueden expresar 
omo polinomios de la matriz deadya
en
iaA. Rees
ribimos las expresiones previasen terminos de estos polinomios, 
ono
idos 
omopolinomios distan
ia del digrafo B�(n).pk(x) = � xk si 0 � k < n1�k�nxk � xk�n si n � k � 2n� 1(3)

Un digrafo debilmente distan
ia regular se de�ne
omo un digrafo 
onexo � de di�ametro D tal que eln�umero de re
orridos de longitud �jada 0 � k � D,entre dos v�erti
es de � depende solo de su distan-
ia, vease [9℄. Una 
ara
teriza
i�on para un digrafodebilmente distan
ia regular � es que 
ada matrizpoten
ia Ak, 0 � k � D, se pueda expresar 
omouna 
ombina
i�on lineal de las matri
es distan
ia de�. Enton
es, B�(n) es un digrafo debilmente dis-tan
ia regular.4 El espe
tro de B�(n)A partir de la de�ni
i�on de las matri
es distan
ia-k, podemos ver que 2n�1Pk=0 Ak = J , donde J denotala matriz 
on todas sus entradas 1. Por otra parte,el digrafo � es (fuertemente) 
onexo y regular siy solo si existe un polinomio p(x) 2 Q[x℄ tal quep(A) = J (vease [6℄, teorema 5.3.1). El polinomioH�(x) de grado menor que satisfa
e esta propiedadse llama polinomio de Ho�man de � y viene dadopor H�(x) = N S(x)S(�) ; (4)donde m�(x) = (x��)S(x) 2 Z[x℄ es el polinomiom��nimo de �, � es el grado de � y N su orden.Es 
ono
ido que el grado de H�(x) es al menos D,siendo D el di�ametro de �.Teorema 6 El espe
tro del digrafo mariposaB�(n) es�j = �!j ; (0 � j � n� 1); y �n = 0donde ! es una raiz primitiva en�esima de la unidad,! := ei 2�n , 
on multipli
idadesm(�j) = 1; (0 � j � n� 1) y m(�n) = N � ndonde N = n�n.Demostra
i�on: Puesto que 2n�1Pk=0 pk(A) =2n�1Pk=0 Ak = J y el grado de S(x) = 2n�1Pk=0 pk(x) esigual al di�ametro de B�(n), tenemos que S(x)es el polinomio de Ho�man de B�(n). Enton
es,los diferentes autovalores de B�(n), aparte de�0 = �, son los 
erosS(x) = xn �1 + x� + ( x� )2 + � � �+ ( x� )n�1� ;



esto es, �j = �!j , 1 � j � n� 1, y �n = 0.Es de
ir, hay n+ 1 autovalores distintos. Susmultipli
idades respe
tivas se pueden determinarresolviendo el sistema de e
ua
iones linealestrAj = nXi=0m(�i)�ji = Na(j)uu (0 � j � n);donde a(j)uu representa el n�umero de 
aminos u! ude longitud j, que es a(j)uu = 1, si j = 0; n, y a(j)uu =0 en otro 
aso. La matriz de 
oe�
ientes es unamatriz de Vandermonde formada por los distintospuntos �0; �1; : : : ; �n.0BB� N0...0N 1CCA = 0B� 1 : : : 1 1� : : : �!n�1 0... . . . ...�n : : : �n!(n�1)n 0 1CA0B� m(�0)m(�1)...m(�n) 1CAA partir de la primera y �ultima e
ua
iones, yteniendo en 
uenta que !n = 1, se obtienem(�n) =N�n. En 
onse
uen
ia, puesto quePn�1j=0 m(�j) =N and m(�j) � 1, dedu
imos que m(�j) = 1, 0 �j � n� 1.El espe
tro lapla
iano de un digrafo �-regulartoma los valores �L = � � �A, donde �A es unautovalor de la matriz de adya
en
ia y � el gradodel digrafo. En 
onse
uen
ia tenemos el siguienteresultado:Teorema 7 El espe
tro lapla
iano del digrafo ma-riposa B�(n) es�j = ���!j (0 � j � n� 1) y �n = �donde ! es 
ualquier raiz primitiva en�esima de launidad, ! := ei 2�n , 
on multipli
idades respe
tivasm(�j) = 1 (0 � j � n� 1) y m(�n) = N � n:Referen
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