El espectro del digrafo mariposa
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Resumen

La determinacién del espectro de un grafo es de interés
por la conexién que los autovalores y sus multiplici-
dades tienen con invariantes y propiedades topoldgicas
del grafo como el didmetro, conectividad, expansidn,
particiones, etc. En este articulo determinamos com-
pletamente el espectro de los digrafos mariposa.

1 Introduccion

Los grafos mariposa despiertan un interés notable
en la literatura especializada por su aplicacién ex-
tensa en el diseno de arquitecturas de ordenadores
y en particular la implantacién del algoritmo FFT
(transformada rdpida de Fourier). En el caso
no dirigido, entre los aspectos que se han con-
siderado se incluye, por ejemplo, el estudio de
sus ciclos y hamiltonicidad [22, 1, 16] y el de-
sarrollo de algoritmos de enrutamiento y comuni-
cacién [17, 10, 19, 18, 8, 10]. Algunos de estos re-
sultados se han extendido recientemente al caso di-
rigido [2, 3].

La determinacién del espectro de un grafo
es de utilidad ya que, por ejemplo, el espectro
de la matriz de adyacencia de un grafo da cotas
relativas al didmetro y al nimero isoperimétrico
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del grafo [7, 20], entre otras propiedades. El es-
pectro laplaciano, y en particular el autovalor se-
gundo, proporciona informacién sobre la conec-
tividad, propiedades de expansién, conjuntos de
corte, nimero de independencia, genus, etc. [5, 21].
También se han disefiado algoritmos eficientes para
la particién de grafos en base a sus autovalores y
autovectores [14, 15]. El espectro de grafos mari-
posa no dirigidos se ha determinado recientemente
en [12] a partir de su estructura jerarquica. Aqui, el
estudio detallado de los recorridos en grafos mari-
posa dirigidos nos permite determinar completa-
mente su espectro por primera vez.

2 Notacion

Un digrafo mariposa (wrapped butterfly digraph)
Ba(n), de grado A y dimensién n, tiene sus
vértices etiquetados por pares ordenados (I,x),
donde I € Z,, (I es el nivel) y ¢ € Z'; un vértice
(l,xox1 ...xn—1) es adyacente hacia los vertices
(I+1,20... 2y 102431 ... T, 1) paratodo a € Za.
Entonces Ba(n) es un digrafo A-regular de orden
N =n A" y didmetro D = 2n — 1. Estos digrafos
son vértice transitivos y hamiltonianos [22].
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Figura 1: Digrafo mariposa B2 (3)

La matriz de adyacencia A=(a,,) de un di-
grafo I' de orden N, es la matriz N x N indexada
por los vértices de I' con entradas a,, = 1 si u es
adyacente a v y ay, = 0 si no es asi. Es bien cono-



cido que el nimero de recorridos de longitud & > 0
desde el vértice u al vértice v es agi)) = (Ak)m,.

La matriz distancia-k de un digrafo I' con
didmetro D, 0 < k < D, se define como

|1 si dist(u,v) =k,

(Ao := { 0 en otro caso. (1)
En particular, Ag = I and Ay = A, vease [4].

d(v) denotael gradodev € V(I') y D = D(T')

es la matriz diagonal indexada por V(I') y tal que

dyy = d(v). La matriz L = D — A se define como
la matriz laplaciana del digrafo T’ (vease [6]).

3 Recorridos en un digrafo
mariposa

En esta seccién obtenemos las matrices distancia
de un digrafo mariposa como polinomios de la ma-
triz de adyacencia. Estos polinomios serviran en la
seccion siguiente para determinar los autovalores
del digrafo y sus multiplicidades.

Observemos primero que en Ba(n) cada arco
une vértices en niveles consecutivos y dos vértices
adyacentes (I,x) y (I',y) son tales que = y y di-
fieren unicamente en un digito. Observese tambien
que el vértice (I,x) tiene todos sus vértices ady-
acentes en el nivel [ + 1 (mod n), y dos vértices
diferentes en el mismo nivel, (I,z) y (I,y), se en-
cuentran a distancia n. El lema siguiente propor-
ciona una forma de calcular la longitud de un recor-
rido entre cualquier par de vértices.

Lema 1 La longitud de cualquier recorrido desde
el vértice (I, x) al vértice (I',y) en Ba(n) es con-
gruente con l' — 1 modulo n.

Si
, la

Demostracion: Consideremos 0 < [ < I’
z; = y; paracada i, 0 <i<lol <i
longitud del camino més corto es I’ — [

< n.
<n

(Lo ...¢ 12y Tyg1 - Tp1) —
— (l +1,2¢.. LY Ty - - .:Un,l) —

— (l/ — ].,.’L‘O T AYIYI Y —2 . ...’L‘nfl)
— (l/,.’ﬁg 1Y Y1y ...’L‘nfl)

en otro caso se necesitan n pasos mas para alcan-
zar el vértice (I',y). Podemos usar un argumento
similar cuando 0 <1’ < [ < n. [ |

Asi tenemos:

sil <l

[ d((l,z),(I',y)) =1' —1
siz; =y,
0<i<l,
I'<i<n

d((l,z),(I",y)) =n+1'"—1

en otro caso

S0
(d((l,x), (I y)=n— (1) ‘
si z =y,
I'<i<l
d((l,z),(I';y)) =2n - (1 =1")

en otro caso
(2)
Los resultados siguientes son consecuencia de
la propia definicién de los digrafos.

Lema 2 La longitud del ciclo mds corto (girth) en
el digrafo mariposa Ba(n) es n.

Lema 3 Dado cualquier par de vértices, (I,x) y
(I',y), en Ba(n) con d((l,x),(',y)) =k < n, en-
tonces el camino mds corto de (I,x) a (I',y) es
inico.

Cualquier vértice (I, ) en Ba(n), tiene A ve-
cinos en el nivel  + 1 y cada uno de ellos tiene a su
vez A vértices adyacentes al nivel [ +2 y asi suce-
sivamente. Entonces, para 0 < k < n el numero de
vértices a distancia k de (I, x) es el maximo posi-
ble para un digrafo A-regular con girth g = n, A*.
Cuando k = n, todos los vértices a distancia n de
(I,x) se encuentran al mismo nivel I, y el vértice
(I,x) estd en un tunico ciclo de longitud n, y en-
tonces hay A™ — 1 vértices a distancia n de (I, x).

El lema siguiente cuenta el nimero de recor-
ridos de longitud k&, n +1 < k < 2n — 1, desde el
vértice (I, ) a cualquier vértice (I', x).

Lema 4 Dado Ba(n), el nimero de recorridos de
longitud k, n +1 < k < 2n — 1, desde el vértice
(I,x) a cualquier vértice (I',x) es AF—".

Demostracion: Para k = n + 1 los recorridos de
longitud n + 1 del vértice (I, x) al (I', x), son:

(l,xo. .. ¢ 1 X141 - Tp—1) =

=4+ 1,x0... 4 1YTig1 .. Tp_1) =

— (l ZTo.. T 1YTigq - - - CUnfl)
— (l +1,z9... T 1T Ti41 - - - CUnfl)



Puesto que y € Za, hay A= = A recorridos
diferentes desde el vértice (I, ) hasta el (I',x).

En general, para k =n+p, 1 < p <n—1,
cualquier camino desde (I,x) a (I',x) es

(lzo... ¢ 121 Tyg1 - Tpy1) —
— (l +1,2¢.. L 11Ty - .:Un,l)

= (l+pxo...T1_101 ... QpTigp ... Tn_1)

(p pasos)
= (U+p+lzg... 2100 ...0pT4p.. . Tp_1) ...
= (l,xo...x—100 ... QpTiqp ... Tp_1)
= (+1lzo... 01 1mp02...Qp... Tp_1)
o=+ pro . 1T Ty e )

Donde a; € Za, 1 < i < p. Entonces hay AP =
Ak~ caminos diferentes. [ |

En resumen, existe un recorrido de longitud
k,n <k <2n-1,de (I,z) a (I',y) si y solo
sil'! =1 =k (modmn), x# vy, que corresponde a
vértices situados a distancia k—n o k. Hay un tinico
recorrido desde (I, x) a cualquier (I,y) y para todo
vértice (I,y) existen A*~" recorridos diferentes a
(" y).

En consecuencia podemos enunciar el teorema
siguiente:

Teorema 5 En un digrafo mariposa Ba(n) vy
desde un vértice (I,x) al vértice (I';y), 1 <
k < n, existe un unico camino de longitud k si
d((l,z),(I'y)) = k y hay A*=" recorridos de lon-
gitud k para todon+1 <k <2n-—1. |

Sea A la matriz de adyacencia y Ay la matriz
distancia-k, 0 < k < 2n — 1 del digrafo mariposa
Ba(n). Del teorema anterior tenemos

AF = A, si0<k<n
AP = AF (AL L+ Ay) sin<k<2n—1

y, por consiguiente, las matrices distancia
Ag, Ay, ..., Ay, 1 del digrafo mariposa Ba(n) se
pueden expresar como polinomios de la matriz de
adyacencia A. Reescribimos las expresiones previas
en terminos de estos polinomios, conocidos como
polinomios distancia del digrafo Ba(n).

si0<k<n
sin<k<2n-1

(3)

ok
A’617nwk _ wkfn

Un digrafo debilmente distancia regular se define
como un digrafo conexo I'' de didmetro D tal que el
nimero de recorridos de longitud fijada 0 < k < D,
entre dos vértices de I' depende solo de su distan-
cia, vease [9]. Una caracterizacién para un digrafo
debilmente distancia regular I' es que cada matriz
potencia A*, 0 < k < D, se pueda expresar como
una combinacién lineal de las matrices distancia de
I. Entonces, Ba(n) es un digrafo debilmente dis-
tancia regular.

4 El espectro de Ba(n)

A partir de la definicién de las matrices distancia-
2n—1
k, podemos ver que >, Ay = J, donde J denota

la matriz con todas sfls Oentradas 1. Por otra parte,
el digrafo I' es (fuertemente) conexo y regular si
y solo si existe un polinomio p(z) € Q[z] tal que
p(A) = J (vease [6], teorema 5.3.1). El polinomio
Hy(z) de grado menor que satisface esta propiedad
se llama polinomio de Hoffman de [ y viene dado
por

_ 7]\; *(gg), ()
donde mr(z) = (z—A)S(z) € Z[z] es el polinomio
minimo de I'; A es el grado de I' y N su orden.
Es conocido que el grado de Hr(z) es al menos D,
siendo D el diametro de T'.

H[‘ (37)

Teorema 6 El espectro del digrafo mariposa
Ba(n) es
Ai=Aw, (0<j<n—1),y A, =0

donde w es una raiz primitiva enésima de la unidad,
;27 . ..
w:= €7, con multiplicidades

M) =1,0<j<n—1) ymAa) =N —n

donde N = nA".
2n—1
Demostracion: Puesto que Y pr(4A) =
k_
2n—1 gnfl
> Ap = J yel grado de S(z) = Y pr(x) es
k=0 k=0

igual al didmetro de Ba(n), tenemos que S(z)
es el polinomio de Hoffman de Ba(n). Entonces,
los diferentes autovalores de Ba(n), aparte de
Ao = A, son los ceros

S)y=a"(1+ 5+ (%) +--+(E)" ")



estoes, \j = Awl, 1<j<n—1,y\, =

Es decir, hay n + 1 autovalores distintos. Sus
multiplicidades respectivas se pueden determinar
resolviendo el sistema de ecuaciones lineales

Zm

(7)

donde a})) representa el nimero de caminos u — u

de longitud j, que es aSMZ =1,sij=0,n,y aq(“z =

0 en otro caso. La matriz de coeﬁc1entes es una
matriz de Vandermonde formada por los distintos
puntos Ag, A1,..., An.

tr A7 = I = Nal)  (0<j<n),

N

N 1 1 1 m(Xo)

A Awm! 0 m(A1)
0 An C Amy(n—Din 0 m(An)
N w n

A partir de la primera y ultima ecuaciones, y
teniendo en cuenta que w™ = 1, se obtiene m()\ ) =
N —n. En consecuencia, puesto que Z] o m
N and m(}A;) > 1, deducimos que m(}A;) =
j<n—1.

(A))
1,0

)

[ Al

El espectro laplaciano de un digrafo A-regular
toma los valores A\ = A — A 4, donde A 4 es un
autovalor de la matriz de adyacencia y A el grado
del digrafo. En consecuencia tenemos el siguiente
resultado:

Teorema 7 El espectro laplaciano del digrafo ma-
riposa Ba(n) es

/\j:Awaj 0<ji<n—-1) y A=A

donde w es cualquier raiz primitiva enésima de la
unidad, w := e' = , con multiplicidades respectivas

mA)=1 (0<j<n—-1) y m,) =N —n.
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