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RESUMEN

Se presenta un esquema adaptativo para problemas tridimensionales de conveccién-difusién discretiza-
dos mediante el Método de Elementos Finitos. El esquema adaptativo incluye una estrategia de remallado
basada en la imposicién de un volumen maximo de los elementos a partir de una malla de referencia.
El remallado permite aumentar o disminuir drasticamente el tamaiio de los elementos en un solo paso,
de forma automatica. Se mantiene una calidad de la malla adecuada; y, como consecuencia, el nimero de
iteracciones necesarias para solucionar el sistema de ecuaciones lineales mediante algoritmos iterativos
se mantiene constante. Se presentan 2 ejemplos de caracteristicas muy distintas que permiten analizar
la propuesta para un amplio rango de situaciones. Uno es una extension tridimensional del problema
de Smolarkiewicz y el otro es una version simplificada del problema de transporte de contaminacién
emitida por un emisor puntual. Los resultados muestran la flexibilidad de la propuesta. Es posible
encontrar un valor 6ptimo de frecuencia de remallado, desde el punto de vista de coste computacional
y precision de los resultados, para ambas tipologias extremas de problemas.

Adaptive scheme for three-dimensional convection - diffusion problems

ABSTRACT

We present an adaptive scheme for three-dimensional convection-diffusion problems discretized by the
Finite Element Method. The adaptive scheme is based on a remeshing strategy that applies a maximum
volume constraint to the elements of a reference mesh. The remeshing can increase or decrease drasti-
cally the size of the elements in a single step automatically. With this strategy, the mesh quality does not
deteriorate; as a consequence, the number of iterations required to solve the system of linear equations
using iterative algorithms is kept constant. Two examples of very different characteristics are presented
in order to analyze the proposal for a wide range of situations. The first is a three-dimensional extension
of the Smolarkiewicz problem and the second is a simplified version of a point source pollutant trans-
port problem. The results show the flexibility of the proposal. An optimal remeshing frequency, from a
computational cost and accuracy of the results point of view, can be defined for both kinds of problems.

1. Introduccion

del sistema de ecuaciones a resolver. Los esquemas adaptativos
requieren un indicador o estimador del error que cuantifique

Los esquemas adaptativos se emplean para resolver numeéri-
camente ecuaciones en derivadas parciales con discretizaciones
disefiadas para minimizar o controlar el error de la solucién.
Mediante la adaptatividad de la discretizacién espacial se puede
ajustar la precision de la solucién numérica seglin se requiera,
optimizando las necesidades de memoria motivadas por el tamafio
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la necesidad de incrementar o disminuir la densidad de la
discretizacion, asi como una estrategia de remallado eficiente [1].
Uno de los esquemas de remallado mas habituales es la bisec-
cién de elementos [2-4], que consiste en insertar nodos nuevos
en las aristas, las caras o el interior de los elementos que tengan
una medida del error superior a una tolerancia. Este algoritmo se
aplica de formarecursiva, dividiendo sucesivamente los elementos
en un numero prefijado de elementos en su interior. La calidad de
los nuevos elementos creados es ligeramente inferior a la de los
de la malla anterior, pudiendo aparecer elementos de mala calidad



en la frontera de las zonas que se deben refinar y las que no [5,6],
especialmente en geometrias complejas o donde la variacién fijada
del tamaiio de los elementos es grande. La disminucion de la cali-
dad de la malla provoca el mal condicionamiento de los sistemas
lineales que aparecen al resolver el problema, cosa que a su vez
hace que sean necesarias mads iteraciones para converger cuando
se resuelven estos sistemas mediante esquemas iterativos [7,8]. La
pérdida de calidad de la malla puede solventarse recolocando los
nodos de la discretizacién mediante técnicas de suavizado [9,10].
Existen métodos que permiten mejorar la calidad de la malla man-
teniendo el tamafiio de los elementos [11]. Sin embargo, al emplear
suavizados se pierde una de las ventajas principales de los métodos
de biseccién que es la facilidad de proyeccion de la solucién entre
mallas sucesivas.

Otra técnica de remallado, tipicamente empleada para gene-
rar elementos anisotropicos, consiste en generar una nueva malla
basandose en una métrica definida a partir del estimador o indica-
dordelerror [12]. Se genera la malla de forma que el error presente
una distribucién uniforme, tomando como criterio de medida la
métrica definida. Esta estrategia ha sido utilizada en problemas de
conveccion-difusién para generar mallas de cuadrildteros en pro-
blemas bidimensionales [13,14] o tetraedros en tridimensionales
[15].

En este trabajo se propone utilizar un esquema de rema-
llado de este segundo tipo, de forma que se pueda aumentar y
disminuir drasticamente, en un solo remallado, la densidad de
elementos donde se considere necesario, manteniendo mallas de
calculo de buena calidad. El esquema adaptativo se utiliza para
resolver problemas tridimensionales de conveccién-difusion linea-
les, discretizados mediante el Método de los Elementos Finitos.
En la siguiente seccion se introduce el problema matematico, la
estrategia de resolucién numeérica y el esquema adaptativo. Poste-
riormente, se describe la estrategia de remallado y su aplicacion a
2 ejemplos: una extension tridimensional del problema de Smolar-
kiewicz [16] y una version simplificada del problema de transporte
de contaminacién emitida por unemisor puntual [4].Los 2 ejemplos
tienen soluciones con caracteristicas muy diferentes. En el primer
caso la solucién presenta grandes y crecientes variaciones en una
zona acotada del dominio. En el segundo la solucién tiene variacio-
nes mas suaves, pero valores de interés varios 6rdenes de magnitud
inferiores a los impuestos en las condiciones de contorno y se tras-
lada a lo largo del dominio. Se finaliza destacando las principales
conclusiones del estudio.

2. Esquema adaptativo

Se considera el siguiente problema genérico de conveccién-
difusion:

diu+a-Vu—-V.(D-Vu)=s enQx(0,T)
enQ (1)
endQ x(0,T)

u(x, 0) = up(x)
Mu=0

donde a es la velocidad advectiva, D es el tensor de difusiones, s el
témino fuente y M las condiciones de contorno, que deben cumplir
las condiciones de regularidad necesarias, véase Verfurth [17].

El problema se integra en el tiempo mediante el esquema de
Crank-Nicolson. La discretizacion espacial se realiza con Elementos
Finitos estabilizados mediante la formulacién de Minimos Cua-
drados [18]. El sistema lineal de ecuaciones se resuelve mediante
Gradientes Conjugados Precondicionados con una factorizacién
incompleta de Cholesky [19,20].

En el algoritmo 1 se presenta la propuesta, siendo u, el vector
que contiene la solucién en los nodos en el instante t;=nAt
con At=mét. El esquema adaptativo se aplica inicamente a la
discretizacion espacial, manteniendo constante el paso de tiempo
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ot. El valor de m es el nimero de pasos de tiempo que se calculan
con una misma malla de calculo. Se remalla cada At.

Habitualmente los esquemas recalculan la solucion de cada blo-
que de pasos de tiempo, hasta que el indicador o el estimador de
error de la solucién o la sucesién de mallas generadas cumplen un
determinado criterio de convergencia [21,22]. Los esquemas que no
recalculan la solucién tienden a acumular mas error en la solucién
[15], en cambio, presentan un coste computacional més reducido.
En el esquema propuesto se propone no recalcularla, a excepcion
del primer bloque de pasos de tiempo. Esta estrategia es adecuada
si es la primera malla de calculo la que determina los resultados
posteriores o si la variacion espacial de la solucion entre remalla-
dos no es muy elevada. En otras situaciones puede ser conveniente
incorporar el recalculo y la verificacién de la convergencia para cada
At.

Algoritmo 1. Esquema adaptativo

while No convergencia do
Calcular [0, At] (m pasos de 4t)
Remallar

end while

Interpolar

Guardar uy

i=1

while iAt<Tdo

Calcular [iA¢t, (i+1)At] (m pasos de 8t)
Remallar

Interpolar

Guardar u,y)

i=i+1

end while

La malla de calculo inicial se utiliza como malla de referencia a
lo largo de todo el problema. Es una discretizacién muy poco densa,
comparada con las de célculo posterior, establecida fundamental-
mente con criterios de representacion geométrica del dominio.
Puede incluir informacién sobre la solucién y su evolucion si se
dispone de ella.

Tras la convergencia del primer bloque de pasos de tiempo de
calculo, en los siguientes se calcula la solucion, se aproxima el error,
se genera una nueva malla y se interpola la solucién a la nueva
malla.

El error se aproxima mediante un indicador del error. En
la literatura se encuentran distintos indicadores de error para
problemas de conveccién-difusién [23]; por ejemplo, el valor de
la propia solucién, su gradiente [4] o su curvatura [24]. La elec-
cién es mas critica en esquemas r-adaptativos que en esquemas
h-adaptativos, como el planteado en esta propuesta [ 25]. En los pri-
meros, el indicador de error actiia como criterio en un proceso de
optimizacién que busca el minimo de error para un nidmero
de grados de libertad fijado. Sin embargo, en los segundos se
incorporan nuevos grados de libertad con el fin de que la precisiéon
de los resultados aumente. Los primeros estan mds condicionados,
por lo que requieren que el indicador sea mas preciso.

Los indicadores definidos a partir del gradiente o de la maxima
diferenciade la solucion en los elementos son habituales; por ejem-
plo:

Ne=[Vulge (2)

siendo || - ||ge la norma de - en los elementos 2¢. Este tipo de indi-
cadores tienden a producir mallas refinadas donde el gradiente de
la solucién aproximada es mayor. Esto es util en diversos proble-
mas, por ejemplo en los que se quiere localizar una capa limite [26],
pero no para otros. En problemas de calidad de aire con emisores
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puntuales, la solucién, la concentracién de las especies conside-
radas, presenta valores varios 6rdenes de magnitud inferiores a
los de emisién. Tanto ciertos resultados de interés, como los valores
de inmisién, como las oscilaciones introducidas por la resolucién
numeérica se encuentran en zonas en las que la solucion presenta
valores relativos muy bajos. Interesa determinar estas zonas para
minimizar la presencia de errores y oscilaciones. Un indicador de
error adecuado para estas situaciones es:

IV log(u)llge = [Vu/ullge siu = tol,
Ne = (3)
0 otros

La tolerancia tol,, fija el limite inferior de los valores de la solucién
sobre los que ya no se refina.

3. Remallado e interpolacién

El remallado se implementa a partir de la malla de referen-
cia, donde se impone, en cada elemento, un volumen maximo que
deben cumplir los nuevos elementos que se definan en su inte-
rior. Este volumen maximo depende del indicador de error y del
volumen de los elementos de la malla utilizada previamente. Cada
elementode la malla de referencia se considera unaregién de rema-
llado.

Sea V'*! el volumen que se impone a la regién r para la malla de
calculon+1.Sielindicador de error de algtin elemento de la regionr
es superior a una tolerancia, la expresion del volumen maximo que
pueden tener los nuevos elementos de la region se define como:
V™1 _ min (L> (4)

ecS, \1+ane

donde S; es el conjundo de elementos de la malla que pertenece a
la region r cuyo indicador es superior a una tolerancia dada, y Ve
¥ ne son, respectivamente, el volumen y el indicador de error del
elemento e de la malla de calculo. El pardmetro «> 0 controla el
grado de refinamiento que se quiere obtener. Mediante esta estra-
tegia de refinamiento se consigue que el tamaiio de los elementos
sea menor en las regiones donde el error es mayor, y que el error
esté distribuido uniformemente en los elementos de la malla [27].
Se impone un volumen minimo de los elementos, para no refinar
en exceso y obtener un niimero de nodos mayor del deseado.

Si los errores de todos los elementos de la regién r son inferiores
a la tolerancia fijada, se impone un nuevo tamaiio de elemento,
mayor al impuesto en el remallado anterior:

V1 = min (rer;is? (#fxne) , ﬁvp) (5)
donde $>1 es un parametro que controla el desrefinamiento.

La estrategia de remallado propuesta permite aumentar y redu-
cir fuertemente el tamano de los elementos de una malla a la
siguiente. Los parametros « y 8 permiten modular ambos efec-
tos. Posteriormente, se muestra su influencia tanto en las mallas
de calculo como en la solucién del problema.

Alimponer un tamafio de elemento constante para cada region,
la capacidad de adaptacion de la malla a la solucién esta limitada
por la definicién de la malla de referencia. Esto puede limitar la
efectividad de la estrategia adaptativa. En esos casos puede ser titil
modificar lamallade referencia para ajustarlaa las particularidades
del problema, ya sea desde el inicio, manteniéndola constante a lo
largo del problema, o actualizandola a lo largo de la evolucién del
mismo.

El remallado se ha implementado mediante el mallador Tetgen
[28,29]. Se ha asegurado que las mallas generadas son de cali-
dad adecuada imponiendo no solo las restricciones de volumen
definidas, sino también requisitos sobre la calidad de los elementos
generados.

Una vez definida la nueva malla es necesario interpolar la solu-
cion. Entre 2 mallas consecutivas solo se puede asegurar que los
nodos de la malla de referencia son comunes a ambas. El esquema
de interpolacién implementado en este trabajo es lineal.

4. Ejemplos

El esquema adaptativo propuesto se aplica a 2 ejemplos. El pri-
meroes una version tridimensional del problema de Smolarkiewicz
|16]. La formulacién original del problema es bidimensional y se ha
utilizado para evaluar métodos de resolucién de problemas convec-
tivos transitorios. Aqui, la formulacién del problema se extiende
a un dominio tridimensional. Es un ejemplo con solucién anali-
tica, con fuertes y crecientes variaciones de la solucién pero que se
desarrolla en una zona acotada y constante del dominio.

El segundo ejemplo es un problema simplificado de emision y
transporte de contaminantes en la atmésfera [4]. La difusion verti-
cal y la velocidad dependen de la altura sobre el terreno. Se incluye
la discretizacion del emisor puntual en la malla de referencia. La
emision se activa solo en un intervalo de tiempo. A diferencia del
primer ejemplo, en este la solucién presenta variaciones mas sua-
ves, pero se traslada por el dominio. Los valores de interés de la
solucion son varios 6rdenes de magnitud inferiores a los impuestos
en la emision.

En ambos casos se presenta y analiza la solucién para un inter-
valo de remallado m fijo, y se estudia su influencia enlos resultados.
Enel segundo casoseestudia también lainfluencia de las constantes
de remallado @ y B.

4.1. Problema de Smolarkiewicz

El problema se define en el dominio Q2 =[0, L] x [0, L] x [0, L/4].
Se fijaD=0,s=0yel campo de velocidades:

a = (Aksin(kx)sin(ky), Akcos(kx)cos(ky), 0) (6)

conk = 5{1, A=8y L=100. La condicién inicial es, para todo z, una
piramide circular de radio 15 y altura maxima uno, centrada en el
dominio x - y. En la figura 1 se representa un esquema bidimen-
sional de las trayectorias y de la condicién inicial. Las condiciones
de contorno son Dirichlet nulas en los contornos de entrada y Neu-
mann nulas en las salidas y en ambos extremos z=0yz=L/4.

La solucién del problema se puede obtener teniendo en cuenta
que el flujo es inicamente convectivo y, como consecuencia, la con-
centracion se conserva a lo largo de las trayectorias. Las trayectorias
se encuentran integrando analiticamente el campo de velocida-
des [30]. La solucién no es continua entre las distintas celdas. El
periodo de las trayectorias cerradas es proporcional a la distancia
alcentrode los vértices, lo que provoca fuertesy crecientes gradien-
tes enlasolucién. El tiempo T=2.637, 6 coincide con el momento en
que la solucién presenta 200 maximos relativosen y =L/2. El tiempo

1/50

final de calculo es T/50 y el paso de tiempo 5.

IS

AN

Figural. Esquema bidimensional del problemade Smolarkievicz: Entrazo continuo
las lineas de corriente y en trazo discontinuo las isolineas de la condicién inicial.
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Figura 2. Solucién y mallas de calculo y referencia (trazo fino y trazo grueso)en el
contomo superior z=L/4, (a) y (b), y paraz=L{8 en (c)y (d).

Se ha utilizado el indicador de error de la ecuacion (2), con un
valor umbral para activar el remallado de los elementos igual a
0.05. Se han fijado las constantes de remallado =30y 8=2.5. En
primer lugar se ha aplicado el esquema adaptativo considerando
un dnico bloque de pasos de tiempo para el remallado, es decir
con m=100 y At=T/50. Por tanto, repitiendo el calculo completo,
hasta convergencia, con sucesivas mallas, refinadas a partir de la
malla inicial de referencia y adaptadas a la solucién en el tiempo
final de integracion. Posteriormente, se ha analizado la influencia
de variar la frecuencia de remallado, variando m.

4.1.1. Resultados

Las figuras 2a y 2c muestran la solucién para t = % en z=L[4
y z=L/8 respectivamente. Los resultados obtenidos son compara-
bles, cuando no mejores, a los presentados en la literatura para el
problema en 2 dimensiones, por ejemplo en Hundsdorfer y Spee
[31], donde se soluciona el problema usando splitting de segundo
orden y volimenes finitos de tercer orden, y en en Sarma [32]
y Drange y Bleck [33], donde se usa un esquema upstream. La
solucion obtenida es también mejor que la presentada en Bott [ 34],
donde se utiliza una discretizacion espacial demasiado gruesa. Las
diferencias de la solucion segtn el eje z, entre las figuras 2a y 2c,
son reducidas. Son debidas a las oscilaciones que aparecen en la
solucién numérica y del mismo orden a las que aparecen en las
otras dimensiones espaciales.

Las figuras 2b y 2d muestran las mallas de calculo y referen-
cia (trazos fino y grueso respectivamente) para los 2 valores de
z. La primera es una vista del contorno superior del dominio y la
segunda una seccién de la malla tridimensional. El esquema adap-
tativo genera mallas con un tamano de elemento reducido en las
zonas donde el gradiente de la solucién es elevado. Se puede apre-
ciar como todos los elementos de la malla de cdlculo que estin en el
interior de un mismo elemento de la malla de referencia tienen un
volumen parecido. Las excepciones son debidas a las condiciones
de calidad de la malla impuestas, que suavizan las transiciones en
los tamaiios de elemento.
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Figura 3. Evolucién del coste computacional (a), lanorma L? del errorent = % (b),
el valor maximo de la solucién en el dominio (c), y el nimero de nodos de la Gltima
malla de calculo (d), en funcién del periodo de remallado m.

Por tltimo se destaca que la calidad de la malla se mantiene
adecuada a lo largo de todo el problema y no afecta la resolucién
del mismo. El sistema lineal de ecuaciones se resuelve en menos de
6 iteraciones en todos los pasos de tiempo.

4.1.2. Frecuencia de remallado

Una vez resuelto el problema, se ha analizado la influencia de la
frecuencia de remallado, variando m. La figura 3a muestra el coste
computacional relativo al de m=100. Puede observarse que al
reducir m el coste computacional baja hasta m = 20, a partir del cual
el coste aumenta. En principio, si se remalla con mas frecuencia
es de esperar que el coste computacional sea mayor, debido a
que se realizan mas veces los procesos de cédlculo del indicador,
generacién de malla, interpolacién de la solucién y factorizacién
de las matrices del sistema lineal de ecuaciones. Pero, por otro
lado, al remallar antes, la malla se adapta antes a la solucién y son
necesarias menos iteraciones para converger en el primer bloque
de pasos de tiempo de calculo. La combinacién de ambos efectos
explica el resultado obtenido.

Las figuras 3b y 3c muestran, respectivamente, los valores de la
norma 2 del error de la solucién y el valor maximo de la misma,
ambos en funcion del periodo de remallado. El valor maximo de la
solucion analitica es uno, por tanto la figura 3c es, como la figura 3b,
una medida del error de la solucién numérica. Se observa valo-
res bajos de m el error es mucho mayor valores de m igual a 20 y
mayores. Este hecho es debido al error que se introduce en la inter-
polacion. La interpolacién tiende a suavizar la solucién y a reducir
los valores maximos. La figura 4 muestra el error introducido al
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Figura 4. Solucién en una malla de cdlculo y resultado de la interpolacién en una
nueva malla.
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Figura 5. Perfil del médulo de la velocidad y de la difusién vertical en funcién de la
altura.

interpolar la solucién entre 2 mallas consecutivas. Con el suavi-
zado disminuye el indicador de error, ecuacién (2). Ademds, como
los indicadores propuestos no detectan los errores de interpola-
cién, con periodos de remallado pequeiios la influencia del error de
interpolacién es mayor y las mallas generadas son menos densas,
como muestra la figura 3d.

A la vista de los resultados se puede concluir que el esquema
adaptativo propuesto presenta unafrecuencia de remallado 6ptima
para problemas en que la solucién se concentra en una parte del
dominio y presenta fuertes variaciones. Remallar menos veces que
el nimero 6ptimo es computacionalmente mas caro, sin ofrecer
mejoras significativas en los resultados. Remallar mas veces tam-
bién es computacionalmente desfavorable, introduciendo, ademas,
errores de interpolacion que no pueden ser corregidos mediante el
esquema adaptativo.

4.2. Ejemplo meteorolégico simplificado

El segundo ejemplo consiste en una emisién puntual en el inte-
rior de un dominio Q=[0, 96000] x [0, 48000] x [0, 3000] m? con
valores no constantes de velocidad y difusién vertical [4]. El emi-
sor puntual esta situado en las coordenadas (6.000, 24.000, 250) m.
Se ha discretizado como una esfera de radio 5 m. La difusién es
diagonal, con valores Dy, = Dyy = 502 y D, funcién de la altura.
La velocidad es paralela al eje x y de mddulo variable también en
altura. La figura 5 presenta las variaciones de ambos para condicio-
nes atmosféricas neutras [35]. La condicién inicial es nula en todo
el dominio. El término fuente, s, también es nulo. Las condiciones
de contorno son:

u=>0
n-D-Vu=g(t)

enln x (0, T)
en[ip x(0,T)

n-D-Vu=0-5_ enl°u x(0,T)
m<s

con [™°“t el contorno con flujo saliente, l"f_,';t el contorno exterior
con flujo entrante y [,.. el contorno del emisor. La emisién es
dependiente del tiempo segtn:

g
100 =
m?s

si0 <t < 1.800s
g(t) = %
0—- sit>1.800s
m?2s
Se fija 6t=1 s, y se utiliza el indicador de la ecuacién (3) con
tol, =107 an?
Primero se aplica el esquema adaptativo con m=180 (10 rema-
llados durante la emision) y con las constantes de remallado fijas,
después se varian las constantes de remallado « y # manteniendo

m =180, y posteriormente se analiza la influencia de m.

4.2.1. Resultados

La figura 6 muestra la solucién obtenida para distintos instantes
de tiempo. La escala de las concentraciones es logaritmica. La
emisiéon forma una pluma que se desarrolla en la direccién de
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(d) t=3600s

Figura 6. Corte delasolucién del problema de emisén en ladireccion del transporte
para distintos instantes de tiempo.

la velocidad. Se aprecia el efecto de la variacién de la difusion
en altura: en las zonas donde es menor, la variacién vertical de
la soluciéon es también menor. Cuando finaliza la emision, para
t>1.800 s, el penacho avanza y tiende a diluirse en el medio.
Con el esquema adaptativo propuesto la solucién no presenta
oscilaciones apreciables para valores mayores a 107,

La figura 7a presenta la malla de referencia y las figuras 7b,d, 7f
y 7h las mallas utilizadas en t=900, t=1.800, t=2.700 y t=3.600 s
respectivamente. La malla de referencia estd adaptada a la geome-
tria del problema, que incluye explicitamente el emisor. Las mallas

(a) n,,,, = 9.600

() t=2700s, n,, =68745 a=30, =25 (g)t=2700s,n

em =

(h) t=3600s, n,

=61678, «=30, f=25 (i) t=3600s, n,,, =58690, =30, f=10

elem

Figura 7. Malla de referencia (a), y mallas de cdlculo para distintos tiempos y dis-
tintos valores de las constantes del esquema adaptativo, de (b)a (i).



de caélculo tienen entre 6 y 13 veces el nimero de elementos de
la malla de referencia, y se adaptan a la evolucion de la solucion.
La densidad de elementos es alta en las zonas donde la solucién
toma valores altos, y es suficientemente fina en los valores bajos,
evitando que aparezcan oscilaciones. Para los valores menores al
umbral de remallado, inferiores a 10-6, la malla es muy poco densa
y basicamente igual a la de referencia.

4.2.2. Constantes del esquema de remallado

La influencia de la constante que determina el grado de refina-
miento, «, se ha analizado en los primeros 1.800 s del problema,
en los que domina el refinamiento debido a que se forma la pluma;
se han mantenido constantes m y B. La de la constante de desrefi-
namiento, S, se ha estudiado en los 1.800 s posteriores, en los que
cesa la emision, el penacho se diluye en el medio y se espera un
desrefinamiento en la zona entre el penacho y el emisor.

Las diferencias en la malla de calculo segin el valor de « se apre-
cian comparando las figuras 7b y 7d, calculadas con « =30, con las
figuras 7c y 7e, calculadas con « =10. Valores mayores de « con-
ducen a mallas con mayor niimero de elementos, entre un 20 y un
30% mas para un factor 3 en «. La solucién para ambos casos es
muy parecida. No se observan diferencias en los valores altos de la
solucion, pero en los valores bajos aparecen menos oscilaciones en
la malla mas fina.

A partir de la solucién obtenida con « =30y 8=2.5, se han cal-
culado los 1.800 s posteriores con 2 valores de f. Esta constante
puede considerarse una velocidad de desrefinamiento, ya que el
nuevo volumen que se impone es el producto de S con el volu-
men impuesto en el remallado anterior. Las figuras 7fy 7h se han
calculado con B=2.5y las figuras 7g y 7i con S=10. Ambas solu-
ciones son parecidas. El desrefinamiento crece con f, sobre todo
en la zona situada entre el penacho y el emisor. No se modifica la
malla de referencia, por ello en ambos casos el tamafio de los ele-
mentos cercanos al emisor se mantiene reducido. Valores mayores
de B generan mallas con menos elementos, un 10% menos para
valores de B 4 veces mayores, en este ejemplo. Ambas constan-
tes producen el efecto esperado. A continuacion se cuantifica mas
detalladamente su influencia.

En la figura 8

se muestra la norma L2 del error, el nimero de nodos y el tiempo
de calculo para « de 1 a 10%, con 8=2.5 y para el calculo hasta
t=1.800s. El valor de « es relativo (multiplica al valor del indicador
de error utilizado, véase la ecuacién (4)). Se puede observar que
con valores elevados de « disminuye el error, tomando como refe-
rencia la solucién obtenida con una malla muy densa. El nimero
de nodos de la malla de cilculo aumenta con el valor de «, y como
consecuencia también lo hace el coste computacional. En media,
un aumento de « de 2 6rdenes de magnitud duplica el tamafio del
problema y multiplica por 10 el coste computacional, pero reduce
a la mitad el error.

Por otro lado, la constante S esta directamente relacionada con
la frecuencia de remallado; véase la ecuacién (5): g multiplica al
tamaifo de elemento impuesto en el remallado anterior; por tanto,
enlaszonasenquerealizanrepetidos desrefinamientos, elefectode
P aplica de forma repetida. En la figura 9 se presentan los resultados
para los tltimos 1.800 s, variando 8 entre 1.5y 10%, con « constante
y m=180 (10 desrefinamientos como méaximo en determinadas
zonas del dominio). Se pueden apreciar 2 comportamientos dife-
renciados: para <10 el error disminuye con Sy el niimero de
nodos y el coste computacional aumentan, en cambio, para valores
de B>10 no se aprecia una diferencia significativa en los resulta-
dos. La malla de referencia limita el desrefinamiento para valores
elevados de B. Por otro lado, en el limite, =1, no se realiza desre-
finamiento, y en este caso se obtiene la mitad de error al doble
de coste, en relacién a las mallas mds desrefinadas. En general,
la reduccién de error sera como maximo la diferencia entre el de la
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f s i
() m=1.800, n_,, = 129.203

(k) m = 1.800

Figura 10. Solucién y malla de calculo en t=1.800 s para distintos valores de m.

malla de referencia y el de la malla de calculo que se desea desre-
finar.

4.2.3. Frecuencia de remallado

Por tltimo, se analiza la influencia de m. Se considera el calculo
hasta el tiempo final t=1.800 s, periodo de tiempo con la emisién
activa. Lafigura 10 muestra lasoluciény lamalla de cdlculo utilizada
en t=1.800s para m igual a 90, 180, 300, 600, 900 y 1.800 (de 20
a 1 remallados). El nimero de elementos para todos los casos es
parecido. La diferencia es menor del 5% y se concentra en la zona
de avance del frente, para valores de m elevados (300, 600 y 900).
El tamano y el nimero de elementos en las zonas de desarrollo
inicial de la plumay lejanas al avance de la misma coinciden en los
distintos casos.

Los resultados obtenidos con m=90, 180 y 1.800 son pareci-
dos: tanto la solucién como las mallas de calculo utilizadas en
t=1.800 s. La solucién con mas remallados intermedios presenta
un frente algo mds suave, con la posicién de la isosuperficie 10~
ligeramente mds avanzada que el caso recalculado completamente.
En cambio, para valores de m intermedios, m =300 a 900, el resul-
tado es cualitativamente diferente. El frente no se determina con
precision, la solucién se difunde en los grandes elementos pre-
sentes en la zona sin refinar, y las oscilaciones son visibles en el
rango de valores de interés. Esto se debe a que la zona con valores
significativos de la solucién varia mucho entre entre 2 remalla-
dos consecutivos. Por ejemplo, en el caso m=900, figuras 10i y
10j, el esquema adaptativo itera el remallado y el calculo hasta
t=900 §t. A continuacion, se calculan los 900 pasos de tiempo
siguientes con la malla fija. En estas condiciones el avance del frente
en la zona de elementos grandes no puede ser simulada con pre-
cision. Esto puede solventarse introduciendo el recalculo del pro-
blema en los bloques de tiempo posteriores al inicial, pero como ya
se haindicado, eso aumenta el tiempo de calculo y hace que el coste
pase a ser parecido al remallado y recélculo completo (m =1.800).

A diferencia del problema de Smolarkievicz, el primer ejemplo,
donde se obtenian mejores resultados con periodos de remallado
grandes en relacién al tiempo final de célculo (pocos, hasta 5 rema-
llados), en este caso se producen con periodos menores (hasta
20 remallados). Esta diferencia es atribuible a que en este caso
la zona de interés de la solucién se modifica sustancialmente a lo
largo del problema. En este caso, ademas, la solucién es mucho mas
suave, por lo que la influencia del error de interpolacién es mucho

menor, y efectuar mas remallados no influye significativamente en
los resultados.

5. Conclusiones

El esquema adaptativo presentado puede aplicarse con éxito a
distintas tipologias de problemas tridimensionales de convecién-
difusién. Se ha aplicado a un problema con fuertes variaciones de
la solucién, concentradas en una parte del dominio, y a otro en el
que la solucién es mas suave pero va afectando a diversas partes
del dominio a lo largo de su evoluciéon temporal.

El esquema se basa en una estrategia de remallado en la que
se impone un volumen méaximo de elemento sobre una malla de
referencia, que se mantiene constante a lo largo del problema.
El remallado permite refinar y desrefinar de forma muy flexible,
aumentando y disminuyendo mucho la densidad de elementos en
una tnica iteracion. Las mallas obtenidas son de calidad suficiente
como parano afectar la eficacia del esquemaiterativo utilizado para
resolver los sistemas lineales de los problemas discretizados. Dos
parametros permiten modular el proceso. El refinamient se impone
de forma relativa a los valores del indicador de error. El desrefina-
miento, mediante un término de velocidad que modulalatransicion
de la malla de célculo hasta la malla de referencia.

El esquema adaptativo propuesto solorecalculael primerbloque
de pasosde tiempo de célculo. Esto permite reducir el coste compu-
tacional enrelacion con laestrategiaderecalcular el problema com-
pletamente o recalcular en todos los remallados intermedios. En
funcion del problema, el nimero de remallados 6ptimo varia. En el
caso con fuertes variaciones en la solucién pero que se desarrolla en
solo una parte del dominio, el nimero de remallados debe ser redu-
cido para que los errores de la interpolacién no afecten la calidad
de la solucién. En cambio, en el caso con solucién mas suave pero
que aumenta progresivamente el dominio de interés, el nimero
de remallados debe ser tal que la solucién no avance mucho mas
rapido que la adaptacion de la malla; si no, puede ser conveniente
imponer recdlculo, hasta convergencia, junto con el remallado.

Ante un problema nuevo, se propone utilizar inicialmente un
periodo de remallado alto (pocos remallados), y disminuirlo pau-
latinamente, mientras el coste computacional disminuya. De esta
forma se consigue llegar a una solucién aceptable con el nimero de
gradosdelibertad mas bajo posible. Mientras el nimero deremalla-
dos sea reducido, el error introducido porla interpolacién también
lo sera. Con esta estrategia puede controlarse el efecto del error de
interpolacién, comparando sucesivas soluciones para periodos de
remallado decrecientes.

El esquema puede ser utilizado con diversos indicadores de
error. Se ha verificado la utilidad de un indicador tipico para proble-
mas de conveccion-disfusion, basado en el gradiente de la solucién,
asi como una variante calculada como el gradiente del logaritmo de
la solucién. Este segundo indicador funciona correctamente para
problemas en los que los valores de interés de la solucién son varios
érdenes de magnitud inferiores a los valores impuestos en las con-
diciones de contorno.
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