Conservacio de l'estructura PHS en reduccions d’ordre per
truncament equilibrat

Antoni Ras

Departament de Matematica Aplicada IV, Universitat Politecnica de Catalunya
e-mail: ras@mat.upc.es

16 de gener de 2008

1 Introduccio

Aquest report recull parcialment, amplia alguns aspectes, adapta i corregeix article [1]. El seu objectiu és
presentar la reduccié de sistemes lineals amb significat fisic, incidint en el problema de compatibilitzar les
tecniques classiques de reduccié basades en Gramians amb la conveniéncia de conservar l’estructura hamiltoniana
del sistema original. No s’inclouen els apartats sobre estabilitat asimptotica dels sistemes reduits ni la justificacié
que la reduccié per pertorbacié singular aproxima el sistema original.

2 Sistemes Hamiltonians amb Ports (PHS)

Un PHS té la forma
(1) 2=(J—R)VH+ Bu
y=BTVH

on z(t) € R*™ son els estats', u € R™ s6n les entrades, y € R™ sén les sortides, J = —J7 és una matriu 2n x 2n
antisimetrica i invertible Vz(¢), R = RT > 0 és una matriu 2n x 2n simetrica i semidefinida positiva (SSd+)
Vz(t), B és una matriu 2n x m (que depen de z(t))?, VH és el gradient del Hamiltonia H(z(t)) respecte de les
variables d’estat i el punt indica derivada respecte del temps t.

Propietat 1 H = ;T VH

Dem. H (z(t)) és una funcié de R en R, que s’obté per composicié de ¢ — (21 (), ..., zon() T 1 (21, ... 20n)T —
H(xy,..., x,). Per la regla de la cadena:

(és un escalar)
H(z(t) =J(Hoz) = J(H) - J(z) =(J(H) J(z)) =" VH®

Propietat 2 H =u” y — (VH)T RVH < yT u
Dem. Com que (VH)T JVH =0 perque J = —J7, tenim, a partir de la Propietat 1:

H=3:"VH=((J-R)VH+Bu) VH=..=—(VH)"RVH +u" BTVH = —(VH)" RVH +u" y

Finalment, la desigualtat ve de (VH)T RVH > 0 perque R és SSd+ i u” y = y7 u perque és un escalar. W

LEls punts de R” els escriurem com vectors columna; i.e., (215 v vy2p) = 27T

2A Darticle, no pressuposa que hi hagi tantes sortides com entrades i en la segona equacié apareix una nova matriu F'; perd aqui
considerarem el cas F' = BT d’acord amb la teoria classica de PHS’s



Interpretacié: Si 'energia H del sistema esta fitada inferiorment (H(t) > k € R Vt), com que Penergia que
es treu del sistema en un interval [to, t] val — ftto y' uds, aleshores, integrant en I’expressié de la Propietat 2,
s’obté que lenergia que es pot extreure estd fitada superiorment per H(ty) — k :

t t
—/ y'uds < — | Hds= H(ty) — H(t) < H(to) — k
to

to

Es diu que el sistema és dissipatiu.

3 Sistemes lineals de segon ordre mecanics (SL2M)

Sén sistemes de la forma

o [ MitDitKq=Bu
y=Crq+Caq

on les matrius M, D i K sén SD+ (simeétriques i definides positives) i a coeficients constants reals. Se’n diuen
aixi perque sovint s’obtenen en modelar problemes mecanics: aquestes matrius corresponen aleshores a la massa
del sistema, la friccid i els coeficients de rigidesa, respectivament.

De la manera habitual, es transformen en sistemes lineals de primer ordre:

t=Ax+Bu
(3) { y=Cx

amb
0 1 0 . .
A(_M—lK _M—1D>7 B<M—1Bl)’ C:(Cl CQ) 1 x:(q7Q)T

Lema 1 Si F és una matriu quadrada simetrica a coeficients constants i H(z) := (1/2) 27 E 2 és la forma
quadratica associada, aleshores VH = E z i V2H = E.

Dem. Si desenvolupem, H(z1, ..., z,) = --- = (1/2) > Ej, zj 2. Com que E és simetrica,

0., H = (1/2) > Ejzn+(1/2) Y Erjze =Y Ejpaw = (Ez2);

Es a dir, VH = E z. Si tornem a derivar: V2H = E. B

Propietat 3 Els SL2M sén PHS, si es tria la sortida adient (és a dir, amb C; =0 i Cy = BY).
Dem. Posem p:= M, z:=(q,p)T i H := (1/2) {¢" K q+ p” M~ p} . Aleshores

H(z)=---=(1/2) (¢"p") ( Io( MO—1 ) (Z >

D’acord amb el Lema 1,

(aN_( a \_[(K*'oO K o0 ¢\ (Kt o
x_<d>_<M‘1p>_< 0 1><0 M‘l)(p>_< 0 1>VH
Aleshores,

() (8 (o aben) o () )-
(52D ) 2 oe(8)e (% ) (3)-



que correspon a la primera equacié d’'un PHS, amb

e (58) m (5 8) v ee(8)

-1
y=Cz=(0 B{)(KO (1))VH:(O Bl YVH=B"VH. &

A més,

Observacié: Qualsevol sistema Hamiltonia, obtingut a partir de les Equacions d’Euler-Lagrange mitjancant
la Transformacié de Legendre, es pot escriure com PHS en la forma particular que hem obtingut a la Propietat
3. En general, el Teorema de Darboux garanteix que tot PHS en que el Paréntesi de Poisson associat satisfa la
Identitat de Jacobi admet un canvi de variables en que la matriu J passa a tenir la forma canonica

=(40)

4 Transformacié d’equilibri (Balancing transformation)

S’anomena aix{ el canvi de variables (bijectiu) tal que, en les noves coordenades, els dos Gramians coincideixen
i sén matrius diagonals.

Els Gramians de controlabilitat (W) i observabilitat (W,) sén les matrius solucié de I'equacié tipus Lyapunov?

AW, + W AT = -B BT
ATW,+W,A=-CTC

associada a un sistema lineal com (3).

Com és sabut, la transformacié d’equilibri existeix quan els dos Gramians sén SD+. Per obtenir-la, es fa una
descomposicié de Cholesky W, = X X7, W, = Y YT i es descomposa en valors singulars Y7 X = UXV.
Aleshores, el sistema transformat és € = Sz, amb S = X~Y/2UT YT, El canvi invers és z = T, amb T =
S—1 = XV X2 En les variables ¢ els dos Gramians coincideixen amb la matriu diagonal ¥ (Es a dir,
SW.ST =TT W,T = ¥). Els seus vap’s, {01, ..., 02}, s’ordenen de més gran a més petit i s’anomenen
valors singulars de Hankel.

Propietat 4 La transformacié d’equilibri (§ =Sz, z =T &) d’un SL2M també és PHS.

Dem. Posem

K 0

H(z):(l/Q)zTEz, on E:( 0 M-

) = ET és SD+ (Propietat 3)

Aleshores,

I7(£) -— — T _ T T _ T 77

H(&) =H(T¢) = (1/2)(T¢€)" E(T¢)=(1/2)¢ T ET¢=(1/2)¢" B¢

=FE

E és simetrica (ET = TTETT = TTET = E) i definida positiva (si v € R®™ tal que 0 > o7 Ev =
vITTETv = (Tv)T E(Tv), aleshores Tv = 0 i també v = 0). El canvi invers és E = ST E S. Si posem
J:=8JST, R:=SRST i B := S B, tindrem que el sistema transformat té I’estructura d'un PHS:

§=84=S((J-RVH+Bu)=S(J-R)Ez+SBu=

=S(J—-R)STESz+Bu=(J—~R)E¢+Bu= (J—E) VH+ Bu

y=BTVH=(TB)TEz=BT"TTET¢=BTE¢=BTVH

3La solucié és tnica i els Gramians SSd+ quan el sistema és asimptoticament estable (tots els vap’s d’A tenen part real < 0)



A més J és antisimetrica (JT = S JT ST = -5 J ST = —J) i invertible (S i J ho sén) i R és simetrica ({dem) i
definida positiva (argument andleg que amb F). B

Observacions: Com que la matriu J té coeficients constants, el sistema transformat també compleix 1'Identitat
de Jacobi i se li pot aplicar el Teorema de Darboux. Es pot veure que, en general, qualsevol transformacié

bijectiva d’'un PHS (encara que no sigui SL2M) també és PHS. Naturalment, si el SL2M és dissipatiu, també
ho és el sistema transformat.

5 Models de reduccioé d’ordre

Aplicar una reducci6é d’ordre a un sistema com (3) vol dir projectar-lo sobre un subespai de dimensié d < 2n
(habitualment d també sera parell). El procediment classic de reduccié associada a la transformacié d’equilibri
consisteix en quedar-se només ambe els d valors de Hankel més grans.

Re-escribim la versié PHS de (3) de la forma*

i=(J-R)VH+Bu __ [ 2=Az+Bu A:=(J-RVE
y=BTVH y=Cz Ml c=8"E

Quan li apliquem la transformacié d’equilibri obtenim

L A=(J-RE=..=S(J-RET=SAT
(4) { §:A5§+Bu on §:S~B N
y= C:=BTE=BTSTTTET=BTET =CT

Si fem servir I'index 1 pels estats que conservem i el 2 pels restants, obtenim la descomposicié de les matrius
del canvi:

S-(él)iT—(Tl Tg), on Syésd X 2n, Saés(2n —d) x 2n, Ty és2n x d, i T és2n x (2n — d),
2

i podem re-escriure el sistema transformat (4) de la forma

(5.1)<411 412>(51)+<§1>u A ésdxd Aus 65 d x (2n — d)

& An An )\ & By Aoy s (2n—d) x d gy és (2n—d) x (20 — d)
o By ésdxm By és (2n—d) x m

y:<C~'1 52)(2) élésmxd égésmx(2n—d)

Com que T és la inversa de S, s’obté que S; T}, déna la Identitat quan j = k i una matriu de zeros quan j # k
(4, k € {1, 2}). Pel que fa a les transformacions, es dedueixen les férmules segiients:

Ajr = S ATy, jjkzstSg }’%jk:SjRSg

B;j=5;B Cy=CT, Ej, =TI ET,

En aquest context, la reduccié classica per equilibri seria el sistema (de dimensié d)

élignflJrElu
(5) { y=0Cr &

4Compte que ara les matrius A i C' no sén les mateixes que a (3)!



Lema 2 Existeix un subespai U de R*" de dimensié d tal que (ST T1T)|U =1jy. A més, R* =U @ Ker 7Y .
Dem. Com TT ST = (8, Ty)" =1, ST és injectiva, T : R? — R? és exhaustiva i el seu nucli t¢ dimensié
n—d. Podem construir, doncs, una base {vy, ..., van_a, U1, ...,uq} de R?" tal que < vy, ..., vop_q >= Ker T} .
Diguem w; := T{ (u;). Com, per construccio, R?" = Ker TY'® < uq,...,uq >, tenim que < wy,...,wg >=
ImT{ = R?, perque

O:Z/\JwJ::TIT(Z)‘JUJ) — Z)\jUjEKerTlT = M =--=X=0.

Diguem @, := ST (w;) € R*". Per tant, ; = > aj, vy + 3. Bjs us. Ara bé,

w; = (TITSIT) (wj) == 0+Zﬁjsws — ﬁjs :(5]‘3 i ﬂj = ZO(j,-UT—FUj.
Definim U :=< uy, ..., ug > . Aleshores, (SlT T1T>|U = 1y, perque
(ST 1) (@) =0+ (ST 1Y) (uj) = --- = ;.

Com ST és injectiva, U també té dimensié d. A més, U N Ker T{ = {0} perque (ST 1Y)
R*" = U @ Ker T{ .

v = 1|y. Per tant,

Observacié: L’article [1] afirma, en canvi, que hi ha un subespai U tal que R*™ = UdKer Sy i (T} Sl)‘ﬁ =1
Aixo també és cert (la demostracié és analoga), perd no és el que es necessita (ni hi equival) a la propietat 5:

Propietat 5 La reduccié classica per equilibri (5) d’un SL2M no és mai PHS.

Dem. Si fos PHS caldria que gu & = (ju - éu) V}NIH, és a dir, caldria que Zn = (ju - Ell) Eu; pero

Ay =8AT, =5 (J-R)ET
(Ju - Rn) Enw=58(J-RSTTIET

I STTE # 1|R2n, com hem vist al Lema 2. W

i ivi { Y .
Per resoldre aquest contratemps, [1] proposa dues reduccions alternatives que si conserven ’estructura PHS. La
primera ’anomena reduccié PHS basada en els Gramians i es construeix a partir d’'un nou Hamiltonia restringit

H,.: R — R
& — (1/2)¢"En¢
(Eq; és simetrica: ElTl = (TITETl)T =..=TI'ET, = E11. També és definida positiva: si v7 Ejpv = 0, es

completa v € R? a un vector w? := (T, 07) e R?" i, aleshores, w” Ew=---=1T En v = 0. Per tant, w =0
i també v = 0). El sistema reduit corresponent (reduccié PHS basada en els Gramians) és

©) &= (Ju—ﬁu) VH.+ Biu @{ & =(5(J-RSTTTET) & + Biu
y:élTV}NIC y:(BTSTTlTETl) &

Propietat 6 El sistema reduit (6) és PHS®

Dem. Que ju és antisimetrica i }~311 és SD+ es demostra com a la propietat 4. Com ju és a coeficients
constants, es segueix complint la Identitat de Jacobi. A més, si el SL2M era dissipatiu, (6) també ho sera (es
pot emprar un raonament del mateix tipus que abans per veure com Ej; era D+). B

Observacié: D’acord amb el Lema 2 i la Propietat 5, els sistemes reduits (5) i (6) coincideixen només pel
estats & € R? tals que ET) u € U.

5Pot ser degenerat, és a dir, amb la matriu antisimetrica J11 no invertible



Observaci6é: En general, no es pot garantir que ju sigui invertible. A [1] insinua que sempre ho sera si d
és parell (possiblement perque els vap’s no nuls de les matrius antisimetriques reals sén complexes conjugats);
pero aixo és fals com posa de manifest el

Contraexemple Considerem el cas particular en que n =4, d=n—d =21

0o 0 1 0 1 1 0 0
0 0 01 -1 1 0 0
J= -1 0 0 0 |’ 5= 0 0 1 0
0 -1 0 0 0 0 1 0
Aleshores,
0 0 1 1
0 0 -1 1 ~
T : _
SJS == 1 1 0 0 1J11—0.
-1 -1 0 0

La segona proposta de reduccié que presenta [1] considera el Hamiltonia pertorbat

H,:R* — R
¢ — (1/2)€7Q¢, onQ=FEn — EnEyy Exn
Cal veure que @ és SD+. Primer cal observar que la simetria de E implica que ET = ~” i Eﬂ = Ekj. D’aqui es

dedueix facilment que Q7 = Q. Per veure que @ és D+, si es descomposa £ = (51 , 1), la mateixa observacié
permet veure que

TEE= ¢ En & +&F Ei2& +¢F E21 & +&F E22§2
=T En & + €T EL 6+ €7 E21 & 4+ €5 Eggbo — T Eny E22 Eo1 & + €T EL, E22 Ey & =
=4 Q&+ <§2 + E2_2 Ea 51) Eay (52 +E2_2 Eo 51)

Per tant, donat 0 # & € RY, si fem §~T = (5?, —E;; Ex §1) # (0, deduim que 0 # §~T E§: =Qe.

Observaci6: Caldria comprovar que la matriu Egg és invertible. [1] sembla insinuar que, per garantir-ho,
cal imposar que tots els vap’s de (J22 . RQQ)EQQ tinguin part real estrictament negativa. Pero, en realitat, és
innecessari: el mateix argument que hem fet servir per veure que E11 era D+ quan hem definit el Hamiltonia
restringit prova que Egg també és D+ i, en conseqiiéncia, invertible.

De manera analoga al cas precedent, es demostra la

Propietat 7 El sistema reduit amb Hamiltonia pertorbat

(7) él = (jn - En) Vﬁp +Bu { 51 (51 (J - R)ST Q) &+ Biu
y = BT VH, y=(B"STQ) &

és PHS 6.

Observacié: Malgrat que, finalment, (7) només difereix de (6) en el Hamiltonia, en realitat s’obtenen de forma
diferent. De fet, (7) es dedueix tot aplicant la teoria de la pertorbacié als valors de Hankel que es volen eliminar,
és a dir, substituint X2 en la matriu ¥ per € X9, amb € > 0, i fent el limit &€ — 0. (Veure Annex 1)

Observacié: De la mateixa manera que la reduccié directa per truncament del sistema equilibrat no déna un
PHS, igualment quan s’aplica aquesta reduccié al resultat de la pertorbacié singular del sistema (4) tampoc
s’obté el PHS (7).

6Pot ser degenerat (vd nota 5)



6 Annex 1: Deduccié del sitema reduit per pertorbacio

La deducci6 del sistema PHS reduit mitjancant una adaptacié de la tecnica de pertorbacié geometrica singular
(vd [2]) que exposa [1] és parcialment incorrecta, encara que el resultat final, és a dir el sistema (7), si que és
valid.

La idea de base consisteix en modificar el Gramia balancejat ¥ tot multiplicant per una constant € > 0 tots els
valors singulars de Hankel que s’han d’eliminar en el sitema reduit. El primer problema és que si es fa aixo els
Gramians deixaran d’estar equilibrats (no tindran la mateixa matriu) i cal decidir, doncs, si la matriu

Y, 0
g .
X = < 0 622 )

correspon al Gramia de controlabilitat o al d’observabilitat. Si, per exemple, triem ¢ = W¢,
introduir el canvi €5 = S€z; 2z =T°¢&, amb’

e S11 S12 e saen—1 [ Ti1 eTio
8 ‘((WE)SQI (1/ﬁ)522> =) —<T21 \@Tm)

aleshores cal

De retruc, ara

e . Z1 O
We = ( 0 (1) % )

Si s’aplica el canvi al sistema (3), resulta®
~ - Ji1 — Rn (1/+/¢) <J12 - R12)
o (1/VE) (T = Bar)  (1/e) (o2 — Raz)
& =(J°—R)VH*+B°u ~

~\T o= amb De _ By ~
y=(B) vi (1/v2) Bs

ITe (¢€) e\T' 1e ¢e e _ Ell \/EEN
He (€)= (1/2) (§&°)" E°E°, on E _<\/5521 e Bap )

(8)

Si distingim subindexs a (8), ho podem posar de la forma
& = (jn - En) ngﬁs + (1/Ve) (t712 - ;312) Vg;ﬁg +Bju

9) & = (1/Ve) (jﬂ - Rm) V&ﬁf + (1/¢) (522 - Em) Vggﬁg +(1/vE) Bau

\T - \T ~
y = (Bl) Ve: H + (1/17) (BQ) Ve, He
Cal aplicar ara el nou canvi

E= (6 (e )€

en el qual el Hamiltonia es transforma en
7 (& i o En € E12
H( —(1/2)€TEE, on E=| ™ 2
§) = (/2 EE on (EEH 52322>
i que transforma (9) en
€& = (ju - ﬁu) Vglﬁ—F (1/¢) (512 - Em) Vg2ff+ By u

(10) &= (1/e) (521 - 1?221) Ve H+(1/22) (fm - 1?222) Ve, H + (1/2) By u

y= (El)T Vglﬁ—i— (1/e) (EQ)T V&]:j

7A [1], Pexponent de v/ a la matriu T és negatiu; perd aleshores no seria cert que, com s’hi afirma, T° = ($¢)~?
8A [1], els exponents de € a la matriu E° sén negatius, perqué ho dedueix de la seva expressié (incorrecta) de T¢



Segons [1] i [2], quan u esta fitada uniformement i tots els vap’s de ((722 — Egg) EQQ tenen part real estrictament

negativa, el sistema (10) es pot aproximar? pel sistema reduit

21 = (ju —En) (vglﬁ)|v P +Biu
o =

v= (El)T (Vglﬁ)w H=0

&

(11)

Aillem & a Vg, H =0
0= V&ﬁ = EEngl +62E22§2 - 22 = —(1/E)E2_21 Eglgl
Ho substituim:

(v&ﬁ)WA A0 Eiy 51 +€El2§2 == (Ell - 512E2_21 E21) El =Q& = V?Ip

[

i, finalment, com que fAl = ¢1, (11) es converteix, doncs, en el sistema (7).
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9A [1] es demostra la convergencia del sistema reduit (11) cap a (10), en el sentit que la 2-norma de Hardy de la diferéncia entre
les respectives funcions de transferéncia tendeix a 0 quan € — 0



