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Presentacio

Aquest text neix amb la vocacié de ser una cina per a la formacié dels
enginyers en la mecanica de medis continus. De fet, és el fruit de I'experiencia
de molts anys en l'ensenyament d’aquesta disciplina a 'Escola d'Enginyers de
Camins de la Universitat Politecnica de Catalunya, tant en cursos de grau
(titulacions d'Enginyeria de Camins, Canals i Ports i Enginyeria Geologica)
com de postgrau (cursos de master 1 de doctorat).

A diferéncia d'altres textos d'introduccié a la mecanica de medis continus, el
que es presenta aqui estd orientat especificament a l'enginyeria, i intenta
mantenir un equilibri adequat entre el rigor de la formulaci6 matematica
utilitzada i la claredat dels principis fisics tractats, encara que posant en tot
moment el primer al servei de la segona. En aquest sentit, en les
imprescindibles operacions vectorials i tensorials s'utilitzen simultaniament tant
la notacié indicial (de més utilitat per a la demostracié matematica rigorosa)
com la notacié compacta (en la que s'entreveu amb més claredat la fisica del
problema), tot i que a mesura que s'avanca en el text hi ha una clara tendéncia
cap a la notacié compacta en un intent de focalitzar l'atencié del lector en el
component fisic de la mecanica de medis continus.

El contingut del text esta clarament dividit en dues parts que es presenten
seqiiencialment. En la primera part (capitols d’1 a 5) s'introdueixen els aspectes
fonamentals i descriptius comuns a tots els medis continus (moviment,
deformacid, tensié i equacions de conservacié-balang). En la segona (capitols
de 6 a 11) s'estudien families especifiques de medis continus, com son els solids
i els fluids, en un plantejament que comenga amb I'equacié constitutiva
corresponent i acaba amb les formulacions classiques de la mecanica de solids
(elastics-lineals i elastoplastics) i de la mecanica de fluids (régim laminar).
Finalment, es fa una incursié breu en els principis variacionals (principi dels
treballs virtuals i de minimitzacié de l'energia potencial) com a ingredients de
partida en la resolucié de problemes de mecanica de medis continus mitjan¢ant
metodes numerics. Aquesta estructura permet la utilitzacié del text amb
proposits docents tant en un unic curs d’unes 100 hores lectives, com en dos
cursos diferenciats: el primer basat en els cinc primers capitols i dedicat a la
introduccié dels fonaments de la mecanica de medis continus i el segon dedicat
especificament a la mecanica de solids i la mecanica de fluids.



Finalment, els autors volen expressar el seu agraiment al doctor Eduardo Vieira
Chaves i al doctor Eduardo Car pel treball acurat de compilacié d'una primera
versié d'aquest text a partir de les notes de classe 1 personals dels autors. Aix{
mateix, volen agrair al professor Ramén Codina els seus suggeriments 1 les
correccions oportunes sobre les primeres versions del text.

Barcelona, setembre de 2002
Xavier Oliver Olivella
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Carlos Agelet de Saracibar Bosch



NOTA

En general es prendra
I'instant f, =0 coma

instant de referéncia.

1 Descripcio del
moviment

1.1 Definicio de medi continu

S’entén per medi continn un conjunt infinit de particules (que formen part, per
exemple, d’un solid, d’un fluid o d’un gas) que sera estudiat macroscopicament,
és a dir, sense considerar les possibles discontinuitats existents en el nivell
microscopic (nivell atomic o molecular). En conseqiiencia, s’admet que no hi
ha discontinuitats entre les particules 1 que la descripcié matematica d’aquest
medi i de les seves propietats es pot fer mitjangant funcions continues.

1.2 Equacions del moviment

La descripcié més elemental del moviment del medi continu es pot dur a terme
mitjangant funcions matematiques que descriguin la posicié de cada particula al
llarg del temps. En general, es requereix que aquestes funcions i les seves
derivades siguin continues.

Se suposa que el medi continu esta format per infinites particules (punts
materials) que ocupen diferents posicions de I'espai fisic durant el seu moviment
al llarg del temps (vegeu la Figura 1-1). Es defineix com a confignracid del medi
continu en linstant 4 que es denota per Q,, el lloc geomeétric de les posicions
que ocupen a lespai els punts materials (particules) del medi continu en
I'instant esmentat.

Definicions
Punt espacial- Punt fix a I'espai.

Punt material- Una particula. Pot ocupar diferents punts espacials en el
seu moviment al llarg del temps.

Confignracid: Lloc geometric de les posicions que ocupen a Iespai les
particules del medi continu per a un cert instant

A un cert instant ¢ = £, de l'interval de temps d’interés se’l denomina zustant de
referéncia, 1 a la configuraci6 en linstant esmentat Q, se la denomina

configuracié inicial, material o de referéncia.
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NOTACIO

S’utilitzaran
indistintament les

notacions (XY, 7) i
(X15X25X3) per
designar el sistema de

coordenades
cartesianes.

NOTACI1O

A la resta d’aquest text
s’utilitzara la notacid
d’Einstein o d’indexs
repetits. Qualsevol repeticid
d’nn index en un mateix
monomi d'nna expressid
algebraica suposa el
sumatori respecte a lindex
esmentat. Exemples:

i=3 not
2 Xe =X,

=~
L

w
3
S
ISY

\g!

a,-kbkj =

b
KN

]
w

Jj=3 not
a;b; =a;b,

i1 j

NOTACIO

Es distingeix aqui entre
el vector (ens fisic) X i
el seu vector de
components [X]

Freqientment s’obviara
aquesta distincio.

NOTACI10

Sempre que sigui
possible, es denotaran
amb lletres majiscules
les variables que es
refereixin a la
configuraci6 de
referéncia Q, iamb
lletres minuscules les

variables referides a la
configuraci6 actual .
gu Q,

Considerem ara el sistema de coordenades cartesianes (X,Y,Z) de la Figura
1-1 i la base ortonormal corresponent (€,,€,,e;). En la configuracié de
referencia Q, el vector de posicié X d’una particula que ocupa un punt P a
I’espai (en I'instant de referencia) ve donat per:

X=X,6 +X,&, + X;e; = X,¢, 1.1

X5.Z

=1

Q, — Configuraci6 de referéncia
t, — Instant de referencia
Q, — Configuraci6 actual

t — Instant actual

Figura 1-1 — Configuracions del medi continu

on als components (X,,X,,X;) se’ls denomina coordenades materials (de la
particula).

def

= coordenades materials 1.2)

En la configuracié actual Q,, la particula situada originalment en el punt

material P (vegeu la Figura 1-1) ocupa el punt espacial P', i el seu vector de
posicié x ve donat per:

X=X, +X,€, +X;€; = X;€;

(1.3)

on a (x;,x,,X;) se les denomina coordenades espacials de la particula en linstant
de temps ¢.

def

[x]= X, = coordenades espacials (1.4
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NOTACIO

Amb un cert abts de la
notacio es confondra
freqiientment la funcié
amb la seva imatge.
Aixi, les equacions de
moviment s’escriuran
sovint com

x =x(X,7) iles seves
inverses com

X=X(x,?)-

El moviment de les particules del medi continu es pot descriure ara per
Ievolucié de les seves coordenades espacials (o del seu vector de posicid) al
larg del temps. Matematicament aixo requereix coneixer una funcié que per a
cada particula (identificada per una efigneta) proporcioni les seves coordenades
espacials x; (o el seu vector de posicidé espacial X) en els instants de temps
successius. Com a etiqueta que caractetitza univocament cada particula se’n
poden escollir les coordenades materials X, 1 obtenir les equacions del moviment.

not
X=0Q (particula,t)z(p(X,t) = X(X,t) (l 5)
X, =0,(X.X,.X5,1) ie{1,23}
que proporcionen les coordenades espacials en funcié de les materials, i les
equacions del moviment inverses:

not

X=¢"(x1)=X(x1)
X, = (pi_1 (xl,xz,x3,t) ie {1,2,3}

(1.6)

que proporcionen les coordenades materials en funcié de les espacials.

Obsetrvaci6 1-1

Hi ha diferents alternatives per escollir 'etiqueta que caractetitza una
particula, encara que Popcié de prendre les seves coordenades
materials és la més comuna. Quan les equacions del moviment vénen
donades en funcié de les coordenades materials com a etiqueta (com
en lequacié (1.5)), es patlara de les equacions de moviment en forma
canonica.

Existeixen certes restriccions matematiques per garantir 'existencia de ¢ i de

¢, com també el seu significat fisic correcte. Aquestes restriccions son:

° (p(X,O)= X ja que, per definici6, X és el vector de posici6 en linstant de
referencia ¢ =0 (condicié de consistencia).

e ¢e C'(lafunci6 ¢ és continua i amb derivades continues en cada punt i
instant).

® ¢ ¢és biunivoca (per garantir que dues particules no ocupen simultaniament

el mateix punt de I'espai i que una particula no ocupa simultaniament dos
punts diferents de I'espai).

>0.

not
e FEljacobia de la transformacié J =det M = M
15), ¢ 0X

La interpretaci6 fisica d’aquesta condicié (que s’estudiara més endavant) és que
qualsevol volum diferencial ha de ser sempre positiu o, utilitzant el principi de
conservacid de la massa (que es veura més endavant), la densitat de les particules
ha de ser sempre positiva.
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RECORDATORI

Es defineix I'operador
de dos indexs Delta de

not
Kronecker =§.
ij

com: §. = 0 i J
v 1 i=j
El tensor unitat 4 de

segon ordre es defineix
llavors com [1][.], = 61‘/'

Observacio 1-2

En Tlinstant de referencia 7=0 resulta X(X’t),=o =X. En

consequencia x=X, y=Y, z=Z sénlesequacions del moviment

en l'instant de referéncia i el jacobia en I'instant esmentat és:

J(x,0)= 2002 | _ det{ o, } = detls, |= det1=1

J

Cloxyz) | ox

Observacio6 1-3

Lexpressié x =@(X,?), particularitzada per a un valor fix de les

coordenades materials X, proporciona I'equacié de la #rgjectoria de la
particula (vegeu la Figura 1-2).

X5,z
&, (Xl X5, X, ) trajectoria
€ €, X,,Y
X, X

Figura 1-2 — Trajectoria d’una particula

Exemple 1-1 — La descripcid espacial del moviment d’un medi continn ve donada per:

x, =X, e x=Xe"
x(X,0)={x, =X, e =ly=Ye™
X, =5X, t+X,e"  |z=5Xt+Ze”

Obtenin les equacions del moviment inverses.

El determinant del jacobia resulta:
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dn  on e
aXl 8X2 6X3 o2 0 0

A /R P R R N (O
ax,| |ox, ax, ox, ”
55 0 e
i On G5
X, 0X, ox,

La condicié suficient (pero no necessaria) perque la funcié x=@(X,#) sigui
biunfvoca (que existeixi la inversa) és que el determinant del jacobia de la
funcié no sigui nul. A més, com que el jacobia és positiu, el moviment té sentit
fisic. Per tant, la inversa de la descripcié espacial donada existeix i ve
determinada per:

X, xe
X=¢ " (x,0)=1X, = xye™
X, xse > =5tx e

NOTA

La bibliografia sobre el
tema sol referir-se
també a la descripcié
matetial com a descripeid
lagrangeana.

NOTA

Sol denominar-se
també la descripcié
espacial com a descripeid
enleriana.

1.3 Descripcions del moviment

La descripcié matematica de les propietats de les particules del medi continu es
pot fer mitjangant dues formes alternatives: la descripcié material (generalment
utilitzada en mecanica de solids) i la descripcid espacial (utilitzada generalment
en mecanica de fluids). Totes dues descripcions es diferencien essencialment
pel tipus d’argument (coordenades materials o coordenades espacials) que
apareix en les funcions matematiques que descriuen les propietats del medi
continu.

1.3.1 Descripcié material

En la descripcié material es descriu certa propietat (per exemple la densitat p)
mitjancant certa funcié p(e,7): R* xR* — R, on Pargument (e)en p(e,7) son
les coordenades materials. Es a dir:

p=5(X,t)=§(X1,X2,X3,t) (1.7)

Observeu que si es fixen els tres arguments X = (X, X;,X;) de 'equaci6 (1.7)
s’esta seguint una particula determinada (vegeu la Figura 1-3a), d’aqui prové la
denominacié de descripcié material.

1.3.2 Descripcid espacial

En la descripci6 espacial I'atenci6 se centra en un punt de 'espai. Es descriu la
propietat com una funcié p(e,): R* xR* — R* del punt de I’espai i del temps:

p=p(x,1)=p(x,,xy,x5,1) (1.8)

de manera que en assignar un cert valor a largument x en p=p(x,t) s’obté
Pevolucié de la densitat per a les diferents particules que van passant pel punt de
I’espai esmentat al llarg del temps (vegeu la Figura 1-3b). D’altra banda, en fixar
Pargument temps en 'equacié (1.8) s’obté una distribucié instantania (com una
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Jotografia) de la propietat en Pespai. Es evident que les equacions del moviment
directes i inverses permeten passar d’una descripci6 a I'altra de la forma:

{p(x,t)=p(x(X,t),t)=p(X,t) (1.9)
p(X.)=p(X(x,t),t)=p(x,1)
a) b)
X,,Z (x v,z°) &yz)
39 ’/ »
. X,.Z pa
oo (=2 =0 \.s
RSP {= 1:::\_ /_,//’
=1 =2 S
/ X,,Y / >
X, X X, X

1

Figura 1-3 — Descripcié material 1 espacial d’una propietat
gu p p prop

Exemple 1-2 — Siguin les segiients equacions del moviment:

x=X-Yt
x=x(X,)={y=Xt+Y
z=-Xt+Z
Obtenin la descripcid espacial de la propietat descrita materialment mitjangant
pxyz=2trr2
I+¢

Les equacions del moviment estan donades en forma canonica, ja que a la

x=X

configuraci6 de referéncia Q, s’obté: x=X(X,0)={y=Y

z=7
o o o

. aaX %Y %Z I -t 0

El jacobia resulta: J === Y V|, gl=14/220

d0X,;| |0X 9Y dZ

% % @ b0
0X dY 0Z

iles equacions del moviment inverses estan donades pet:
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_x+yt
1+
X(x,f)={r=2=4
1+¢
Z=z+zt2 + xt + yt*
1442
Si ara es considera la descripcidé material de la  propietat

_ X+Y+Z . .. . L.
) (X, Y,Z,t)= 1—2 és possible trobar la seva descripci6 espacial substituint-
+ 1

hi les equacions del moviment inverses. Es a dir:

_ t t* + yt?
pxrz)=""2 +Z+,+> T =p (ea)
+

NOTACIO

La notacio M

ot
s’entén en el sentit
classic de derivada
parcial respecte a la
vatiable ¢ .

1.4 Derivades temporals: local, material,
convectiva

La consideracié de les diferents descripcions (material i espacial) de les
propietats del medi continu porta a diverses definicions de les derivades
temporals de les propietats esmentades. Considerem una certa propietat i les
seves descripcions material 1 espacial:

(X, 7)=v(x,7) (1.10)

on el pas de la descripci6 espacial a la material i viceversa es fa a través de les
equacions del moviment (1.5) 1 (1.6).

Definicions

Derivada local: Variacié de la propietat respecte al temps en un punt fix
de I'espai. Si es disposa de la descripeid espacial de la propietat, y (X,¢), la

derivada local esmentada es pot escriure matematicament com:

derivada local ’Zt M

ot
Derivada material Variaci6 de la propietat respecte al temps seguint una
particula (punt material) especifica del medi continu. Si es disposa de
la descripeid material de la propietat, I'(X,#) , aquesta detivada material
es pot descriure matematicament com:

not

derivada material = i I'=
dt

ar'(X,z)
ot
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NOTACIO

En la literatura s’utilitza
freqiientment la

notacidé D(e) com a

Dt

d(e) .
dt

alternativa a

NOTACI10O

Es considera aqui la
forma simbolica de

l'operador Nabla
espacial \J = i 2
ox. '

i

Tanmateix, si es parteix de la descripcié espacial de la propietat y (x,7) i s’hi
consideren implicites les equacions del moviment:

Y(x,0)=y(x(X,1),0) =I'(X,1) (1.11)

es pot obtenir la derivada material (seguint una particula) a partir de la descripeid
espacial, com:

derivada material ‘ztiy(x(x,t),t)= or(X.r) (1.12)
dt ot
Desenvolupant I'equacié (1.12) s’obté:
dy(x(X,0)0) _dy(x0) | v Ox, _dy(xn) v Ox 113
dt ot ox; ot ot ox 0t
v(x,t)

on s’ha considerat la definicié de la velocitat com la derivada respecte al temps
de les equacions de moviment (1.5)
ox(X, 1)
ot

L’obtencié de la derivada material a partir de la descripcié espacial es pot
generalitzar per a qualsevol propietat ¥ (xX,f) (de caracter escalar, vectorial o

= V(X(x,1),1) = V(x,1) (1.14)

tensorial):
dy (x,t oy (x,t
% = % + v(x,0)- VY (x,1) (1.15)
|
Rernoite Y derivada convectiva
derivada material derivada local

Observaci6 1-4

L’equacié (1.15) defineix implicitament la derivada convectiva v -V(»)

com la diferéncia entre les derivades material 1 local de la propietat. El
terme convecid s’aplica, en mecanica de medis continus, a fenomens
relacionats amb el transport de massa (o de particules). Obsetrveu que
si no hi ha conveccié (v =0) la derivada convectiva desapareix i les
derivades local i material coincideixen.

Exemple 1-3 — Atesa la segiient equacid del moviment

x=X+Yt+ 7t
y=Y+27t
z=7+3Xt

i la desoripcid espacial d'mna propietar p(x,t)=3x+2y+3t, caleulen-ne la derivada
material.

La descripcié material de la propietat s’obté reemplacant les equacions del
moviment en I'expressié espacial:

0(XY,Z1)=3(X + Yt + Zt)+ 2(Y +27t)+ 3t =3X + 3Vt + 77t +2Y + 3¢
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La derivada material es pot obtenir en primera instancia com la derivada
respecte al temps en la descripcié material, és a dir:

@ 3Y+7Z+3
ot
Una altra alternativa per al calcul de la derivada material és utilitzar el concepte
de derivada material de la descripci6 espacial de la propietat:

an = a_p +v-Vp
dt ot
g—‘t’ =3 v =% =(r+z223x) Vvp=1{.20}
Reemplagant en Pexpressié de operador derivada material es té:
a0 =3+3Y+7Z
dt

Observeu que les expressions de la detivada material de la propietat obtingudes

a partit de la descripcié6 material, %—?, o de la descripcié espacial, %,

coincideixen.

1.5 Velocitat i acceleracio

Definicié

Velocitat: Derivada temporal de les equacions del moviment.

La descripcié material de la velocitat ve donada, en conseqiiencia, per:

x(X,7)

V(Xi1)=
(1.16)
v, (X,r) = axfg(”) i€ {123}

i

i si es disposa de les equacions inverses del moviment X =@ (x,7) és possible
obtenir la descripci6 espacial de la velocitat com:

v(x,1)= V(X(x,1),1) (1.17)

Definicié

Acceleracig: Detivada material del camp de velocitats.

St es té la velocitat descrita en forma material, es pot trobar la descripcid
material de I’acceleracié com:
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A1) oV(X,?)
’ avat(x ) (1.18)
Ai(X,l)= iat !

i a través de les equacions inverses del moviment X =¢'(x,7), es pot passar a
la descripci6 espacial a(x,t): A(X(x,t),t). Com a alternativa, si es disposa de la
descripcié espacial de la velocitat, es pot obtenir directament la descripcid
espacial de I'acceleracié aplicant 'equaci6 (1.15) per obtenir la derivada material

de v(x,7):

v(x,7)- Vv(x,7) (1.19)

Exemple 1-4 — Considerem un solid (vegen la Figura 1-4) que gira amb velocitat angular
O constant i que 1 com a equaci del moviment:

x=R sin(ot+0)
y=R cos(u)z i (l))

Trobeu la velocitat i ['acceleracid del moviment descrites en forma material i espacial,

t=0
A .
Y AP
R

¢ 7

wt P
R

Figura 1-4 X

Les equacions del moviment es poden reescriure com:

x=R sin((ot 3 ¢)= R sin(mt)cos o+R cos(wt)sinq)
y=R cos(cot 1 ¢)= R cos((nt)cos O0—R sin((x)t)sinq)

X =R sin¢
Y =R cosd

moviment i de la seva inversa queden:

i, com que per a t=0z{ , les formes canoniques de I'equacié del

x= X cos(cot)+ Y sin(u)t) X=x cos(cot)—y sin(wt)
y=-X sin(wr)+Y cos(wr) Y =x sin(wt)+y cos(oz)

a.1) Velocitat en descripcio material

v, = *__xo sin(wt)+ Y w cos(wt)

ot
ot a_y
ot

V(X,1)=
y =

; =—X wcos(w?)- Y w sin(wt)
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a.2) Velocitat en descripeid espacial

Substituint els valors xiydonats en la forma canonica vista anteriorment, és
possible obtenir la forma espacial de la velocitat com:

vixr)= ad 2{—(1))5 }
vy =a—);=—u)x

b.1) Acceleracid en descripcid material

AX,1)= oV (X,7)

ot

=—Xw? cos(wt)— Yw?sin(wt)
ot
A(X,1)

B _ 2 Xcos(cot)+ Ysin(u)t)
ov, ¢

— Xsi y
5 Xo*sin(ot) - Yo cos(wr) sin(wr)+Y cos(or)
b.2) Acceleracid en descripeid espacial

Substituint les equacions del moviment inverses en I’equacié anterior:

a. =—-o’x
a(x,7)= A(X(x,1),1) = { y }

2
a,=-0"y

Aquesta mateixa expressié es podria obtenir si es considera I'expressié de la
velocitat v(x,7) i I'expressié de la derivada material en (1.15):

a(x,t):M:M

i o +V(x,t)-VV(x,t):
9

:;{_g}my ~onl| % [l - -
dy

d d
[l - a' ) gl {‘”}
of Y 0 0
——(oy) ——(-wx)
dy dy
Observeu que el resultat obtingut pels dos procediments és identic.
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1.6 Estacionarietat

Definicié

Una propietat és estaciondria quan la seva descripcié espacial no depen
del temps.

D’acord amb la definicié anterior i amb el concepte de derivada local,
qualsevol propietat estacionaria té la seva derivada local nul‘la. Per exemple, si
la velocitat per a un cert moviment és estacionaria, es pot descriure
espacialment com:

=0 (1.20)

Obsetrvaci6 1-5

La independencia del temps de la descripcié espacial (estacionarietat)
suposa que per a un mateix punt de l'espai la propietat en qiiestié no
varia al llarg del temps. Aixo no implica que, per a una mateixa particula,
la propietat no varii amb el temps (la descripcié material pot dependre
del temps). Per exemple, si la velocitat v(x,7) és estacionaria

= v(x,r)= v(x)=v(x(X,1)=V(X,?)

aixi doncs, la descripcié material de la velocitat depen del temps. Per a
un cas de densitat estacionaria (vegeu la Figura 1-5), per a dues
particules d’etiquetes X, 1 X, que varien la seva densitat al llarg del
temps, en passar per un mateix punt espacial x (en dos instants
diferents ¢, i ¢,) prendran el mateix valor de la densitat
(p(X,.1,)=p(X,,t,)=p(x). Es a dir, per a un observador situat a
Pexterior del medi, la densitat en el punt fix de I'espai x sera sempre

la mateixa.
YA
Xl
Vs
o)/
el
("—\\\ // X »
X -
2
X

Figura 1-5 — Moviment amb densitat estacionaria
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Exemple 1-5 — En I'Exemple 1-4 es té un camp de velocitat la descripcid
() ,
espacial de la qual és: V(X)E{ y}. Es a dir, es tracta d’'un cas en que la
—Wx

descripcié espacial de la velocitat no depen del temps i la velocitat és
estacionaria. Es evident que aixo no implica que la velocitat de les particules
(que tenen un moviment de rofacid uniforme respecte a I'origen, amb velocitat
angular ®) no depengui del temps (vegeu la Figura 1-6). La direccié del vector
velocitat per a una mateixa particula és tangent a la seva trajectoria circular i va
variant al llarg del temps.

~
=}

A
Y P v0
r
¢ wt -
R Vi
=
Figura 1-6

Lacceleracié (derivada material de la velocitat) apareix pel canvi de la direccié
del vector velocitat de les particules i és coneguda com a acceleracio centripeta:

a(x)=%‘)=aVT(t")+ v(x)-Vv(x) = v(x)- V(x)

1.7 Trajectoria

Definicio

Trajectoria: Lloc geométric de les posicions que ocupa una particula a

Pespai al llarg del temps.

I’equaci6 parametrica en funcié del temps duna trajectoria s’obté
particularitzant les equacions del moviment per a una determinada particula

(identificada per les seves coordenades materials X", vegeu la Figura 1-7):

x(1) = (X, 1) | (1.21)

X=X"

Ateses les equacions del moviment X =(p(X,t), per cada punt de Pespal passa
una trajectoria caracteritzada pel valor de Ietiqueta (coordenades materials) X.
Les equacions del moviment defineixen llavors una familia de corbes els
elements de les quals sén les trajectories de les diverses particules.
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> X

Figura 1-7 — Trajectoria d’una particula
1.7.1 Equacio diferencial de les trajectories

Donat el camp de velocitats en descripci6 espacial v(x,7), és possible obtenir
la familia de trajectories plantejant el sistema d’equacions diferencials que
imposa que, en cada punt de Pespai x, el vector velocitat sigui la derivada
respecte al temps de P'equacié paramectrica de les trajectories donada per
Pequacié (1.21).

A _ v(xo1)
Trobar x(¥) = d (1.22)

db, (¢ .
EO v (x0.1) €023
dt
La solucié del sistema d’equacions diferencials de primer ordre (1.22) dependra
de tres constants d’integracié (C,,C,,Cy):
X=¢(CI,C2,C3,t) (1.23)
x,=0,(C,.C,.Cy,1) i€ {1,2,3} '
Les expressions (1.23) constitueixen una familia de corbes a Iespai
parametritzada per les constants (C,,C,,C,). Assignant un valor determinat a
les constants esmentades s’obté un membre de la familia que és la trajectoria
d’una particula caracteritzada per I'etiqueta (C,,C,,C;).
Per obtenir les equacions en forma canonica s’imposa la condicié de
consisténcia en la configuracié de referencia:

X(0)|_, =X = X=¢(C,C,C3,0) = C =x(X) ie{l23} (1.24)

i substituint en I'equacié (1.23) s’obté la forma canonica de I'equacié de les
trajectories:

x =0(C, (X),C, (X),C;(X),1)=0(X,?) (1.25)

Exemple 1-6 — Consideren el camp de velocitats de I'Exenmple 1-5:

- o}

Obtenin I'equacid de les trajectories.
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Utilitzant expressié (1.22), es pot escriure:

dx(t)_ d)fTEI)=Vx(XJ)= wy

= ov(x,0)=

@ dy—(t)=v (x,7)=—x
dt re

El sistema anterior d’equacions diferencials és un sistema de variables creuades.
Si es deriva la segona equaci6 i se substitueix el resultat en la primera s’obté:

2
dd)t/z(l) - —wdegt) =-0’y(t)= y +0’y=0

Egquacié caracteristica: v* +®* =0

Solucions caracteristignes: r,=tiw je {12}
Solucid - y(t) = Part Real {Cleiw’ +Ce™ }= C, cos(wt )+ C, sin(wr)
dy 1 dy

La soluci6 per a x(¢) s’obté a partir de o —x que resulta en x = S i
t w at

s’obté aix{:
x(C,,C,,1)=C, sin(wt)-C, cos(wr)
{ y(C,,C,,t)=C, cos(wt)+ C, sin(wr)
Les equacions antetiors proporcionen les expressions de les trajectories en
forma no canonica. La forma canonica s’obté considerant la condicié inicial:

x(C,.C,,0)=X
és a dir:
{x(Cl,Cz 0)=-C,=X
Y(C19C2a0)= G=Y
Aixi, les equacions del moviment, o equacié de les trajectories, en forma
canonica son:

x=Y sin(u)t)+ X cos(wt)
y=Y cos((nt)— X sin((nt)

NOTA

Donat un camp
vectorial es defineixen
les seves envolupants
com la familia de
corbes el vector tangent
de les quals, en cada
punt, coincideix

en direcci6 i sentit amb
el vector corresponent
del camp vectorial.

1.8 Linia de corrent

Definicié

Linies de corrent: Familia de corbes que, per a cada instant de temps,
sén les envolupants del camp de velocitats.

Dracord amb la seva definici6, la tangent en cada punt d’una linia de corrent té
la mateixa direcci6 i sentit (encara que no necessariament la mateixa magnitud)
que el vector de velocitat en el punt.
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NOTA

Se suposa que el valor
del parametre ), es tria

de forma que en cada
punt x de 'espai,
dx(4)
dA
direcci6 del vector
V(th), siné que hi

coincideix.

no només té la

' y N y

S

X X

Figura 1-8 — Linies de corrent

Obsetvaci6 1-6

En el cas més general el camp de velocitats (descripci6 espacial) sera
diferent per a cada instant de temps (v =v(X,?)). Caldra parlar, en

consequencia, d’'una familia diferent de linies de corrent per a cada
instant de temps (vegeu la Figura 1-8).

1.8.1 Equacio diferencial de les linies de corrent

Considereu un instant de temps donat t"ila descripcié espacial del camp de
velocitats en Pinstant esmentat v(x,7"). Sigui x(A) lequacié d’una linia de
cotrent parametritzada en funcié d’un cert parametre A. El vector tangent a la

dx(M)

linia de corrent queda definit, per a cada valor de A per ila condici6 de

tangencia del camp de velocitats es pot escriure com:

AR _ V(X()L),t*)
Trobar x(A):= dd/l 3 (1.26)
xcii;. ), (x(A).1") ie 1,23}

Les equacions (1.26) constitueixen un sistema d’equacions diferencials de
primer ordre la solucié del qual per a cada instant de temps t, que dependra
de tres constants d’integracié (C,,C,,Cy), proporciona expressié paramétrica
g 1»C2,03), prop P P
de les linies de corrent:
x=0(C,,C,,Cy, A, t")
s I 9' s ' s . ' ( 1 - 27)
x;=0,(C,,C,,Cy,A, 1) ie{1,2,3}
Cada tripleta de constants d’integracié (C,,C,,C;) identifica una linia de
corrent de la qual s’obtenen els punts, al seu torn, assignant valors al parametre

A . Per a cada instant de temps " s’obté una nova familia de linies de corrent.



1 Descripcié del moviment 17

Obsetvacio 1-7

Sies té un camp de velocitats estacionari (= v(X,?) = v(X)), les

trajectories i linies de corrent coinciderxen. La justificacié d’aquest fet es pot
fer des de dues optiques diferents:

e Ja no-aparici6 del temps al camp de velocitats en les equacions
(1.22) 1 (1.26) motiva que les equacions diferencials que defineixen
les trajectories i les que defineixen les linies de corrent només
difereixin en la denominacié del parametre d’integracié (fo A
respectivament). La solucié de tots dos sistemes ha de ser, per
tant, la mateixa, llevat pel zom del parametre utilitzat en els dos
tipus de corbes.

e  Des d’un punt de vista més fisic: a) Si el camp de velocitats és
estacionati les seves envolupants (les linies de corrent) no vatien
amb el temps; b) una particula determinada recorre Iespai
mantenint la trajectoria en la direccid tangent al camp de
velocitats que va trobant al llarg del temps; ¢) per tant, si una
trajectoria comenca en un punt de certa linia de corrent, es manté
sobre aquesta al llarg del temps.

1.9 Tub de corrent

Definicio

Tub de corvent. Supetficie constituida per un feix de linies de corrent

que passen pels punts d’una linia tancada, fixa a I'espai 1 que o
constitueix una linia de corrent.

En casos no estacionaris, malgrat que la linia tancada no varia, el tub de corrent
iles linies de corrent si que ho fan. Al contrari, per al cas estacionari el tub de
corrent roman fix a Pespai al llarg del temps.

1.9.1 Equacio del tub de corrent
Les linies de corrent constitueixen una familia de corbes del tipus:
x=f(C,,C,,C;, A1) (1.28)

El problema consisteix a determinar per a cada instant de temps quines corbes
de la familia de corbes de les linies de corrent passen per una linia tancada i fixa
a Pespai I', del qual l'expressié matematica parametritzada en funcié dun
parametre s és:

F= x=gs) (1.29)
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Per a aixo s’imposa la condicié de pertinenca d’un mateix punt a les dues

corbes, en termes dels parametres A i s :
o(s)=t(c,.c,.cin 1) (1.30)
Amb aixo s’obté un sistema de tres equacions del qual es pot aillar, per
exemple, sTNL,Cy, és adir:
s"=57(C,,C,,1)
A =x(C,C,.1) (1.31)
Cy =G5(C,,Cy.1)
Substituint (1.31) en (1.30) s’obté:
x=1(C,,C,,C5(C,,C,.1)A (C,,C,,1)t)=h(C,,C, ) (1.32)

que constitueix I'expressié parametritzada (en funcié dels parametres C,,C,)
del tub de corrent, per a cada instant ¢ (vegeu la Figura 1-9).

X Figura 1-9 — Tub de corrent

1.10 Linia de traca

Definici6

Linia de traga, relativa a un punt fix a Pespai x* denominat pmut
d'abocament 1 a un interval de temps denominat femps dabocanent
[t,. Ny |, és el lloc geometric de les posicions que ocupen en un instant

t, totes les If)am’cules que han passat per X en un instant
oty ]

te [t,,1]n

La definicié anterior correspon al concepte fisic de la linia de color (traga) que
s’observaria en el medi en Iinstant ¢, si s’aboqués un colorant en el punt

d’abocament x" durant interval de temps [,, ¢ 71 (vegeu la Figura 1-10).
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Figura 1-10 — Linia de traga

1.10.1 Equacio de la linia de traca

Per determinar 'equacié de la linia de traga és necessari identificar les particules

que passen pel punt x  en els instants corresponents T. A partir de les
equacions del moviment donades per (1.5) 1 (1.6) es tracta de determinar quina
és letiqueta de la particula que en linstant de temps T passa pel punt
d’abocament. Per a aixo es planteja:

x =x(X,1)
. = X=f(1) (1.33)
x; =x,(X,1)  iel,23

Substituint (1.33) en les equacions del moviment (1.5) s’obté:
X :(p (f(T)J‘):g(T’t) 1€ [t”t]m[tz’tf] (134)

L’expressi6 (1.34) constitueix, per a cada instant #, 'expressié parameétrica (en
termes del parametre T) d’un segment curvilini a I'espai que és la linia de traga
en I'instant esmentat.

Exemple 1-7 — Sigui un moviment definit per les equacions del moviment segiients:
x=(X+Y)t2 + X cost
y=(X+Y)cost—X
Obtenin Pequacid de la linia de traga associada al punt d’abocament x* =(0,1) per al
periode d’abocament [t ), +o°) .

Les coordenades materials de la particula que han passat pel punt d’abocament
en Iinstant T estan donades pet:

. -7
0={X+Y)? +Xcos T T +cosT
1=(X+Y)cos T-X T +CoSsT

Y= 5

T +cos’t

Per tant, I'etiqueta de les particules que han passat pel punt d’abocament des de
Iinstant d’inici d’abocament #, fins a 'instant actual ¢ queda definida per:
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X=1:2 +cos’T
te [ty,t]n [y, o)1=ty 1]

7% +cosT

Y=———

T2 +cos’ T

Draqui, substituint en les equacions del moviment, s’obtenen les equacions de
la linia de traca:
2

COST —©
X = B B "+ 5 5 cost
_ T +CoS" T T +COS™ T
x=g(T,1)= . TEe [to,t]
COST —T
y= 2 2 coSst — 2 2
T +COS™ T T +cCcos" T

Obsetvacio 1-8

En un problema estacionari les linies de traca sén segments de les
trajectories (o de les linies de cotrent). La justificaci6 es basa en el fet
que en el cas estacionari la trajectoria segueix I'envolupant del camp
de velocitats que roman constant amb el temps. Si es considera un

punt d’abocament, X', totes les particules que passen per aquest punt
seguiran porcions (segments) de la mateixa trajectotia.

1.11 Superficie material

Definici6

Superficie materiat Superficie mobil a Pespai constituida sempre per les
mateixes particules (punts materials).

En la configuraci6 de referencia Q, la superficie X, es podra definir en
termes d’una funcié de les coordenades materials F(X,Y,Z) com:

3, ={X.Y,Z | F(x,v,Z)=0} (1.35)

Observaci6 1-9

La funci6 F(X,Y,Z) no depen del temps, cosa que garanteix que les
particules, identificades per la seva etiqueta, que compleixen I'equacié
F(X,Y,Z)=0 s6n sempre les mateixes d’acord amb la definicié de

superficie material.
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7\ =0 %, ={X | F(x,7,2)=0}

5, ><ﬂ¢&x’t) 5, ={x | f(ey.2.0)=0]

Figura 1-11 — Superficie material

2=z | fly,zt)=0

Observacio 1-10

La funci6 f(x,y,z,t) depén explicitament del temps, cosa que

estableix que els punts de lespai que estaran sobre la superficie varien
amb el temps. Aquesta dependencia del temps de la descripcid
espacial de la superficie li confereix el seu caracter de superficie mobil
en 'espai (vegeu la Figura 1-11).

Observacio 1-11

Condici6 necessaria i suficient perque una superficie mobil a Pespai,
definida implicitament per una funcié f(x,y,z,t) =0, sigui material
(estigui constituida sempre per les mateixes particules) és gue la derivada
material de f(x,y,z,t) signi nul-la:

M:al+v.vf:0 VxeX, Vi
dt ot

La condicié és necessaria ja que st la superficie és material, la seva
desctipcié material no depen del temps (F = F(X)) i, per tant, la seva
descripcio espacial té derivada material nulla. La condicié de sufiiéncia
es fonamenta en que, si la derivada material de f(x,?)és nulla, la
descripcié material corresponent no depen del temps (F = F(X)) i,
per tant, el conjunt de particules (identificades per les seves
coordenades materials) que compleixen la condicié F(X)=0 és

sempre el mateix.

La descripcié espacial de la superficie s’obtindra a partit de la descripci6
espacial de F(X(X,#) = f(x,,z,1):

(1.36)
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Exemple 1-8 — En la teoria d’onatge s’imposa la condicié que la superficie
lliure del fluid que esta en contacte amb l'atmosfera sigui una superficie
material. Es a dir, aquesta restriccié suposa que la superficie Iliure esta formada
sempre per les mateixes particules (hipotesi raonable, sobretot en aigilies

profundes).

Si se suposa que z =n(x,y,?) defineix l'altura de la superficie del mar respecte
a un nivell de referéncia, la supetficie lliure de I'aigua vindra definida per:
_ f(x,y,z,t)z z—n(x,y,t)= 0.

—

z
superficie lliure

7= n(x, y,t) cota de
la superficie lliure

Figura 1-12
La condici6 % =0 s’esctiu com:
IS __om
ot ot
- af Z

ax
al =v af+v,af+v af
dy *ox  Ydy oz

9
- aZ .
i:al_}_ .Vf: a_n— Xa—n— a—n-l— /:0 =3
dt ot ot ox oy
o an o
v, =—+V —

—+v
oot Tox Yoy
Es a dir, la condicié de superficie material es tradueix en una condicié sobre el
component vertical del camp de velocitats.

1.12 Superficie de control

Definicio

Superficie de controt Superficie fixa a espai.

La seva descripcié matematica ve donada per:

2={x | f(x,y,z)=0} (1.37)
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NOTA

S’entén la funcio

F(X) definida de
manera que F (X) <0

correspon a punts de
linterior de V,

Es evident que una superficie de control és travessada per les diferents
particules del medi continu al llarg del temps (vegeu la Figura 1-13)

Figura 1-13 — Superficie de control

1.13 Volum material

Definicio

Volum material V olum limitat per una superficie material tancada.

La descripcié matematica del volum material ¥ (vegeu la Figura 1-14) ve
donada per:

v,={X | F(X)<o0} (1.38)
en la descripcié material, i pet:
v,={x | f(x,1)<0} (1.39)

en la descripcié espacial, sent F(X)=f (X(X,t),t) la funcié que descriu la

superficie material que el tanca.

Obsetvacio 1-12

Un volum material esta constituit sempre per les mateixes particules.
La justificacié es fa per reduccié a I'absurd: si una certa particula
pogués entrar o sortir del volum material s’incorporaria en el seu
moviment a la superficie material (almenys per un instant de temps).
Aixo setia contrari al fet que la superficie, per ser material, esta
formada sempre per les mateixes particules.
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NOTA

S’entén la funcié f(x)
definida de manera que
f(X) < () correspon a

punts de l'interior de

14

1 Descripcio del moviment

A m
@

f(x,)=0

Y

Figura 1-14 — Volum material

1.14 Volum de control

Definicié

Volum de control Conjunt de punts de l'espai situats a l'interior d’'una

supetticie de control tancada.

Es tracta d’'un volum fix a I'espai que és travessat per les particules del medi
durant el seu moviment. La seva descripcié matematica és:

v={x | f(x)<o0} (1.40)

Figura 1-15 — Volum de control



2 Descripcio de la
deformacio

2.1 Introduccio

Definicié

Deformacid: en el context més general, el concepte deformacid es refereix
alestudi no ja del moviment absolut de les particules tal com es va fer
en el capitol 1, siné del moviment relatin, respecte a una particula
determinada, de fes particules sitnades en un entorn diferencial d aquella.

2.2 Tensor gradient de deformacio

Considerem en el medi continu en moviment de la Figura 2-1 una particula P
en la configuracié de referéncia Q,, que ocupa el punt de lespai P’ en la
configuracié actual Q,, i una particula Q situada en un entorn diferencial de

P, amb posicions relatives en els instants de referéncia i actual donades per
dX i dx, respectivament.

Xy, x,

ﬁﬁ(x’t)

X,,x,

X1 > X Figura 2-1

x=0(X,1) = x(X,)

not

xi=(pi(X17X2’X3’t)=xi(Xl’XZ’XB’t) i€{1,2,3}

@.1)
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NOTACI10

Es considera aqui la
forma simbolica de
Voperador nabla material:
o_ 0 .

=—e¢,

¢

aplicada a I'expressio
del producte tensorial o
obert:

not
[a ®b]ij = [a b],.j =

=a;b;

les equacions del moviment. Diferenciant (2.1) respecte a les coordenades

materials X resulta:

dx, = o, X, i,je 1,23}
Equacié fonamental X,
% —
de la deformacid Fij
dx=F-dX

L’equacié (2.2) defineix el tensor gradient material de la deformacid F(X,t):

Tensor gradient material F=x®V
de la deformacid F. = o, i,je {1,2,3}
Y

Els components explicits del tensor F vénen donats per:

L

Ty a8 gXl %Xz
[Fl=k®v]-|x, ||-% =2 S
ax, ox, ox,| |ax, ox,

_xia‘ —r | 9x;  Ox

Ix] v oX, X,

ox, |

0X,
0x,
0X,
0x;,
0X,

2.2)

2.3)

2.4

Observaci6 2-1

2.21 Tensor gradient de la deformacié invers
Considerant ara les equacions de moviment inverses:

X=0"(x1)= X(x,7)
not

X, =(pi_1(x1,x2,x3,t)= Xl.(xl,xz,x3,t)

i diferenciant (2.5) respecte a les coordenades espacials x;, resulta:

El fensor gradient de la deformacis F(X,t) conté la informacié del

moviment relatiu, al llarg del temps 7, de totes les particules matetials
en lentorn diferencial duna delles, identificada per les seves
coordenades materials X . Efectivament, 'equacié (2.2) proporciona
Pevolucié del vector de posicié relatiu dx en funcié de la posicid
relativa dX corresponent en linstant de referéncia. En aquest sentit,
si es coneix el valor de F(X,#) es disposa de la informaci6 associada

al concepte general de deformacié definida a la secci6 2.1

ie{,2,3}

2.5)
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0xX,
dX,=——Ldx, i,je{l,23}
ox;
Jad! (2.6)
i
dX=F"-dx

El tensor definit per 'equacié (2.6) s’anomena tensor gradient espacial de la
deformacid o tensot gradient (material) de la deformacid invers i ve caracteritzat per:

NOTACI10

not
- - -1 _
Es considera aqui la Tensor gradient espacial F7 =X®V

1f,orma simbolica de . . ) SR .7
operador nabla espacial de la deformacié F, =— i,je{l,2,3}
J . ox;
V=—-ece,;- J
ox;
Cal observar la Els components explicits del tensor F~' vénen donats per:
diferencia de notacié - -
entre I’ esmentat oX, dX, IX,
lcji)erad;)r esp:;;ial (V?i/ X, ox, 0Ox, ox,
fera Of nabla materia [F‘l ]= [X ®V]= % i i i _ 8X2 aX2 8X2 (2.8)
V). *llox, ox, ox ox, Ox, Ox,
3 T 0X, 0X, dX,
TXT | Ox;,  Ox, Ox; |

Obsetvacio 2-2

El tensor gradient espacial de la deformacié, denotat a (2.6) 1 (2.7)

mitjancant F', és efectivament Pinvers del tensor gradient (material)
de la deformacié F. La comprovacié és immediata atés que:

RECORDATORI

Es defineix 'operador ox, dX, ox, n o
de dos indexs delta de = = 5,-]- = F-F =1

aX, ox, Ox,

Kronecker § 5 com: 7 ;_F__al
{1 sii=j ik L
S5, = ki
0 sii#j 0X, dx, 0X, .
El tensor unitat de 2n . oX =87= i = F~-F=1
ordreq ve definit per: k J J
— -1
[l]if - 5[]‘ ’ Fik ij

Exemple 2-1— Per a un determinat instant, el moviment d’un medi continu ve definit per:
X=X, —AX; , x,=X,-AX; , x;=—AX, +4X, +X;.

Obteniu el tensor gradient material de la deformacio ¥(X) en linstant esmentat. A partir de

les equacions de moviment inverses, obtenin el tensor gradient espacial de la deformacid

F ' (X). Amb els resultats obtinguts, comproven que F - F'=1.

a) Tensor gradient material de la deformacid:
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_ oo $1 A% 9 o 2
FexoV=hl¥] | x,-ax, ‘{37’ ax, ax}:
—AX, + AX, + X, ! : }
1 0 -4
=0 1 -4
-4 4 1

b) Equacions de moviment inverses: De la inversié algebraica de les equacions de
moviment s’obté:

X, =(+4%)x, - A% x, + Ax,

X(x,1) =1 X, =4 x, +(1- A7) x, + Ax,

X, =Ax —Ax, +x,
¢) Tensor gradient espacial de la deformacid:

(+A4°)x, — A% x, + Ax,

F'=X®V=[X][V] =| 42x, +(1-4*)x, + Ax, |- i, i, 9|
ox,  Ox, Ox,
Ax, —Ax, +x,

1+4> -4* 4
=| 4* 1-4* 4
A -4 1
d) Comprovacid:
1 0 —A]|1+4> -4 4| [1
F-F'=s| 0 1 —A|| 4> 1-4> 4|=|0
-4 4 1 A -4 1] |0

2.3 Desplacaments

Definicié

Desplagament. diferencia entre els vectors de posicié d’una mateixa
particula en les configuracions actual i de referencia.

El desplacament d’una particula P en un instant determinat ve definit pel
vector u que uneix els punts de I'espai P (posici6 inicial) i P’ (posicié en
I'instant actual ¢) de la particula (vegeu la Figura 2-2). El desplacament de totes
les particules del medi continu defineix el camp vectorial de desplagaments que, com
tota propietat del medi continu, es podra descriure en forma material U(X,?) o

espacial, u(x,?):

{U(X, H=x(X,n-X

U X, )=x,X.0)-X, ie{l23} 29)
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{u(x, H=x-X(x,?) 2.10)

w(x,0)=x, - X.(x,1) i€ {l,23}

1 Figura 2-2 — Desplacaments

2.3.1 Tensors gradient material i espacial dels desplagaments

La derivacié del vector desplagament U, en lequacid (2.9) respecte a les
coordenades materials porta a:
) . X . def
oU;, _ox; 09X, _F 5,2
oxX, oJx, ox, 7 7 4 (2.11)
L 2L
Ef 6if
que defineix el fensor gradient material dels desplagcaments com:

. def _
Tensor gradient JX,)=UX,)®V=F-1
materialdels — U. (2.12)
desplagaments Sy = ax. Fy =6, i,je {123}
J
av, =Y ay — ax i,je 1,23}
A (2.13)
dU=J-dX

De la mateixa manera, diferenciant I'expressié de u, en l'equacié (2.10),
respecte a les coordenades espacials s’obté:

ou, _ ox, _aX,- =5, _E_j—l difjij
dx; dx; Ox, (2.14)
: —_— =
5
que defineix el fensor gradient espacial dels desplacaments com:

. def
Tensor gradient ix)=ux)®V=1-F"
espacialdels — u. (2.15)
Jy==—=0,-F; i je {23}
ox;

desplagaments i
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ou, . -
du, "aT,dx’ =jydc; i je {23 (2.16)
du=j-dx

2.4 Tensors de deformacio

Considerem ara una particula del medi continu, que ocupa el punt de I'espai P
en la configuracié material, i una altra particula O del seu entorn diferencial

separada de lanterior pel segment dX (de longitud dS =vdX-dX), sent dx

(de longitud ds =+dx-dx ) el seu homoleg en la configuracié actual (vegeu la
Figura 2-3). Tots dos vectors diferencials estan relacionats pel tensor gradient
de la deformacié F(X,r) mitjancant les equacions (2.2) o (2.6):

dx=F-dX dX=F " dx 217)
de,=F;dX,  dX,=F;'dx '
J
F(X,?)
/%
X5,x,
Xy, x Figura 2-3
Llavors es pot escriure el segiient:
(a’s)2 =dx-dx = [dx|" -[ax]=[F-dX] -[F-dX]=dX -F" -F-dX 218)
(ds)’ =dbx, dx, = F,, dX,F,, dX; =dX ,F,F,dX, =dX,F]F,dX,
i, alternativament,
NOTACI16 5 T ) 4 not _r .
S’utilitza la convencio: (dS) =dX-dX = [dX] ' [dX] - [F ’ dx]r . [F dX] = dx-F-Fdx (2.19)

[T = o) (dS) =dx, dX, = F;' dx,F;' dv, =dx,F,;'F;'dx, = dv,F;" F,'dx;

2.41 Tensor material de deformacioé (tensor de deformacié de
Green-Lagrange)

Restant les expressions (2.18) 1 (2.19) s’obté:
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(ds)* = (dS)’ =dX-F" -F-dX-dX-dX=dX-F" -F-dX-dX-1-dX=
=dX-(F" -F-1)-dX=2dX-E-dX
o

def
=2E

(2.20)

L’equacié (2.20) defineix implicitament el denominat zensor material de deformacio
o tensor de deformacid de Green-Lagrange com:

Tensor material E(X,f) = 1 (F"-F-1)
de deformacié - 21 (2.21)
(Green - Lagrange) E,(X,0)= E(E{,F,q -68,) i,je{l,2,3}

Obsetvaci6 2-3

El tensor material de deformaci6 E és simeétric. La demostracid
s’obté directament de I'equacié (2.21) observant que:

BT = (F 1) = (F (F) ~1") = (F -F-1)=F

E,=E, ije{l23}

2.4.2 Tensor espacial de deformacio (tensor de deformacio
d’Almansi)

Restant de forma alternativa les expressions (2.18) 1 (2.19) s’obté:
(dsf = (dS) = dx-dx—dx-F7 -F -dx=dx-1-dx—dx-F7 -F"-dx
=dx-1-F7 .F')-dx=2dx-e-dx
—_—

def
=2e

(2.22)

L’equacié (2.22) defineix implicitament el denominat fensor espacial de deformacid
o tensor de deformacid d’Almansi com:

Tensor espacial e(x,7) = %(1 -F7T.F")
de deformacié — :
(Almansi) e; (x,1) = 5(5,.1. —-F'F, ") i,je {123}

(2.23)
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Obsetvaci6 2-4

El tensor espacial de deformacié e és simetric. La demostracié s’obté
directament de I'equacié (2.23) observant que:

r_1 o -T | —lT:l T _ - . (F-T\T =
6—2(1F F7) 2(1 FH -F))

=%(1—F'T-F'1)=e

e.=e, I,je{l,2,3}

q Jt

Obsetvacio 2-5

Els tensors material E i espacial e de deformacié sin tensors diferents i

70 es tracta de la descripcid material i espacial d’un mateix: tensor de deformacid.
Les expressions (2.20) 1 (2.22):

(ds) —(dS) =2dX-E-dX=2dx-e-dx

ho posen de manifest, ates que els dos tensors son afectats per
diferents vectors (dXi dx tespectivament).

El tensor de deformacid de Green-Lagrange ve desctit naturalment en la
descripci6 material (E(X,#)). En lequacié (2.20) actua sobre
Pelement dX (definit en la configuracié material) i d’aqui ve la seva
denominacié de ftensor material de deformacis. Tanmateix, com tota
propietat de medi continu es pot descriure, st cal, també en forma
espacial (E(x,7)) mitjancant la substitucié adequada de les equacions
de moviment.

Amb el fensor de deformacio d’Almansi passa el contrati: ve descrit
naturalment en forma espacial 1 en equaci6 (2.22) actua sobre el vector
diferencial (definit en la configuracié espacial) dx i d’aqui ve la seva
denominaci6 de #ensor espacial de deformacis. També es pot descriure, si
és convenient, en forma material (e(X,?)).

Exemple 2-2 — Per al moviment de I'Exemple 2-1, obtenin els tensors material i espacial
de deformacic.

a) Tensor material de deformaci6: E = % (F" . F-1)=
110—,410—,4100 A -4 -24

= 01A-Ol—A—010=%—A2A20
-4 -4 1 ||-4 4 1 0 0 1 -24 0 247
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b) Tensor espacial de deformacié: e = l(1 -F".F)=

2
. 1 0 0] [1+4> A A | |1+4*> -4 4
= 0 1 0|—|—-4> 1-4> —-A4|| 4> 1-4> A4|i=
0 0 1 A A 1 A -4 1

—34%-24% A*+24% -24-24°
_1 A*+24% A*-24" 243
—24-24° 243 —247

(Obsetveu que E #e).

2.4.3 Expressio dels tensors de deformacié en termes dels

(gradients dels) desplagaments

Substituint les expressions (2.12) (F=1+J) i (2.15) (F'=1-j) en les
equacions (2.21) i (2.23) s’obtenen les expressions dels tensors de deformacié
en funcié del gradient material, J(X,7), 1 espacial, j(x,?), dels desplacaments:

E:%[a+JT)-(1+J)—1]=%[J+J’ +37 J]I

EX.0= 1| oUu, dU; 9U, aU,
;== + +
Yo200X;, 0X, dX, dX,

} i, j€{1,2,3;}

e=sft-a-i-a-pl-fli+i -

e(x,t)— o
e, =l ou; +ﬁ_aﬂaﬂ i,je{1,2,3}
12 dx; ox; ox; ox

(2.24)

(2.25)

2.5 Variacio de les distancies: estirament,

allargament unitari

Considerem ara una particula P en la configuracié de referencia i una altra
particula O, situada en un entorn diferencial de P, vegeu la Figura 2-4. Les

posicions corresponents en la configuracié actual vénen donades pels punts de

Pespai P i O, de manera que la distancia entre les dues particules en la

configuracié de referéncia, dS, es transforma en ds en linstant actual. Siguin

T i t sengles vectors unitaris en les direccions PQ i P’Q’, respectivament.
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NOTACI10

Sovint es prescindeix
dels subindexs (.)T o)

(.)t en referir-se als

estiraments o
allargaments unitaris.
Tingueu ben present,
tanmateix, que sempre
estan associats a una
direcci6é determinada.

Definicio
Estirament: en el punt material P (o en el punt espacial P’) en la
direcci6 matetial T (o en la direccié espacial t) és la longitud del

segment diferencial deformat P’Q" per unitat de longitud del segment
diferencial original @ .

X, Figura 2-4 — Estirament i allargament unitari
La traducci6 a llenguatge matematic de la definicié anterior és:
| PO d
Estirament = A, =4, = jQ =& (0< A <o) (2.26)
PQ dS

Definicio
Allargament unitari: en el punt matetial P (0 en el punt espacial P")
en la direccié material T (o en la direcci6 espacial t) és Pincrement

de longitud del segment diferencial defrmat P’)Q° per unitat de
longitud del segment diferencial orzginal P7Q .

ila definicié matematica corresponent:

def _APQ _ds—dS

Allargament unitari = €. =¢€ —= 2.27
g T t PO dS ( )

Les equacions (2.26) i (2.27) permeten relacionar immediatament els valors de
Iallargament unitari i de Pestirament per a un mateix punt i direccié com:
ds—dS ds
€= =——1=A-1 = -l<e<oo
ds ds ( ) (2.28)
s
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Obsetvaci6 2-6

e Si A=1 (e=0)=ds=dS: Les particules P i Q es poden
haver mogut relativament amb el temps, pero sense augmentar ni
disminuir la distancia entre elles.

e SiA>1 (e>0)=ds>dS: La distancia entre les particules P i
O s’ha allargat amb la deformacié del medi.

e SiA<l (e<0)=ds<dS: La distancia entre les particules P i
QO s’ha escurcat amb la deformacié del medi.

2.5.1 Estiraments, allargaments unitaris i els tensors de
deformacio

Considerant les equacions (2.20) i (2.22) 1 les expressions geometriques
dX=TdS i1 dx=tds,vegeu la Figura 2-4, es pot escriure el seglient:

(ds) = (dS) =2 dX -E- dX =2(dS)T-E-T

——

asT asT
(2.29)
(ds) = (dS) =2 dx -e- dx =2(ds)'t-e-t
dst dst
i dividint les dues equacions per (dS)* i (ds)®, respectivament, s’obté el
seglient:
2 A=v1+2T-E-T
(ﬂ) 1= -1=2T-E-T = JI+2T-E-T (2.30)
A e=A—-1=+1+2T-E-T -1
A
-
2 1-2t-e-t
1—(?) =1-(1/0)* =2t-e-t = \/71 (2.31)
ds e=h-l=——L ]
1/ J1-2t-e-t

expressions que permeten calcular I'allargament unitari 1 Pestirament segons
una direccié (material, T o espacial, t) determinada.

Obsetvacio 2-7

Els tensors material i espacial de deformaci6 E(X,7) i e(x,?)

contenen informacié sobre els estiraments (i els allargaments unitaris)
per a qualsevol direccié en un entorn diferencial d’una particula
donada, tal com posen de manifest les equacions (2.30) 1 (2.31).
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Exemple 2-3 — E/ tensor espacial de deformacid per a un cert moviment és:
0 0 —te”
e(x,/)=| 0 0 0
—te” 0 t(2e" -e")
Calculen la longitud, en Uinstant t =0, del segment que en linstant t =2 és rectilini i
uneix els punts a=(0,0,0) 7 b=(111).

Es coneix la forma i posicié geometrica del segment material en I'instant £ =2.
En linstant #=0 (instant de referéncia) el segment no és necessariament
rectilini 1 no es coneixen les posicions dels seus extrems A 1 B (vegeu la
Figura 2-5). Per conc¢ixer-ne la longitud s’ha d’aplicar I'equaci6 (2.31):

D S R
1-2t-e-t dS A

b(1,1,1)

a(0,0,0)

X
Figura 2-5

per a un vector de direcci6 en la configuracié espacial t de valor:

t= L[l, 1, 1] isobté:

V3

| 0 0 —te” 1 " :
tet=—[1 11 0 0 0 .1T=_§tet
3 —te” 0 t(2e” —e')| |1 3
1 1 3
- Az o -

A, = -
=2 b
1/l+§l‘e’ \/l+:ez \/3+4e

B b1 1 b 1 1
= lAB=fAdS=Lxds=XM=xlab=x\/§ = 1, =V3+4e?
I
ab

2.6 Variacio d’angles

Considerem ara una particula P i unes altres dues particules Q i R, situades

en un entorn diferencial de P en la configuracié material, vegeu la Figura 2-6, i
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les mateixes particules ocupant les posicions espacials P, Q' i R . Es planteja
ara la relacid entre els angles que formen els segments diferencials
corresponents en la configuracié de referencia (angle®), i en la configuracié
actual (angle©).

A partir de les equacions (2.2) i (2.6), aplicades als vectors diferencials que
separen les particules, es pot escriure:

dx") =F-ax® X" =F".ax"
= (2.32)

dx® =F.ax® dX® =F7.ax®

i per la propia definicié dels vectors unitaris T('),T(z),t(')i t® que defineixen
les direccions corresponents en la Figura 2-6:

{dx(l) =4s® T {dx(') =ds®¢0)

aX©) = g5 T A = 2@ ¢ (2.33)

X Figura 2-6

1

1, finalment, per la definicié (2.26) dels estiraments corresponents:

(O (1)
ds®) =20 s ds™ =<y ds

0 0 g | (2.34)

ds* =\ dS ds®) = G ds®

}\’Z
Plantejant ara el producte escalar dels vectors ax® . ax ).
ds" ds® cos0 :‘dx(') -‘dx(z) cos0=ax") . dx® = [dx(‘)]T . [dx(z)]:
—[F-axO] . [F-ax®]=ax® . (F7 -F).ax® =
2E+1

(2.35)

=dsVTV.2E+1)-T® ds® = % ds¥ 1TV . 2E+1)-T® ﬁds@ =

y 11

_ ) 6
=ds"ds ORYS

TV.Q2E+1).- TV

i comparant els termes inicial i final de equacié (2.35), s’obté el segiient:
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TO.1+2E).- T®
2020

cosO =

(2.36)

on els estiraments AV i A¢) es poden obtenir aplicant Pexpressié (2.30) a les

direccions T i T® arribant-se a:

TV.(1+2E)- TV

cosO =
V4210 .19 {14210 . E. T

(2.37)

D’una manera analoga, operant en la configuraci6 de referencia, es pot obtenir

angle © entre els segments diferencials dX i dX® (en funci6 de 0, t@ i

e) com:

") (1 - 2¢)-t®

cos® =
\/1—2t(') .e.t(l) \/1—2t(2)~e-t(2)

(2.38)

Obsetvaci6 2-8

De forma similar al que s’ha comentat en 'Observacié 2-7, els tensors
material i espacial de deformacio, E(X,7) i e(x,f) també contenen

informacié sobre les variacions dels angles entre segments
diferencials, a entorn d’una particula, durant el procés de deformacio.
Aquests fets seran la base per proporcionar una interpretacié fisica
dels components dels tensors de deformacié a I'apartat 2.7 .

2.7 Interpretaciéo fisica dels tensors
deformacio

2.7.1 Tensor material de deformacio

de

Considerem un segment PQ, orientat parallelament a leix X, en la

configuracié de referéncia (vegeu la Figura 2-7). Abans de la deformacié PO té

una longitud coneguda dS =dX .
X2,

ds P

19
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Es pretén concixer la longitud de P'Q" després de la deformacié. Per a aixo
considerem el tensor matetial de deformacié E donat pels seus components:
EXX EXY EXZ Ell E]Z El3
E=\Eyy Ey Ey |=|E, E; Ey (2.39)
EXZ EYZ EZZ El3 E23 E33

En consequiencia:

Ell E12 E13 1
T-E-T=[1]"-[E] T=1 0 0]-|E, E, E,||0|=E, (2.40)
E13 E23 E33 0

L’estirament en la direccié material X, es pot obtenir ara substituint el valor
T-E-T en Pexpressié de Pestitament (2.30), obtenint-se: A, =,/1+2E,, . De

manera analoga, es poden considerar segments orientats a les direccions
X,=Y i Xy=Z iobtenir els valors A, i Ay, resultant:

AM=JI+2E, =1+2E,, = ey=k, —1=,1+2E,, -1
Ay =J1+2E, =\J1+2E,, = &, =Lk, —1=,/1+2E,, -1 (2.41)

Ay =y14+2E; =\1+2E,, = ¢,=k,-1=/1+2E,, -1

Obsetvaci6 2-9

En els components E vy, Eyy 1 E,, (0 E,,, E,,1 E,;) de la diagonal

principal del tensor E (denominats deformacions longitudinals) hi ha
continguda la informaci6 sobre l'estirament i els allargaments unitaris
de segments diferencials inicialment (en /lz confignracid de referéncia)
otientats en direccions X, Y i Z.

e Si Ey, =0= ¢, =0= No hi ha allargament en la direcci6 X .

e Si E,, =0=¢, =0=No hi ha allargament en la direccié Y .

e Si E,, =0=¢, =0= No hi ha allargament en la direcci6 Z.

Considerem ara P'angle entre els segments PQ (parallel a Teix X,) i PR,
(parallel a 'eix X,), sent Q 1 R dues particules de 'entorn diferencial de P

en la configuracié de material i P',Q" i R’ les posicions respectives en la
configuracié espacial (vegeu la Figura 2-8). Conegut 'angle (© 2%) entre els

segments en la configuracié de referéncia és possible coneixer I'angle 6 en la
configuracié actual, utilitzant Pexpressié (2.37) i tenint en compte la seva
ortogonalitat (T".T® =0) i les igualtats TV -E-TV = E,,, TY.E-T¥ =E,,
iTV.E- TV =E,,
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TV.@+2E)-T? 2E,
cosf = = 242
JI42TOE.TO 142T® .E.T®  J1+2E,, 1+2E,,
o el que és el mateix:
b 2F
0=0,, =——arcsin AL
g J1H+2Eg T+2Ey (243)
iincrement de 'angle final respecte al seu valor inicial resulta:
2F
A®,, =0, -0, =—arcsin Lt
T JI+2Ex 1+2Ey (2.44)
2
X.,Z
3 A 1
TV =10
R ()
P T 0
/2
Q 0
T¢ =11
T 0
il >
Il .
X,.Y
X, X Figura 2-8

Resultats analegs s’obtenen a partir de parells de segments orientats segons els
diferents eixos de coordenades i s’arriba a:

A® ,, =-arcsin 2Ly
JI4+2Ey J1+2Ey
2F
A®,, =—arcsin A2
XZ JI+2Exy J142E, 245)
A®,, =—arcsin 2By,
JI+2Eyy (142,

Obsetvaci6 2-10

En els components Ey, Ey, 1 Ey, (0 E,y, E\; 1 Ey) del tensor

E (denominats deformacions angulars) esta continguda la informacio
sobre la variacié dels angles entre segments diferencials inicialment
(en la configuracié material) otientats a les direccions X, Y i Z.

e Si Eyy =0 = La deformacié no produeix variacié de 'angle de
dos segments situats inicialment en les direccions X 1 Y.

e Si E,, =0 = La deformaci6é no produeix variacié de I'angle de
dos segments situats inicialment en les direccions X i Z.

e Si Ey, =0 = La deformacié no produeix variacié de I'angle de

dos segments situats inicialment en les direccions ¥ 1 Z.
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En la Figura 2-9 es presenta la interpretaci6 fisica dels components del tensor
material de deformacié sobre un parallelepipede elemental en l'entorn d’una
particula P amb arestes orientades segons els eixos coordenats.

&—[1+2E, dX

~
=

S
}
dax
ax"
(1,!_3 >
dX¥p 0
) [T+2E, dY
R
. 2E vy
= —arcsin
J1+2E 0 J1+2E,,
2E
X, X AO Yz = —arcsin X2
J142E 1426,
2E,,

A©® = —arcsin

Yz J142Ey, J142E,,

Figura 2-9 — Interpretaci6 fisica del tensor material de deformacié

2.7.2 Tensor espacial de deformacié

Arguments semblants als de la seccié 2.7.1 permeten interpretar al seu torn els
components del tensor espacial deformacio:

€ €y €y € € e
esle, e, e, |=|ey eyn ey (2.40)
€ eyz €. el} 623 e33

Els components de la diagonal principal (deformacions longitudinals) es poden
interpretar en funcié dels estiraments i allargaments unitaris de segments
diferencials orientats segons els cixos coordenats ez la configuracid actnal o

deformada:

A= ! = ! = ¢ :¥—1

N N

Ay == = = (2.47)
Ji-2e, \1-2e, b2, '

A= ! = ! = ¢ :¥—1

o 1m2e,  (f1-2e o f1-2e.

mentre que els components fora de la diagonal principal (deformacions
angulars) contenen informacié sobre la variacié d’angles entre segments
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RECORDATORI

Un tensor de segon
ordre Q és ortogonal

si es verifica:

Q' 'Q=Q-Q" =1

diferencials orientats segons els cixos coordenats ez la configuracid actnal o

deformada:

A ="_0 ' 2y
== =—arcsin
2 7 J=2e, fi-2¢,

b 2e
AB  =—-0,, =—arcsin = 2.48
2 Y J1-2e, J1-2¢, (2:48)
2e,

vz

AO = g -0,, =-arcsin

vz
Ji-2e, (1-2¢,

El resum de la interpretacié fisica corresponent es presenta en la Figura 2-10:

J1-2e, dx

X5y

AO = -—arcsin
Xz J1-2e, +J1-2e,,

2e,,

N —2e, \1-2e,

Figura 2-10 — Interpretacio fisica del tensor espacial de deformacid

AO® = —arcsin
yz

2.8 Descomposicio polar

El teorema de descomposici polar de I'analisi tensorial estableix que, donat un
tensor de segon ordre F tal que |F|> 0, existeixen un tensor ortogonal Q, i dos
tensors simetrics U 1 V:
not T
U=+F -F

not

V =+F-F’ = F=Q-U=V.Q (2.49)
Q=F-U'=V".F

La descomposicié (2.49) és unica per a cada tensor F i es denomina
descomposici polar per l'esquerra (F=Q-U) o descomposicid polar per la dreta
(F=V-Q) i als tensors U i V, tensors dret i esquerre d’estirament,
respectivament.



2 Descripcio de la deformacio 43

NOTA

Per obtenir arrel
quadrada d’un tensor es
procedeix a
diagonalitzar el tensor,
s’obté I'arrel quadrada
dels elements de la
diagonal de la matriu de
components
diagonalitzada i es desfa
la diagonalitzacié.

NOTACI10

S’utilitza aquf la notacié
(o) per indicar la
composici6 de dues
aplicacions £ i ¢ :

z=0o&(x)

Obsetvaci6 2-11

Un tensor ortogonal Q rep el nom de tensor de rotacid i a Taplicacié
y =Q-x se la denomina rw/acid. Una rotacié té les propietats seglients:

e Quan s’aplica a qualsevol vector X, el resultat és un vector
y = Q - x del mateix modul:

7 =y-y=bT bl=le sl -[Q-x]=x-Q"-Q x=x-x=|x]’

e El resultat de multiplicar (aplicar) el tensor ortogonal Q a dos

O

vectors X i x® amb el mateix origen i que formen entre si un

angle o, manté el mateix angle entre les imatges (y" =Q-x" i

2 2
yO —Q.x®Y:
M@ 0.7 @ L)
. X . . .X X -X
y(l) y(2> - (3) ?2) ST OS*
oo I I

En conseqiiencia, Paplicacié (rotacié) y =Q-x manté els angles i les

distancies.

Considerant ara el tensor gradient de la deformaci6 i la relacié fonamental (2.2)
(dx=F-dX) ila descomposici6 polar (2.49) s’obté el seglient:

deformacio

e ORHaro
rotacio
—

dx=F-dX=(V-Q)-dX=V-(Q-dX) (2.50)

not

F(e) = deformacio o rotacid (e)

rotacid
deformacio

dx=F-dX=(Q-U)-dX=Q-( U-dX ) (2.51)

‘ F(e) = rotacio o deformacio (0)‘

Observacio 2-12

Les equacions (2.50) estableixen que el moviment relatiu en entorn
d’una particula durant el procés de deformacié (caracteritzat pel
tensor F) es pot entendre com la composizd duna  rotacid
(caracteritzada pel tensor de rotacié Q, que manté angles i distancies)
i una deformacid propiament dita (que modifica angles i distancies)
caracteritzada pel tensor V (vegeu la Figura 2-11).
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Obsetvaci6 2-13

e Alternativament les equacions (2.51) permeten caracteritzar el
moviment relatiu en 'entorn d’'una particula durant el procés de
deformacié com la swperposicio d™una  deformacio  propiament dita
(caracteritzada pel tensor U) 1 una rvfacid (caractetitzada pel
tensor de rotacié Q).

e Un moviment de solid rigid és un cas particular de deformacié
caracteritzat per U=V =1y Q=F.

\Rotaci(’)
) /Rotacié

dx=Q-v-dX

v-dX
kél F " Deformacid
# _Deformacio

F dX
Figura 2-11 — Descomposicié polar

2.9 Variacio de volum

Considerem una particula P del medi continu en la configuracié de referencia,
(t=0) que té associat un volum diferencial dV, (vegeu la Figura 2-12) que
queda caracteritzat mitjancant les posicions d’unes altres tres particules Q, R 1
S del seu entorn diferencial, alinecades amb P segons tres direccions
arbitraries. El diferencial de volum dV,, associat a la mateixa particula en la
configuracié actual (a temps ¢), quedara també caracteritzat pels punts
espacials P',Q", R" i S’ corresponents de la figura (les posicions de la qual

configuraran un parallelepipede que ja no esta orientat segons els eixos
coordenats).

Siguin dXW dX® i dX® els vectors de posicio relatius entre particules en la
configuracié material, i dxW =F-dX"V, dx® =F-dX? i &x® =F-dX® els
seus homolegs en la configuracié espacial. Evidentment es compleixen les
relacions:
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RECORDATORI

El volum d’un
paral-lelepipede es pot
calcular com el
producte mixt

(axb)-c dels
vectors-aresta g,p1 ¢

que concorren en
qualsevol dels seus
vertexs.

Draltra banda, el
producte mixt de tres
vectors ¢s el
determinant de la
matriu constituida pels
components dels
vectors esmentats
ordenats en files.

NOTA

Sutilitzen aqui les
expressions:

[A-B|=|A[B] |
e

dx =F-dX"

,. l, (2.52)
del =F -dx "

i,j, ke {1,2,3}

Els volums associats a la particula en les dues configuracions es poden escriure
com segueix:

ax® ax®V  ax)
vy =(@XOxdX®)-aXx® =det| dx® ax® ax® |=|m|
Xm(3) CI’X§3) dX3(3)
mi
V) a W (2.53)
v, =(axVxax®)-ax®) =det| ax® & @ |=|m|
de® ) axd)
(m]
— (@) — A
M, =dX; my; = dx;
dv,
<—
\\
ax®
l
Q
X, x
Figura 2-12 — Variacié d’un element diferencial de volum
Draltra banda, considerant les expressions (2.52) 1 (2.53) es pot escriure:
my=dx\) =F,dX" =F, My, =M, F, = m=M-F’ (2.54)
1, en consequencia:
0, =[] = 87 | = M7 | = M <[,
a’V0 = |dV,=|F| dv, (2.55)

dv, =dv (x(X,0),1) =|F(X,n|dV (X,0) = |F| dV,
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NOTA

Es té en compte aqui el
teorema de I'algebra
tensorial seglient:
donats dos vectors g i

b , si es compleix que
a-xX=b-x peratot
vector x = a=Db-

2.10 Variacio de Parea

Considerem ara el diferencial d’area dA associat a una particula P en la
configuracié de referéncia i la seva variacié al llarg del temps. Per definir el
diferencial d’area esmentat, considerarem dues particules O i R de 'entorn
diferencial de P, les posicions relatives de les quals respecte a aquesta sén
dx i ax® (vegeu la Figura 2-13). Considerem també una particula auxiliar
qualsevol S i el seu vector de posicié relatiu dX®) . Associat a Lescalar diferencial
d'area, dA , definirem el vector diferencial d’area dA = dAN el modul del qual és
dA 1la direcci6 del qual és la de ]a normal N.

En la configuracié actual, en el temps ¢, la particula ocupara un punt espacial
P’, i tindra associat un diferencial d’area da que, al seu torn, defineix un
vector diferencial d’area da=dan, on n ¢és la corresponent normal
Considerem també les posicions de les altres particules Q" i R” i S i els seus

vectors de posicié relatius dx(l), dx? i ax®),

Figura 2-13 — Variaci6 de l'area

Els volums dV, i dV, dels paral-lelepipedes respectius es podran calcular com:

dVy=dH dd=dX"®) -Ndd=dX® -Ndd =dA -dx®)
(i —

di A 2.56)
dV,=dhda= dx® -n da=dx® -nda =da-dx® '
——
dh da

1 tenint en compte que dx® :F-dX(S), com també l'equacié de canvi de
volum (2.55), es pot escriure:

da-F-dX® =da-dx®) = av, =|[F|av, =|F|dA - dX®)  vax® 2.57)

Comparant el primer i Gltim terme de (2.57) i tenint en compte que la posicio

relativa de la particula S és qualsevol (i, per tant, també ho és el vector dX),
s’arriba finalment a:

da-F=[FldA = (2.58)
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Per obtenir una relacié entre els escalars diferencial d'area dA 1 da se
substitueixen les expressions dA =NdA4 i da=nda en 'equaci6 (2.58) i es

prenen moduls:

dan=|[F|N-F'd4 =da =|F||N-F'| da (2.59)

2.11 Deformacio infinitesimal

La teoria de la deformaci6 infinitesimal (també denominada feoria de petites
deformacions) es basa en dues hipotesis simplificatives sobre la teoria general (o
de deformacid finita) contemplada en apartats anteriors (vegeu la Figura 2-14).

Hipotesi
1) Els desplagaments son molt petits davant les dimensions tipiques del
medi continu (|juf| << |X]).

2)  Els gradients dels desplacaments son molt petits (infinitesimals).

XX Figura 2-14

En virtut de la primera hipotesi, les configuracions de referéncia, Qi actual,
Q,, estan molt proximes entre si i es consideren indistingibles una de Ialtra.

En conseqtiéncia, les coordenades materials i espacials coincideixen i ja no té
sentit patlar de descripcions material i espacial:

not
x=X+uzX = =
{ y .y - U(X,t) m”u(X,t) u(x,t) (2.60)
=AU =N U(X) = u, (X )=, (x, 1) i€ {1,2,3)
La segona hipotesi es pot escriure matematicament com:
.
—<<1, Vi, je{l23} (2.61)
ox;
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NOTACI1O

Es defineix 'operador
gradient simétric S

mitjangant: 7 (.) =

%[(-)®V+V®(-)]-

2.11.1 Tensors de deformacié. Tensor de deformacio
infinitesimal

Els tensors gradient material i gradient espacial dels desplagaments
coincideixen. Efectivament, atesa I’equacié (2.60):

X; =Xj . aui aU,- .
=j=5—= =J;,=j=J (2.62)
u;(x,0)=U,(X,r) "7 ox, dX, °
i el tensor material de deformacio resulta ser:
E=L(1+37+373)=L(5+37)
2 2
o Lfou | Oy oy Ouy |1 0w, Oy (263
72| 0x, ox, Ox; ox; | 2|ox; Ox
%,—/
<<1

on s’ha tingut en compte el caracter d’infinitésim de segon ordre del terme
ou, Ju,
dx; ox;

. Operant similarment amb el tensor espacial de deformacié:

e=%(j+jT —jTj)z%(j+jT)=%(J+JT)

. _ L[ du; +auj _ Oy Juy | _1( 9y, +8uj (2.64)
) ox; dx; ox; Ox; | 2|0x; O
[
<<l

Les equacions (2.63) i (2.64) permeten definir ¢/ fensor de deformacid infinitesimal (o
tensor de petites deformacions) €:

1 not s
Tensor de S:E(J_FJT):V»U
deformacio = 1| u, Ou, (2.65)
infinitesimal € =— iy
2 ij axi

Obsetvacio 2-14

Sota la hipotesi de deformaci6 infinitesimal els zensors material i espacial
de deformacid coincideixcen 1 col-lapsen en el tensor de deformacid infinitesimal.

E(x,0) = e(x,1) =&(x,1)|
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Obsetvaci6 2-15

E/ tensor de deformacid infinitesimal és simetric, tal com s’observa de la seva
definici6 en 'equaci6(2.65):
1

ZE(J+JT)=8

& :%(J+JT)T

Obsetvacio 2-16

Els components del tensor infinitesimal de  deformacid €  sin  infinitésims
(g5 <<1). La demostraci6 és evident a partir de I'equaci6 (2.65) i la

condicié6 d’infinitesim dels components de J=j (vegeu l'equacid
2.01)).

Exemple 2-4 — Per al moviment de I'Exemple 2-1, determinen en quines condicions
constitueixc un cas de deformacid infinitesimal. Per al cas esmentat, obtenin el tensor
infinitesimal de deformacid. Comparen-ho amb el resultat obtingut a partir dels tensors
espacial i material de deformacid de I'Exemple 2-2 considerant les hipotesis de deformacid
infinitesimal.
x, =X, —AX,
a) Les equacions de moviment vénen donades pet< x, = X, — AX, de les
X, =—AX, + AX, + X,
quals s’obté el camp de desplacaments:
U, =-4X,
UX,0))=x-X=3U, =-4X, . Es evident que perqué els
U, =-4X |+ 4AX ,
desplacaments siguin infinitesimals s’ha de complir que A sigui un infinitésim
(4<<1).

b)  Tensor de deformacid: El tensor gradient dels desplacaments J(X,7) = j(X,?)
vindra donat per:

- AX, 0 0 -4
0 0 0
J=U®V-= —AX, e e ael 0 0 -4
—AX, + AX, ! : -4 4 0
i el tensor infinitesimal de deformacié, d’acord amb I’equacié (2.65), sera:
0 0 -4
e=VU= 0 0 O
-4 0 0

¢)  Tensors material i espacial de deformacis: A TExemple 2-2 els tensors material 1
espacial de deformaci6 resulten ser, respectivament:
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A* -4 -24
E:l—A2 A? 0 |i

2 2
24 0 24

—34% —24% A*+24% -24-24°
e=l A*+24% A% -24* 243
—24-24° 243 —24>

i negligint els infinitésims de segon ordre o superior (4* << 4’ << 4% << A)
resulta:

0 0 -4 0 0 -4
E=| 0 0 O e=| 0 0 0 |=>E=e=¢
-4 0 0 -4 0 0

RECORDATORI

El desenvolupament en
serie de Taylor de

+/1+4 x enun entorn

de y=0és:

«/1+x=1+%x+
+O(x2)

2.11.2 Estirament. Allargament unitari

Considerant la férmula general (2.30) de D'estirament unitari en la direccié
T=t (A, =41+2t-E-t) iaplicant a aquest un desenvolupament en série de

Taylor al voltant de 0 (tenint en compte que E = ¢ és infinitésim i, per tant,
també ho és x=t-€-t), s’obté:

A= [1+2t-e-t=l+t-e-t
X (2.66)

g, =\, —1=t-g-t

2.11.3 Interpretacio fisica de les deformacions infinitesimals

Considerem el tensor de deformacions infinitesimals € i els seus components
en el sistema de coordenades x, =x, x,=y, x;=z delaFigura2-15:

€ €4 €4 €1 € &3
e=|g, €, €, |=|€, &, Exn (2.67)
Exz yz 8zz 813 823 833

Considerem el segment diferencial PQ orientat en la configuracié de
referencia en la direccié de leix coordenat x, =x. Lestirament A, 1

I'allargament unitari €, en la direccié esmentada vénen donats, d’acord amb
Pequacié (2.66) amb t={1,0,0}" , per:

A =l+t-e-t=1l+e, = e =A-1=¢, (2.68)
Aixo permet donar a la component € =€, el significat fisic de ['allargament unitari

€ en la direccid de l'eix coordenat x, = x . Una interpretacié similar es pot donar als

altres components de la diagonal principal del tensor € (¢ ,,€,,€.. ).

€, =€, ; €,=€, ; E_=E, ‘ (2.69)
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RECORDATORI

El desenvolupament en
serie de Taylor de
arcsin X en un entorn

de xy=0¢és:

arcsin x = x + O(xz)

Atesos ara els components de fora de la diagonal principal de €, considerem

els segments diferencials PQ i PR orientats segons les direccions coordenades

. . . Y
x 1y en la configuraci6 de referencia formant, per tant, un angle ©,, =— en

la configuracié esmentada. Aplicant l'equacié (2.43), l'increment de l'angle
corresponent sera:

Figura 2-15
AD. =0 — T~ Darcsin Ca =2 arcsine_, =-2¢
v Jit2e, \fiv2e, —— 7 (270)
T n Xy

o . e .
on s’ha tingut en compte el caracter infinitesimal de €., €, 1 €,. En

consequiencia, de 'equaci6 (2.70) €, es pot interpretar com menys el semiincrement,

produit per la deformacid, de I'angle entre dos segments diferencials orientats inicialment
segons les direccions coordenades x 7 y. Una interpretacié analoga es pot trobar per

als altres components € _ i € :

Xz

1 1 1
£,=——A0, ; e.=——AB,_ ; €.=——A0_ 2.71
Xy 2 Xy 2 B ) 2 y ( )

2.11.4 Deformacions enginyerils. Vector de deformacions
enginyerils

Hi ha una tradicié6 important en enginyeria a fer servir una denominacié
particular per als components del tensor de deformacié infinitesimal, la qual
cosa constitueix la denominada notacid enginyeril, en contraposicié amb la notacid
cientifica usada generalment en mecanica de medis continus. Ambdues notacions
es poden sintetitzar de la forma seglient:
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notacio enginyeril
notacio cientifica [ 1 1
\ gx — . J—
Yy Xz
TP RE by Eo 1 2 % (2.72)
E=1&p &€n &y =&, &, &,.|= E?’xy g, 57yz
&3 €y &y €. &, €& 1 1
_E;/xz Eyyz gZ ]

Observacio 2-17
Els components del tensor de deformaci6 situats en la diagonal
principal (denominats deformacions longitudinals) es denoten per &, i

coincideixen amb els allargaments unitaris en les direccions dels eixos
coordenats. Valors positius de les deformacions longitudinals (&, >0)

corresponen a un augment de longitud dels segments diferencials
corresponents en la configuracié de referencia.

Obsetvaci6 2-18

Els components del tensor de deformaci6 situats fora de la diagonal
principal es caractetitzen pels valors ., (denominats - deformacions
angulars) 1 es poden interpretar com els decrements dels corresponents angles
orientats segons les direccions cartesianes en la confignracid de referéncia. Valors
positius de les deformacions angulars (y,,.,>0) indiquen que els

angles corresponents es zanguen amb el procés de deformacié.

Es també molt freqiient en enginyeria aprofitar la simetria del tensor de
deformaci6 infinitesimal (vegeu I'Observacié 2-15) per treballar unicament
amb els sis components diferents de tensor esmentat reunint-les en el
denominat vector de deformacions enginyerils definit com:

g, deformacions longitudinals

eeR® eg= | ° 2.73)

Ve deformacions angulars
7}12 i

2.11.5 Variacié de I'angle entre dos segments diferencials en
deformacio infinitesimal

Considerem dos segments diferencials qualssevol, PQ i PR, en la configuracid
de referencia i langle ® que defineixen (vegeu la Figura 2-16). Sigui
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NOTA

Es consideren els
seglients
desenvolupaments en
serie de Taylor en un
entornde x =():

sinx = x+0(x2)
cosx=l+0(x2)

0=0+A0 langle format pels segments corresponents deformats en la
configuracié actual. Aplicant Pequaci6 (2.42) al cas esmentat s’obté el seglient:

TV -[1+2¢] T?

1427V .. TO 1427? .e.T? (2.74)
<<1 <<1

cosO=cos(O + AB) =

on T® i T® sén els dos vectors unitaris en les direccions de PO i PR i es
compleix, per tant, que TV -T? =HT“)HHT(2) Hcos®=cos®. Considerant el

caracter d’infinitésim dels components de € i del mateix AO es compleix:

T F

t(l)
m 0

Figura 2-16

cos0 =cos(®+Af) =cosO-cos AO —sSiNO-sinAO =
H—/

SINAY
=] =A0O
=cos®
@ @) (VRPN )]
=cos®-sin®-A0 = T T +2T e T =cos®+2T" .g. T (2.75)
VI+TO 6TV 14T 6. T

=sin@-A9 = 2TV .. T® =

2TW .g.T® 2tW g t@
- sin® T sinO

AO= (2.76)

on s’ha considerat que, a causa del caracter infinitesimal de la deformacid, es
compleix que TY =t TP =t?1 ©0=0.

2.11.6 Descomposicio polar

Per al cas general de deformacié finita la descomposicié polar del tensor
gradient de la deformacié F ve donada per Iequacié (2.49). Per al cas de
deformaci6 infinitesimal, recordant P'expressié (2.12) (F=1+1J) i el caracter
d’infinitesim dels components del tensor J (vegeu l'equacié (2.61)), el tensor
U de I'equacié (2.49) es pot escriure com segueix:
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RECORDATORI

El desenvolupament en
serie de Taylor del

tensor /] 4+ x enun

entorn de x = () és:

M=l+%x+
+O<x2)

RECORDATORI

El desenvolupament en
serie de Taylor del

tensor (]+x)™

entorn de x = () és:

1+x)"

+ O(x2>

en un

=1-x+

NOTACI10

Es defineix I'operador
gradient antisimétric ¢

mitjancant: V¢ (e) =

Jloev-vee)

U:\/FTF:\/(1+JT)-(1+J):
\/1+J+JT+JT \/1+J+JT =1+ (J+JT) = @.77)

€

1, de forma similar, a causa del propi caracter infinitesimal dels components de
€ (vegeu I’Observaci6 2-10) resulta:
To@ig)l=l-e=1- L @+I7)
% 2

-
€

2.78)

amb la qual cosa el tensor de rotacié Q de I'equacié (2.49) es pot escriure com
segueix:

Q=F.-U" =(1+J)~[1—;(J+JT)}=

= lo=1+0] @79
=1+J—1(J+JT)—1J-(J+JT)=1+1(J—JT) Q-1+a| @)
2 2 2
<<J Q
L’equaci6 (2.79) defineix el tensor infinitesimal de rotacid Q:
def 1
Tensor Q——(J JT)——(u®V V@u) V u
infinitesimal — (2.80)
., 1| 0u, Ou; o
de rotacio Q =—|— —|<<1 i,je {,2,3}
T2 0x;, o

Obsetvaci6 2-19

E/ tensor Q és un tensor antisimetric. En efecte:
! =1(J—JT)T =1(JT -H=-Q

2 2
Q,=-Q, i,je{l,23}

En conseqliencia, € tindra nuls els termes de la seva diagonal
principal, i la seva matriu de components tindra I'estructura:

0 Q12 _Qsl
[Q]= -Q, 0
Q31

—Qy 0

En el context de petites rotacions, ¢/ fensor Q és un tensor que caracterita la rotacid
(Q=1+Q) i per aixo el nom de tensor infinitesimal de rotacié. En tractar-se
d’un tensor antisimetric queda definit mitjancant només tres components
diferents (Q,;,Q;,,Q,,), dels quals es pot extreure el denominat vector
infinitesimal de rotacid ©:
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NOTACI10

Es denota 'operador
rotacional de (0)

mitjancant: V/ x (e)

Ouy _ Ouy
Vector 0, Q. 2’; 2 gz W |
infinitesimal >0 =46, t =1-Q,, t=—{ ———2t=—Vxu (2.81)
., 2| 0x, Ox 2
de rotacid 93 Q, ou ou
it Rt &
ox, Ox,

Les expressions (2.12), (2.65) 1 (2.79) permeten escriure:

Fo1+J=1410407)+10-0")= -
2 2 .

€ Q

Obsetvaci6 2-20
Els resultats d'aplicar escalarment el tensor de rotacid infinitesimal Q 1 d aplicar
vectorialment el vector de rotacid infinitesimal © a un vector qualsevol

r= [rl,rz,r3 ]T (vegeu la Figura 2-17) coincideixen. En efecte:
0 Q, -Qyn Q= Qyr
Qr=|-Q, 0 Q. (1 =9—-Q,n + Q1
Q0 —Qy 0 r Qyn —Quny

o €1 €2 €3 € €, €; Q1 = Q413
Oxr =10, 6, 0;|=-Q, Q5 —Q [=¢-Qpr+Qyun
non n h n r Q31 —Qyr,

En consequéncia, el vector Q-r=0xr té les caracteristiques
seglients:

o Fis ortogonal al vector r (ja que és el resultat d’'un producte
vectorial en el qual intervé r).

e [Elseu modul és infinitesimal (ja que @ ho és).

e Elvector r+Q-r=r+0xr es pot considerar, llevat en el cas
d’infinitesims d’ordre supetior, el resultat d'aplicar una rotacié ©
al vector r. o4
;

Figura 2-17
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Considerem ara un segment diferencial dX en lentorn diferencial d’una
particula P en la configuracié de referéncia (vegeu la Figura 2-18). D’acord
amb Tequaci6 (2.82) la deformacié transforma el vector esmentat en el vector
dx:

deformacio rotacio
f_JH

dx=F-dX=1+e+Q)-dX= €dX + (1+Q)-dX (2.83)

‘F(O) = deformacio (e) + rotacio (e) ‘

Obsetrvaci6 2-21

En regim de deformacié infinitesimal 'equacié (2.83) caracteritza el
moviment relatiu a una particula, en un entorn diferencial d’aquesta,
com la suma del segtient:

a) Una deformacid propiament dita, caracteritzada pel tensor infinitesimal
de deformacié €.

b) Una rotacid caracteritzada pel tensor infinitesimal de rotacié
que (en el context de petites rotacions) manté angles i distancies.

La superposicio ( deformacio o rotacio ) del cas general de deformaci6 finita
(vegeu I'Observaci6 2-12) degenera, per al cas de deformaci6
infinitesimal, en una simple addicid (deformaci6 + rotacio ).

G

€ - dX = deformacio
} = rotacio

Figura 2-18

2.12 Deformacio volumetrica

Definicié

Deformacis volumetrica: Increment, produit per la deformacié, del volum

associat a una particula, per unitat de volum en la configuracié de
referencia.

La definicié anterior es pot expressar matematicament com (vegeu la Figura 2-
19):
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& qV (X, 1) —dV (X,0)™ dV, — dV,
dv(X,0) dav,

X3’Z m

def. volumetrica —»  e(X,?) (2.84)

Xz,y

X;, X

Figura 2-19

L’equaci6 (2.55) (dV, =‘F‘th0) permet expressar, al seu torn, la deformacié

volumetrica en els termes seglients:

o  Deformacid finita

av, —av, |F|, dv,-dv,
- - =|F[-1 .
(i, L o

®  Deformacio infinitesimal

Considerant I'equacié (2.49) (F=Q-U) i recordant que Q ¢és un tensor

ortogonal (|Q|=1) es pot escriure:

1+8xx 8)cy Exz
F|=|Q-U|=|Q|U|=|U|=[L+¢g|=det| &, 1+e, &, (2.86)
€, €, I+e,,

on s’ha tingut en compte I'equacié (2.77) (U=1+¢). Considerant ara que els
components de € soén infinitesims, i menyspreant en expressié del seu
determinant els infinitésims d’ordre superior a u, es pot escriure:

I+e,, €, €.
[Fl=det| e, 1+e, e, |=l+e, +e, +e. +0(€’)=1+Tr(e) 2.87)
| — N
8)cz Eyz 1+ 822 TI’(S)

1 substituint equacié (2.87) en la (2.85) s’obté, per al cas de deformacid
infinitesimal:
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av, =(1+Tr(e))av,

ezmzm_l = (2.88)
av,

2.13 Velocitat de deformacio

A les seccions anteriors d’aquest capitol s’ha estudiat el concepte deformacid
entes com la variacié de la posicié relativa (angles 1 distancies) de les particules
a lentorn d’una de determinada. Als apartats segients, considerarem la
velocitat a que es modifica aquesta posicié relativa introduint el concepte de
velocitat de deformacid com una mesura de la variacié de la posicié relativa entre
particules per unitat de temps.

2.13.1 Tensor gradient de la velocitat

Considerant la configuracié corresponent en I'instant ¢, siguin dues particules
del medi continu P i Q que ocupen els punts espacials P* i Q" en linstant

esmentat (vegeu la TFigura 2-20), les seves velocitats, v,=v(x,z) i

Vo = v(x + dx,1) ila seva velocitat relativa:

v(x +dx,t)=v+dv

Figura 2-20
av(x,1)=v, =V, =V(x+dx,t)—v(x,l) (2.89)
amb la qual es pot escriure:
dv = a—v -dx=1-dx
Q,’S
l
ov, .. (2:90)
dv, =§¢j =1, dx; i,je{l,23}
7,L

if

En lequacié (2.90) s’ha introduit el denominat tensor gradient espacial de la
velocitat U(x,t) definit com:
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RECORDATORI

Tot tensor de segon
ordre, g, es pot

descompondre en la
suma de la seva part

simetrica (sym(a)) i

antisimetrica skew(a))

de la forma:

a =sym(a) + skew(a)
at+a’

sym(a) =

skew(a) = a-

def
. l(x,t): aV(X,t)
Tensor gradient ox
espacialdela —<l=v®V (2.91)
velocitat l :% i je 123
ox;

2.13.2 Tensor velocitat de deformacié i tensor espin

Descomponent el tensor gradient de la velocitat en les seves parts simeétrica i

antisimetrica:
l=d+w (2.92)
on d és un tensor simetric denominat zensor velocitat de deformacio:
def 1 1 not
Tensor d=sym(l)=5(l+lT)=E(V®V+V®v)=V‘v
velocitat de 1| ov, v, | .
deformacis —1d; = 2]:8)(] +J i,je{l,2,3} (2.93)
dy, d, dy
[d]=|d, dy, dy
dy dyy diy

i w és un tensor asimeétric
I'expressi6 del qual és:

denominat zensor velocitat de rotacid o tensor espin,

def 1 1 not
w=skew(l)=5(l—lr>=5(v®V—V®v)=V“v
Tensor
velocitatde —{w 1 8v1._% i,je {1,2,3}
S 7720, oy, | T (2.94)
rotacio (espin) /
0 Wiz — Wy
[W]: —Wp 0 W3
Wi Wy 0

2.13.3 Interpretacio fisica del tensor velocitat de deformacio

Considerem el segment diferencial definit per les particules P i Q de la Figura

2-211la variaci6 del quadrat de la seva longitud al llarg del temps:
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4 g5 =i(dx.dx)=i(dx).dx+dx-i(dx)=
dt dt dt dt

(2.95)
=d é -dx +dx - ﬂ =dv-dx+dx-dv
dt dt

S— S—
\4 A

i utilitzant les relacions (2.90) (dv=1-dx) i (2.93) (d=%(l+lT)) s’obté de
I'equacié (2.95):

d 2 T T
—ds” =ldx-U )-dx+dx-(l-dx)=dx|l +1|-dx=2dx-d-d&
— s (x ) X+ dx - i ) xl: - } b X (2.96)

Considerant ara I'equaci6 (2.20) (ds® —dS* =2 dX-E-dX) derivant-la respecte
al temps i tenint en compte I'equacié (2.96):

d d(, > 2
2dx-d-dx=—ds" (t)=—\ds"(t) - dS~ )=
dt ® dt ( ® )
A ax B(X,1)-dX)=2dX - E . aX = 2dX - i - aX 2.97)
dt dt
—
E
Substituint ara 'equaci6 (2.2) (dx =F -dX) en la (2.97) s’obté el segiient:
dX-E-dX=dx-d-dx=[ax] [d]-[ax]=aX - [F" -d-F] ax
NOoTA . T . . —_ ’ . = T . . —_ ’ —
et —dX-[F"-d-F-E|] dX=0 VaX = [F"-d-F-E]-0> 298)
teorema de Ialgebra
tensorial segiient: donat E=F" .d-F
un tensor de segon
ordre A, si es verifica
que x-A-x=0
per a tot vector x #(), X3,Z
llavors A =0)-

X5y

Figura 2-21



2 Descripcié de la deformacioé 61

NOTA

Observeu la similitud
en Pestructura dels

tensors Q i @ dela

secci6 2.11.6 1 els
tensors yw i -

Observacio 2-22

L’equaci6 (2.98) posa de manifest la relacié existent entre el tensor
velocitat de deformacié d(x,7) i la derivada material del tensor
material de deformacié E(X,7), proporcionant una interpretacio
fisica (I justificant-ne la denominacié) per al tensor d(x,?).
Tanmateix, de Pequacié esmentada es despren que els tensors d(X,7)

i E(X,?) no sén exactament el mateix. Tots dos tensors coincidiran

exactament en els casos SCgflCIltS!

* Enla configuracié de referencia (1 =1, = F|,_, =1).

ox

e Enla teoria de deformaci6 infinitesimal ( x =X =F = X 1)

2.13.4 Interpretacio fisica del tensor velocitat de rotacié w

Partint de 'equacié (2.94) i en ser w un tensor antisimetric (definit, per tant,
mitjangant només tres components diferents), es pot extreure d’aquest el
vector:

_[[9va v,
ox,  Ox, .
dv, Oov
= — i =7V =—| — RS = — 2
) rot(v) 5 XV 5 o, ox, _w31 (2.99)
_[9vy _0v, o
| ox, Ox, |

Figura 2-22

El vector 20=VXv sanomena wector vorticitat. Es possible demostrar (la
demostraci6 és totalment analoga a la de la Observaci6é 2-20) que es compleix
la igualtat segiient:

WOXr=w-r vr (2.100)

i que, per tant, és possible caracteritzar @ com la velocitat angular d’un
moviment de rotacié, i @Xr=w-r com la velocitat de rotacié6 d’aquell punt
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NOTA

S’utilitza aqui el
teorema d’igualtat de
detivades creuades per
a funcions regulars:

d*(e) _ (o)
Ou; 1y O,

que té r com a vector de posici6 respecte al centre de rotacié (vegeu la Figura
2-22). A partir d’aqui, 1 considerant les equacions (2.90) (dv=1-dx) i (2.92)
(I=d+w), es pot escriure:

dv=l-dx=(d+w)-dx= d-dx + w-dx

velocitat velocitat de (2.101)
d'estirament rotacio

Aixo permet descriure la velocitat relativa dv de les particules en I'entorn
d’una determinada P (vegeu la Figura 2-23) com la swma duna velocitat relativa
d’estirament (caracteritzada pel tensor velocitat de deformacié d) i una velocitat
relativa de rotacid (caracteritzada pel tensor espin w o el vector vorticitat 2 ).

velocitat
d-dx= )
-------- d'estirament
velocitat
e 2 = de
! X dx .,
rotacio
Xy
Figura 2-23

2.14 Derivades materials dels tensors de
deformacio i altres magnituds

2.14.1 Tensor gradient de la deformacié F i gradient de la
deformacié invers F'

Derivant respecte al temps expressié de F en I'equacié (2.3)

Cag(Xr) dFy aon (X 8 on(X) avi(Xt)
' dt ot oX, X, __ ot X
V.
1
L(x(X
LG Oy
Ox, oX ;
: .
ik Ty 2.102)
dFy _ .
dt :Ej :likaj l7j€{1a273}
not |
A po1F
dt
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NOTA

No s’ha de confondre
la derivada material del

1 )
tensor invers (7
dt

amb linvers de la
derivada material del

tensor: (F) . Tots dos
()

tensors son diferents.

NOTA

Observeu que el
resultat és el mateix que
'obtingut en 'equacié
(2.98) per un
procediment alternatiu.

on s’ha tingut en compte expressié (2.91) per al tensor gradient de la velocitat

1. Per obtenir la derivada material del tensor F™! es deriva la identitat seglient:

-1
FF'=1 = i(F-F")z£-F"+F-m=O
dt dt dt
-1 .
- 4\ ~F'" F -F'=—F'-l.F-E'=-F'.I=
dt IF i
1 (2.103)
d(F =—F"'.]
dt
dF;’ a4y .
— =—F; L, i,je{l,2,3}
2.14.2 Tensors de deformacié E i e
De les equacions (2.21), (2.102) i (2.93):
E:l(FT-F—1):>dE=E=I[F'T-F+FT-F]:
2 dt 2
Lo 0 par” 0F)= 187 (417 ) F=F -a.F (2.104)
2 2 —

2d
= E=F'.d-F

Per al tensor espacial de deformaci6 e, de les equacions (2.23) 1 (2.103) s’obté
el segiient:

1

e=5(1—F’T F) = Z,j=é=—;(i(FT)‘F] +F %(Ff' )J
1

=0 7T ) (2:105)

N é:%(lr FTF+F T F 1)

2.14.3 Derivades materials de diferencials de volum i d’area

El diferencial de volum d V(X,t) associat a una determinada particula, P, varia
al llarg del temps (vegeu la Figura 2-24) i, en conseqiiencia, té sentit calcular la
seva derivada material. Derivant 'expressi6 (2.55) per al diferencial de volum:

d|F|

d
Lav()=—lay,
L wr)=Tlay,

dv(X,1)=|F(X,t}dV,(X)= o

(2.106)

amb la qual cosa la derivada material del determinant del tensor gradient de la
deformacié ‘F ‘ resulta:
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NOTA

La derivada del
determinant d’un
tensor A , respecte al
tensor mateix, es pot
escriure com:

d\A\ _Al-A
dA..

i

d|F|  d|F| dF; _ dF; _ _
thﬁ dtJ =|F| ji : dtJ =‘F‘Fji llikaj =[F| FyF, Ly =[F|6, 1,
7 —
F1) -
LF, [FF ka‘ski
=[Fl; —\F\ =[AV-v = (2.107)
|
dlF|
=[F|V-
dt

on s’han tingut en compte les expressions (2.102) i (2.91). Substituint ara

Pequaci6 (2.107) en la (2.106) s’obté finalment, després de considerar 'equacié
(2.55):

d
E(dV)z(Vw)\F\dVO =(V-v)dv (2.108)
av
I t+dt
av (¢ +d
av(t)

& 3 p

Y

25

Figura 2-24 — Variacié del diferencial de volum

Es pot operar de forma similar per obtenir la derivada material del diferencial
d’area associat a una particula determinada P i a una direccié n (vegeu la
Figura 2-25). El vector diferencial d’area associat a la particula en la
configuracié de referencia, dA(X)=dAN, i en la configuracié actual,

da(x,t) = dan, estan relacionats per da=|[F|-dA-F~' (vegeu I'equaci6 (2.59)) i

derivant 'expressié esmentada:

—(da)— QF\ dA - F‘l} Il . F+|F- dAd( =
HF_‘ L,_/
F[V-v F 1
=(V-v)F| dA-F"' -|F| dA - F " - 1>
da da

(2.109)

%(da)=(V-v)da—da-t=da-((v-v)1—z)

on s’han considerat les equacions (2.103) i (2.107).
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X3, X3

dA =dAN da=dan

Figura 2-25 — Variaci6 del diferencial d’area

2.15 Moviments i deformacions en
coordenades cilindriques i esféeriques

Les expressions i equacions obtingudes en notaci6 intrinseca o compacta sén
independents del sistema de coordenades considerat. Tanmateix, les
expressions en components depenen del sistema de coordenades en que es
treballi. A més del sistema de coordenades cartesid, en el qual s’ha treballat en els
apartats anteriors, considerarem ara dos sistemes de coordenades curvilinies
ortogonals: coordenades cilindriques 1 coordenades esferiques.

Obsetvaci6 2-23

Un sistema de coordenades curvilinies ortogonals (denominades
genéricament {a,b,c}, ve caracteritzat per la seva base fisica

sén ortogonals entre si (€, €, =€,-€.=¢,-€, =0), tal com passa

{6,.6,,8,} unitaria (

e,|=[€,[=[e.]=1) els components del qual
amb un sistema cartesia. La diferencia fonamental és que l'orientacié
de la base curvilinia va canviant en cada punt de lespai
(e, =¢,(x) me{a,b,c}). Aixi doncs, als efectes que ens interessen
aqui, podem considerar un sistema de coordenades curvilinies

ortogonals com un sistena de coordenades cartesia mobil {x, y’,z"} associat

ala base curvilinia {e,,é,,é.} (vegeu la Figura 2-20).

Obsetvaci6 2-24

Els components, d’'una certa magnitud de caracter vectorial (v) o
tensorial (T) en el sistema de coordenades curvilinies ortogonals
{a,b,c}, es podran obtenir com els seus components respectins en el sistena

cartesid local {x',y’,z"} :

v Vi

a Taa ac TX X Xy Xz
V=V, (S9Vy T=|T, T, Ty |=|Ty Ty Ty
Ve vy Tca ch ch Tz'x’ zy 727
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Obsetvacio 2-25

Els components curvilinis dels operadors diferencials ("'operador V i
els seus detivats) #o son ignals als seus components en el sistema
coordenat local {x’,y’,z"} 1 shan d'obtenir especificament per a cada cas. El

seu valor per a coordenades cilindriques i esferiques es proporciona a
Iapartat corresponent.

2.15.1 Coordenades cilindriques

La posici6 dun cert punt a lespai es pot definir mitjancant les seves
coordenades cilindriques {r,0,z} (vegeu la Figura 2-26). En la figura
esmentada es presenta també la base fisica ortonormal @,,&,,&,. Aquesta base
canvia en cada punt de I'espai d’acord amb:

=& (2.110)

x=rcosf
x(r,0,z) =4y =rsenf

z=2Z

»

En la Figura 2-27 es presenta I'element diferencial corresponent.

Figura 2-26 — Coordenades cilindriques

dV =rdOdr dz

dz

Figura 2-27 — Element diferencial en coordenades cilindriques

Les expressions en coordenades cilindriques d’alguns dels elements tractats en
aquest capitol son:
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¢ Operador nabla

V:ié+18A 0 . 10
or " roo 0z °© r 00

e Vector de desplagaments u i vector velocitat v

uV

u=u,é, +Uu,e,+u.é, Su=|u,

V=v,e, +Vvee, +v e, =u=|v,

_Vz -
e Tensor infinitesimal de deformacio €
Evy er}/ €y &
- Huevl+uevll= =
8_5 " Tlu =€y &y &y |56
gx'z' gy’z/ 82'2’ t‘L"rz
£ = au” = l% + i £ = auz
T or 090 = 9z
1[1 du, Jdu, ug} 1{0u, Ou,
€9=—| ottt -0 £, =— —=
2lr 00 or r 2l 0z  or
e = (%  10u.
2l 9z r 00

——eyt+t—e, = V=[——

2.111)

2.112)

(2.113)

(2.114)

En la Figura 2-27 es presenten els components de € sobre I'element diferencial

corresponent.

e Tensor velocitat de deformacio d

deo dy, d.. d

1 xx Xy Xz "
d= 5{[v QV]+[vev] }E dy dy d.|=|d,
dx £ dy 7’ dZ 4 drz
av lovy, v ov
d. =—" d, =—-0_,"r _9v:
rr ar 00 r ae , 2 a -

1 [1 ov, OV, V, } 1(dv, ov,
r6=7 — = drzzi +
2lr 00 or r 2l 9z  or

1(odv, 1ov
d, =—| 204 """z
& 2(az+r86)

(2.115)
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2.15.2 Coordenades esferiques
Un punt de Pespai esta definit per les seves coordenades esferiques {r,0,0}.

Lini? coordenades ¢ i A x=rsen6 cos¢

\d ¥ x=x(r,9,q))s y=rsend sen¢

z=rcosO

Linia coordenada 0
N
Figura 2-28 — Coordenades esfériques
En la Figura 2-28 es presenta la base fisica ortonormal ¢€,,&,,€,. Aquesta base

canvia en cada punt de 'espai d’acord amb el seglient:

0é 0é, e,
r_e o _ & 9 2.116
00 " 20 e 3110
e Operador nabla
S
de oe 0e ara
e
V= €, +l&+ 1 7¢:>VE 17 (2117)
or r 00 rsenf 0¢ r 06
)
| 7sen® 0¢ |
e Vector de desplagaments u i vector velocitat v
o]
u=u,e, +uue, tue, >u=|u, (2.118)
LYo
o
V=V,8, + Vo€ + V.8 Du=|v,
Vo (2.119)
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e Tensor infinitesimal de deformacio6 €

1 gx/xl € Xy € Xz € rr € ro € ro
s:E{[u ®V]+[u®V]T}E Evy Eyy Epr |Z| € Egg  Egy
gx/z' Ey'z' gzlz' £r¢ £9¢ £¢¢
du, 1du, wu,
€ == 8992774-
or r oo r
du
Ego = ! 0 B0 gotg 4 (2120
r senf 0¢ r r
. 0 Ju. du, U
gr(,:l{l r+%_us} LM Tl Te
2lr 06 or r 2| rsenf d¢  or r
) du, u
Eas b dug +1—"’——¢cot¢
2| rsenf d¢p r 060  r

En la Figura 2-29 es presenten els components de € sobre I'element diferencial
cortesponent.

e Tensor velocitat de deformacio d

1 dx'x' dx'y' dx'z' drr dV9 d"¢
d =5{[v OVI+[vevl|=|d., d, d.|=|d, dy dy
dx/z' dylz ! dZ 4 re de(b d¢'¢
drr =avr 06 =l%+V’
or rado r
ov
w0 = ! —d’+v—9cot¢+ AL @121)
rsenf 09 r r
ov, Vv
) 21{1av, +a"6_"6} d, =t ! v,  No Vo
2\r 060  or r 2| rsenf d¢  or r
1 1 ov, 10v, Vv
d. = SOyt 0 ot
w Z{rsene 00 r 30 r ¢

do 2

Figura 2-29 — Element diferencial en coordenades esfériques






NOTACIO

Aqui es fa servir la
notacié simplificada:

ou,; ret

oX .

J

0]

3 Equacions de
compatibilitat

3.1 Introduccio

Donat un camp de desplagaments U(X,#) suficientment regular, sempre és
possible trobar el camp de deformacions corresponent (per exemple, el de
Green-Lagrange) mitjancant derivacié d’aquest respecte a les coordenades (en
aquest cas materials):

~ l(aU,. Lo, L au, 6Ukj"0f1

== -, +U, +UU,,) i3 (30
2lex, ax, ox, ax,) 2

En cas de deformacions infinitesimals, donat el camp de desplacaments u(x,?),

el camp de deformacions s'obté de la manera seglient:

1( Ou; auj not |
= et — | =—\u,  +u,.) i,je{l23 3.2
b 2{6@ or, J 2(""’ ) 7€ 023) 42

Es pot plantejar la pregunta en forma inversa, és a dir: donat un camp de
deformacions s(x,t), és possible trobar un camp de desplagaments u(x,t) de
manera que g(x,7) sigui el seu tensor infinitesimal de deformacié? Aixd no
sempre és possible 1 la resposta la proporcionen les equacions de compatibilitat.
L'expressié (3.2) constitueix un sistema de 6 (per la simetria) equacions
diferencials en  derivades  parcials (EDP) amb 3  incognites
u(X,t), uy(X,t), us(X,t). Aquest sistema esta sobredeterminat, ja que existeixen
més condicions que incognites i pot no tenir solucié.

Per tant, per tal que un tensor simeétric de segon ordre s(x,t) correspongui a
un tensor de deformacions (i que, per tant, sigui integrable i existeixi un camp
de desplacaments del qual provingui) cal que verifiqui unes determinades
condicions. Aquestes condicions s’anomenen condicions o equacions de
compatibilitat i garanteixen la continuitat del medi continu durant el procés de
deformaci6 (vegeu la Figura 3-1).

1 | 8|7 E(X,/ 1—‘ 8 7
9
2 | 9|6 2
6
3 | 4 |5 3 4 5

Figura 3-1 — Camp de deformacions no compatible
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3 Equacions de compatibilitat

Definicio

Condicions de compatibilitat: Son les condicions que ha de verificar un
tensor simetric de segon ordre perqué pugui ser un tensor de
deformaci6 i que, per tant, existeixi un camp de desplagaments del
qual provingui.

Obsetrvaci6 3-1

Observeu que per definir un tensor de deformacié no es poden
escriure de forma arbitraria els 6 components d'un tensor simetric. Cal
que aquests verifiquin les condicions de compatibilitat.

Observacio 3-2

Donat un camp de desplagaments, sempre podem obtenir, per
derivacid, un tensor de deformacié associat a aquest que verificara
automaticament les condicions de compatibilitat. Aixi doncs, en
aquest cas no té sentit la verificaci6 d'aquestes condicions.

3.2 Exemple preliminar: equacions de
compatibilitat d'un camp vectorial
potencial

Donat un camp vectorial v(x,t), es diu que és un camp potencial si existeix una
funci6 escalar ¢(x,¢) (anomenada funcié potencial) de manera que el seu

gradient sigui v(x,7), és a dir:

v(x, 1)=Vo(x, t)

v.(x,1)= %"f’) ie {123}

i

(3.3)

Per tant, donada una funcié escalar ¢(x,7) (continua), sempre és possible
definir un camp vectorial potencial V(X,t) del qual aquella sigui el potencial
d'acord amb l'equaci6 (3.3).

La qiiesti6 que es planteja ara és la inversa: donat un camp vectorial v(x,z),
existeix una funcié escalar ¢(x,7) tal que V@(x,7)=v(x,7)? En components,
aixo s'escriu de la manera seglient:
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RECORDATORI

El teorema de Schwartz
(igualtat de derivades
creuades) garanteix que
per a una funcié

continua i amb
derivades continues es
compleix:

o’0  O’D
Ox;0x;  Ox;0x;
Vi, j

VX_@ f X—a(b_

ox X

o ¢
Yy T U T (34)
VZZ@ = Vz—@zo

Oz 0z

L’equacié (3.4) és un sistema I’EDP amb 3 equacions i amb 1 incognita
(0(x,1)), per la qual cosa esta sobredeterminat i pot no tenir solucio.

Derivant una vegada les expressions (3.4) respecte a (x, y,z) s’obté el seglient:

ov, 0% o, 2% o, 9%

ox  ox? oy oxdy o ooz
>, _Fe o, _de o o .
ox  Oyox o o’ 0z oyoz '
v, 2% v, % v, 2%

ox  azox oy oy oz ot

L'equacié (3.5) representa un sistema de 9 eguacions. Considerant el teorema de
Schwartz, es pot veure que en aquestes 9 equacions intervenen 6 funcions
(derivades segones) diferents de la incognita ¢, és a dir:

%o
T oxdy’ oxoz’ Oyoz

82¢ 624) 62d) 624) 624)

an? oy’ Tz’

(3.6)

Per aquest motiu les podem eliminar del sistema original (3.5) i establir 3
relacions, denominades condicions de compatibilitat, entre les derivades
parcials primeres dels components de v(x,7).

Per tant, perque existeixi una funcié escalar (I)(x,t) tal que V¢(x,t): v(x,t), el

camp vectorial v(x,7) ha de verificar les equacions de compatibilitat segiients:

ov, ov def

7y_ x:():Sz

A Z=0=S,; onS=1S, =i 2 2Erotv:va (3.7
0z  Ox ’ Sy ox oy oz

oy Oz

En conseqiiencia, de l'equacié (3.7), les equacions de compatibilitat es poden
escriure com:

Equacions de compatibilitat Vxv=0

d —{ov. Ov. )
un cz.imp ' ov; OV _ 0 ijell23) (3.8

vectorial potencial ox; 0x,
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RECORDATORI

Un teorema de la
geometria diferencial
estableix que la
divergencia del
rotacional de gualsevol
camp ¢és nul‘la:

V- [Vx(e)]=0

Obsetvaci6 3-3

Les 3 equacions de compatibilitat (3.7) o (3.8) no s6n independents
entre si i es pot establir una relacié funcional entre elles. En efecte,
aplicant la condici6 que la divergéncia del rotacional d'un camp
vectotial és nul'la, s'obté el segiient:

V- (Vxv)=0

3.3 Condicions de compatibilitat per a les
deformacions infinitesimals

Sigui el camp de deformacions infinitesimals &(x,7) de components:

1{0u, ou;) 1 .
gij =5(§ +a—)ch= E(ui’j + uj’,.) INAS {1,2,3} (39)

que es pot descriure matricialment mitjangant:

ow 1fQu du) 10w, ou)
ox 2 dy  ox | 2| d9z  ox
SXX SX gxz
El=le. e e |-| x 9, 1f9u, | O, 3.10
v dy 2\ 9z oy .10
gxz Eyz gzz au
(simetric) X —=
0z

A causa de la simetria de l'equacié (3.10) només s'obtenen 6 equacions
diferents:

)
gxx_%=0 €, _l aux +& =0
ox 7oo2l dy ox
ou, 1(0u, Ou
——:0 —— X = =0 .
Ew dy b 2( oz ’ axJ G.1D
du 1{9u, ou
s Sy B B Z =0
= 7%, € z[ = ayJ

L'equacié (3.11) és un sistema de 6 EDP amb 3 incognites, que sén els
components del vector de desplacaments u(x,#). En general, aquest problema
no tindra solucié llevat que es verifiquin determinades condicions de
compatibilitat. Per obtenir aquestes condicions es deriven dues vegades les
equacions (3.11) respecte a les coordenades espacials i s'obté el seglient:
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62(8W _ au,\’ j
T Ox

= 6equacions
ox*,0y*,0z°, oxy, Oxz,0yz d
: (3.12)
ou
82 £, _l 7"'_1_%
o200z oy ]
RPN = 6equacions
0x°,0y°,0z",0xy,0xz,0yz
que proporcionen un total de 36 equacions.
e, Ou, o, 1 du, N o’u,
or o x> 2| azox®  oyox?
D%, du e, 1 Pu, &u
xxo_ X — + z
oy’ oxoy® o 2| ez0° oy
e,  du, o, 1(0%u, &,
ozt oxoz? ozt 2| o oyer?
D% du e, 1( u,
oo = +—=| (.13
Ox0y  Ox 0Oy Ox0y 2\ 0zOx0y Oy~ Ox
o,  u, Oe. _1(0u, = ou,
oxoz  oxoz axaz 2 6226x ayaxaz
O’e.,  u,
0y0z  Ox0yOz 8226y 6y 82
\—W——J
(perae ¢ ,,&. =18equacions) (perae, ¢, ¢, =18equacions)

En aquestes 36 equacions intervenen totes les ferceres derivades possibles de cada
component dels desplacaments u ,u,y u,. Es tracta, per tant, de 30

derivades diferents:

ou, .
— 5 — 5 — 5 = 10 derivades
ox’, 0x"y, 0x"z,0y”, Oy™x,0y°z, 0z, 0z"x, Oz" y, Oxyz
o'u, 10 derivad
= erivades
ox’, ox’y, 0x’z, 0y°, 0y’x, 0y’z, 0z°, 0z°x, 0z° y, Oxyz 3.14)
3
ou. = 10 derivades

ox®, ox*y, ox’z, 0y°, Oy’x, Oy’z, 0z°, 0z°x, 0z° y, Oxyz

que constitueixen les 30 incognites del sistema de 36 equacions

o o 1...36
, n=1..
! 0Ox ;0x,,0x; Ox;0x, (3.15)
| —
30
definit a (3.13).
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Per tant, d'aquest sistema es poden eliminar les 30 incognites derivades dels
3
i

desplagaments i s’obtenen 6 equacions, en les quals no apareixeran

x ;0 0x,
aquestes terceres derivades, on intervindran les 27 segones derivades del tensor de
2
i
0x,0x;

deformacions . Després de les operacions algebraiques corresponents,

aquestes equacions queden de la segiient manera:

def 9%¢ , 2 o’
o = 2”+a€2”—2 = =)
0z dy dyoz
def 2 2 2
L d 8222 +3 8;( _28 £ _p
ax* oz 0z
Equacions Z o, azg}’y -2 azgxy -0
T ox’ oxdy
de - def 9 2822 0 aEyZ agv agxy (31 6)
compatibilitat S, =- oy +$ » + a)'} == 0
Srz d;f_ 828W +i aﬁ'yz _ az‘;'xz + a&'xy _o
) oxdz dy| ox dy oz
“ %, 9 e, de. 0, o
yz ayaZ ox ox ay oz

que constitueixen /s equacions de compatibilitat per al tensor infinitesimal de deformacid
€. L'expressié compacta cotrresponent a les 6 equacions (3.16) és:

Equacions de compatibilitat
per al tensor infinitesimal — S =Vx(exV)=0 (3.17)

de deformacid

Observacio 3-4

Les 6 equacions (3.16) no sén funcionalment independents i,
aprofitant de nou el fet que la divergencia del rotacional d'un camp és
intrinsecament nulla, es poden establir entre elles les relacions
funcionals segtients:

s, 95, 9S_
+—+ =0
ox dy 0z
oS, oS, S,
V. S=V - (Vx(ExV)=0-{ -2+ 24+ 29
ox dy 0z

Una altra forma d'expressar les condicions de compatibilitat (3.16) és fent
servir l'operador de tres indexs denominat operador de permmutacio (e ):
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Obsetvaci6 3-5
L'operador de tres indexs denominat gperador permmutacid ve donat per:

0 —sialgun index es repeteix:(i=j o i=k o j=k)
eijk =< 1— sentit positiu (horari) d'indexs : ijk € {123, 231312}
- 1 — sentit negatiu (antihorari) d'indexs : ijk € {132, 321, 213}
1

En aquest cas les equacions de compatibilitat es poden escriure aixi:

\S,,m = CpyCuir iy = o\ (3.18)

Finalment, una altra expressi6 possible de les condicions de compatibilitat és:

i =0 ikl {123} (3.19)

€iw tEuy—Epy—¢€

Obsetvaci6 3-6

Ates que les equacions de compatibilitat (3.16) involucren només
derivades espacials segones dels components del tensor de
deformacié €(X,?), fot tensor de deformacid lineal (polindmic d'ordre 1)

respecte a les variables de /espai sera compatible i, per tant, integrable.
Com a cas particular, ot fensor de deformacid uniforme €(t) serd integrabl.

3.4 Integracié del camp de deformacions
infinitesimals

3.4.1 Formules preliminars

Sigui el tensor de rotacié Q(x,#) per al cas de deformacions infinitesimals
(vegeu el capitol 2, apartat 2.11.6):
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RECORDATORI

El tensor Q és
antisimetric
Q=
0 le - Q31
- Q12 0 Q23
Qy  —Qy 0

3 Equacions de compatibilitat

Q=%(u®V—V®u)

3.20)
1 ou. Ou; (
Q. == Pt i, € 1,2,3
Y Z(ij ax,,J Je 2.3
i el vector rotacié O(x,?), associat a aquest, definit com:
1 1 6, —Q,; - Qyz
ngrotungxuz 0, |=|-Q4 |=]-Q,, (3.21)
e3 _le - Qxy

Derivant el tensor de rotacié (3.20) respecte a la coordenada x, s'obté el

seglient:
. Ou, 0Q, . Ou;
Q -1 Qu, Ou;| 92 1 9 |ou Ou; (3.22)
72| ox; ox ox, 20x,|0x; ox
. . ., 1 %u, . vy
Sumant i restant en l'equaci6 (3.22) el terme — i reordenant s'obté el
2 0x,0x
seglient:
99 10 du O 1w 10w
ox, 20x,|dx;, dx; | 20x,0x; 20x0x;
o 1 0u;, Ou, 9 1(%u;, Ou, | 0e, O, (3.23)
ox; 2\ ox,  dx; | ox; 2| dx;  Ox; | Ox;  Ox
€ €
i

Jk

L'equacié (3.23) es pot fer servir ara per calcular les derivades cartesianes dels
components del vector velocitat de rotacid, 6(x,?), de l'equaci6 (3.21), i s’obté

el segiient:

90, 0Q _0g, B e,
ox ox dy 0z
0Q o de,
Vo, | The T (3.24)
dy dy dy oz
ai__aﬁyz B agzz B aﬁzy
0z 0z dy 0z
o, _ 0. . e
ox  ox oz ox
20 Q. de, e,
VO, it s (3.25)
dy dy 0z ox
90,  0Q.  de,. de,
0z 9z oz ox
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ox

Vo, —»
dy

30,

2,

%,

Xy

0Q B asxy de .

ox  ox ?
0Q, ode, O,
Ty ox oy
any agyz ot

(3.26)

NOTA

9z 9z ox Oy

Suposem ara que conecixem el vector de rotacié O(X,7) i, a través seu
mitjangant les equacions (3.21), el tensor de rotacié Q(x,7). Considerant el
tensor gradient dels desplacaments J(x,7) (vegeu el capitol 2, apartat 2.11.6) es

pot escriure el segiient:

J:L(X’t) =£+Q
ox
. . Ou; . Ou,
gy = L ou oy ) Mo M o) ijenay (2D
Poox, 2| ox; ox, | 2|ox; o o
& Q;

Finalment, escrivint de forma explicita els diversos components de l'equacié
(3.27) i tenint en compte l'equacié (3.21) s'obté el segiient:

D'acord amb l'equacié
(3.21), el tensor Q es pot
escriure com:

Q=
0 le _931
-Q, 0 Qy |=
Q}l _st 0
0 -0, 0,
0, 0 -6
-0, 0, 0

Jj=1 Jj=2 Jj=3

i=1: au"— - %z w ; ou, =¢_+6,

ox dy 0z

ou, ou ou, 308

) v _ v _ v .

1_2. ax —Exy+93 @— Wy aiz—eyz—el ( )
i=3 du, =€, -0, 9, =€, +6, 9, =€,

ox i ap 7 0z

3.4.2 Integracioé del camp de deformacions

Sigui €(x,7) el camp de deformacions infinitesimals que es vol integrar. Aquesta

operaci6 es fara en dos passos:

7) Utilitzant les expressions (3.24) a (3.20), s'integra el vector de rotacid O(X,t).

La integracid, respecte a l'espai, del vector de rotacié en les equacions
(3.24) a (3.26) portara a solucions del tipus:

0, =6, (x,y,2,0)+c,(1) i€ {123} (329

on les constants d'integracié, ¢;(f), que en general poden ser funcié del
temps, es poden determinar coneixent el valor (o l'evolucié al llarg del
temps) del vector de rotaci6 en algun punt del medi.
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NOTA

El tensor de rotacié de
solid rigid Q(t)
(antisimetric) es construeix
a partir del vector de

rotacié é(t) com:

Q=
0 le _Qn
-Q, 0 Q, |=
Q31 _923 0
0 -6,
6, 0 -6
-6, 6, 0

2) En un segon pas, coneguts ara el tensor de deformacié infinitesimal €(x,7)1 el
vector de rotacié O(X,?), s'integra el camp de desplacaments u(x,t) fent servir el
sistema ’EDP de primer ordre (3.28) i s’obté el segiient:

u, =1, (x,y,z,t)+c,(t) i€ {123} (3.30)

Novament, les constants d'integracié c¢/(f) que apateixen en l'equacié
(3.30), que en general seran funcié del temps, es determinaran coneixent el
valor (o l'evolucié al llarg del temps) dels desplacaments en algun punt de
l'espai.

Obsetrvacio 3-7

Els processos d'integracié dels passos 1) i 2) impliquen integrar
sistemes d’EDP de primer ordre. Si es compleixen les equacions de
compatibilitat (3.16), aquests sistemes seran integrables (sense portar a
contradiccions en la seva integracid) i permetran, finalment, obtenir el
camp de desplagaments.

Observacio 3-8

L'aparicié de les constants d'integracié en les equacions (3.29) i (3.30)
posa de manifest que un tensor de deformaci6 integrable, €(x,?),

determina el moviment en cada instant de temps llevat d’una rotacié
o

.
¢(t) = 0(¢) i una translacié ¢’(¢)

Zaa):
8(x,7) = 0(x,7) + 6(1)
u(x,?) =u(x,?) + a(r)

e(x,1) — {

A partir d’aquesta rotacié 0(f) i translacié6 u(f) uniformes, es pot
construir el camp de desplacaments seglient:

(%0 = Q)X +a0) | (= u ®V=0Q)

que es denomina moviment de sokd rigid. En efecte, la deformacié
associada al desplagament esmentat és nul-la:
e (x,0)=Vu" =1(u* ®V+VRu") =1(fz+sz) =0
2 2 "‘5

tal com correspon al concepte de solid rigid (sense deformacié). Per
tant, es pot concloure que ¢ camp de deformacid compatible determina els
desplagaments del medi continn levat nn desplacament de solid rigid, el qual s’ha
de determinar amb les condicions de contorn apropiades.
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Exemple 3-1
Per a un cert moviment, el tensor de deformacid infinitesimal 1€ el valor segient:

8x Y E)cz

9 9
£(x,1)= —% x 0
Exzz 0 x°

Obtenin el vector de desplagaments W(X,t)7 el tensor de rotacid Q(X,t) sabent que

(%, 1) 00y = 360,07y Q(x,)| 0.

x=(0,0,0)" —
1) Vector de rotacio

Plantejant els sistemes d'equacions(3.24) a (3.26), s'obté el segiient:

00, 00 00
—1=0 ; —=0 ; —=0 =0, =C(
ox dy 0z 1 =G0
20 20 00
2=3xz ; —%=0 ; —2=—3x2 :>62=—éxzz+C2(t)
ox dy 0z 2 2
20 ) 09
—=0 ; @, 3 ; —=0 :>63=éy+C3(t)
ox dy 2 0z 2
Les constants d'integraci6  C,(f) es determinen imposant que

Q(X,1) |- 0,007 =0 @, per tant, el vector de rotacié O(x,?) | =0.00y =0) i s’obté

el segiient:

0

C()=C,()=C;()=0 = 6(x)= _%xzz

=)
i el tensor de rotacid és:
0 —éy —éxzz
0 -6, 6, ; 2 2
Q(x)=| 0, 0 -0, |= Ey 0 0
-0 0 0
: : %xzz 0 0

2) Vector de desplacaments

Plantejant, i integrant, els sistemes d'equacions (3.28) s’obté:

aAsz ; aAz—Zy ; aul:O = u, =4x*-y* +C,(¥)
ox ay 0z

ou, ou, ou, ;

—= ; ——=x 3 —=0 = u,=xp+C,(t

E y ) % 2 =xy+C,(0)

) ) 0 :

U3 _3x2z ; e Y LR N U, =x°z+ Gy (¢)

ox dy © oz
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iimposant que u(X,?)|,_ 00 = {31,0,0}" :
4x? —y* +3¢
C(=3t ; CGO=CGO=0 = uXxn= xy
X’z

3.5 Equacions de compatibilitat i integracio
del tensor velocitat de deformacié

Tenint en compte les definicions dels tensors de deformacié infinitesimal € del
tensor de rotacié Q i del vector de rotacié 0, hi ha una clara correspondencia
entre aquestes magnituds i @) el tensor velocitat de deformacié d, 4) el tensor
velocitat de rotaci6 w (o tensor spin) i ¢) el vector velocitat de rotacié6 ®
donats al capitol 2. Les correspondéncies esmentades es poden establir de la
seglient manera:

u v
£(u) d(v)
1(0u, ou;, ) € 1{ov, ov,
g, =—| — +—= d,=—| —+—
20 ox;,  ox o2l ox,  ox
(3.31)
Q _l aui _% W _l aVi _aV./
) ox; ox; ) ox; ox;
elexu a)=lV><v
2 2

Es evident, llavors, que el concepte de compatibilitat d'un camp de
deformacions € introduit a l'apartat 3.1 es pot estendre, en virtut de la
cotrespondencia (3.31), a la compatibilitat d'un camp de velocitat de
deformacio d(x,?).

Per integrar aquest camp es podra fer servir el mateix procediment vist a
'apartat 3.4.2, substituint € per d, u per v, Q per w i 0 per . Certament,
aquesta integracié només es podra dur a terme si es compleixen les equacions
de compatibilitat (3.16) en els components de d(X,?).

Obsetvaci6 3-9

Les equacions de compatibilitat resultants i el procés d'integracié del

tensor velocitat de deformacié d(X,f) no estan, en aquest cas,
restringits al cas de deformaci6 infinitesimal.
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4.1 Forces massiques i superficials

Considerarem que les forces que poden actuar sobre un medi continu poden
ser de dos tipus: forces massiques 1 forces de superficie (o supetficials).

4.1.1 Forces massiques

Definici6

Forces massiques: son les forces que s’exerceixen a distancia sobre
les particules de l'interior del medi continu. Exemples d’aquest
tipus de forces son les forces gravitatories, les inercials o les
d’atraccié magnetica.

df, =pbdV

Figura 4-1 — Forces massiques en el medi continu

Sigui b(x,t) la descripci6 espacial del camp vectorial forces massigues per unitat de
massa. Multiplicant el vector de forces massigues b(x,t) per la densitat p, s’obté el
vector de forces massiques per unitat de volum pb(x,t) (densitat de forces
massigues). La resultant total, f,, de les forces massiques sobre el volum

material V' de la Figura 4-1 sera la segtient:
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Observacio 4-1

En la definicié de les forces de volum donada a (4.1), s’accepta
implicitament lexistencia del vector pb(x,t) de densitat de forces
massiques. Aixo suposa que, donada una seqiiéncia arbitraria de
volums AV; que contenen la particula P i la seqiiencia corresponent

de forces massiques f,, , existeix el limit pb(x,t)= lim <5 1, 2 més,
‘ AV—0 i

és independent de la seqiiéncia de volums considerada.

Exemple 4-1 Per a un medi continn, de volum V', situat a la superficie terrestre, obtenin
el valor de la resultant de les forces massiques en funcid de la constant gravitatoria g .

Figura 4-2 — Camp gravitacional

Suposant un sistema d’eixos cartesians (vegeu la Figura 4-2) tal que l'eix x;
tingui la direccié de la vertical des del centre de la terra, el camp vectorial
b(x,?) de les forces gravitatories per unitat de massa és:

0
b(x,7)=| 0
-8
i el valor de les forces massiques es pot calcular com:
0
f, = [pb(x.0)dV = 0
v

_J.Vpng
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TERMINOLOGIA

En la bibliografia, se sol
denominar vector de
traccid el vector de
forces supetficials per
unitat de superficie ¢,
encara que aquest
concepte es pot
estendre a punts de
linterior del medi
continu.

4.1.2 Forces superficials

Definicié

Forces superficials: forces que actuen sobre el contorn del volum material
considerat. Es poden considerar produides per les accions de contacte
de les particules situades en el contorn del medi amb lexterior
d’aquest.

Sigui t(x,t) la descripcié espacial del camp vectorial de forces superficials per

unitat de superficie en el medi continu de la Figura 4-3. La forca resultant sobre
un element diferencial de superficie dS sera t-dS i la resultant total de les
forces de superficie actuant en el contorn dV del volum ¥V es podra escriure

com segueix:

f,= t(x, t)dS 4.2)

Figura 4-3 — Forces superficials

Obsetvaci6 4-2

En la definicié de les forces de superficie donada a (4.2) es considera
implicitament P'existencia del vector de forces supetficials per unitat
de superficie t(x,7) (vector de tracci6). En altres paraules, si es
considera una seqiiencia de supetficies AS,, totes contenint el punt P,
i les forces superficials f,g corresponents (vegeu la Figura 4-4), se

fas;

suposa que existeix el limit t(x,r)= lim 5 1 que aquest és
AS,—0

independent de la seqtiéncia de superficies escollida.
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AS| s
ASZ ’fASZ

AS3 ’ fAS3

Figura 4-4 — Vector de traccié

4.2 Postulats de Cauchy

Considerem un medi continu sobre el qual actuen les forces massiques i
supetficials corresponents (vegeu la Figura 4-5). Considerem també una
particula P de I'interior del medi continu i una superficie arbitraria, que passa
pel punt P i de normal unitaria n en aquest punt, que divideix el medi continu
en dues parts (volums materials). A la superficie de tall considerada ara com a
part del contorn de cada un d’aquests volums materials actuaran les forces
superficials produides pel contacte entre els dos.

Sigui t el vector de traccié que actua en el punt P considerat com a part del
contorn del primer d’aquests volums materials. En principi aquest vector de
traccié (definit ara en un punt material de Iinterior del medi continu original)
dependra:

1) de quina sigui la particula considerada,
2) de l'orientacié de la superficie (definida a través de la normal n) i

3) de quina sigui la mateixa superficie de tall.

El postulat segtient el fa independent d’aquesta tltima condicio:

Figura 4-5 — Postulats de Cauchy
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RECORDATORI

Un postulat és un
ingredient fonamental
d’una teoria que es
formula com a principi
d’aquesta i que, com a
tal, no admet
demostracio.

Obsetvaci6 4-3

1r postulat de Canchy. El vector de traccié que actua en un punt material
P d’'un medi continu segons un pla de normal unitaria n depen

unicament del punt P ide la normaln m

Y, t(P,n)

Obsetvaci6 4-4

Sigui una particula P d'un medi continu i considerem diferents
supetficies que passen pel punt P de manera que totes tenen el mateix
vector normal n en el punt esmentat. D’acord amb el postulat de
Cauchy, els vectors de tracci6 en el punt P, segons cada una
d’aquestes supetficies, coincideixen. Al contrari, si la normal a les
supetficies a P és diferent, els vectors de traccié corresponents ja no

coincideixen (Figura 4-0).

Figura 4-6 — Vector de traccié en un punt segons diferents superficies

Observacio6 4-5

2n postulat de Canchy - Principi d'accid i reaccid: El vector de traccions en
un punt P d’un medi continu, segons un pla de normal unitaria n , és
igual i de sentit contrati al vector de traccions en el mateix punt P
segons un pla de normal unitaria —n en el mateix punt (vegeu la

Figura 4-5):

t(P.n)=~t(P.n)|
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4 Tensi

4.3 Tensor de tensions

4.3.1 Preliminars: aplicacié de la 2a llei de Newton a un medi
continu

Considerem un sistema discret de particules en moviment, tal que una particula
generica i d’aquest té una massa m,, una velocitat v, i una acceleracié

a; =7i. Sobre cada particula i actua, a més, una forca f; que es relaciona
t

amb la seva acceleracié a través de la segona llei de Newton
f,=ma, (4.3)

ila resultant R de les forces que actuen sobre totes les particules del sistema
resulta ser:

R=Yf, =3 ma, (4.4)

Els conceptes anteriors es poden generalitzar per al cas de medis continus
entesos com a sistemes discrets constituits per un nombre infinit de particules.
En aquest cas P'aplicacié de la segona llei de Newton a un medi continu de
massa total M , sobre el qual actuen unes forces exteriors caracteritzades pel
vector de densitat de forces massiques pb(x,?) 1 el vector de traccié t(x,t), les
particules del qual tenen una acceleracié a(x,f) i que ocupa en linstant ¢ el

volum d’espai V, s’escriu:

R=[pbar+ [tds =[adm =[padV
v,

f v, M pdV v,
O p 4.5)
Resultant de Resultant de
les forces les forces
massiques superficials

4.3.2 Tensor de tensions

Considerem ara el cas particular de volum material constituit per un tetraedre
clemental situat al voltant d’una particula arbitraria P de Iinterior del medi
continu, orientat segons es mostra a la Figura 4-7. Sense pérdua de generalitat
es pot situar I'origen de coordenades a P.

El tetraedre té un vertex en P 1 les seves cares queden definides mitjangant un
pla de normal n={n,,n,,n,} que intersecta amb els plans coordenats definint
una superficie genérica d’area S (la base del tetraedre) a una distancia A
(laltura del tetraedre) del punt P. Al seu torn, els plans coordenats defineixen
les altres cates del tetraedre d’arees S;, S, 1 §; amb normals (cap a fora) —e,,
—e, i —e,, respectivament. Per consideracions geomeétriques es poden establir

les relacions segiients:
S=mS S,=n,8 S§;=n8 (4.6)

En la Figura 4-8, s’introdueix la notacié per als vectors de traccié a cada una de
les cares del tetraedre considerat i associats a les normals corresponents.
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N

ABC =S
BPC=S,=nS
N

APC =S, =n,S
N

APB =S, =n,S

=1 !
n=1\n,,n,,n,

PP’ //n
P
ABC =S = area de la base del tetraedre

‘ﬁ‘ = h = altura del tetraedre

V= %S h = volum del tetraedre

Figura 4-8 — Vectors de tracci6 en el tetraedre elemental

Pel segon postulat de Cauchy (vegeu I’'Observacié 4-5) el vector de traccid
sobre un punt generic X d’una de les superficies S; (de normal cap a fora —@;)

es pot escriure

t(x-8,) = —t(x,8,) =tV (x) ie{l23} .7)

Observacio 4-6

Teorema del valor witia: Donada una funcié (escalar, vectorial o
tensotial) continna a lintetior d'un domini (compacte), la funcié
assoleix el seu valor mitja a /znterior del domini esmentat.

En termes matematics:

Donada f(x) continua en Q, Ix e ‘ J.f(x)dQ =Q0- f(x*)
H—/
e Valor
mitja
de fenQ
En la Figura 4-9 es pot veure la interpretacié grafica del teorema del
valor mitja en una dimensioé.
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£6)= = [ fxyde
AR o

f() %

ik

*
X
I

Figura 4-9 — Teorema del valor mitja

En virtut del teorema del valor mitja el camp vectorial t(x), que se suposa
continu en el domini §;, assoleix el seu valor mitja a l'interior d’aquest. Sigui
le €S, el punt on sarriba del valor mitja i t* =t (X:,) el valor mitja
esmentat. De forma analoga, siguin t =t(x§), p’b" =p(x,)b(x,) i
* ok * * ..

pa =p(x,)a(x,) cls valors mitjans corresponents dels camps: vector de
traccié t(x) en S, densitat de forces massiques pb(x) i d’acceleracié pa(x),
els quals, de nou, en virtut del teorema del valor mitja, s’assoleixen en els
punts, x.€S i X,€V de linterior dels dominis corresponents. En
conseqiencia es pot escriure:

j tO(x)dS=t?" .5, ie {123}

S,

[txyds=t"-s
N

(4.8)
[px)b)dV =p'p" -V
v
[px)a(x)dr =pa”-v
v
Aplicant ara equacié (4.5) al tetraedre considerat, es tindra el segiient:
[pbav +[tds+ [tdS+ [tds+ [tds=
4 s 5, s, s,
4.9)

=jpde+jtdS+j(—t<“)éls+ [(t®)ds + [(~tD)ds =[padV
Vv N

N N S. Vv

1 2 3

on s’ha tingut en compte lequacié (4.7). Substituint I'equacié (4.8) en
Pexpressio (4.9), aquesta es pot escriure en termes dels valors mitjans com a:

P bVt S—tWs —t@ 5, O, =pTa"y (4.10)
Substituint ara 'equaci6 (4.0) i expressant el volum total de la piramide com a

V= %S h Pequaci6 (4.10), es pot escriure com segueix:
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lp* b hS+'S—tVn 5~ ?n,s —t(3)*n3S=lp* a hS=
3 ’ (4.11)
%p* b* h+t* —t(l)*nl _t(z)*nz _t(3)*n3 =%p* a* h

Lexpressi6 (4.11) és valida per a gualsevo/ tetraedre definit per un pla de normal
n situat a una distancia 4 del punt P. Si es considera ara un tetraedre

infinitesimal, al voltant del punt P, fent que tendeixi a zero el valor de ‘ﬁ‘ =h,

pero mantenint constant 'orientacié del pla (n = constant), en I'equacié (4.11)
es té que els dominis S;, § i V' collapsen en el punt P (vegeu la Figura 4-7),
amb la qual cosa els punts dels dominis respectius en els quals s’obtenen els
valors mitjans tendeixen també al punt P:

Xy o X, = fl’ng[t(”* (xs )] —tO(P) ie {123}

. ol % (4.12)
Xy = Xp :>€im[t (xs,n)]:t(P,n)
—0
i, a més,
vim| L0 b 1 |= find Lo"a"h|=0 4.13
h—0 3p " o0 3p - (4.13)

Prenent ara el limit de 'equacié (4.11) 1 substituint les (4.12) 1 (4.13) I'expressi6
(4.11), condueix a:

t(P,n)—tn, —tWn, —t¥n, =0 = t(P,n)-tn =0 (4.14)

El vector de traccions t") es pot escriure en funcié dels seus components
cartesians, vegeu la Figura 4-10, com segueix:

t0) =6, 8, +0,8, +0,,8, =0, (4.15)

i

Figura 4-10 — Descomposicié en components del vector de traccid t®)

Operaci6 que es pot fer en forma analoga pels vectors de traccié t i t

(vegeu la Figura 4-11):
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A3

Figura 4-11 — Vectors de traccié t@ ¢

t2) =5,,8, + 01,8, +0pé; =08, (4.16)
t®) =6,,8, + 01,8, + 0,6, =0,4.6, (4.17)
I per al cas general resulta:
t(P)=c,e,  ijell23) (4.18)
o, (P)=1"(P)  i,je{l23} 4.19)

Observacio 4-7
Observeu que en I'expressio (4.19) les funcions o sén funcions dels

(components dels) vectors de tracci6 1\ (P) sobre superfivies orientades

especificament al punt P. S’emfasitza, doncs, que les funcions esmen-
tades depenen del punt P, pero no de la normal n:

G, = G,.j(P)

Substituint 'equacié (4.19) en la (4.14):

t(Pn)=nt" =¢,(P,n)=n, 1" (P)=n;c,(P) i, je{l23} =
(4.20)
|t(P,n) =n ~0(P)I

on s’ha definit el zensor de tensions de Canchy o :

6=0,¢ ®¢, (4.21)
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Obsetvaci6 4-8

Observeu que Pexpressié (4.20) t(P,m)=n-o(P) és consistent amb

el primer postulat de Cauchy (vegeu I'Observaci6 4-3) i que el segon
postulat (Observaci6 4-5) es compleix a partir de:

}: t(P,n)=—t(P,—n)

t(P,n)=n~c
t(P,—n): -n-o

Obsetvaci6 4-9

D’acord amb les expressions (4.18) 1 (4.21) la construcci6 del tensor
de tensions de Cauchy es realitza a partir dels vectors de traccié
segons tres plans coordenats que passen pel punt P (vegeu la
Figura 4-12). Tanmateix, mitjancant 'equaci6 (4.20), s’observa que en
el tensor de tensions esmentat 6(P) es troba la informacié sobre els
vectors de traccié corresponents a gualsevol pla (identificat pel seu
normal n ) gue passi pel punt esmentat.

4.3.3 Representacio grafica de I’estat tensional en un punt

Es freqiient acudir a representacions grafiques del tensor de tensions basades
en paral-lelepipedes elementals al voltant de la particula considerada, amb cares
orientades segons ecls tres plans coordenats, i en el qual els vectors de traccid
corresponents es descomponen vectorialment en els seus components normal i
tangencial al pla d’acord amb les expressions (4.15) a (4.20) (vegeu la Figura
4-13)

4.3.3.1 Notacio cientifica

La representacié de la Figura 4-13 correspon al que es coneix com a notacid
centifica. En la notacié esmentada la matriu de components del tensor de
tensions s’escriu:

O;p O Op
O=|0y; Oy Opn (4.22)

G31 O3 O3
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i cada component 6 es pot caracteritzar en funcié dels seus subindexs com:

indica el pla d'actuacio
index i — . ,
(pla perpendicular a I'eix X, )

o. — 4.23
v indica la direcci6 de la tensio (4-23)

index j —

(direccid de I'eix xj)

x#
AO::
,.0s
0,4
31
23“ ;622
O, ‘ >
c511/ (O 0, X2

,{ — () P —

1 X

Figura 4-13 Representacié grafica del tensor de tensions (notacié cientifica)

4.3.3.2 Notaci6 en enginyeria

En notacié en enginyeria, els components del tensor de tensions de Cauchy
s’escriuen (vegeu la Figura 4-14):

6, T, T.
c=/t, 0, T, (4.24)
sz Tyz Gz

0, — Tensid normal actuant sobre el pla perpendicu lar a a

Tensid fangencial actuant sobre el pla perpendicu lar a I'eix a
en la direccio de 'eix b (4.25)

Ty —

Zz A
AC:
;sz
Tzl A o
,L.xz | yz > y
jx / & Txy Ty y

Figura 4-14 — Representaci6 grafica del tensor de tensions (notacié en enginyetia)
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NOTA

Es evident que valors
negatius dels
components del tensor
de tensions redundaran
en representacions
grafiques de signe
oposat al dels valors
positius indicats a les
figures.

4.3.3.3 Criteri de signes

Considerem un particula P del medi continu i un pla de normal n que passi
per (vegeu la Figura 4-15). El vector de tracci6 t corresponent es pot
descompondte en els seus components normal o, i tangencial 1,. El signe de

la projecci6 de t sobre n (o =t-n) defineix el caracter de #raccid (o, tendeix a
traccionar al pla) o compressio (o, tendeix a comprimir al pla) del component

normal.

> ( traccio

< 0 compressio

Figura 4-15 — Descomposici6 del vector de traccio

Aquest concepte es pot utilitzar per definir el signe dels components del tensor
de tensions. A aquests efectes en el parallelepipede elemental de la Figura 4-13
es distingeix entre cares vistes o positives (la normal cap a fora de la qual va en la
direccié positiva del vector de la base i que es veunen a la figura) i les restants
cares O cares oculfes 0 negatives.

El criteri de signes per a les cares vistes és el seglient:

) positives (+) = traccid
Tensions normals |0, 0 O

negatives (—) = compressio

_ _ positives (+) = sentit del'eix b
Tensions tangencials

=
IS)
>

negatives (—)=> sentit contraria l'eix b

D’acord amb aquests criteris els sentits de les tensions representats en la Figura
4-14 (sobre les cares vistes del paral-lelepipede) corresponen a valors positius
dels components del tensor de tensions respectius.
En virtut del principi d’accié i reaccié (t(P,n)=—t(P,—n)) i per a les cares
ocultes del parallelepipede, els valors positius esmentats dels components del
tensor de tensions suposen sentits contraris per a la seva representacié grafica
(vegeu la Figura 4-10).

2 A

T [} /{ Gx
Lo Ty
)
- -{’, VT
G -_/* \A= _
T, Vo
)i/;/t/d;r——‘czx y
zy” i
\J
X O,

Figura 4-16 — Tensions positives en els plans ocults
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4.4 Propietats del tensor de tensions
Considerem un volum material arbitrari ¥ d’un medi continu i sigui 0V el
contorn d’aquest volum material. Siguin b(x,) les forces massiques que actuen

en V isigui t'(x,7) el vector de traccié prescrit que actua sobre el contorn oV .
Siguin, finalment, a(x,#) el camp vectorial d’acceleracions de les particules 1
o(x,?) el camp tensorial de tensions de Cauchy (vegeu la Figura 4-17).

b(x,t) xelV
t'(x,7) xeoV

X
4.4.1 Equacié de Cauchy. Equacio d’equilibri intern

El tensor de tensions, les forces massiques i les acceleracions estan relacionades
b
per la denominada eguacid de Cauchy:

. V-c+pb=pa Vxe V
Equacié de
do;; . (4.206)
Cauchy e +pb; = pa, je{123}

Pexpressio explicita de la qual resulta, en la notacié utilitzada en enginyeria:

oo, 07, . or., b =

o 78y o PO, = pa,

ot oo, Ot

o 7y P 4 pb = (4.27)
x oy e TP

arxz +aTyz +aaz + b —

Ox oy oz 0= =

Si el sistema esta en equilibri Pacceleracié és nulla (a=0), Pexpressié (4.20)
queda:

y V.-c+pb=0 Vxe V
Equacio 9 408
diequilibriinten | = Lipb,=0  jef1,2,3} (+:28)
X;

que es coneix com Peguacid d'equilibri intern del medi continu.
La deduccié de les equacions de Cauchy es fa a partir de/ postulat de balang de la
guantitat de moviment que és objecte d’estudi en el capitol 5.



4 Tensio 97

4.4.2 Equacio d’equilibri en el contorn

L’equaci6 (4.20) es pot aplicar ara als punts del contorn considerant que el

vector de tracci6 és ara conegut en els punts esmentats (t=t"). El resultat és la
denominada equacid d'equilibri en el contorn:

(4.29)

en el contorn

Equacié dequilibri  [n(x,t)-o(x,t) =t (x,1) VxedV
-
n ooy =1 je{1,2,3}

4.4.3 Simetria del tensor de tensions de Cauchy

Mitjangant I'aplicacié del principi de balang del moment angular (vegeu el
capitol 5) es pot demostrar que el tensor de tensions de Cauchy és szwetric:
c=0"

4.30

Observacio 4-10

La simetria del tensor de tensions permet que les equacions de
Cauchy (4.28) i d’equilibti en el contorn (4.29) es puguin escriure,

respectivament, com:

V.-6+pb=6-V+pb=pa vxelV
1 py, =70 4 i ,je{1,2,3}
“+pb,=—"+pb,=pa, i,je{l,2,
o TPPI = T Pb =R, J
n-c=0-n=t(x,7) VxedV
n,6,;=0,n =l;(x,l) Vxe oV i,je {1,2,3}

Exemple 4-2 Uz medi continu es mon amb un camp de velocitats la descripcid espacial del
qrial és V(X,t) = [z, x, y]T . E/ tensor de tensions de Canchy és de la forma:

y gxzt) 0
o=|h(y) z(1+t) O
0 0 0
Determinen les funcions g, b i la forma espacial de les forces de volum b(X,t) que generen el
moviment.
Resolucio

Sabem que el tensor de tensions és simetric; per tant:

h(y)=C

-_— T =
o=0 = h(y)=g(xz1) = {g(x,z,t)zc

on C és una constant.

A més, la divergencia del tensor resulta ser nul-la:
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RECORDATORI

Un teorema de I'algebra
tensorial garanteix que
tot tensor de segon
ordre simétric
diagonalitza en una
base ortonormal i els
seus valors propis son
reals.

4 Tensio
a a2 a2 ¢ ¢
V.o=|— — —|-|C z1+n) 0|=[0 0 0]
ox dy Oz
0 0 0

pet tant, ’'equacié de Cauchy quedara:
V.-o+pb= pa}
= b

=a
V-o=0
i aplicant la férmula de la derivada material de la velocitat:
_a a—V+V Vv i=O
S dt o ot
d
0 [0 10
d
Vw=V®v=|—|z x y]=|0 0 1
dy
9 |1 00
0.
0 1 0]
a=V'Vv=[z X y]‘ 0 0 1=[y z x]
1 0 0]
= bxn=axn=ly z «I]

4.4.4 Diagonalitzacié. Tensions i direccions principals

Considerem el tensor de tensions 6. En tractar-se d’un tensor de segon ordre
simetric diagonalitza en una base ortonormal i els seus autovalors sén reals.
Considerem, doncs, la seva matriu de components a la base cartesiana (x,y,z)
de treball (vegeu la Figura 4-18):

o, T, T.
o=|t, O, T, (4.31)
T yz Gz

(x,.2)
En el sistema cartesia (x,)’,z)) en qué¢ o diagonalitza, la seva matriu de
components sera:

c, 0 O
c=(0 o, O (4.32)
0 0 6luya

Definicions

Direccions principals (de tensig): Les direccions, associades als eixos
(x,)",2), en les quals el tensor de tensions diagonalitza.

Tensions  principals:  Els  valors propis del tensor de tensions
(0,,6,,05). En general, se suposaran ordenades de la forma
{o,20,20,}.
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o

Figura 4-18 — Diagonalitzaci6 del tensor de tensions

Per obtenir les direccions i tensions principals, s’ha de plantejar el problema
d’autovalors associat al tensor 6. Es a dir, si A i v sén un autovalor i el seu
cotresponent autovectot, respectivament, es planteja:

c-v=Av=[o-A1]-v=0 (4.33)

perqueé la solucié d’aquest sistema sigui no trivial (diferent de v=0), el
determinant de (4.33) ha de ser igual a zero, ¢és a dir:

not
detfo-A 1] = |o-1 1=0 (4.34)
L’equaci6 (4.34) és una equaci6 polinomica de tercer grau en A . Sent el tensor
o simetric, les seves tres solucions (A, =0,,A, =0,,A; =0;) sén reals. Una
vegada trobats els autovalors i ordenats segons el criteri 6, 26, 20;, es pot

obtenir el vector propi v per a cada tensi6 o,, resolent el sistema (4.33):

6-c1]-v??=0 ie{1,23} (4.35)
que proporciona una solucié no trivial per als autovectors v, ortogonals
entre si, la qual, una vegada normalitzada, defineix els tres elements de la base
corresponents a les tres direccions principals.

Obsetrvaci6 4-11

D’acord amb la interpretacié grafica dels components del tensor de
tensions de l'apartat 4.3.3, sobre les cares del parallelepipede
elemental associat a les direccions principals de tensié no actuen més
que unes tensions normals que sén, precisament, les tensions

principals (vegeu la Figura 4-18).
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4.4.5 Tensié mitjana i pressié mitjana

Definici6

Tensid mitjana: Es €l valor mitja de les tensions principals.

1
O =§(01 +0, +03)

Observant la matriu de components del tensor de tensions en les direccions
principals (4.32), resulta:

(o =%(c51 +0, + 03)=éTr(o) (4.36)

Definici6

Pressid mitjana: BEs la tensié mitjana canviada de signe

not

o _ 1
pressid mitjana = p =-0,, = —5(61 +0,+0,)

NOTA

Es defineix com a fensor
Zsotrop aquell que és
invariant davant
qualsevol canvi de base
ortogonal. L’expressio
més general d’un tensor
isotrop de segon ordre
és T=q1,sent ¢ un

escalar qualsevol.

Definici6
Eistat de tensié hidrostatic: Bs aquell en el qual les tres tensions principals
son iguals:

Observacio 4-12

Un estat de tensié hidrostatic implica que el tensor de tensions és
isotrop i, per tant, que la seva matriu de components és la mateixa en
qualsevol sistema de coordenades cartesianes.

En conseqiiencia, qualsevol direcci6 és la direccié principal i l'estat
tensional (vector de traccid) és el mateix per a qualsevol pla.
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NOTA

Aquest tipus de
descomposicié es pot
fer amb qualsevol

tensor de segon ordre.

4.4.6 Descomposicio del tensor de tensions en les seves parts
esférica i desviadora

El tensor de tensions O es pot descompondre en una part (o component)
esferica 0, iuna part desviadora 0”:

=0, + O
Pt Pom (4.37)
esferica  desviadora
on la part esferica es defineix com:
c, 0 O
def 1

Gy ZET}’(G)’I:GM'IE 0 o, O (4.38)

0 0 o

m

on G, ¢s la tensié mitjana definida en (4.36). Per la definicié (4.37) la part (o
component) desviadora del tensor de tensions sera:

G, Ty Ty s, 0 O
¢=6-o0,,=t, ©, T,.|-|0 o, O (4.39)
t. T, o.| |0 0 o,
resultant:
T ’ ’ ’
Gx - Gm Txy sz Gx Txy sz
_ _ ’ ’ ’
o= T, G,—0C, T. |=|Tw O, T, (4.40)
’ ’ ’
sz Tyz Gz - 0m i sz vz Gz

Observacio 4-13
La part esferica del tensor de tensions ©,, € un tensor isotrop (i

defineix un estat tensional hidrostatic) i, per tant, és invariant davant
un canvi de base ortogonal.

Observaci6 4-14

El component desviador del tensor és un ndicador de quant s’aparta
Pestat tensional d’un hidrostatic (vegeu I'equacié (4.39) i I'Observacid
4-13).

Observacio6 4-15

Les direccions principals del tensor de tensions 1 del seu component
desviador coincideixen. La demostraci6 és trivial tenint en compte
que, de I'Observaci6 4-13, la part esferica ©,, é diagonal en

qualsevol sistema de coordenades. En consequeéncia, en lequacid
(4.39), si ¢ diagonalitza en una certa base, també ho fa o”.
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RECORDATORI

Els invariants tensorials
son combinacions
algebraiques escalars
dels components d’un
tensot, que no canvien
en canviar la base.

Observacio 4-16
La traca del tensor (component) desviador és nulla. Tenint en

compte les equacions (4.30) 1 (4.39):
Ir(c’)=Tr(6-o,,)=Tr(c)-Tr(c,,)=30, -30, =0

4.4.7 Invariants tensorials

Els tres invariants fonamentals del tensor de tensions (o znvariants I) son:

1;=Tr(6)=0; =0, +0, +0, (4.41)

1 2
I, :E(o-:o-_[l ):_(0152 +0,05 +0,0;) (442)
I =det(o) (4.43)

Qualsevol combinaci6 dels invariants [ és, al seu torn, un altre invariant. Aix{ es
defineixen els segiients znvariants J

Jy=1,=0; (4.44)
(s I o
J2=5(]1 +2]2)=56,~j6ﬁ=5(6'0-) (445)
1(,; 1 1
Js :g(ll +31, 1, +3[3)ZET’”(U'G'G):gGijG/'kai (4.46)

Observacio 4-17
Per a un tensor purament desviador 6" els znwariants | cotresponents
resulten ser (vegeu ’'Obsetvaci6 4-16 i les equacions (4.41) a (4.46)):

=] =
Jy=1,=0 Ji=h 01 1
Jy=1, (=>d= J2’=1;=5(0’:0')=50j.].0’ﬁ
Jy =15
3 ’ 1 ’ ’ ’
J3'=1 3=§<Gijcjkcki)
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NOTA

Sén aplicables aqui els
mateixos conceptes i
nocions respecte a
sistemes de
coordenades curvilinies
ortogonals, explicats a
Papartat 2.15 del capitol
2.

4.5 Tensor de tensions en coordenades
curvilinies ortogonals

4.5.1 Coordenades cilindriques

Considerem un punt a I'espai definit per les coordenades cilindriques {r,0,z}

(vegeu la Figura 4-19):

o

x=rcos0
x(7,0,z) =<y =rsind

z=z

o y'

Figura 4-19 — Coordenades cilindriques

En el punt esmentat considerarem la base fisica (ortonormal) {é,,8,,é.} i un

sistema cartesia d’eixos locals {x",)",z"} definit dextrogir. En aquesta base els

components del tensor de tensions sén els segiients:

X'z Gr
yz = Tre
G, T

To. (4.47)

dV =rdOdrdz

\J

Figura 4-20 — Element diferencial en coordenades cilindriques

La seva representacié grafica sobre un parallelepipede elemental es pot veure a
la Figura 4-20, on s’han dibuixat els components del tensor de tensions en les
cares vistes. Observeu que, ara, les cares vistes a la figura no coincideixen amb
les cates positives, definides (en el mateix sentit que a I'apartat 4.3.3.3) com
aquelles en que la seva normal coincideix (en direcci6 i sentit) amb un vector

de la base fisica.
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4.5.2 Coordenades esfériques

Un punt en Pespai esta definit per les coordenades esfériques {r,0,0} (vegeu la
Figura 4-21).

Linia coordenada ¢ . A x=r sind cos

\/ﬁ ¥ x=x(r,9,¢)5 y=rsindsen @
4

z=rcosO

. Linia coordenada 6
\\/
Figura 4-21 — Coordenades esferiques
Per a cada punt consideratem la base fisica (ortonormal) {é,,ée,éq,} iun
sistema d’eixos locals cartesia {x",),z"} definit dextrogir. En aquesta base els

components del tensor de tensions sén els segiients:

Gx' Tx'y' Tx'z' Gr Tre Trﬂ)
6=|T,y, O, T, |=[Tg Oy Ty (4.48)
Tyo T, O T Teo Op

La representaci6 grafica dels components del tensor de tensions en
coordenades esfériques es pot veure a la Figura 4-22, on s’han dibuixat els
components del tensor de tensions en les cares vistes.

do o

Figura 4-22 — Element diferencial en coordenades esferiques
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4.6 Cercle de Mohr en 3 dimensions

4.6.1 Interpretacio grafica d’estats tensionals

El tensor de tensions juga un paper tan crucial en lenginyeria que,
tradicionalment, s’han desenvolupat diversos procediments, essencialment
grafics, per a la seva visualitzaci6 i interpretacié. Els més comuns sén els
anomenats cercles de Mobr.

Sigui P un punt arbitrari d’un medi continu i sigui o(P) el tensor de tensions
en el punt esmentat. Considerem un pla arbitrari, amb normal unitaria n, que
passa per P (vegeu la Figura 4-23). El vector de traccié en el punt P
corresponent al pla esmentat és t=6-n. Podem descompondre ara el vector
esmentat en els seus components @, , normal al pla considerat, i el component
T, tangent al pla esmentat.

Considerem ara el component normal 6, =cn, on 6 és el component normal

de la tensié sobre el pla, definit d’acord amb el criteri de signes de Iapartat
4.3.3.3:

o > 0 traccid

G,=0-n . (4.49)
o < 0 compressiod

Considerem ara el component tangencial 7T,, del qual només ens interessara el
seu modul:

(4.50)

Figura 4-23 — Descomposicié del vector de traccid

Podem caracteritzar ara Pestat tensional en el punt considerat sobre el pla de
normal n mitjangant la parella:

(0,7 — {: (4.51)

eR

+

que, al seu torn, determina un punt del semipla (x=0, y=1)€ RXxR" de la
Figura 4-24. Si considerem ara tots els plans que passen pel punt P
(caracteritzats per totes les possibles normals n(;) i obtenim els valors

corresponents de la tensi6 normal o, i tangencial T, i, finalment, els
representem en el semiespai esmentat, obtindrem un nuvol de punts del qual
ens podem preguntar si ocupa tot el semiespal o esta limitat a un loc geomritric
determinat. La resposta a la pregunta esmentada la proporciona lanalisi que
segueix.
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T
(Gl’rl) ”1%(5151)
i (c,.17,) ny =(0,,7,)
[ ] [ ]
L]
(Gi’ri) n; _>(GI’T[)

Figura 4-24 — Lloc geométric dels punts (o, 1)

4.6.2 Determinacio dels cercles de Mohr

Considerem el sistema d’eixos cartesians associat a les direccions principals del
tensor de tensions. En aquesta base, els components del tensor seran:

c, 0 0
6=|0 o, O |amb c,20,20, (4.52)
0 0 o

i el vector de traccié tindra per components

o, 0 0 |n o, 1
t=c-n={0 o, 0 |n,|=|0,n, (4.53)
0 o,|n O, 1y

on ny,n,,ny; soén els components de la normal n a la base associada a les
direccions principals. En vista de 'equaci6 (4.53) el component normal de la
tensié (o), definit en I'equacié (4.49), i el modul del vector de traccié seran,
respectivament:

n

t-n=[o,n, o,n,, G| n, =’csln12 +0,n; +04n; :0‘ (4.54)
13

[t =t-t=02n} +02n +on? (4.55)

També podem relacionar els moduls del vector de traccié 1 dels seus
components normal i tangencial mitjangant:

¢ =|oin? +03nl +0in} =" + 7| 4.56)

on s’ha tingut en compte I'expressié (4.55). Finalment, la condicié de normal
unitaria de n es pot expressar en funcié dels seus components com:

-1l e 457

Les equacions (4.56), (4.54) i (4.57) es poden sintetitzar en 'equacié matricial
seglient:
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o, o, oilln| |o*+7
6, 6, o,(|ni|=| o |=A-x=b
: @.58)
T I % 1
S

A X

El sistema (4.58) es pot interpretar com un sistema lineal amb:

a) Una matriu de coeficients, A(0), definida pel tensor de tensions en el
punt P (a través de les tensions principals).

b) Un terme independent, b, definit per les coordenades d’un cert punt
en el semiespai 6 —7 (representatives, al seu torn, de I'estat tensional
sobre un cert pla).

¢)  Un vector d’incognites X que determina (mitjancant els components de
la normal n) a quin pla corresponen els valors de o i 7 elegits.

Observacio 4-18
En principi només seran factibles les solucions del sistema (4.58) els

components del qual x= [nl2 3,1, ]T siguin positius i inferiors a 1
0<n’ <1

(vegeu l'equacié (4.57)). =10<n; <1
0<n; <1

Tota parella (6,T) que condueixi a una solucié X que compleixi
aquest requisit sera considerat un punt factible del semiespai 6 -1, el
qual és representatin de l'estat fensional sobre un pla que passa per P. El lloc
geometric dels punts (0,T) factibles és la denominada regid factible del

semiespal G —T.

Considerem ara l'objectiu de trobar la regié factible. Mitjancant algunes
operacions algebraiques, el sistema (4.58) es pot rescriure com:

() »o’+1° —(0'1 +0, )0'+c>',0'3

(I —o*+1* —(0'1 +0, )c7+0'10'2

- 4 ni =0
(0-1 _0-3)
A
(H)—>0'2+‘L'2—(O'2+O'3>O'+O'20'3— n; =0
b, -0,) 4.59)
- 4 ny =0
(61 _62)

A=(0'l —0'2)(0'2 —0'3)(0'1 —0'3)

Considerem ara, per exemple, equacié (IT) del sistema (4.59). Es facil
comprovar que es pot escriure com:

(c-a) +1*=R?

0-Lo, +0,)

ey ey

(4.60)
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que correspon a 'equacié d’una semicircumferencia en el semiespai 6 -1 de
centre Cy iradi R;:

c, =(;(01 +02),0)
Ry= (bl ~0) +(o201) (o 1) 2

Els diferents valors de nie [0,]] determinaran un conjunt de

(4.61)

semicircumferencies concentriques de centre Cy iradis Ry(ny) en el semiespai
0-1T, 1 els punts corresponents ocuparan una certa regié d’aquest. Aquesta
regié vindra delimitada pels valors maxim i minim de R;(n;). Observant que el

radical de I'expressié de Ry en (4.61) és positiu, aquests valors s’obtindran per

a n; =0 (el radi minim) i 73 =1 (el radi maxim).

ny=0 = RM™ =l(01 —02)
12 4.62)
ni=1 = R/ =5((51 +c52)—03

El domini delimitat per les dues semicircumferéncies definira una primera
limitacié del domini factible a I'indicat en la Figura 4-25.

T

»

(o}

Figura 4-25 — Primera limitacié del domini factible

El procés es pot repetir ara per a les altres dues equacions (I) i (II) de (4.59) i
s’obtenen els resultats segiients:

1 R =1(0, -0,
- Equacio (1) : €= (0, +0,)0|= 2
y leax =‘01 _01‘

1 R;"‘”‘:l(cl_%)
- Equacio (1) 1 C, =| 5(0,+0,)0 |= 2
) R foa
1 Rslnm:l(cl_oz)
- Bquacié (III): C,= E(cl +0,)0 |[= 2
Y R;mxz‘cz_%‘
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Per a cada cas es té, com a regié factible, una semicorona definida pels radis
minim i maxim. Evidentment la regi6 factible final ha d’estar a la interseccié de
les semicorones esmentades tal com s’indica en la Figura 4-20).

A
T

zona factible

Figura 4-26 — Zona factible

En la Figura 4-27 es mostra la construcci6 final resultant dels tres semicercles
de Mohr passant pels punts 6,, 6, i G,.

T

SF 0, o, 9
Figura 4-27 — Cercles de Mohr en tres dimensions

Es pot demostrar, a més, que tot punt de l'interior del domini enclos pels
cercles de Mohr és factible (en el sentit que els corresponents valors de 6 1 T
corresponen a estats tensionals sobre un cert pla que passa pel punt P).

La construcci6 del cercle de Mohr és trivial (una vegada conegudes les tres
tensions principals) i resulta d’utilitat per discriminar possibles estats tensionals
sobre plans, determinar valors maxims de les tensions tangencials, etc.

Exemple 4-3 Les tensions principals en un punt determinat d'un medi continu sin:
o=10 ; 0,=5 ; 0;=2
En un pla que passa pel punt esmentat, les tensions normal i tangencial son O i T
respectivament. Raoneu si son possibles els valors de O i T segiients:
a)o=10 ; =1
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b)o=5 ;1=4
go=3 ; 1=1

Resolucio
Dibuixant els Cercles de Mohr per a estat tensional que ens defineixen i els
punts dtemanats en el semiespai 6—1T:

A Pt. b)

Només a la zona ombrejada és possible trobar punts que representin estats
tensionals (punts factibles). Es comprova gue cap dels considerats ho pot ser.

NOTA

Aquest tipus de
problemes s’analitza
amb profunditat al
capitol 7, dedicat a
Ielasticitat
bidimensional.

4.7 Cercle de Mohr en 2 dimensions

Molts problemes reals en enginyeria s’assimilen a un estat tensional ideal
bidimensional en el qual es coneix (o se suposa) a priori quina ¢és una de les
direccions principals de tensié. En aquests casos, fent coincidir I'eix cartesia X

(o leix z) amb la direccié principal esmentada (vegeu la Figura 4-28), els
components del tensor de tensions es poden escriure com:

oy 6 0 O,
c=|6, 06, 0 |=T, © 0 (4.63)
0 0 oy 0 0 o

z

Considerem ara només la familia de plans paral-lels a leix x, (per tant, el
component n; de la seva normal és nul). El vector de traccié corresponent té
Pexpressio:

f o, O 0 f|n
t(P,n)=c-n=|1, |=|o,, 6, 0 ||n, (4.64)
0 0 0 o 0

z

i el seu component t; s’anulla. En les equacions (4.63) 1 (4.64) els components
del tensor de tensions 6, de la normal al pla n i del vector tracci6 t, associats a
la direccié x; o bé sén coneguts (aquest és el cas de 63 G,3,73 0 £3), 0 bé no
intervenen en el problema (com ¢és el cas de ©;;). Aquesta circumstancia
suggereix prescindir de la tercera dimensié 1 reduir l'analisi a les dues
dimensions associades als eixos X,,X, (0 x,y) com s’indica en la Figura 4-28.
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Figura 4-28 — Reduccié del problema de tres a dues dimensions

Llavors podem definir el problema a/ p/a a partir de:
o= {"n N } - {G T} (4.65)
Oip O Tw Oy

em-oncly [0 210 ]

4.7.1 Estat tensional sobre un pla donat

Sigui un pla (sempre parallel a I'eix z) la normal unitaria n de la qual forma
un angle 6 amb 'eix x. Es defineix un vector unitari m en la direcci6 Zangencial
a la traca del pla i en e/ sentit indicat a la Figura 4-29.

{cos 9}
n=
sin6

{ sin@}
m-=
—cos0

\J

Im
1T
X

Figura 4-29 — Estat tensional sobre un pla donat
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NOTA

Sutilitzen aqui les
seglients relacions
trigonomeétriques:

sin(20) = 2sinB cos O

cos? 0= 1+ cos(26)
2
sin0 = 1- C(;S(Ze)

Obsetrvacio 4-19

Tant la normal n com el vector tangent m i 'angle 6 en la Figura
4-29 tenen associats els sentits seglients:

e Vector nommal m: cap a Vexterior del pla (respecte a la posicié del
punt P)

e Vector fangent m : tendeix a girar en sentit horari respecte al punt P.

e Angle 0: positiu en el sentit antihorari.

_ O-x Txy
a_L . } (4.67)

Utilitzant 'expressio (4.66), el vector de traccié en el punt sobre el pla
considerat és:

6, T, [cosO 6, cosO+1,  sinb
t=0-n= T = ) (4.68)
T, O, | sin0 T,, cosO+0  sind
Es defineixen la ensid normal &y 1la tensid tangencial T, sobre el pla d’inclinacié 0

(vegeu la Figura 4-29) com:

) ) cos9
Oy =t-n= [chose +T,,8in0 ,  T,cos0+0, sin 6]

sin® (4.69)
Gy =0, cos’ 0+71, 2sindcosO+6 sin’0
sin0
Ty :t.m:[cxcose+rxy sin® , 1, cosB+0, sine] { }
—cosf (4.70)
Ty =G, sinBcos®— G sincosO+ 1, [sin26 —cos’ 9]
que es poden rescriure com:
6,+0, 0,-0, .
Gy =— 5 L+ 5 ~ cos(20)+1,,5in(20)
4.71)
G‘C - GV .
== sin(20)- 1, cos(26)

4.7.2 Problema directe: diagonalitzacié del tensor de tensions

El problema directe consisteix a obtenir, coneguts els components del tensor
de tensions (4.67), en un cert sistema d’eixos x —y, les direccions i tensions

principals (vegeu la Figura 4-30).
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NOTA

La tercera direccio
principal és la
perpendicular al pla
d’analisi (eix 7 o X3 )
vegeu I'equacié (4.63) i
la Figura 4-28.

groblema direce,
c
,V 0—2
\ !
y Dlagonahtzaao /
c
Y x

Problema invers

Figura 4-30 — Problema directe i problema invers

Les direccions principals associades als cixos x” i y* definides pels angles o i
n/2+ o (vegeu la Figura 4-30), determinen les inclinacions dels dos plans sobre

els quals les tensions només tenen component normal c,, mentre que la

o
component tangencial T s'anul-la. Imposant la condicié esmentada en Iequacid

(4.71) Sobté:

T, = %sin@a) -1, cos(2a)=0 =
tan(ZOL) = Gx%xycv
2
szn(20c) == ! . ==+ Co ‘
2
- G,—-0, 4.72)
+ th(ZOC) \/(2}] + Txyz
(S Gy
cos(2a)= ! == 2

1+tg”(20) 5. -0, ) |
T

L’equacié (4.72) proporciona dues solucions (associades als signes + 1 -) a,; i

o, =0, +g, que defineixen les dues direccions principals (ortogonals) al pla

d’analisi. Les tensions principals corresponents s’obtenen substituint I'angle
0 =0 de I'equacié (4.72) en 'equaci6 (4.71), que déna com a resultat:
G,+6, G6,-C

Op =¥

~cos(20) + T, sin(201) (4.73)
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4.74)

4.7.3 Problema invers

El problema consisteix a obtenir, donades les direccions i tensions principals
6, i 0, al pla d’analisi, les tensions sobre qualsevol pla, caracteritzat per /angle
B gue forma la seva normal amb la direccid principal corresponent a ,. Com a cas

particular es poden obtenir els components del tensor de tensions sobre el
rectangle elemental associat al sistema d’eixos x =y (vegeu la Figura 4-30).

Figura 4-31 — Problema invers

Considerant ara el sistema cartesia x”— y”, associat a les direccions principals (vegeu

la Figura 4-31), i aplicant 'equaci6 (4.71) amb 6, =06,, 6, =0,, T,,, =0 i 6=,
s’obté:
5= il ;Gz + 9179 cos(2B)
6 -6 (4.75)
Tp=—— sin(2B)

4.7.4 Cercle de Mohr per a estats plans (en dues dimensions)

Considerem ara tots els plans possible que passin pel punt P i els valors de les
tensions normal i tangencial, 64 i T4, definits en 'equacié (4.71) per a tots els
valors possibles de 0e [0,27t]. Podem caracteritzar ara Pestat tensional en el
punt sobre un pla d’inclinacié 0 mitjancant la parella:

celR

4,76
1e R ( )

(0=04,T=Ty) — {

que, al seu torn, determina un punt (x=0, y=1)€ RXR del pla -1 de la
Figura 4-32. Per determinar el lloc geomeétric dels punts del pla esmentat que
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caracteritzen tots els estats tensionals possibles, sobre plans que passin pel punt
d’analisi, es procedeix com segueix:

Considerant un sistema de referéncia que coincideixi amb les direccions
principals (com en la Figura 4-31) i caracteritzant la inclinacié dels plans per
I'angle B amb la tensi6 principal o,, de I'equacié (4.75) s’obté el seglient:

o, +0 o, —
o= 2, O
2

2 cos(2f) = o - % 42-02 =2 ;Gz cos(2)

6, -6,

4.77)
T=

sin(2p)
1 elevant al quadrat les dues equacions i sumant-les queda:

2 2
o202 | 2[00 (4.78)
2 2

S’observa que equacié (4.78), que sera valida per a qualsevol valor de I'angle
B, o, el que és el mateix, per a qualsevol pla d’orientacié arbitraria que passi pel

punt, correspon a una circumferencia amb centre C i radi R al pla 6 —1 donats

per (vegeu la Figura 4-32):

C:[W’OJ R:m (479)

Figura 4-32 — Cercle de Mohr per a estats plans de tensi6

En conseqiiencia, el lloc geometric dels punts representatius de ’estat tensional
sobre plans que passen per P és un cercle (denominat cercle de Mobr), la
construcci6 del qual queda definida en la Figura 4-32.

La proposicié inversa també és certa: donat un punt del cercle de Mohr, amb
coordenades (0,T), existeix un pla que passa per P les tensions normal i
tangencial del qual sén 6 i T, respectivament. En efecte, de 'equaci6 (4.77) es
pot obtenir:

6, +0,

cos(2B):( 2 = sinB)=

&

(4.80)
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equacions que defineixen de forma unica l'angle f§ de la normal a un pla (amb
la tensié principal ©,) al qual corresponen les tensions esmentades. La Figura
4-33 proporciona, a més, una interpretacio de I'angle 2B sobre mateix el cercle
de Mohr.

A (0’ T)

28 @
c, C ‘ o, >0
a(c|+02)/2\d
o

Figura 4-33 — Interpretaci6 de 'angle B

T

4.7.5 Propietats del cercle de Mohr

a) Per obtenir el punt representatiu en el cercle de Mobr de estat tensional sobre un pla en
qué la normal forma un angle B amb la direccid principal ©,:

Es parteix del punt representatiu del pla on actua la direccié principal o, (punt
(0,,0)) ies gira un angle 2f3 en el sentit que va des de 6, a 6 (vegeu la Figura

4-33 i Figura 4-34). o
A | ] .
ST e
(og.74) ‘ b
oy

Figura 4-34
b)  Els punts representatins en el cercle de Mohr de dos plans ortogonals estan alineats amb

el centre del cercle (conseqiiencia de la propietat ) per a f8, = f8, +% , vegeu la
A
T

Figura 4-35.

(GA’TA)

Figura 4-35
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¢) 7 es coneix lestat tensional en dos plans ortogonals es pot dibuixar el cercle de Mobr.

En efecte, per la propietat 4) els punts representatius dels dos plans al pla
G —1 estan alineats amb el centre de cercle de Mohr. En conseqiiencia,
unint tots dos punts, la interseccié amb l'eix ¢ proporciona el centre de
cercle. Ja que, a més, es coneixen dos punts de cercle, es pot tracar aquest.

d) Donats els components del tensor de tensions, en una determinada base ortonormal, es

pot dibuixar el cercle de Mobr.

Aquest és un cas particular de la propietat ¢), en la qual es coneixen els
punts representatius de estat tensional sobre els plans cartesians (vegeu la
Figura 4-36). Observeu, en la figura esmentada, com es poden calcular el
radi 1 els punts diametrals del cercle. Observeu també que l'aplicacié de la
propietat @), per al punt representatiu del pla perpendicular a leix x,

suposa moure’s en sentit contrari a 'angle o (angle de o, amb ©,= -
angle de 6,amb o, =-a).
A
T (GY’TXy) G = GX Txy
© 2 ‘

Tt -

Figura 4-36
4.7.6 El pol del cercle de Mohr

Teorema

En el cercle de Mohr hi ha un punt denominat po/ que té les
propietats segtients:

© i suneix: el pol P amb un altre punt A del cercle de Mobr, s'0bté una recta
que 65 paral-lela al pla de estat tensional que representa el punt A (vegeu
la Figura 4-37).

e Jainversa també es verifica, és a dir, donat un pla qualsevol, si es traga
pel pol P una recta paral-lela al pla esmentat, aquesta tallara al cercle de
Mobr en punt B que representa l'estat tensional del pla (vegeu la Figura
4-38).
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NOTA

Observeu que, d’acord
amb el criteri de signes
del cercle de Mohr, la

tensi6 tangencial sobre
elplaAés 1=—1

4 Tensio
< A
A
J2
\ d
G4
Figura 4-37
T A
P
B(0,13) o
ATF\PFPWQ}TB
o
Figura 4-38

Demostracio

Sigui el tensor de tensions en el punt i la seva representacié grafica sobre els
plans cartesians de la (Figura 4-39, esquerra) denominats pla A (pla vertical) i
pla B (pla horitzontal). Siguin A 1 B els punts corresponents en el cercle de
Mohr (Figura 4-39, dreta).

1) Suposant que es verifica la propietat @), el pol del cercle de Mohr es podtia
obtenir tragant des del punt A una vertical (parallela al pla A) i on talli al
cercle de Mohr es troba el pol P. També tragant des del punt B una recta
horitzontal (parallela al pla B) on talli al cercle de Mohr, hi hauria el pol. Es
pot veure a la figura que en tots dos casos s’obté el mateix punt P.

2) Considerem ara un pla arbitrari la normal del qual forma un angle® amb
I'horitzontal (vegeu la Figura 4-40; esquerra) 1 siguin G4 1 T, les tensions
normal i tangencial, respectivament, segons aquest pla. Suposem, a més,
que la tensié principal major o, forma un angle o amb la tensié o©,.

Llavors, la tensié 6, formara un angle 6-0 amb la tensié principal major

o, .

yo Yxy

Figura 4-3¢
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NOTA

Sutilitzen aqui les
propietats geometriques
seglients:

a) Un angle central de
circumfereéncia té un
valor igual que I'arc que
inclou.

b) Un angle semiinscrit
en una circumferéncia
té un valor la meitat de
'arc que inclou.

3) Considerem el cercle de Mohr i el pol P obtingut al pas 1) (vegeu la Figura
4-40, dreta). Utlitzant la propietat @) de Papartat 4.7.5, podem obtenir el
punt C, representatiu del cercle de Mohr que correspon al pla considerat,
girant des del punt M i en el mateix sentit, un angle doble igual a 2(6-a.)
de manera que 'angle MOC ¢és 2(0—a). Per construccio, 'angle AOM és
20, il'angle AOC, suma dels dos, és 2(0—a)+ 20 =20 i 'arc inclos per
aquest és AMC =20. L’angle semiinscrit APC, que inclou el mateix arc
AMC , valdra, per tant, 6, amb la qual cosa queda demostrat que la recta
PC é5 paral-lela a la traca del pla considerat. Ates que el pla esmentat és
qualsevol, la propietat queda demostrada.

< A
B P
& \C (50,70
O\ -~ e -
o2 2a o1 i
2(0-a)
A (GX Ty )
Figura 4-40
Exemple 4-4 Calcular les tensions que actuen en lestat 111 = 1 + 11
5
1
! 3
1 \ /
45°  45°
> O ©
T
c
Estat I Estat IT Estat III
Resolucio

Per poder sumar els dos estats, les tensions han d’actuar sobte els mateixos
plans. Com que els dos estats presenten plans amb orientacions diferents,
haurem de buscar les tensions de I'estat II existents sobre els plans donats a
Pestat I. Per a aixo, representarem el cervle de Mohr de Pestat 11:

o=3

=0

=1
Pla a: {G
=0
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T Pla horitzontal (2,1)

Pla a(1,0) Pla b(3,0
<. 4

Pla vertical (2,-1)

Per dibuixar el cercle, es representen els plans a i b, ja que se’n coneixen els
estats tensionals. A més, com que els punts corresponents en el cercle de Mohr
pertanyen a I'eix d’abscisses, defineixen el diametre del cercle que queda, per
tant, determinat.

Es troba el pol com la interseccié de linies paralleles als dos plans inclinats 45°
pels punts que els representen. Una vegada obtingut, s’hi fa passar una linia
horitzontal la interseccié de la qual amb el cercle (que en set-hi tangent és el
mateix pol) determina el punt representatiu d’un pla horitzontal (2,1). Es
repeteix el procediment per a un pla vertical obtenint el punt (2,-1). Amb
aquesta informacié es pot reconstruir estat 11, ara sobre plans horitzontals i
verticals, 1 sumat-lo a I'estat I per obtenir 'estat I11.

Estat I Estat 11 Estat 111

4.7.7 Cercle de Mohr amb el criteri de signes de la mecanica de
sols

En la mecanica de sols se sol utilitzar un criteri de signes, respecte a les
tensions normals i tangencials, que és contrari al que s’utilitza en la mecanica
de medis continus, vegeu la Figura 4-41. Les diferencies sén:

e En la mecanica de sols les tensions positives sén de signe contrari (les
tensions normals sén positives quan son de compressid, 1 el sentit de les
tensions tangencials positives ve definit per un gir antihorari respecte al
pla).

e El criteri de signes per als angles és el mateix (angles positius
antihoratis).
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Mecanica de medis continus Mecanica de sols

Figura 4-41

En conseqtiéncia, si es respecta en tots dos casos 'ordenacié de les tensions
principals (6, 20,), per a un mateix estat tensional I'ordre de les tensions

principals s’invertira en la mecanica de sols respecte a la mecanica de medis
continus (vegeu la Figura 4-42).

NP

*

O,

s

Mecanica de medis continus Mecanica de sols

Figura 4-42

Si considerem les férmules fonamentals (4.75), punt de partida per a la
construccié i propietats del cercle de Mohr, per a un mateix estat tensional,
utilitzant els criteris de signes en els dos casos, es té:

Mecanica de medis continus: 65, T4, 6,, G5, B

O =Gy
=T (4.81)
Mecanica de sols: {o; =-0,
G, =—0C,
B =p+m/2
i substituint les férmules (4.81) en les (4.75) s’obté:
~o, =7%76,76:%6 cos(2[3*—7't)
2 %,_t/
~coskB) 4.82)
5= 2% g )

7sin(2[3*)
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. o 46, © —0, .
oy = ! 2 41 2 cos(ZB )
2 2

(4.83)

%

‘CE :¥sin(2[3*)

i s’observa que les féormules fonamentals (4.83), obtingudes sobre la base dels
criteris de signes de la mecanica de sols, sén les mateixes que les (4.75),
obtingudes sobre la base dels criteris de signes de la mecanica de medis
continus. Per tant, /a construccid del cercle de Mobr i les seves propietats son les mateixes
en tots dos casos.

4.8 Cercles de Mohr per a casos particulars

4.8.1 Estat tensional hidrostatic

Per a estats tensionals hidrostatics, caracteritzats per 6, =6, =0, =0, els

cercles de Mohr en tres dimensions collapsen en un punt (vegeu la Figura
4-43).

Figura 4-43

4.8.2 Cercles de Mohr d’un tensor i del seu desviador

Els cercles de Mohr en tres dimensions associats a un estat tensional i al seu
desviador difereixen en una translacié igual a la tensié mitjana (vegeu la Figura
4-44).

c, 0 O 0,=0, *+0
C= G + o 5 Ot = 0 (™ 0 |= 0,=0, +0,
T .
Part ar _ ;
esfg«,‘ca desviadora (™ 0, =0, +0,
Translacio
4 =
A
z-mc‘vc.
A .
G o, G, o1 O3 G, c, [e]
- m >

Figura 4-44
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4.8.3 Cercle de Mohr per a un estat pla de tall pur

Definicio

Ebstat pla de tall pur: Quan hi ha en el punt dos plans ortogonals sobre
els que només hi ha tensié tangencial (vegeu la Figura 4-45, dreta).

El cercle de Mohr corresponent a un estat de tall pur caracteritzat per una tensid
: *o, y . . . * cs s .
tangencial T # per centre l'origen i radi R = “c ‘ La demostracio és immediata a

partir dels criteris de construccié del cercle de Mohr (vegeu Figura 4-45,
esquerra).

Figura 4-45 Cercle de Mohr per a un estat pla de tall pur






5 Equacions de
conservacio-balang

5.1 Postulats de conservacié-balang

La mecanica de medis continus s’estableix en una serie de postulats o principis
generals que se suposen valids sempre, independentment del tipus de material i
del rang de desplacaments o de deformacions, entre els quals hi ha els
denominats postulats de conservacid-balang, que son els segiients:

Conservaci6 de la massa.
Balang del moment cinetic (o quantitat de moviment).
Balang del moment angular (o moment de la quantitat de moviment).

Balang de I'energia (o primer principi de la termodinamica).

A aquestes lleis de conservacié-balang cal afegir una restriccidé (que no es pot
entendre rigorosament com un postulat de conservacié-balang) introduida pel:

e Segon principi de la termodinamica.

5.2 Flux per transport de massa o flux
convectiu

En mecanica de medis continus, s’associa el terme conveccid al moviment de la
massa del medi que es deriva del moviment de les seves particules. Atés que el
medi continu esta format per particules, algunes de les propietats de les quals
estan associades a la quantitat de massa (pes especific, moment cinctic, energia
cinética, etc.), en moure’s les particules i transportar-se les seves masses es
produeix un transport de les propietats esmentades denominat transport convectin
(vegeu la Figura 5-1).

Sigui A una propietat arbitraria del medi continu (de caracter escalar, vectorial
o tensorial) i W(x,7) la quantitat de la propietat esmentada per unitat de massa del
medi continu. Considerem una superficie de control (fixa en 'espai) S (vegeu
la Figura 5-2). A causa del moviment de les particules del medi, aquestes
travessen al llarg del temps la superticie esmentada i, com a conseqiiéncia, hi ha
una certa quantitat de la propietat A que, associada al transport de massa,
travessa la superficie de control S per unitat de temps.
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Definicio
Flux: convectin: Es defineix com a flux convectiu (o flux per transport
de massa) d’una propietat genetica A a través d’una supetficie de

control § la quantitat de A que, a causa del transport de massa,
travessa la superficie S per unitat de temps.

- s

atravésde S

Flux convectiu de A} ot D - quantitat de A que travessa S

unitat de temps

X

Figura 5-2 — Flux convectiu a través d’una superficie de control

Per obtenir 'expressié matematica del flux convectiu de A a través de la
superficie S, considerarem un element diferencial de superficie dS i el vector
de velocitats v de les particules que en Iinstant ¢ estan sobre dS (vegeu la
Figura 5-3). En un diferencial de temps df, aquestes particules hauran
recorregut un trajecte dx =vdt, de manera que en linstant de temps ¢+dt
ocuparan una nova posicié en I'espai. Si es consideren totes les particules que
han travessat dS en linterval [t,t + dt], aquestes ocuparan el cilindre generat
en traslladar la base dS sobre la generatriu dx =vdt, el volum de la qual ve
donat per:
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dh=dx-n=v-ndt

Figura 5-3

dV =dS-dh=v-ndtdS (.1)

Coneixent el volum (dV') de particules que travessen dS en linterval de temps
1,1 +dr], podem obtenir la massa que travessa dS en l'interval, multiplicant
(5.1) per la densitat:

dm=p dV =pv-n dtdS (5.2)

i, finalment, es pot obtenir la quantitat de A que travessa dS en linterval de
temps [t,7+dt], multiplicant (5.2) per la funcié ¥ (quantitat de LA per unitat
de massa):

¥ dm=p¥v-n didS (5.3)

Dividint per dt lexpressié (5.3), obtindrem la quantitat de la propietat que
travessa la diferencial de superficie de control dS per unitat de temps:
d(DS:%:p‘Pv-n ds (5.4)
Integrant 'equaci6 (5.4) sobre la superficie de control §, tindrem la quantitat
de la propietat A que travessa la totalitat de la superficie S per unitat de

temps, ¢és a dir, e/ flux convectiu de la propietat A a través de S :

Flux convectiu de
A atravésde S

}—> @, = [p¥v-nds (5.5)
N

Exemple 5-1 Calouten la magnitnd Y i el flux convectin ® g corresponent a les

propietats segiients: a) el volum, b) la massa, ¢) la quantitat de moviment, d) l'energia
cneética.

1) Sigui la propietat A el volum de les particules. Llavors ¥ sera volum per
unitat de massa ('invers de la densitat) i:

A=V, Y=— <I>S:J.V-n dS = Cabal
o s
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2) Sigui la propietat LA la massa. Llavors ¥ sera la massa pet unitat de massa
(és a dir, la unitat):

A=M, Y=, ®;=[pv-nds
S

3) Sigui la propietat A la quantitat de moviment (=massaXx velocitat).
Llavors W sera la velocitat (quantitat de moviment per unitat de massa):

A=m v, ¥=v, ®&;=[p v(v-n) dS
S

(Observeu que en aquest cas ¥ 1 el flux convectiu @ tenen caracter
vectorial).

4) Sigui la propietat A ’energia cinetica:

AE%m v2, ‘P=%v2, d)S:_!%p v’ (v-n) ds

NOTA

Llevat que s’indiqui el
contrari, quan es tracti
amb superficies
tancades es prendra el
sentit de la normal p
cap a l'exterior de la
superficie.

Observaci6 5-1

Per a una supetficie de control tancada S =0V, expressié del flux
per transport de massa flux convectiu correspon al flux et sortint,
definit com a flux sortint menys el flux entrant (vegeu la Figura 5-4).

Flux convectiunetde A =®,, = Ip‘I’v ‘n dS
ov

X3
Flux entrant
v-n<0

Flux sortint
v-n=0

X

Figura 5-4 — Flux convectiu net a través d’una superficie de control tancada
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NOTA

u esta relacionat amb

o quantitat de A
unitat de massa
mitjangant u=p¥ i
té el mateix ordre
tensorial que la

propietat 4 .

Obsetvaci6 5-2

E/ fluxc convectin de qualsevol propietat a través d'una superficie material és nul.
En efecte, el flux convectiu esta associat, per definicio, al transport de
massa (de particules) i, d’altra banda, una superficie material esta
formada sempre per les mateixes particules i no pot ser travessada per
aquestes. En conseqiiéncia, no hi ha transport de massa a través d’'una
superficie material i, per tant, no existeix flux convectiu a través seu.

Obsetvaci6 5-3
Fluxc no convectin

Algunes propietats es poden transportar al si d'un medi continu de
forma no necessariament associada al moviment de la massa. La
forma de transport esmentada o convectiv tep diversos noms
(conducci6, difusio, etc.) depenent del problema fisic de queé es tracti.
Un exemple tipic és el flux de calor per conduccio.

El transport no convectiu d'una propietat queda caracteritzat pel
denominat vector o fensor de flux: no convectin (X,t) que permet definir el

flux (no convectiu) a través d’una superficie S de normal n com:

Flux no convectiu = Jq ‘n dS
N

5.3 Derivada local i derivada material d’una
integral de volum

Sigui A una certa propietat (de caracter escalar, vectorial o tensorial) d’un
medi continu, i sigui p la quantitat d’aquesta propietat generica A per unitat
de volum:
ulx,1)= quantitat de A
unitat de volum
Considerem un volum arbitrari ¥ de I'espai. En linstant de temps ¢, la
quantitat total Q(t) de la propietat continguda en aquest volum sera:

olr)= Vju(x,t) av G.7)

Si ara volguéssim calcular el contingut de la propietat A en un altre instant
t+ At , podriem considerar les dues situacions seglients:

(5.6)
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1) Es tracta amb un vo/um de control V', que, per tant, esta fix en 'espai i
és travessat per les particules al llarg del temps, o bé,

2) Es tracta amb wn volum material que en I'instant d’interes ¢ ocupa el
volum de lespai V, =V, encara que ocupa posicions diferents a

Pespai al llarg del temps.

Per a cada cas obtindrem valors diferents de la quantitat O(f + At), i calculant
la diferencia entre les quantitats de Q(f + Ar) i 0(r) quan At —0:

0( +r)-0() -

o= AltanO At

obtindrem dues definicions diferents de derivades temporals que donen lloc als
conceptes de derivada local i derivada material d'una integral de volum.

5.3.1 Derivada local

Definicio

Derivada local d'una integral de volum. La detivada local de la integral de

volum QO(t) =Iu(x,t) dV ¢és la derivada temporal de Q(f) quan el
Vv

volum V' és un volum fix en lespai (volum de control), vegeu la
Figura 5-5. Sutilitzara la notacié:

Derivada nor

0
local B 5J.M(X’t) s

t—(t+Ar)
f\ Volum de control V

Figura 5-5 — Derivada local d’una integral de volum

La quantitat de la propietat generica A en el volum de control V- en els instants ¢
11+ At és:
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NOTA

Observeu que el
domini d’integracié no
varia en considerar que
el volum |/ és un

volum de control i, per
tant, fix en I'espai.

(5.9)
Qle+Ar)= [u(x,t+ At)av
Vv
i utilitzant el concepte de derivada temporal de Q(¢) i les equacions (5.9)
0'(1) ——ju 1) dv = hm—[Qr+At) o))
= lim —| |plx t+At dV pix dV =
a0 Az { Ju I (5.10)

— hrm M(X,t"‘Af)—u(X, )dV — J. 6u(x,t) dV

Ar—0 At
v o2
ou(x,z) Derivada
ot local de p

d’on s’obté I'expressié matematica de la derivada local d’una integral de volum:

Derivada local d'una 0 8u(x t)
— t)dv = dav
} - ij(x, ) [ - (.11)

integral de volum

Vv

5.3.2 Derivada material

Definicié
Derivada material d'una integral de PO/ZMZ ILa derivada material de la
integral de volum Q(f) = Iu dV és la derivada temporal de

O(t) quan el volum ¥, és un volum material (mobil en espai), vegeu
la Figura 5-5. S’utilitzara la notacié:

Derivada nor

d

material

El contingut QO d’una propietat A en el volum material en els instants de

temps 7 1 t+ At sera:

Ot +Ar)= [ulx.t+Ar)dv 612

V1+AI
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NOTA

Observeu que ara els
dominis d’integraci6
sén diferents en els

instants ¢ 1 ¢ 4+ Af -
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1+ AL

av, av,

X,,x,

Figura 5-6 — Derivada material d’una integral de volum

La derivada material s’expressa matematicament com:

QG a)-q0)
At—0 At
4 (.13)

= lim i[ [uter+ar)ar - [ulx,r)dv }

=9
Q(t)—dtl_/l.u(x,t)dV

At—0 At
Vivar

El pas seglient consisteix a fer uns canvis de variable, adequats per a cada una
de les dues integrals de I'equacié (5.13), que condueixin al mateix domini
d’integracié. Aquest canvi de variable ve donat per les equacions de moviment
X= (p(X,t), particularitzades per als instants ¢ 1 ¢+ At :

x, =9(X,7) — (dvx, dx,dxy), =[F(X,1) (dX, dX,dX;)
v, dv

0

(5.14)
Xpnr = (p(X,t+At) = (dx; dxydxy )0 = ‘F(X:H’Af] (dX, dX,dX ;)

v, v,

0

on s’ha tingut en compte la identitat dV, =‘F(X,t} dV, . Els canvis de variable
de I'equaci6 (5.14) introduits en I'equacié (5.13) porten a:

d
E;!‘M(X’t) dv =

1
= lim [ WX, Ar) 1+ ) [F(X, 14 Ar) @V = [u(x(X, ) 1) [F(X, 1) @V, |-

T 2YY)) o)
B(X, 1+ A)F(X, 1+ A1) - (X, 2) [F(X, ) J (5.15)
= [ im == : R = [ e ar,
7 Ar—0 At ! dt

%[ﬁ(x 1F(X, t“:%[p,(x,t) Flx./||
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NOTA

Es desfa aqui el canvi
de variable

X, =(p(X,t)~

NOTACIO

d
— u(x,t)dV
dt ;‘.V

denota la derivada
temporal de la integral
sobte el volum material
v, (derivada material

de la integral de volum)

particularitzada en l'instant
t en el qual el volum
material ocupa el volum de

Lespai |/ .

Finalment, desenvolupant Idltim integrant en l'equacié (5.14) i tenint en

, dJF|
compte la igualtat y = ‘F‘ Vv

%ju(x,z) dv = j (w|F|) v, = j(@\F\Jr J W dv, =
Vv,

f Vo

a v _ ([, .
I( 9 v vj F;V = j( 9 v VJdV

Vs Vi

‘F‘Vv

t

és a dir:
41y )dV z ( V. j av
R X, t + A4
. Vj n ju vo= S en
Recordant l’expressié de la derivada material duna
du_ +v-Vu) es té finalment:
dt ot

 Jodar = &

x (uv)d
,;I.at V+JV (;,Lv) 14

+v-Vu+uV.v |dV =
- =" 2
V:(uv)

= g JudV + JV~(uv)dV

(5.16)

(5.17)

propietat

(5.18)

on s’ha tingut en compte expressié de la derivada local (5.11). De I'equacio
(5.18) s’obté I'expressié per a la derivada material d’una integral de volum:

Derivada material

d’una integral %i _f u(x.1) deij.,u dV+fV~(,uv) av
dt oty 7

VsV

de volum — _
Derivada Derivada  Derivada
material local convectiva

(5.19)

Obsetvaci6 5-4

El format de derivada material, com a suma d’una derivada local i una
derivada convectiva, que apareix en derivar propietats del medi continu
(vegeu el capitol 1, apartat 1.4) apareix també aqui en derivar integrals en
el medi continu. De nou, la dervada convectiva esta associada a
Pexistencia de velocitat (o de moviment) en el medi 1, per tant, a la
possibilitat del transport de massa.
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5.4 Conservaciéo de la massa. Equaciéo de
continuitat

Definicid

Principi de conservacid de la massa. La massa del medi continu (i, per tant,

la de qualsevol volum material d’aquest que es consideri) és sempre la
mateixa.

Sigui un volum material ¥, que en els instants de temps ¢ i #+ At ocupa els
volums en Pespai V, i V,,,, (vegeu la Figura 5-7). Sigui p(x,7) la descripci6
espacial de la densitat. I.a massa tancada pel volum material ¥ en els instants
de temps 7 1 £+ At és la seglient:

M(0)= [p(x.1)dV

M(t+Ar)= fp(x,t+At)dV 20

Viear

Pel principi de conservacié de la massa es verificara que M(7) = M(t+At).

Figura 5-7

5.41 Forma espacial del principi de la conservacio de la
massa. Equacioé de continuitat

L’expressi6 matematica del principi de conservacié de la massa del volum
material M(t) és que la derivada material de la integral (5.20) és nul-la:

p d
M (t)=EJ.pdV=0 Vit (5.21)
Vi
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NOTA

Aquest procediment,
que permet passar
d’una expressi6 global
(o integral), com la
(5.22), a una expressio
local (o diferencial),
com la (5.24), es
denomina en mecanica
de medis continus
procés de localitzacid.

Utilitzant 'expressié de la derivada material d’una integral de volum (5.17), la
forma integral (o global) espacial de 'equacié de conservacié de massa resulta:

Forma global
ialde 1
espacia e', a _>i IpdV: j (d'DﬂLPV'deV:O AV cV v 522
conservacié dr } I ar
de la massa @h) (%)

L’expressi6  (5.22) s’ha de complir no solament per a V,, siné també per a
qualsevol volum material parcial, AV, cV, que es consideri. En particular, s’ha
de complir per a cada un dels volums materials elementals associats a les
diferent particules del medi que ocupen volums diferencials dV,. Aplicant
lequacié (5.22) a cada volum diferencial dV, =dV (x,t) s’obté:

j [dp+pV~deV = {d" +pV-v}(x,z‘) dV(x,0)=0 VYxeV, Vi =
av(x,1) dt

di
5.23
@+pV-v:0 VxelV, Vit 629
dt
Forma local espacial
de la conservacio dp
. —+pV-v=0, Vxel, V¢ (5.24)
de la massa (equacié de dt
continuitat)

que constitueix la denominada equacid de continnitat. Utilitzant Pexpressié de la

derivada material de la desctipcié espacial d’una propietat (% :% +v-Vp)i

substituint en 'equaci6 (5.24):

@+V-Vp+pV~V=0=>@+V'(PV):O 5.25
Vi(pv)
que constitueix una expressio alternativa de I'equacié de continuitat:

ap

—+V-(pv)=0

V- bv)

op  dpv;) .

%, -0 ief{l23 vxel, Vi 5.26

a o, reday - 20
o(pv,

@+a(pvr)+ (pV,V)J'_a(sz):O

ot Ox oy Oz

5.4.2
massa

Forma material del principi de la conservacié de la

De I'equaci6 (5.22):
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RECORDATORI

Es considera aqui
Pexpressid, deduida al
capitol 2,

d \F\
=[F-v

5 Equacions de conservacioé-balang

RECORDATORI

Sutilitza aqui la igualtat
F(X,0)=1=
Fl, =1

d|F| d|F
I[dl+pV-V)dV=Jd—p+pl ‘ ‘ _J' |: ‘dp | :|dV
s\ dt s\ dt |F| dt \F\
t t %,—/
—(p|F
dt( IF) (5.27)
‘F‘dV
0
d = |—|p|FI(X,)dV, =0 VAV, cV, Vt
J.\F\ d (pl¥[) V{at[p‘ X0y av, 0<"o
on ara el recinte d’integracié és el volum de la configuracié de referencia V.
Ates que 'equaci6 (5.27) s’ha de complir per a totes 1 cada una de les parts AV,

de V), es pot dur a terme un procés de localitzacié que condueix a:

%[p‘FH(X,t)zO VX eV, Vi=plF(X,0)=p[F(X) Vi

= p(X,0)|F|(X.0) = p(X. ) |F|(X,7) = pOELO =p,[H, = (5.28)
Zofe, e,

Forma local material
del principi de la = p,X)=p,(X) [F|,(X) VXeV, V¢ (5.29)

conservacio de la massa

5.5 Equacio de balang. Teorema del
transport de Reynolds

Sigui A una certa propietat genérica (escalat, vectorial o tensotial) d’un medi
continu, i sigui y(x,7) la quantitat d’aquesta propietat A per unitat de massa.

Per tant, py(x,7) és la quantitat de la propietat per wnitat de volum.

5.5.1 Lema de Reynolds

Considerem un volum aterial arbitrari de medi continu que en Iinstant ¢
ocupa en P'espai un volum ¥, =V . La quantitat de la propietat genérica A en

el volum material ¥, en linstant ¢ sera:
o= |pydV
Vt;[V (5.30)
La variaci6 al llarg del temps del contingut de la propietat A en el volum
material V, vindra donada per la derivada temporal de Q(f), que utilitzant
Pexpressié (5.17) de la derivada material d’una integral de volum (amb
W= py) sera:
N py)
0= j[ +pyV- v} av (5.31)

A
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Utilitzant I'expressié per a la detivada material d'un producte de funcions,
agrupant termes 1 utilitzant 'equacié de continuitat (5.24):

d
— |pydV =
i)

d d, d d,
II:p;:+wc;:+pW-Vj|dV=I|: pCZ/w(;wV-Vj }dV: (5.32)
4 4 —_

=0 (Eq.de
continuitat)
Lema de Reynolds:—)% Ip\p av = Jp%dV (5.33)
V=V v

5.5.2 Teorema de Reynolds

Considerem el volum arbitrari V', fix en I'espai, de la Figura 5-8. La quantitat
de la propietat LA en aquest volum de control sera:

o) = [py dv (5.34)

La variaci6 de la quantitat de la propietat A en el volum material V,, que de
forma instantania coincideix en instant ¢ amb el volum de control V (V, =V),
vindra donada per la derivada material de Pexpressié (5.19) (amb p=py) i
lequacié (5.11):

d 0
al IdeV: IMdV+ IV-(p\V v)dV (5.35)
dr, 2, , ot p

Fent servir el lema de Reynolds (5.33) i el teorema de la divergéncia en
Pexpressio (5.35) s’obté el segiient:

Lf(:ima
5]

d Reynolds d 8

= [pydr = jp—'/’dV - jMdm [V-tpyvydr=

dt vy ;e J ot b

Teorema (5'36)
g dela
1vergencia 8
= J.MdV+ Jp(//v~ndS
;oo o
expressi6 (5.36) que es pot reescriure com:
Teorema del transport de Reynolds
0 dy
—|pydV = p—dV - pyv-ndS
) ati ) i dt ) a'[/ (5.37)

Variacid pe} unitat Variaci a causa del ~ Variacio a causa del

de temps del contingut  canvi del contingut flux convectiu net

de la propietat A en el  de la propietat A en  de A, sortint pel

volum de control V' les particules de contorn oV

l'interior de V'
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dy __quantitat de A generada
dt  u.devolum / wu. detemps

Flux net de sortida

[owar
V
Figura 5-8

La forma local del teorema del transport de Reynolds es pot obtenir localitzant
en I'equacié (5.36):
J‘pﬂdV =fMdV+IV-(pwv)dV VAV cV =
) dt ) ot ]
(5.38)

v _ a(pW)+V~(p1|IV) VxeV =

dt at
Formalocal 5 J
del teoremade - (g);l/) = qut/—V-(py/ v) VxeV (5.39)
transportde Reynolds

5.6 Expressié general de les equacions de
balang

Considereu una certa propietat A d’un medi continu i sigui y(x,7) la quantitat
d’aquesta propietat per unitat de massa. Se suposara, en el cas més general, que
existeix una font interna de generacié de la propietat A i que la propietat
esmentada es pot transportar tant pel moviment de la massa (transport
convectiu) com per transport no convectiu. Per a aixo es defineix:

e Un terme font k 4 (x,#) (del mateix ordre tensorial que la propietat LA ) que

caracteritza la generacié interna de la propietat:

)= quantitat de A generada interiorment

ke (xt (5.40)

unitat de massa/unitat de temps

e Un vector j, (X,t), de flux no convectiu per unitat de superficie (un ordre

tensorial supetior al de la propietat A ) que caracteritza el flux de la
propietat a causa de mecanismes no convectius (vegeu I’Observacié 5-3).
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Sigui V' un volum de control arbitrari (vegeu la Figura 5-9). La variaci6 per
unitat de temps de la quantitat de la propietat A en el volum ¥V es produira

per:

1) La generaci6 de la propietat A per unitat de temps deguda al terme font.
2) El flux convectiu (net-entrant) de A a través de oV .
3) El flux no convectiu (net-entrant) de A a través de 0V .

J- ko (x1)dV = quantitat de LA que es genera en V a causa de fonts internes
Vp AR unitat de temps

) _ quantitat de A que surt per dV per flux convectiu
ajvav nds = (5.41)

unitat de temps

j \ . nds = Quantitat de A que surt per 9V per flux no convectiu
v larhe unitat de temps

Figura 5-9

I Pequacié que exptressa ¢/ balang de la quantitat de la propietat A en el volum de
control 'V s’escriu:

Forma
global de 9 .
- —|pydl = k, dV - yv-ndS - ‘n ds
l'equacion at;[p I ‘.[p “ a'!;p I a"[JA
debalan¢ ] Variacio de  Variacio Variacion Variacid 540
la quantitat de a causadela acausadel flux a causa del flux (5.42)
AenV per generacio convectiu no convectiu
unitat de Interna entrant entrant
temps

Fent servir el teorema de la divergeéncia i 'equacié (5.11), Pequacié (5.42) es pot
escriure com:
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%jpu/dV:jpkA av-[V-(pyv)aV-[V.j dv =
’ y v v (5.43)

f{%(pwﬂv.(pu/ v)]dV:j(pkA ~V.j)dV VAV CV

i localitzant en l'equacié (5.43), s'obté la forma local espacial de Iequacié
general de balang:

Forma local espacial del' equacio general de balang
0 dy .
= V)t V-(ow)= p== = pky “Viia
t dt evou —
Y Variaci6 a causa Variacid a causa
piﬂ Variaciodela  dela generacié del transport (5.44)
dt quantitatdela jnternadeles  no convectiu

propietat fonts
(per unitat de
volumide
temps)

on s’ha considerat 'equaci6 (5.39).

Observacio 5-5

Lexpressi6 (5.42) i, especialment, la (5.44):

ay .
—=pk, -V-
pdt P4 Ja

posa de manifest la contribucié negativa (=V-j,) del flux no

convectiu, a la variacié del contingut de la propietat per unitat de
volum 1 de temps p%. Només quan tot el flux és convectiu (per
t

transport de massa) la variacié esmentada procedeix tnicament de la
generacié interna de la propietat:

dy
Yok
pdt PR 4

Exemple 5-2 Si associem la propietat A amb la massa , A =M | tindrem:

El contingut de A per unitat de massa (massa/unitat de massa) és y=1.
El terme font de generacié de massa és k,, =0, ates que no és possible
generar massa (pel principi de conservacié de la massa).

El vector de flux no convectiu de massa és j,, =0, ates que no es pot

transportar massa de forma no convectiva.

Llavors, I'equaci6 (5.44) (balang de la generacié de massa) queda:

AW _P v o=
P o V- (pv)=0

que és una de les formes de 'equacié de continuitat (vegeu I'equacié (5.26)).
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TERMINOLOGIA

En mecanica, se solen
utilitzar també els noms
moment cinétic o
momentum per designar
la quantitat de
moviment.

5.7 Balang de la quantitat de moviment

Suposeu un sistema discret format per n particules de manera que la particula
i té una massa m,, una acceleracié a, 1 esta

f
. ‘ sotmesa a una forca f; (vegeu la Figura 5-9).
* La segona llei de Newton estableix que la forca que
o . m; actua sobre una particula és igual a la massa d’aquesta
° per la seva acceleracié. Fent servir la definicid
o o \ a, d’acceleracié com a derivada material de la velocitat i

) tenint en compte el principi de conservacié de la
Figura 5-9 massa (la variacié de la massa de la particula és igual a
Zero) es té:

av, d
f.:m_a_:m_il:— m.v. 545
1 11 1 dt dt ( 1 1 ) ( )
Definint la guantitat de moviment de la particula com el producte de la seva massa
per la seva velocitat (m;v;), I'equacié (5.45) expressa que la for¢a que actua
sobre la particula és igual a la variacié de la quantitat de moviment d’aquesta.

Aplicant ara la segona llei de Newton al sistema discret format per n particules
tindrem el seglient:

R0=31=Fma =m ML Sy, =0

i

— (5.46)

quantitat de
moviment

Observeu que, de nou, per obtenir Idltima expressié de (5.40), s’ha fet servir el
principi de conservacié de la massa ( % =0). L’equaci6 (5.46) expressa que ¢/

resultant R de totes les forces que actuen sobre el sistema discret de particules és jgnal a la
variacid per unitat de temps de la quantitat de moviment P d’aguest. Aquest postulat
rep el nom de principi del balang de la quantitat de moviment.

Obsetvacio 5-6

Si el sistema es troba en equilibri R=0 i:

R()=0 Vt:>dp —0:2 =ctte

es parla llavors de la conservacid de la quantitat de moviment.

5.7.1 Forma global del principi de balan¢ de la quantitat de
moviment

Aquests conceptes, corresponents a la mecanica classica, es poden estendre ara
a la mecanica de medis continus, definint la quantitat de moviment d’un volum
material ¥V, de medi continu de massa M com:
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Pw)=[vdM=[pvdr (547)
M opdV

Definicié
Principi de balang de la quantitat de moviment. La resultant R(¢) de totes les

forces que actuen sobre un volum material del medi continu és igual a
la variaci6 per unitat de temps de la seva quantitat de moviment:

aP()_d
R()=TPD -4 (v ay
O="a " J P

=]

av av

pbdV
v,=v
ds 1) tdS
X
Figura 5-10

X

on el resultant de totes les forces que actuen en el medi continu és (vegeu la

Figura 5-10):
R(f) = jpde + _[tdS
v

14

(5.48)

NS — —
Forces Forces de
massiques  superficie

Aplicant 'equacié del balang de la quantitat de moviment amb la resultant
(5.48) s’obté la forma integral del balang de la quantitat de moviment:

Forma global del principi J
de balang de la quantitat  — Ip bdV + ft das = P Ip vdV (5.49)
v V=V

de moviment v

5.7.2 Forma local del principi de balan¢ de la quantitat de
moviment

Aplicant el lema de Reynolds (5.33) a 'equaci6 (5.49) (i fent servir el teorema
de la divergencia), es té que:



NOTA

S’identifica aix{
Pequacié de Cauchy
(enunciada, perd no
deduida, al capitol 4)
com la forma local espacial
del principi de balang de la
quantitat de moviment.

TERMINOLOGIA

En mecanica, se sol
utilitzar també el nom
de moment angular per
designar el moment de
la quantitat de
moviment.

NOTA

El producte vectorial
d’un vector per si
mateix és nul

(v, xv,=0)
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IpvdV:IpdeJr fm das = J.pﬁdV
Y ov t v,=v dt

Teorema = (5.50)
divergéncia

In -0 dS = IV -odV

ov v
J'(V G+pb)dV = jp—dV VAV <V (5.51)

Vv

ilocalitzant en I'equaci6 (5.51), s’obté /a forma local espacial del balane de la quantitat
de moviment, també denominada equacié de Cauchy:

Forma local espacial

del balang de la dv
- V.o+pb=p—=pa Vxel V¢
PP=P =P (5.52)

quantitat de moviment

(equaci6 de Cauchy )

5.8 Balang del moment de la quantitat de
moviment (moment angular)

Considerem un sistema discret format per n particules tal que per a una
particula arbitraria i, el seu vector posicio és f

. . k
r;, la seva massa és m;, hi actua una forca

f, 1 té una velocitat v, 1 una acceleracié a;
(vegeu la Figura 5-10). El moment respecte a
l'origen de la for¢a que actua sobre aquesta
particula sera M, =rx;xf,, 1 el moment
respecte a lorigen de la guantitat de moviment

de la particula sera £, =r; xm;v,. Tenint en

compte la segona llei de Newton, el
moment M; sera:

M, =r, xf,=r,xm;a, =1, xm, — (5.53)

dt

Si estenem el resultat anterior al sistema discret format per les n particules,
tindrem que el moment resultant respecte a l'origen M, de les forces que

actuen sobre el sistema de particules és:

M,(?)= Zr,. xf, = Zr,. xma, :Zrl. xmi%

%’F (5.54)

“m dL(z)
Zr dt

%,_/
Moment
angular £

Mo(t)_
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Lequaci6 (5.54) expressa que e/ moment resultant M, de totes les forces que actuen
sobre el sistema discret de particules és ignal a la variacid per unitat de temps del moment de

la quantitat de moviment (0 moment angular) L= Zrl. xm;v; daguest. Aquest
i

postulat rep el nom de principi de balane del moment de la guantitat de moviment.

Obsetvaci6 5-7

Si el sistema es troba en equilibri M, (1) =0 V¢

_dL(®)

M, (#)=0 Vt:din,.xmivi =0= > rxmyv, =L=ctle
4 i i

es parla llavors de la conservacid del moment angular.

5.8.1 Forma global del principi de balan¢ del moment angular

El resultat (5.54) es pot estendre a un sistema continu i infinit de particules (el
medi continu, vegeu la Figura 5-11) com segueix:

av

Figura 5-11
El moment angular es defineix com:
L= Irxv iM =J'r><pvdV
M p av v
1la versié continua del postulat del balang del moment angular és:

(5.55)

Definicio
Principi de balang del moment de la guantitat de moviment o moment angnlar: E1
moment resultant, respecte a un cert punt O de l'espai, de totes les

accions sobre el medi continu és igual a la variaci6 per unitat de temps
del moment de la quantitat de moviment respecte al punt esmentat.

dL@)_d
dt _dtV

Mo(t):

[ rxpvarv
-
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Ates que el moment resultant de les forces que actuen sobre el medi continu
(moment de les forces massiques 1 moment de les forces de superficie) té

Pexpressioé (vegeu la Figura 5-11):
Mo(f)ZJ-l‘Xpde+ IrXtdS (5.56)

Vv oV

el principi de balang del moment de la quantitat de moviment queda:

Forma global espacial d
del principi de balang  —> — I rxpvdl = Jr xpb dV + Ir xt dS (5.57)
del moment angular dt v.=v v o

5.8.2 Forma local espacial del principi de balan¢g del moment
angular

Per obtenir la forma local espacial de 'equacié de balan¢ es procedeix com
segueix; tenint en compte el lema de Reynolds en I'equacié (5.57):

4 J'rxpvdV:i Ip(rxv)dV:
dt,:, dt,:,

I L 4T vy dv 5.58
_;pE(r><v)dV—;p(Exv)dV+Jp(er)dV_;rxpEdV (5.58)
——

v
—
=0
i desenvolupant I"dltim terme de 'equacié (5.57):
no ' )
Irx t dS= |rxn-cdS= [rx[n-c] dS= I(rxc )-ndS =
o ov v ar
Teorema (5.59)
diverg.
= I(r xo')-VdV
Vv
simb ,G—Tﬁ: a a
(0" V] = e, 0,00 5= e 0=
ox 85, . (5.60)
Cijk axi O T ecX; K =€y 0, T (r xV-0) ie{l23}
—— m.
5, r<V.c|; '

Substituint ara 'equacié (5.60) en la (5.59):

IrxtdS: J.de+ I(rxV-c)dV
= Iz b p (5.01)
m; =euc, I j,ke{l23}

i substituint finalment les equacions (5.58) i (5.61) en I'equacié (5.57):

jrxp‘;:dV:erpde+ijdV+Vj(rxV~c)dV (5.62)

Vv

Reordenant termes en 'equacié (5.62), s’obté:
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NOTA

S’identifica aixi la
simetria del tensor de
tensions de Cauchy
(enunciada, per6 no
deduida, al capitol 4)
com la forma local espacial
del principi de balane del
moment angilar.
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av
V. _pr =0|= ar=0 VYAV cV
J‘rx{ o+pb-—p dt}ﬁhr VJ‘de 0 Jm c (5.63)

S
=0

on s’ha tingut en compte que el primer integrant és nul a causa de ’equacié de

Cauchy (5.52) (forma local espacial de I'equacié de balang de la quantitat de

moviment). Localitzant en I'equacié (5.63) i considerant el valor de m en

I’equaci6 (5.61), resulta:

m=0 VxeV

m;=e;c, =0 iefl 23}}:>eykcjk =0 hjkeil2d (5.64)
i ijk > ji 2%

i particularitzant I'equacié (5.64) per als tres possibles valors de I'index i :

i=1: €10 jx =€1230,3 T €303, =03 -05,=0=>0y=0y,
—= —=

.. _ _ _ _ _ T
=21 €0 =€;303 +€303 =03 ~0,;=0=03, =0,; ' =0=0 (5.65)
23 28
1 =1
[=3: €,0; =€3,01;+€5,0; =01, =0y =0=0), =0y,
212 22
=1 =1
Forma local espacial
del principi de balang + —>6=0" (5.66)

del moment angular

ila forma local del balan¢ del moment de la quantitat de moviment es tradueix
en la simetria del tensor de tensions de Cauchy.

5.9 Potencia

Definicio

Potencia: En mecanica classica, i també en mecanica de medis continus,
es defineix la posencia com un concepte, previ al d’energia, que es pot
quantificar com la capacitat de realitzar #reball per unitat de tensps. Aixd,
per a un sistema (0 medi continu) es defineix la poténcia W(t)

entrant en aquest com:

Treball realitzat en el sistema

W(t) =

unitat de temps

En alguns casos, no en tots, la potencia W(#) ¢és una diferencial exacta d’una
funcié £(r), la qual, en els casos esmentats, rep el nom d’energia.

dE()

W=z

(5.67)
En el nostre cas suposarem que existeixen dos procediments pels quals el medi
continu absorbeix poténcia del seu exterior i realitza amb aquesta poténcia un
treball per unitat de temps:
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- Poténcia mecanica: mitjangant el treball realitzat per les accions mecaniques
(forca massiques 1 superficials) que actuen sobre el medi.
- Potencia calorifica: mitjancant 'entrada de calor en el medi.

5.9.1 Poténcia mecanica. Teorema de les forces vives

Definicid

Poténcia mecanica entrant en el medi continu: treball per unitat de temps

realitzat per totes les forces (massiques 1 de superficie) que actuen
sobre aquest.

Considerem el medi continu de la Figura 5-12 sotmes a I'accié d’unes forces
massiques, caracteritzades pel vector de forces massiques b(x,?), i unes forces
supetficials, caracteritzades pel vector de traccio t(x, 7).

——
\4
pbdlV
tds
das \
I} = t-ﬂdS:t-v das
dr / &"ﬁ
// V
ﬁt’+ dt
Figura 5-12

L’expressio de la potencia mecanica entrant en el sistema P, és:

Pe:_[pb-vdV+_[ t -VdS:J-pb~VdV+ In-(o-v)dS
v ¥ Mo v o

(5.68)

Aplicant el teorema de la divergencia a I'dltim terme de 'equacié (5.68) es té:
In-(c-v)dS: IV-(G-v)dV
v v

V'(O"V)I%(Gijvj): i V.+ © L:(V'G)'V+Gil (5.69)

: o, T Lo,
— Gji ——
(V'G)j (l)ji
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RECORDATORI

El tensor ¢ és simetric
iel tensor yy és
antisimetric. En
conseqiiencia, el seu
producte és nul

(o:w=0)

NOTA

Sutilitza aqui

Pexpressio:

d 1
a2" "
_ldV 1 dv
T2dt 2 dr
_av
Cdt

NOTACIO

2 2
vov=p=v

1 tenint en compte la identitat I=v®V =d +w (vegeu el capitol 2):

c: Il =oc:d+o:w=0c:d
l=d+w =0
Substituint 'equacié (5.70) en la (5.69), s’obté:

:>In cvdS j

v

vdV+jc ddv

Substituint 'equacié (5.71) en I'equacié (5.68), la potencia mecanica
entrant en el medi continu resulta ser:

P, =jpb.vdV+ It~vdS= jpb.vdV+j(V~c)~vdV+jc:ddV:

JV G+pb)vdV+Io ddv = Ip u v dV+IG ddv =

pdV v sl
dt —(1v-v)
dr 2
Ipi(lv-vj+J-0':ddV:in(lvzjdV+J-0:ddV:>
;de\2 ; poodr\2 v

1 aplicant el lema de Reynolds (5.33) a I'equacié (5.72):

P, =[pb-vdV+ jt~vd5:i | lpvdeJrj c:ddV
V v dtVtsz V

Teorema de les forces vives
Poténcia

mecanica; > P, = Ipb vdl + J't vdS—— j vadV+.[cs ddv
entrant

\—ﬁr——“ %r——’
K=Energia Poténcia
cinética tensional

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

(5.74)

L’equaci6 (5.74) constitueix la generalitzacié a la mecanica de medis continus

del teorema de les forces vives de la mecanica classica:

Definicié
Teorema de les forces vives: la potencia mecanica entrant en el medi
continu:

P = Ipb-vdV+ It-vdS
v v
s’inverteix en:

a) modificar 'energia cinética de les particules del medi continu:

dK_d
dadr 2”

4

Energfa cinética = IC I— pvidy = vidv

b) crear poteéncia tensional:

def
Poténcia tensional = _.-0' cddV
v
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Obsetvaci6 5-8

En vista de I'equaci6 (5.74), la poteéncia tensional es pot definir com
aquella part de la poténcia mecanica entrant en el sistema que no
s’empra a fer variar 'energia cinctica. Es pot interpretar com e/ #reball
per unitat de temps (potencia) realitzat per les tensions en el procés de
deformaci6 del medi.

En un solid rigid no hi ha deformacié ni velocitat de deformacié
(d=0). En conseqiiencia, les tensions no realitzen treball mecanic i la
potencia tensional és nulla. En aquest cas, tota la poténcia mecanica
entrant en el sistema s’inverteix en fer variar 'energia cinética d’aquest
i es recobra el teorema de les forces vives de la mecanica del solid

rigid.

5.9.2 Potencia calorifica

Definici6 I

Poténcia calorifica entrant Q,: Es la quantitat de calor que entra, per

unitat de temps, en el medi continu.

L’entrada de calor esmentada pot ser produida per dues causes fonamentals:

a) lentrada de calor a causa del flux (10 convectin)) de calor a través del contorn
del volum material corresponent. Noteu que, en tractar-se d’un volum
material, el flux de calor per transport de massa (convectiu) és nul i, per
tant, tot el flux de calor entrant sera no convectiu,

b) Pexistencia de fonts de calor a Iinterior del medi continu.

o [Flux de calor no convectivd

Sigui q(x,t) la descripci6 espacial del vector de flux no convectiu de calor

per unitat de superficie. Llavors, el flux net no convectiu de calor a través
del contorn del volum material sera (vegeu la Figura 5-13):

J-q ndS = Quantitat de calor sortint
R

unitat de temps

5.75
Quantitat de calor entrant ©.75)

- Iq ‘nds = -
5 unitat de temps
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0 ¢

q(x,7)

X

Figura 5-13

Obsetvaci6 5-9

Un exemple tipic de flux no convectiu és la transmissié de calor per
tenomens de conduecid. La conduccié de calor esta governada per la Jei
de Fourier, que proporciona el vector de flux de calor per conduccié
(no convectiva) q(x,7) en funcié de la temperatura 6(x,7):

Llei de Fourier
de conduccié ; =  q(x,1)=—K VO(x,1)
de calor

on K ésla conductivitat térmica (una propietat del material).

° LFam‘; internes de m/oﬁ

A Tinterior del medi continu es pot generar (o absorbir) calor a causa de
certs fenomens (reaccions quimiques, etc.). Sigui r(x,7) una funci6
escalar que descriu en forma espacial la calor generada per les fonts
internes per unitat de massa i unitat de temps (vegeu la Figura 5-14). La
calor entrant en el sistema, per unitat de temps, a causa de I'existencia de
fonts internes de calor sera:

X

Figura 5-14
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Calor generada per la font interna

fp rdv = (5.76)

unitat de temps

En conseqtiencia, la calor total entrant per unitat de temps en el medi continu
(o potencia calorifica Q,) vindra donada com la suma de les contribucions del

flux per conducci6 (5.75) i de les fonts internes (5.76):

Poténcia calorifica

} 0.=[prdv-[qnds (.77)
Vv av

entrant en el medi

i, ateses les equacions (5.74) i (5.77), la potencia total entrant en el medi
continu es pot escriure com:

Potencia total entrant en el sistema

d 1 ,
P+Q =— | —pv’dV+|oc:ddV+|prdvV-|q-ndS (5.78)
> +0, dfy,[ﬂp l lp aqu

5.10 Balang de Penergia

5.10.1 Conceptes de termodinamica

Sistema termodinamic. és una determinada quantitat de materia continua
formada sempre per les mateixes particules (en el nostre cas un volum
material).

Variables  termodinamiques:  conjunt de wvariables macroscopiques que
caracteritzen el sistema i intervenen en tots els processos fisics que cal
estudiar. Es designaran per ui(x,t) i€ {1,2,...,n}.

Variables d’estat, independents o llinres: és un subconjunt del grup de variables
termodinamiques en funci6 de les quals es poden expressar totes les altres.

Estats termodinamics: un estat termodinamic queda definit en assignar un cert
valor a les wvariables d’estat i, per tant, a totes les variables
termodinamiques. En un hiperespai (espai termodinamic) definit per les
variables termodinamiques W, i€{l,2,...,n} (vegeu la Figura 5-15), un

estat termodinamic vindria representat per un punt.

MZ Y

Wy
Figura 5-15 — Espai termodinamic
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NOTA

La descripcio
matematica d’una

funcjé q)(“l ERRE] “‘n)

de les variables
termodinamiques
mitjancant una forma
diferencial §¢ és un

fet molt comu en
termodinamica de
medis continus.

®  Processos termodindamics: la successié continua d’estats termodinamics pels
quals passa el sistema entre dos instants de temps 7, i 7 (és un cami o
segment continu en I'espai termodinamic, vegeu la Figura 5-10).

W A

Wy |

y
wy

uy' uy H
Figura 5-16 — Procés termodinamic

o Cicle tancat: procés termodinamic en el qual estat termodinamic final
coincideix amb lestat termodinamic inicial (totes les wvariables
termodinamiques recuperen el seu valor inicial), vegeu la Figura 5-17.

U

\J

W =
Figura 5-17 — Cicle tancat

o Funcid destat: tota funci6 escalar, vectorial o tensorial ¢(u,...n,) de les
variables termodinamiques que es pot escriure unfvocament en funcié
d’aquestes.

Considerem un espai termodinamic amb variables termodinamiques
Mi(x,t) ie{l,2,...,n} i una funcié O(Uyseesit,,)  de  les  variables
termodinamiques esmentades definida implicitament mitjancant una forma
diferencial:

80 = /1 (oo b, Jlbty + oot £, (b, )d, (5.79)

Considerem també un determinat procés termodinamic 4 — B en 'espai de
les variable termodinamiques. L’equacié (5.79) proporciona el valor de la

not not
funcié ou7,...,u%) =0, conegut el seu valor oot =0, i el cami

corresponent (procés termodinamic) 4 — B mitjancant:

0 =0+ 80 (5.80)
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bp=0,+ J.j&b
J;,30% ]

0

My L deN 5 5 5
E S

(@

Figura 5-18 — Funci6 no univoca de les variables termodinamiques u,,u,

Tanmateix, 'equacié (5.80) no garanteix que el resultat ¢, sigui independent
del cami (procés termodinamic) seguit. En termes matematics, no garanteix que
la funcié ¢:R" - R definida mitjancant (5.80) sigui unfvoca (vegeu la Figura
5-18) i que, per tant, existeixi una sola imatge O(W,,....,u,) per a cada punt de
Pespai termodinamic (vegeu la Figura 5-18).

Obsetvaci6 5-10

Per tal que una funcié G(W,,....u, ), descrita implicitament mitjancant
una forma diferencial 8¢, sigui una funcid d'estat (és a dit, univoca), la
forma diferencial esmentada ha de ser una diferencial exacta 3¢ =do .
En altres paraules, la forma diferencial 8¢ ha de ser integrable.

La condicié necessaria i suficient perqueé una forma diferencial com la
(5.79) sigui una diferencial exacta és la igualtat de derivades creuades:

Sq):ﬁ(pl,...,un)dul +...+fn(u1,...,un)dun

o, (seeot,) (i) Vi je (L | =0

a“j oy,

Sila forma diferencial (5.79) és una diferencial exacta, 'equacié (5.80) queda:

05 =0, + [ do=0, +[20]] (5.81)

iel valor ¢, ¢és independent del cami d’integracié. Direm llavors que la funcié
O és una funcid d'estat que depén sinicament dels valors de les variables d’estat 1 no del

procés termodinamic.
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Obsetvaci6 5-11

Si ¢ és una funcié d’estat, llavors 3¢ és una diferencial exacta i la
integral al llarg de tot cicle tancat de la diferencial 3¢ sera nul‘la:

Esq;—{aq;—[g(:ﬂi—o

Exemple 5-3 Determinen si la funcid &, W, ) definida a partir de la forma diferencial
3 =4p,du, + W, dw, pot ser una funcid d'estat.

Resolucié
D’acord amb I'equaci6 (5.79):

9 _
ﬁE4”2}:>5Hz o 9
frosw ] 9% Tom, o

o,

1, pet tant, &G #o és una de diferencial exacta (vegeu I'Observacié 5-10) i ¢ no és
una funci6 d’estat.

5.10.2 Primer principi de la termodinamica

L’experiencia demostra que la poténcia mecanica (5.74) no és una diferencial
exacta i que, per tant, el treball mecanic desenvolupat pel sistema en un cicle
tancat no és igual a zero. Bl mateix passa amb la potencia calorifica (5.77).

3, =P, di = {P, dt+0

5.82
3, =0, di = {0, di#0 G52

Tanmateix, existeix evidencia experimental que la suma de la potencia
mecanica més la potencia calorifica, és a dir, la poténcia total entrant en el
sistema (5.78) (vegeu la Figura 5-19), és efectivament una diferencial exacta i
que, per tant, es pot definir a partir d’aquesta una funcd destat € que
correspondra al concepte d’energia:

Pdi+Q, di=dE=> E@t)= J‘: (P, +Q,) dt +constant (5.83)
0
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RY)

X, Figura 5-19
El primer principi de la termodinamica estableix els postulats segiients:
1) Existeix una funcid d'estat €, denominada energia total del sistema, tal que la

seva variacié per unitat de temps és igual a la suma de la poténcia mecanica
més la poténcia calorifica entrants en el sistema:

d€
—=P +
d ¢ 0
dE = Pdi + Q.dr (5.84)
. ~, S —_—
Variaci6 de Treball  Treball
lenergiatotal mecanic  calorific

2) Existeix una altra funcid d'estat U denominada energia interna tal que:

NOTA a) ¢és una propietat de cardcter extensin. En aquest cas espot definir una
Es diu que una cera energia interna especifica u(X,t) (o energia interna per unitat de massa)
propietat és extensiva si tal que:
el contingut de la propietat
en e{z‘oz‘e’x la suma .de/ U= jpudV (5.85)
contingut de la propietat a |4

cada una de les parts. E1

caricter extensiu duna b) la variacié de Penergia total del sistema £ és igual a la variaci6 de
propictat permet definir I’energia interna U més la variacié de I'energia cinética KC:

el contingut de la

propietat per unitat de ) Qlé T dic + . d_u_J .

massa (valor especific de la Diferencial Diferencial (5.80)
propietal) o per unitat de exacta exacta

volum (densitat de la

propietal).

Obsetvaci6 5-12

Observeu que, atés que s’ha postulat que I'energia total del sistema &
i 'energia interna U sén funcions d’estat, d€ 1 dld en Pequacié
(5.86) son diferencials exactes. En conseqiiencia, diC=d€ —dld , en
Pequacié esmentada, també és diferencial exacta (ja que la diferencia
entre dues diferencials exactes també ho és) i, per tant, és una funcié
d’estat. Es pot afirmar, doncs, que lequacié (5.806) postula
indirectament el caracter de funcié d’estat (i, per tant) d’energia de IC.
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A partir de l’equacié (5.84) i considerant 'equaci6é (5.78), es té:

d€
S =Rr0.=" j ~pv dV+jc ddV+jprdV andS
=
= [=pvidV
Lo
(5.87)
d€ dIC a’l/l d 1
RS Rt — dV + ddV+ rdlV- |q-ndS =
dr  dt dt £2m JG Jp olqn
%/—/
diKc au
dt dt
Forma global U d
del balang LS9 :ddV+ |prdV- |q-ndS
d’energia N dr dt J. J (5-88)
interna V=V

Obsetvacio 5-13
De Pequaci6 (5.88) es despren que tota variacié, per unitat de temps,
de I'energia interna % ve produida per:
t
— una generaci6 de poténcia tensional : fc :ddv
14

— una variacio, per unitat de temps, del contingut de calor del medi:

IprdV— jq~ndS
4 oV

Aplicant el lema de Reynolds (5.33) i el teorema de la divergencia en equacid
(5.88) es té:

% IpudV:Jp%dV:Jc:ddV+JprdV—JV-qu VAV <V (5.89)

t

Finalment, localitzant en 'equaci6 (5.89), s’obté /a forma local espacial del balang de
Lenergia:

Forma local
espacial del balang du _ v,

Penergialequacis. [ Py =c:d+(pr-v-q) VxeV WVt (5.90)
de I'energia) >
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NOTA

Sistema termodinamic
aillat: és un sistema que
no pot intercanviar
energia amb l'exterior.
En un sentit estricte
IManic sistema
perfectament aillat és
Punivers, encara que
podem pensar en
sistemes més petits
quasiaillats o aillats de
forma imperfecta.

5.11 Processos reversibles i irreversibles

El primer principi de la termodinamica condueix a una equacié de balang de
Penergia que s’ha de complir per a tots els processos fisics que es produeixen
en la realitat:

_dE_du dK
dt dt dt

P.+0, (5.91)

En particular, si considerem un sistema aillat (un sistema que no pot intercanviar
energia amb lexterior), la variacié temporal de I'energia total del sistema sera

nul'la (i{—g =0= lenergia total es conserva) i, per tant, 'equacié de balan¢ de
t
I’energia (5.91), establerta pel primer principi de la termodinamica, imposa que

tota variacié d’energia interna o s’ha de compensar amb una variaci6 igual i
t

. - o dIE .
de signe contrari d’energia cinética o i viceversa (vegeu la Figura 5-20.
t

Figura 5-20 — Sistema termodinamic aillat

El que no diu el primer principi de la termodinamica és si aquest intercanvi
d’energies (cinetica i interna) en un sistema aillat es pot produir indistintament
en qualsevol sentit (ﬂ = _ax >0, 0 bé, a = _drk <0). Es a dir, no estableix
dt dt dt dt
cap restriccié que indiqui si un procés arbitrari i imaginari que impliqui un
intercanvi d’energia en un determinat sentit és fisicament possible o no. Lanic
que estableix és la satisfaccié del balang d’energia (5.91) en el cas que el procés
es produeixi.

Tanmateix, experiencia demostra que, certs processos que podrien ser
imaginats teoricament, no es producixen mai en la realitat. Suposem, per
exemple, el sistema aillat de la Figura 5-21 constituit per:

— una roda rigida (no deformable) que
gira amb velocitat angular ©,

— un fre que es pot aplicar sobre la roda en
un determinat instant.

Figura 5-21
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NOTA

En tractar-se d’'un medi
no deformable, la
potencia tensional és
nulla (vegeu
I'Observacié 5-8) i tota
variacié de I'energia
interna del sistema
derivara d’una variacié
del seu contingut de
calor (vegeu
I’Observaci6 5-13).

Considerem ara els dos processos segiients:

1) En un cert instant el fre actua, la velocitat de gir de la roda, o, disminueix
i, per tant, en disminueix I'energia cinetica (dIC <0). D’altra banda, a causa
de la friccié entre el fre 1 la roda, es generara calor i es produeix un
augment de 'energia interna (dld >0). L’experiéncia demostra que aquest
procés, en el qual augmenta I'energia interna a costa de disminuir energia
cinetica, es pot donar en la realitat i que, per tant, és un procés fisicament

Jactible.

2) Mantenint el fre sense aplicar, en un cert instant la roda augmenta
espontaniament la seva velocitat de gir ® i, per tant, augmenta la seva
energia cinctica (dIC>0). D’acord amb el primer principi disminuira
I'energia interna del sistema (dlf <0). Tanmateix, I'experiencia demostra
que aquest augment (espontani) de la velocitat de la roda no es produeix
mai ni tampoc la disminucié conseglient de la quantitat de calor del sistema
(que es reflectiria en una disminucié de la seva temperatura).

La conclusié davant d’aquesta observacid és que e/ segon procés considerat en
Lexcemple no é un procés fisic factible. Més generalment, per al sistema considerat
només soén factibles processos termodinamics que tendeixin a augmentar
I'energia interna i a disminuir energia cinetica i no el contrari.

Concloem, doncs, que només guan un determinat procés fisic és factible el primer principi
és aplicable, 1 s’adverteix la necessitat de determinar quan un determinat procés
fisic és factible o si un procés fisic és factible en una direccid, en totes dues o
en cap. La resposta a aquesta qiiestié la proporciona el segon principi de la
termodinamica.

Les consideracions anteriors porten a classificar, des d’un punt de vista
termodinamic, els possibles processos fisics en processos factibles o no factibles 1, a
més, suggereixen classificar els processos factibles en processos reversibles i processos
irreversibles.

Definicions

Procés reversible: un procés termodinamic 4 — B ¢és reversible si és
possible tornar des de lestat termodinamic final B a lestat
termodinamic inicial 4 pel mateix cami (vegeu la Figura 5-22).

Procés irreversible: un procés termodinamic 4 — B és irreversible si no
és possible tornar des de lestat termodinamic final B a lestat
termodinamic inicial A pel mateixc cami (encara que s’hi pugui tornar
per un cami diferent, vegeu la Figura 5-22).
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NOTA

Es diu que una certa
propietat és intensiva si
el contingut de la propietat
en el tot no és la suma del
contingut de la propietat a
cada nna de les parts. Al
contrari del que passa
amb les propietats
extensives, en aquest
cas no es pot definir el
contingut de la
propietat per unitat de
massa (valor especific de la
propietal) o per unitat de
volum (densitat de la
propietal). La
temperatura és un
exemple paradigmatic
de propietat intensiva.

Procés reversible

Procés irreversible

oA W, A

/\B

%
AN

h
|
1
|
|
'
|
|

»

AT —a

Wy

Figura 5-22 — Processos reversibles i irreversibles

En general, dins d’un mateix procés termodinamic hi haura trams reversibles i
trams irreversibles.

5.12 Segon principi de la termodinamica.

5.12.1 Segon principi de la termodinamica. Forma global

Entropia

El segon principi de la termodinamica estableix els dos postulats segtients:

1) Existeix una funcié d’estat denominada femperatura absoluta 6(x,t), que és

2)

intensiva i estrictament positiva (0> 0).

Existeix una funcié d’estat denominada enfrgpia S amb les caracteristiques

seglients:

a) EBs una variable extensiva (el contingut de Pentropia en el tot és la suma
del contingut en les parts). Aixo implica que existeix una entropia

especifica (entropia per unitat de massa) s tal que:

entropia

= 5 §= J. psdV
unitat de massa ’

b) Es compleix la desigualtat seglient:

Forma integral
del
e.se.g(?n —>§=i J. pstZ'fpldV—_[ﬂ-ndS
principi de la dr dt viey . 0 50
termodinamica
on:

— elsigne = correspon a processos reversibles.
— el signe > correspon a processos zrreversibles.

(5.92)

(5.93)
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— el signe < no es pot donar i indica que el procés corresponent és

70 factible.

5.12.2 Interpretacié fisica del segon principi de Ila
termodinamica

A DPapartat 5.9.2 s’ha vist que la magnitud calor en el sistema ve caracteritzada per:
a) un terme de font (o de generacié de calor per unitat de massa i de
temps) r(X,?), definit a I'interior del volum material i
b) el flux no convectiu (flux de calor per conduccid) a través del contorn
de la superficie material, definit mitjancant un vector de flux no
convectiu per unitat de superficie q(x,7).
Amb aquests termes es pot calcular la quantitat de calor que entra per unitat de
temps en un volum material V,, que ocupa instantaniament el volum de I'espai

V, =V de normal exterior n, com:

Qe=£prdV—Jq-ndS (5.94)

v

Considerem ara una nova magnitud definida com calor per unitat de temperatura
absoluta en el sistema. Si O(X,?) és la temperatura absoluta, la quantitat de la

magnitud esmentada vindra caracteritzada per:

r ‘s .
a) un terme de font ry corresponent a la generacié de calor per unitat de
temperatura absoluta, per unitat de massa i unitat de temps, i

b) un vector g de flux no convectiu de calor per unitat de temperatura

absoluta.
. Terme de Vector de flux
Magnitud .
font no convectiu
Calor q
unitat de temps g
Calor / u. de temperatura absoluta r q
unitat de temps 0 0

De forma parallela a I'equacié (5.94), els nous termes font, i, i vector de flux

no convectiu, %, permeten calcular la quantitat de calor per unitat de temperatura

absoluta que entra al volum material per unitat de temps com:

(Calor/u. de temperatura) que entra en V'

r q
=|p—-dV-|—-ndS
unitat de temps -I p 0 aJ;/ 0 (5.95)

Observant ara 'equacié (5.95), veiem que el segon terme d’aquesta correspon
precisament a la magnitud definida en I'equacié (5.93). Aquesta circumstancia
permet interpretar el segon principi establint que /a generacid d'entropia, per unitat
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de temps, en un medi continn sempre és més gran o igual que la guantitat de calor per nnitat
temperatura que entra en el sistema per unitat de temps.

Forma global

del segon principi —)%2 Jpng_E}[%.n ds

Quantitat de la propietat

"Calor /u. de temperatura absoluta”
que entra en el domini V' per

unitat de temps

de la termodinamica

(5.96)

Considerem ara la descomposicié de 'entropia total del sistema S en dos
components diferenciats:

o S entropia generada (produida) interiorment pel medi continn. Ta seva taxa de
()
generacié temporal és ,
dt
o S entrgpia generada per interaccid del medi continn amb el sen exterior. La seva
(e)

taxa de variaci6é temporal és ,

dt
i es compleix naturalment:
() (@
das _ds + ds (5.97)
dt  dt dt

Si s’estableix ara que la variacié temporal de I'entropia generada per interaccid
amb lexterior coinciderc amb la de la magnitud calor per unitat de temperatura
absolnta, de equaci6 (5.94) es pot escriure:

ds') r q
7=Jp6dV—:’[6-ndS (5.98)

1, tenint en compte les equacions (5.96) a (5.98), la variacié per unitat de temps
de P'entropia generada internament sera:

s ds ds® ds r q
B = 2 | [p=ar- [2.nds|>0
dt dt dt dt Jpe a‘le " 69

Obsetvaci6 5-14

Segons lequacié (5.99), lentropia de generaci6 interna S del

()

. . . ds .
sistema (medi continu) sempre augmenta ( >0). En un sistema

petfectament aillat (estrictament patlant, només la totalitat de I'univers
ho és) no hi ha interaccié6 amb Iexterior i la vatiacié d’entropia per

(e)

interaccié amb l'exterior és nula ( =0). En aquest cas, el segon

st ds
dt

principi estableix que >0, és a dir, que Jentropia total d'un

Sisterna perfectament aillat sempre angmenta. Aquest és el punt de partida
d’algunes formulacions alternatives del segon principi de la
termodinamica.
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5.12.3 Reformulacio del segon principi de la termodinamica

Ateses les consideracions de lapartat 5.12.2 podem reformular el segon
principi en els termes segiients:

1)

2)

3)

Existeix una funcié d’estat denominada temperatura absoluta tal que
sempre és estrictament positiva:

0(x,) >0 (5.100)

Existeix una funcié d’estat denominada entropia que és una variable
extensiva i que, per tant, es pot definir en funcié d’una entropia especifica
(o entropia per unitat de massa) s(X,#) com:

S@)=[psdv (5.101)

I’entropia pot ser de generaci6 interna, S, o produida per interaccié amb
Pextetior, S . Tots dos components de 'entropia sén variables extensives
i el seu contingut en un volum material V' es pot definir en funcié dels seus

valors especifics respectius s9 5@,

SO = J.p sOdy
v
5.102
§ = [psay (5.102)
Vv
(@) ()
S50 4 g© a5 _ds™ 4§ (5.103)
dt dt dt
1 fent servir el Lema de Reynolds (5.33) en I'equacié (5.103):
(i) (i)
as™ _d J.ps(i)dV: J-p ds v
dt dt,?, ;odt
" (5.104)
() (e) ’
ds ds av

4)

5)

dt

:i (@)dV:
dtV"LE)S Jp dt

La variaci6 d’entropia externa (generada per interaccié amb Pexterior) esta
associada a la variacié de la magnitud calor per unitat de temperatura absoluta, i
es defineix com:

ds')
d

r q
= |p—-dV - |=-ndS
Vjpe Je (5.105)

L entropia de generacid interna no disminueix mai. En funcié de la variacié del
seu contingut durant un procés termodinamic es defineixen les situacions
seglients:

——20—>9>0 procés irreversible (5.1006)

st =0 procés reversible
dt <0  procés no factible
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5.12.4 Forma local del segon principi de la termodinamica.
Equacié de Clausius-Plank

Fent servir les equacions (5.102) a (5.105), 'equacié (5.106) es reescriu com:

ds"¥' ds ds'

dt  dt drt

d gy =9 | (plarv - [9.
Eyr;ffs”dV_dtVr!fst Dpedr/ 6{@ ndr}zo

>0

(5.107)

Aplicant el lema de Reynolds (per a la primera i segona integral del terme de
I'esquerra de l'equacié (5.107)) i el teorema de la divergencia (en I'altima
integral), s’obté:

ds") ds r q

—dV=|p—dV - |p=dV—-|V:|=1|dV |20 VAV cV

IS Vjpdt Dpe Vj (e c (5.108)

i localitzant en I'equacié (5.108), s’arriba a la forma local del segon principi de
la termodinamica o equacié de Clausius-Duhem:

Forma local del

segon principi de (i) VxeV
la termodinamica - p ds = pé _[ pz -V. (qD >0 €

(desigualtat de dt dt 0 vt (5.109)
Clausius-Duhem)

On, de nou, en 'equacié (5.109) el signe:
= correspon a processos reversibles,
> cofrespon a processos zrreversibles,
< indica que el procés corresponent és 70 factible.

L’equacié (5.109) és susceptible de ser reelaborada com segueix:

1 1

0) 0

s ds o1 1 = (5.110)
=pLZ pli-V.q-—q-V020

P Pa PeTer 121

i

sos- Iy ly.q - g.veso
0 pH?

po
S‘}gcal S@;d (5.111)

Una formulacié més forta (més restrictiva) del segon principi de la

termodinamica postula que lentropia generada internament, s'(i), es pot
(@)
cond >

- (i) PSRN . . .
generar localment, s,/,, o per conduccid térmica, s 1 que totes dues

contribucions a la generacié d’entropia han de ser no negatives:
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Generacio interna .
local dentropia: ) —s5-Li—v.q=0

003. entropia . ™ Stocal =S 0" o0 q (5.112)
(desigualtat de Clausius-Plank)

Generacio interna

, . i 1
d'entropia per —)sﬁn)”d =_p92 q-V6=0 (5.113)
conducci6 de calor

Obsetvacio 5-15

L’equaci6 (5.113) es pot interpretar de la manera seglient: com que la
densitat, p, 1 la temperatura absoluta, 6, sén magnituds positives,

'equacié esmentada es pot escriure:

que estableix que el flux no convectiu de calor, q, i el gradient de

temperatura, VO, son vectors que tenen sentits oposats (el seu
producte escalar és negatiu). En altres paraules, lequacié (5.113) és
Pexpressié matematica del fet experimentalment contrastat gue /a calor
Slueixc per conduccid de les parts miés calentes del medi a les miés fredes (vegeu la
Figura 5-23), caracteritzant com a 7o factibles aquells processos en els
quals passi el contrari.

q-Vo<0 Calent

e

Figura 5-23 — Flux de calor oposada al gradient térmic

Obsetvaci6 5-16

En el context de la llei de Foutier de conduccié de la calor:
q=-K V0 (vegeu 'Observaci6 5-9) I'equaci6 (5.113) es pot escriure:

q-Vo<0 2
-K < K>0
qz_KW}: vof <0 =[K20]

posant de manifest la manca de sentit fisic de valors negatius de la
conductivitat térmica K .
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5.12.5 Formes alternatives del segon principi de la termo-
dinamica
En mecanica de medis continus se solen utilitzar expressions alternatives de

Iequacié de Clausius-Plank (5.112) combinant-la amb la forma local de
I'equacié de balang de 'energia (5.90).

o Eqﬂaﬁ'é de Clansius-Plank _en funcid de l'energia interna 6’5])6[?%4

Una forma usual d’expressar I'equacié de Clausius-Plank és fer-ho en funcié de
I'energia interna especifica u(X,#) de I'equaci6 (5.85). Aquesta expressié s’obté
fent servir la forma local espacial de 'equaci6 de balang d’energia (5.90):

p%z,OL't:cr:derr—V'q:> pr-v-q=pi-c:d (-114)

i substituint-la en I'equacié de Clausius-Plank (5.112):

P03} =PE~[pr-V-ql=ps-pii+c:d>0 (5.115)

Equacio de Clausius-Plank
en funcio de - —p(i-60 §)+c:d=0 (5,116)

l'energia interna

e |Equacid de Clansins-Plank en funcié de 'energia llinre d’Helmholt3

Una altra possibilitat és expressar 'equacié de Clausius-Plank en funcié de
Ienergia lliure (especifica) de Helmholtz y(x,7), que es defineix en funcié de

I'energia interna, de 'entropia i de la temperatura com:

def

Y =u—s0 (5.117)
Derivant respecte al temps 'equaci6 (5.117), s’obté
=t — 50— 50 = 1 — 05 = [y + 50 (5.118)

i substituint 'equacié (5.118) en la (5.116), s’obté I'equacié de Clausius-Plank
en funcié de 'energia lliure de Helmholtz:

pOs.  =—pli-05)+c:d=—p(j+s0)+c:d>0 (5.119)

Equaci6 de Clausius-Plank
en funcié de = —p(y+s6)+c6:d>0 (5.120)

l'energia lliure

Per al cas de deformacié infinitesimal es té que d=¢ (vegeu el capitol 2,
observaci6 2-22) i substituint en ’equacié (5.120) s’obté:

Equacio de (5.121)
Clausius-Plank — —p(y +s0)+06:£>0
(deformacid infinitisemal)
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5.13 Equacions de la mecanica de medis
continus. Equacions constitutives

Arribats en aquest punt, resulta convenient resumir el conjunt d’equacions
diferencials (locals) que proporcionen les equacions de conservacié-balang:

1) Conservacid de la massa. Equacié de continuitat:

dp

E+pV-V=O
d_p+p%_0 — lequacid (5.122)
dt ox,

2) Balang de la guantitat de moviment. Equacié de Cauchy:

V.o+pb= p%
— 3equacions (5.123)

J0 av.
—L+pb=p—L ie{l23
ax, pb=p-—= i€il,23}

3) Balang del moment angular. Simetria del tensor de tensions:

c=0" .
— 3 equacions (5.124)
0, =0, ;5 03503 ; 0,3=03

4) Balang de I'energia. Primer principi de la termodinamica:

p%=o‘:d+(pr—v-q)
} — 1 equacio (5.125)

du aq,
—=0,d. + -
p dt vy (pr dox,

1

5) Segon principi de la termodinamica. Desigualtat de Clausius-Plank i del flux de

calor:
—p[E-05)+c:d>0

— L restriccid
—pli-65)+0,d, zo} restriecto

5747020 (5.126)
1 00

p92 q,a—xlzo

— 1restriccio

que sumen un total de 8 equacions diferencials en derivades parcials (EDP) i dues
restriccions.
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NOTA

No es comptabilitzen
com a incognites els sis
components diferents
del tensor velocitat de
deformaci6 (, ales
equacions (5.125) i
(5.1206), ja que se
suposen implicitament
calculables en funcié de
la velocitat y

mitjangant la relaci6:
d(v)=V’'vy

(vegeu el capitol 2,
apartat 2.13.2).

NOTA

Es freqiient que en les
equacions constitutives
termomecaniques
intervinguin les
deformacions, g, que
tanmateix no es
comptabilitzen com a
incognites addicionals,
ates que se suposen
calculables en funcié de
les equacions del
moviment que, al seu
torn, es poden calcular
pert integracié del camp
de velocitats

=e=¢&(v)
(vegeu els capitols 1 i
2).

Fent un recompte del nombre d’incognites que intervenen en les equacions
esmentades es té.
0 — lincognita
v — 3 incognites
0 — 9incognites
u — lincognita 19 incognites
q — 3 incognites

6 — lincognita

s — lincognita

Es evident, per tant, que caldran equacions addicionals per resoldre el
problema. Aquestes equacions, que reben el nom generic d'equacions constitutives i
que sén propies del material que constitueix el medi continu, sén:

6) Llez de Fourier de conduccid de la calor:

q=—-KV0
—3 i .
g =K 20 ie 123 equacions (5.127)
ox,
7) Eguacions constitutives (propiament dites):
Eq. constitutives
q . - fl.(o,s(v),e,p,)z 0 ie{l...6} — 6equacions
termomecaniques :
(5.128)

Eq. constitutiva .,
—s=5(e(v),0,u) — lequacio

de I'entropia :

on p={{,...,u,} sén un conjunt de noves variables termodinamiques

(pnoves incognites) introduides per les equacions  constitutives

termomecaniques.

8)  Equacions termodinamiques d’estat:

Equacio calorica
, —u=g(p,e(v),0,u)
d'estat

— (14 p) equacions (5.129)

Equacions

o - F(p,0,n)=0 i€ {l2..p}
cinétiques d'estat

Ens trobem ara amb un conjunt de (19+ p) equacions i (19+ p) incognites
que, amb les condicions de contorn adequades, defineixen un problema
matematicament ben posat.
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NOTA

Per simplicitat, s’ha
suposat aqui la simetria
del tensor de tensions
(5.124) ja imposada,
eliminant aquesta
condici6 del conjunt
d’equacions i reduint el
nombre d’incognites de
g de9ab

componcnts.

Obsetvaci6 5-17

Les equacions de continuitat, de Cauchy, de simetria del tensor de
tensions, de balang d’energia, 1 les desigualtats del segon principi de la
termodinamica (equacions (5.122) a (5.120)) son valides 1 generals per
a qualsevol medi continu, sigui quin sigui el material que el
constitueixi i per a qualsevol rang de desplagaments o de
deformacions. Al contrari, les equacions constitutives (5.127) a (5.129)
sén especifiques del material o del tipus del medi continu amb que es
tracti (solid, fluid, gas) i els diferencien entre si.

5.13.1 Problema termomecanic desacoblat

Per a la resolucié del problema general en mecanica de medis continus s’ha de
resoldre un sistema d’equacions diferencials en derivades parcials que involucra
les (19+ p) equacions i les (19+ p) incognites discutides a I'apartat anterior.
Tanmateix, en determinades circumstancies o sota certes hipotesis, és possible
descompondre el problema general en dos problemes menors (involucrant
cada un d’ells un nombre menor d’equacions i incognites), denominats problema
mecanic 1 problema termic, que es poden resoldre de forma independent
(desacoblada) entre si.

Com a exemple, considereu que la distribucié de temperatures O(X,#) és

coneguda a priori, 0 no intervé de forma rellevant en les equacions constitutives
termomecaniques (5.128) i que, a més, les equacions constitutives esmentades
no involucren noves variables termodinamiques (W ={J}). En aquest cas,

considerem el conjunt d’equacions segiient:
Eq. de continuitat : % +pV-v=0 (lec.)
Eq.de Cauchy: V-0'+pb:p%
f(c,e(v))=0 ie{l,..6} (6ec.)

(3ec.) — 10 equacions (5.130)
Eq. constitutives
mecaniques:

que involucren les incognites segiients:

p(x,7) = lincognita
v(x,#) — 3incognites » 10 incognites (5.131)
o(x,7) — 6 incognites

El problema definit per les equacions (5.130) 1 (5.131) constitueix el denominat
problema  mecanic que involucra les variables (5.131) (denominades variables
mecanigues) que, d’altra banda, sén les de vertader interes en molts problemes
d’enginyeria.

El problema mecanic constitueix, en aquest cas, un sistema d’equacions
diferencials reduit respecte al problema general i es pot resoldre zndependentment
de la resta de les equacions d’aquest.



6 Elasticit at lineal

6.1 Hipotesi de la teoria de Pelasticitat
lineal

La teoria de Pelasticitat lineal es pot considerar una simplificacié de teories més
generals (teoria general de I'elasticitat), perd prou aproximada per a la majotia de les
aplicacions en enginyeria.

Les hipotesis simplificatives de la teoria de Ielasticitat lineal sén essencialment les
seglients:

a) | Deformacions infinitesimals |(els desplacaments i els seus gradients sén petits,
vegeu el capitol 2)

®  Desplagaments petits: No es diferencien la configuracié material (corresponent
a I'instant de referencia #,) de I'espacial (corresponent a I'instant actual ¢) i,
en conseqiiencia, tampoc es diferencien les coordenades espacials de les
materials (vegeu la Figura 0.1).

x=X+ u = x=X
= ©.1)

Observaci6 6-1

Com a consequencia de lequacié (06.1), no bi ha diferéncia entre les

descripcions espacial i material d'una propietat:
x=X=v(x,0)=y(X,))=I'(X,7) =I'(x,7)

1 qualsevol referéncia a descripcions espacials i materials (com també

als conceptes associats, com derivada local, derivada material, etc.)

perd el seu sentit en elasticitat infinitesimal.

Tampoc es distingeix entre els operadors diferencials #abila espacial (V')
i nabla material (V ):

X ox

= V(®)=V(s)

A partir de I'equacié (6.1), es pot esctiure:
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F=§§~1:>wh1 (6.2)
).

Obsetvacio 6-2

Com a conseqtiencia de Pequacié (6.2) i de 'equacié de conservacié
de la massa, la densitat en la configuracié actual p, =p(X,?)
coincideix amb la de la configuracié de referencia p, =p(X,0) (que

se suposa coneguda):

po =p,[F=p,

1, en conseqiiéncia, la densitat no és incognita en problemes d elasticitat lineal.

®  Gradients dels desplaaments petits

Com a conseqiiencia no hi ha distincié entre els tensors material E(X,7)
iespacial e(x,?) de deformacié que collapsen en el tensor de deformacié
infinitesimal &(x,?):

E(X,?) =e(x,1) =€(X,?)

e:V%=1@®V+V®®
2 (6.3)

i au ..
81] =— 7‘{‘7 l,]€{1,2,3}

Figura 6.1

b) | Existoncia d'nn estat nenn)

S’admet Pexisteéncia d’un estat neutre en el qual les deformacions i les tensions
son nulles. Normalment, s’entén que lestat neutre es produeix en la
configuracié de referéncia:

{8 (x.29)

1,)=0
o(x,7,)=0 64
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NOTA

La restricci6 a
processos isofermics
desapareix en la teoria
de la termoelasticitat lineal
tractada a I'apartat 6.

¢) | Es considera (en principi) que el procés de deformacid és isotérmic i adiabatil

Definicions

Processos isotermics: aquells que tenen lloc a temperatura 0(X, #) constant

al llarg del temps:

= 0(x,7) =0(x)

Processos adiabatics: aquells que es produeixen sense generacié de calor
en tot punt i instant de temps:

Calor generada en un domini V: J.p rdv — J-q ‘ndS=0 vV
Vv oV

= pr-v.q=0 Vx Vi

Els processos de deformacié /fents solen considerar-se adiabatics.

6.2 Equacio constitutiva elastica lineal. Llei
de Hooke generalitzada

La llei de Hooke per a problemes unidimensionals suposa la proporcionalitat
entre la tensid, o, i la deformacid, &, a través de la constant de
proporcionalitat denominada modul d’elasticitat E :

c=E¢ ©.5)

En la teoria de Delasticitat aquesta proporcionalitat es generalitza al cas
multidimensional suposant la /Jnealitat de la relacié entre els components del
tensor de tensions ¢ i de deformacions & en el que s’anomena /i de Hooke
generalitzada:

Llei de Hooke O'(X,t) =C: S(X,Z)

% . .
generalitzada O, = Cijkl Ey 1, ] € {1, 2, 3}

(6.6)

que constitueix 'equacié constitutiva per a un material elastic lineal.

El tensor de quart ordre C (denominat zensor de constants elastiques) té en principi
3* = 81 components. Tanmateix, a causa de la simetria de o i €, ha de
presentar certes simetries davant intercanvi d’indexs. Aquestes son:
Ciur =Cay N .
— Simetries majors

Cg‘fkl = Cijlk (6-7)

Ci/‘kl = (Ckm — Simetries menors

i, com a conseqiiencia, el nombre de constants diferents en el tensor de
constants elastiques C es redueix llavors a 21.
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Obsetvacio 6-3

Una caracteristica essencial del comportament elastic (que es
comprova en 'equacié (6.5)) és la dependeéncia de les tensions, en un
cert punt i instant 6(X, ) , (Gnicament) de les deformacions en el punt

iinstant &(X,#) esmentatino de la historia de deformacions previa.

6.2.1 Potencial elastic

Considerem Jenergia interna especifica u(x,t) (energia interna/unitat de massa) i la

densitat d’energia interna 0(x,t) (energia interna/unitat de volum) relacionades
pet:
MA(X, t) = pO M(X, t)

—— (6.8)
du  du _d(pou) di

PP ™ " ar

on s’ha tingut en compte que p, = p (vegeu 'Observacié 6-2). Considerem ara
I’equaci6 de 'energia (forma local):

@——dﬁ—c'd+ r-V-q=0:¢
Po i dr & Po q :
=0 (6.9)
di
= —=0:¢
dt

on s’ha considerat la naturalesa adiabatica del procés de deformacié

(pr=v-q=0).

La forma global (integral) de 'equacié de I'energia (6.9) s’obté integrant sobre
el volum material 7 :

au d R du
F lobal —=— dV=|—=|c:&dV
doi‘f]agof‘d dr drVL" ,J,.dt lc
e 1"equacio de -
q > 7 (6.10)

1'energia en

clasticitat lineal  |z4¢7)= J;} (x,t)dV
Vv

on U(?) és Ienergia interna del volum material considerat.

Observacio 6-4
La potencia tensional (per al cas d’elasticitat lineal) és una diferencial
exacta:

Potencial tensional = J o:6dV= au
v dt
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NOTA

La condicié

u(x, t,) =0 espot
introduir sense perdua
de generalitat.

Substituint ara l'equaci6 (6.6) enla (6.9):

du not . 1
E = H G: 8 glj O-l/ EI/C//klgkl (81/ (Cl/klgk[ + gy(cz/l\lgld ) =
1 . 1,.
(gl/Cl/kl‘gkl + glekli/Ei/‘) = 5(€ijcj/klgkl t¢, (Cz,kzgk/) (6.11)
1d 1d
(5 Ciuen +¢; Cuk/gu) 2 di (5 C:/k/gk/) 2 dr (8 C: 8)

on s’han considerat les simetries de I'equaci6 (6.7). Integrant 'equacié (6.11) i
imposant la condicié que la densitat d’energia interna #(x,#,) a I'estat neutre

(pera t=t, = &(x,t,)=0)) sigui nul'la:

a(x,t) = %(s(x, £):C:e(x,1))+ a(x) -

i(x1)=0  Vx 6.12)
:le(x,to) :Cre(x,t))+a(x)=a(x)=0 Vx
22—
=0
Densitat d’energia interna — 41 (g) = %(z—: :C:e)= gU(C”k,gk, (6.13)

Derivant ’equacié (6.13) respecte a € 1 tenint de nou en compte les simetries:

al;(a):%(?:a e:C _EC tE+— (C e=C:e=0c
€
(C €
6.14
di(e) 1 1 1 1 @19
2, :E(Cijklakl +58k/(ckli/‘ :Ecijklgkl +Ecg‘/k18k1 =Cyuen =0y
ou(e)
N (6.15)
2O o, ijenay
.. :

y

L’equaci6 (6.15) qualifica la densitat d’energia interna #(g) com un potencial

per a les tensions (que s’obtenen per derivacié d’aquest) denominat potencial
elastic:

. o . 1 1
Potencial elastic - n(e)=—e:C:g=—0c:¢
2 o 2
o 6.16)
ite) _
o€




174

6 Elasticitat lineal

NOTA

Un tensor és isotrop si
manté els seus
components en
qualsevol sistema de
coordenades cartesia.
L’expressié més general
d’un fensor isotrop de
guart ordre és:

C =M®1+2ul
VA i o

RECORDATORI

El tensor simetric
unitari de quart ordre |
(isotrop) es defineix
mitjancant els seus
components:

1
[I ikt = 5[61'1{5,/1 +8,0

6.3 Isotropia. Constants de Lamé. Llei de
Hooke per a elasticitat lineal isotropa

Definicié

Material isotrop: Aquell que té les mateixes propietats en totes les
direccions.

Per al cas d’un material elastic lineal, les propietats elastiques estan contingudes al
tensor C de propietats elastiques de les equacions (6.6) o (6.7). En
consequencia, els components del tensor esmentat han de ser independents de
Porientacié del sistema cartesia en el qual es treballi. Si considerem, per
exemple, els sistemes {x,,x,,x;} 1 {x',x,",x;"} de la Figura 6.2, ’equacié
constitutiva per als dos sistemes s’escriu:

{xp, Xy, 531 = [5]:[@]:[5]
{x X x5 = [G]' = [(C] :[S]r

i, per al cas de material isotop, els components de C en tots dos sistemes han

(6.17)

de ser els mateixos (= [C]=[C]). En conseqiiéncia, I'anterior definici6, de
caracter fisic, d’isotropia es tradueix en el cardcter isotrop, en el sentit matematic,
del tensor de constants elastiques C :

Tensor de C =M®1+2ul

constants — (6.18)

elastiques | C,, =28,8,, +1[8,5,+8,8, | ij.kle{l,2,3}

On A,u sén conegudes com les comstants de Lamé, que caracteritzen el
comportament elastic del material i que s’han d’obtenir experimentalment.
X3

X,

X1

\

X,

Figura 6.2

Obsetvacio 6-5

La condici6 d’isotropia redueix el nombre de constants clastiques del
material de 21 a 2.

Substituint 'equacié (6.18) en la (6.0) s’obté Ueguacid constitutiva elastica lineal
isotropa:
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1 1
0, =Chyey =A8; 8,8y + 210 (58,8 &4 +58,0 €y )

&

Equacio constitutiva per a
material elastic lineal

isotrop. Llei de Hooke.

_)

o=\ Tr(e) 1+2n ¢

o 27\.5[!.8”4-2” g i,je{l,2,3}

(6.19)

(6.20)

6.3.1 Inversié de la llei de Hooke. Modul de Young. Coeficient

de Poisson

L’equacié constitutiva (6.20) proporciona les tensions en funcié de les
deformacions. Per obtenir la seva inversa es procedeix de la manera segiient:
a) S’obté la traca de I'equaci6 (6.20):

Tr{0) = Tr(e) (1) + 20 Tr(e) = (31 + 20)r(e)

3 =
(i=))=0;=ke;5,; +2ne; = (37\' + 2“)811
5 (6.21)
1
=>Trle)=7—-=Trlc
(e) G o) (o)
b) aillant & de equacié (6.20) i substituint la (6.21):
1 1 A 1
e=——ATr(e) 1+ —o=———Tr(c)1+—o
2u () 2u 2u(3A+2u) (©) 2u 6.22)

Definint ara unes noves propietats elastiques E (wodul de Young) 1 v (coeficient de
Poisson):

p(3k+2u)
- A+
A
B 2(A+p)

VE (6.23)
(I+v)(1-2v)

Modul de Young:
(Modul de deformacio longitudinal)

Coeficient de Poisson : >V

A=

=G — (Modul de deformacid transversal)

2(1+v)

L’equacié (6.22) es pot reescriure en funcié de £ 1de v donant lloc a /a /e de
Hooke inversa:

I+v

Equacio constitutiva
inversa per a material —

elastic lineal isotrop

e=——Tr(c) 1+

v 1+v .
8”=—EGH 5, + B o, i,je{l,2,3}

(6.24)
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Finalment, les equacions (6.24) es poden reescriure utilitzant la notacié
enginyeril per als components dels tensors de tensié de deformacié com:

szé[ x_v(6y+cz)] ’nyzérxy
Ey =%[Gy _V(o-x + Gz )] sz zérxz (625)

1 1
EZ=E[GZ—V(GX+%)] sz=57yz

Exemple 6.1 Per a la pega de la figura, constituida per un material elastic lineal isotrop,
amb modul de Young E i modul de deformacid transversal G, s'admet ['estat tensional
uniforme segiient:

c,#0 ; o0,=0,=71,=7,.=7,,=0

Obteniu les deformacions enginyerils.

y

(O O,
Figura 6.3
Resolucié
De les equacions de (6.25) es pot obtenir:
1 1
8x=Ecx 'ny =E‘ny=0
M 1
6,=0,=0= sy=—vE T,=T.=T,=0=> sz=5sz=0
c 1
g, =—V—= Yy E'cyz—O

Com a conseqii¢ncia de les deformacions esmentades la peca s’estira en la
direcci6é x ies contreu en les direccions y, z (vegeu la Figura 6.3).

6.4 Llei de Hooke en components esfeérics i
desviadors

Considerem la descomposicié dels tensors de tensions o i de deformacions €
en la seva part esférica i desviadora:

1 " ,
c—gTr(O')1+0'—Gm1+o 6.26)

—
G,
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1 1
e==—Tr(e)l+e==-el+¢
3 re() 3¢ (6.27)

La deformacié volumétrica e=Tr(g) s’obté a partir de la traca de I'equaci6

(6.24):

e=Tr(e)=-1r(0) Tr(t) + Iy *V1(0)= 122V )= 20229 ;ZV) S 628)
3G,
E
ORI
w o E (6.29)
K = A+=u=——"——=Modul de deformacio volumeétrica
3 31-2v)
Substituint les equacions (6.206), (6.27) 1 (6.29) en la (6.24):
€= —l30'm1+1+—v[0'm1+0"]:
E
=1—2v o, 1+1+v _le1+l+v =
E — E
L e
1 , 1 I+v _, , I+v 1, 1
e=—el+eg=—el+—0 = &€=——0 =—0=—o0
3 3 E E 2u 2G
1
2u

Les equacions (6.29) i (6.30) relacionen la part esférica (caracteritzada per la
tensié mitjana ©,, i la deformacié volumetrica e) i la part desviadora (61 €)
dels tensors de tensié i de deformacio:

o, = Ke — Part esferica

o'=2Ge’ (6.31)

, , . — Part desviadora
o, =2Ge; i, j€ {1,2,3}}

Observacio 6-6
Noteu la proporcionalitat tant entre 6, i e com entre els

components (un a un) 67 i € (vegeu la Figura 6.4).

K 2G =2

’

e Sij

Figura 6.4 — Llei de Hooke en components esferics i desviadors
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RECORDATORI

Es diu que un tensor
simetric de quart ordre
A Es definit positin si
per a tot tensor de
segon ordre x () es
compleix

XtAX=0x; 4,y >0
i, 2 més,
x:A:x=0x=0

6.5

Limitacions en els valors de les
propietats elastiques

Per consideracions termodinamiques es pot demostrar que el tensor de
propietats elastiques C és definit positiu i, per tant,

€:C:e>0; Ve=z0 (6.32)

Obsetvacio 6-7

Com a conseqtiencia de 'equacié (6.32), el potencial elastic és sempre
nul o positiu

12(8)=%8:C:820

Obsetvacio 6-8

Bl potencial elastic presenta un minim a l'estat nentre (per a € =0) (vegeu
la Figura 6.5). En efecte, de equacio (6.15):

ou Bl
ﬁ(s)=ls:(C:e c=ﬁ= ﬂ:«:
2 og 0e® o
i (e) o - G(g) téun extrem
o8 g, - (maxim- minim)a € =0
=
o*u(e) . - L'extrem és
0e® o e - deffnit un minim
positiu
i(e)
€
€=0 .

Figura 6.5 — Potencial elastic

Considerem lexpressié del potencial elastic (6.16) i Iequacié constitutiva

(6.20):
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ﬁ(e)=%e:C:széo:s,:%[}»Tr(s)1+2;u—:]:s=
6.33
:lkTr(e)1:s +ue:e:lkTr2(e)+ue:e 633
2 —— 2
Tr(€)

Lexpressié (6.33) es pot posar també en funcié dels components esferics i
desviadors de la deformacié:

R 1 1
a(e)==MTr(e) )’ +ue:e=—A e’ +ue:e (6.34)
2 e 2 '
N,OTA e:e=(1e1+s’):(le1+a’)=1e21:1+2e 1:¢" +¢:e=
La traca d’un tensor 3 3 53
desviador és sempre Tr (8/)=0 (6.35)
nulla = Tr(g")=0 1, o
=§€ +E€:€

i substituint 'equaci6 (6.35) en la (6.34):

:m?(s):ll e’ +%ue2 +ys’:8'=;(l+§uje2 tuese

2 (6.36)

|\ —
K

ile)= %K e? +Uee>0 (6.37)

Considereu ara un cert material elastic lineal isotrop, caracteritzat per un cert
valor de les seves propietats elastiques. L’equacié (6.37) s’ha de complir per a
qualsevol procés de deformaci6. Considerem dos tipus particulars:

1) Un procés de deformacio purament esferic

1
1 _
eV =—¢e1 R
PO

Lger>02 k50 (6.38)
e o 2

2)  Un procés de deformacid purament desviador

NOTA e® ¢’

H(2) — Y%
El producte doblement ORI } —u”’ =pue:ez20=u >0 (6.39)

contret d’un tensor per
ell mateix és sempre
superior o igual a

zero

Les equacions (6.38) 1 (6.39) condueixen a les segiients limitacions en els valors
de les constants elastiques:

=& e =¢g;e, 20 K- E S0 —Ge= E >0 6.40
=0 T 3(-2v) Y (W) (6.40)

Lexperiencia demostra que el coeficient de Poisson v és sempre no negatiu i en
consequiéncia:



180

6 Elasticitat lineal

NOTA

Es denomina aqui so/id
elastic lineal un medi
continu constituit per
un material que obeeix
a 'equaci6 constitutiva
elastica lineal.

NOTA

La simetria dels tensors
de tensio i de
deformaci6é comporta
que de les nou
equacions només sis
siguin diferents entre si.
Aixi mateix, en
comptabilitzar
incognites només es
consideren els
components diferents
dels tensors esmentats.

L>O
2(1+v) = E>0
v=0
E
>0 1
3(1-2v) = OSVSE
E>0

(6.41)

6.6 Plantejament del problema elastic lineal

Considerem el solid elastic lineal de la Figura 6.6 sotmes a unes accions
caracteritzades pel vector de forces massiques b(x,?) a linterior del volum V i

el vector de traccié t(x,7) en el contorn dV . Denominem problema elastic lineal

el conjunt d’equacions que permeten obtenir 'evolucié al llarg del temps dels
desplacaments u(X,#) , deformacions €(x,?) i tensions 6(X,#) corresponents.

t(x,?)
Accions inicials:
=0 b(x.0)
t(x,0)

{f((,fjf))

X, Figura 6.6 — Problema elastic lineal

6.6.1 Equacions de govern

El problema elastic lineal ve governat per les eguacions segiients:

1) Egnacio de Canchy (balang de la quantitat de moviment)

Accions en el temps #:

2
V-o(x,t)+p,b(x,t)=p, %?l)

3 equacions
aci/- aZuj . ( qu )
. +Pob; =Py 9 Je 2.3}

1

2) Egquacid constitutiva (elastica lineal isotropa)

o(x,7)=ATr(e)1+2ue

(6 equacions)
o, =Ad;g, +2ug,

i, je {1,2,3}

(6.42)

(6.43)



NOTA

A T
T, certs

components
(components 7) tenen
prescrit el desplagament
iels restants
(components /) tenen
prescrit el vector
traccio.
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3) Egunacid geométrica (relacié de compatibilitat entre deformacions
infinitesimals i desplacaments)

ex,7)=V2ulx,7)=—(u®V+V®u
s ;(

L (6 equacions) (6.44)
€, == +— ,J €4,
o270, oy e
Les equacions esmentades involucren a les incognites segiients:
e u(x,7) (3incognites)
e g(x,7) (6 incognites) (6.45)

e o(x,7) (6 incognites)

Les equacions (6.42) a (6.44) constitueixen un sistema d’equacions diferencials
en derivades parcials (EDP). El sistema esta constituit per 15 equacions
diferencials amb les 15 incognites (6.45) (del tipus (#)(x,y,2,¢)) que, per tant,

s’ha de resoldre a I’espai R* xR, . El problema queda ben determinat quan se’l
proveeix de les condicions de contorn adequades.

6.6.2 Condicions de contorn

6.6.2.1 Condicions de contorn a I’espai

Considerarem el contorn I'=0V del solid dividit en tres parts T,, T, i T,

amb les caracteristiques segiients (vegeu la Figura 6.7)
r,ur,ur,=r=a9v 646
L AL, =1, AT, =1 T, ={o) ot

i en funcié d’aixo definirem les condicions de contorn a espai, és a dir, aquelles que
afecten els arguments espacials (x, y, z) de les incognites (6.45) del problema:

o Contotn T, : condicions de contorn en desplagaments

u(x,f)=u *(x, t) VxeT, Vr 6.47)
w,(x,0)=u,; (x,t) ie{l,2,3}
o Contorn I'y: condicions de contorn en tensions
o(x,/)-n=t (x,¢
@) m=txy vxel, Vi (6.48)
Gij(xat)'nj :tj(xst) i, j€ {1,2,3}
e Contorn I, : condicions de contorn mixtes (desplagament-tensic)
(X0 =] (%1 . L
u, (60) = u; (%,1) G, j.kell23) i#j) Vxel, Vi (6.49)
G, (X,0)-ny =1 ;(x,1)
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1 Figura 6.7 — Condicions de contorn a I'espai

Exemple 6.2 A la biga de la Figura 6-8 s’exemplifiquen els diversos tipus de

condicions de contorn a I’espai.

/P
t = -
£, =0 — {’*—o
ri~
c *
* 3 t, ==P
t =0 *
y i FU T Hy =0
t*=0 ty=0 u *_O
FuU x* uy -
uy—O
X
Figura 6-8

6.6.2.2 Condicions de contorn en el temps: condicions
inicials

En general, en linstant inicial o de referéncia, #=0, seran coneguts els

desplagaments i la velocitat:

u(x,0)=0

ou(x,z)| mer vxeV (6.50)

o | =(x,0)= v, (x)

6.6.3 Problema quasiestatic

El sistema d’equacions (6.42) a (6.50) es pot visualitzar, des d’un punt de vista
mecanic, com un sistema d’accions o dades (les forces massiques b(x,?), el
vector de traccié t'(x,7), els desplacaments imposats u’(x,7) i les velocitats
inicials v (X)) que, inserides en un mode/ matematic constituit per les equacions

diferencials de la seccié 6.6.1 i les condicions de contorn de I'apartat 6.6.2,
proporciona la resposta o solucié en forma dels camps de desplacaments u(x,?),

de deformacions &(x,?)i de tensions G(x,7) .
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NOTA

En aquest cas
(problema general), el
problema s’anomena
problema dinamic.

b(x,t)
€ (x.0) MODEL u(x, 1)
u*(x’ 0 = { MATEMATIC : ) = &(x,1)

’ EDP + c.c. o(x.1) 6.51)
Vo(x)

not
not R t — R t
Accions = A(x,t): espostes (x,t)

En el cas més general, tant les accions com les tespostes dependran del temps (vegeu
la Figura 6.9) i el sistema d’'EDP s’haura d’integrar tant a les variables espacials com
al temps ( R? xR, ). Tanmateix, en certs casos, lespai d’integracié es pot reduir en
la dimensié corresponent al temps. Aquest és el cas dels denominats problemes
quasiestatics.

Definici6
Problema  elastic lineal guasiestatic: Problema elastic lineal en el qual

_ d%u(x, 1)

at?

Pacceleracié es considera negligible (a =0). Aquesta

hipotesi és acceptable sempre que /s accions s apliguin molt lentament. En
aquest cas, es pot suposar que la variacié de les accions A amb el

temps és lenta (0°A/d¢” =0) i, a causa de la dependéncia continua
dels resultats respecte a les dades, la variaci6 amb el temps de la
resposta també és petita (3°R/9¢” =0). En conseqiiéncia, la segona
derivada temporal de la resposta es considera negligible i, en

0%u(x,7)
o

particular,

R(x)

\J

Figura 6.9 — Evoluci6 de la resposta amb el temps

Per al problema quasiestatic les equacions diferencials de govern queden com
segueix:
e Eguacid de Cauchy

9%t

equacio que es coneix també com a eguacid d'equilibri.

V- 6(x,1)+ pob(x,1) =[p0 az“("”)]z 0 (6.52)

o Egnacid constitutiva

o(x,1) = ATr(e(x, ) + 2 &(x, 1) (6.53)
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®  Egunacid geometrica

e(x,1)=Viu(x,1) =%(u ®V+V®u) (6.54)

gue ja no involucren cap derivada temporal. El sistema d’equacions diferencials

només necessita ser integrat a Iespai (resolt en R’) amb les condicions de
contorn a 'espai de Papartat 6.6.2.1. D’altra banda, e/ temps nomiés juga un paper de
pardmetre descriptin de 'evolucid de les accions que se solen descriure en funcié del
denominat factor de carrega o psendotenps Mt):

b(x, 1) MODEL u(x,A)
t'(x,1) = ( MATEMATIC: )= g(x,1)
u’ (x,1) EDP + cc. o(x,1) (6.55)
L — ——
not not
Accions = A(X,)),- Resposta = Rx,A)

En altres paraules, per a cada valor de les accions (caracteritzat per un valor fix
de 7»*) A(x,)") s’obté una resposta R(X, L"). Vatiant el valor de A" s’obté una
familia d’accions i la familia de respostes corresponent.

Exemple 6.3 Aplicacid a un problema tipic de resistencia de materials.

Considerem la mensula de la Figura 6.10 amb una forca F(¢f) aplicada a
Pextrem. Sota la hipotesi de problema quasiestatic, i davant d’una accié
parametritzada del tipus AF", es pot conéixer la resposta (fletxa a I'extrem)
F'P’
3EI
Si A(t) té una evolucié qualsevol amb el temps, ¢/ valor de 3(t) =3(M(t)) per a

S(h) =

(soluci6 de la resistencia de materials).

cada instant de temps només depen del valor de N corresponent.

F=\F"
/] 51 l
- F'I®
A O(A)=A
Lam=r=
f |
K(t) r —
A Accib S()h Resposta
r=1
*73
5" = Fl
3EI
‘ r 1 7

Figura 6.10
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6.7 Resolucio del problema elastic lineal

La resoluci6 del problema elastic lineal es pot fer tipicament amb dos plantejaments
diferents:

a) plantejament en desplagaments
b) plantejament en zensions.

Els seus noms respectius provenen de quina és la incognita primal que es considera
per al problema (desplacaments o tensions, respectivament).

Obsetvacio 6-9

Actualment el plantejament en desplagaments té més aplicacié ja que

s’hi basen la majoria dels metodes de resoluci6 numserica del problema
elastic lineal.

6.7.1 Plantejament en desplagaments: equacions de Navier

Considerem les equacions del problema elastic lineal:

2
V-c+p,b=p, gil; (Equacié de Cauchy)
t
o =ATr(e)1+2ue (Equaci6 constitutiva) (6.50)

8=Vsu=%(u®V+V®u)

(Equacié geometrica)

I': u =u’ o )

[t =-cn Condicions de contorn a I’espai (6.57)
wc0)=0 ] oo s
(x,0)=v, ondicions inicials (6.58)

L’objectiu és plantejar un sistema reduit, on intervinguin com a incognita
només el camp de desplacaments u(x,7). El primer pas consisteix a substituir
en (6.56) 'equaci6 constitutiva en 'equacié de Cauchy:

2
V.c+p0b=v.[xrr(s)1+2us]+p0b=p037‘2‘ .
t
6.59)
0’u
AV -[Tr(e)1]+2uV - +p,b=p, Pl
t

I’equaci6 (6.59) es pot reelaborar tenint en compte les identitats segiients:
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NOTA
Es defineix I'operador gij _i
laplacia dan vector (V-¢e) = T ox |: [ ]:|
v com: /
o] 420 () Ly 12y
ox o 2 ox ij 26 8x 2 2 o,
JE NSNS —
(V2 u) (V(V-u))i (6.60)
=[5V2u + 2V(V~u)1 ie{l,2,3}

= V-s:lV(V~u)+lV2u
2 2

) _ 0 0 | du, B
[V (Tr(8)1)]; = 6xi (gy 6ij) ax Lﬁx, 81']':|—

0 ( Ou, . j =
-2 (%J a7(v w=[V(V-w], ie{l23 6.61)

Vu (V(V-u))i

= V(Tr@1)=V(V u)

i substituint les equacions (6.60) i (6.61) en la (6.59):

2
AV(V )+ uv(V-u)+ pV2u+p0b:p0‘2—;‘:> (6.62)
t

2y
Equacions (7" + H)V(V 'u) +uViu+ Pob =P, 65 2

de Navier

(6.63)

(Mp)uy;+p g +ph =p,ti;  1€{1,2,3)

que constitueix un sistema d’EDP de segon ordre als desplagaments u(Xx,?)
(que s’ha d’integrar, per tant, a R’ x R™), rebent el nom d’eguacions de Navier.

Les condicions de contorn es poden escriure també en funcié dels
desplagaments com segueix. Substituint I’equacié constitutiva (6.56) en la
condicié de contorn en I' de (6.57):

t :o'~n:[kTr(s)1+2us]~n:X(Tr(8))n+2u € 'n=
— —
Vau VSu
1 (6.64)
:X(V~u)n+2u5(u®V+V®u)~n=
=AMV -u)n+p(u®V+V_u)-n

i les condicions de contorn a lespai (6.57), escrites ara en funcié dels
desplagaments, queden:
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u,=u, ie{l23}
MV -u)n+pu®V+V®u) - n=t
* cn (o2
Mugyng+w(u,  n;+u;,n)=t; i,je{l,2,3}

*
u=u
enl,

(6.65)

Les condicions inicials (6.58) romanen inalterades. Una vegada integrat el
sistema (6.63) es disposa del camp de desplacaments u(x,?). Per derivacio

d’aquest 1 substitucié en les equacions geometriques en (6.50), s’obté el camp
de deformacions €(X,?), i substituint finalment en I'equacié constitutiva, s’obté
el camp de tensions 6(x,17).

6.7.2 Plantejament en tensions: equacions de Beltrami-Michell

El meétode és només plantejable per al cas quasiestatic de lapartat 6.6.3.
Considerem llavors les equacions del problema elastic lineal quasiestatic:

V-6+p,b=0 (Equacié d’equilibri)

v I+v . T
e=— Z Tr(c)1+ % C (Equaci6 constitutiva inversa) (6.66)

e=Vu= 1 W®V+V®u) (Equacié geometrica)
2

[,:u=u
r:t=cn Condicions de contorn a I’espai (6.67)

NOTA

La deducci6 de les
equacions de
compatibilitat s’ha

estudiat al capitol 3,

apartat 3.3.

on en (6.66) s’ha considerat 'equacié constitutiva inversa (6.24) (deformacions
en funcié de les tensions).

El punt de partida del plantejament en tensions sén les equacions geometriques
en (6.60) de les quals, per derivacions successives, s’eliminen els desplacaments
i s’obtenen les eguacions de compatibilitat:

€pu ey ~Cay ~€ua =0 ik €123} (6.68)
La deducci6 de les equacions del problema es fa en els passos seglients:
a) Se substitueix P'equacié constitutiva de (6.66) en les equacions de

compatibilitat (6.68).
b) Se substitueix en 'equaci6 resultant 'equacié d’equilibri de (6.66).

El resultat és el conjunt d’equacions segiient:
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Equacions de Beltrami - Michell

1 v . 6.69
VZO'!./. + ﬁaﬂ,i/‘ = _:5,7 (pob/ ),1 - (pobi )’_,'_(pob_/)i WAS {1=2>3} ( )

Les equacions (6.69) reben el nom d’equacions de Beltrami-Michel] 1 constitueixen
un sistema d’EDP de segon ordre en les incognites 6(x) que s’han de resoldre

en R3.

Com a condicions de contorn del sistema esmentat es tenen les propies equacions
d’equilibri en (6.66) que, en tractar-se d’un sistema d’EDP de primer ordre,
actuen com a condicions de contorn del sistema de segon ordre (6.69), i les
condicions de contorn a I';:

V.6+p,b=0 (Equaci6 d’equilibri) (6.70)

6-n=t enl, (Condicions de contorn en T) 6.71)

NOTA

Al capitol 3, apartat
3.4.2,es va
proporcionar un
procediment analitic
per integrar les
equacions geometriques
esmentades.

Una vegada integrat el sistema (6.69) es disposa del camp de tensions o(x). A
partir d’aquest, mitjancant substitucié en l’equacié constitutiva inversa en
(6.66), s’obtenen les deformacions €&(x). Tanmateix, per obtenir el camp de
desplagaments u(x) és necessari integrar les equacions geomeétriques amb les

condicions de contorn a I, :

&(x) =%(u(x)®V+V®U(X)) xeV 6.72)

u(x)=u'(x) VxeT,

Es tracta, per tant, d’'un segon sistema d’EDP de primer ordre que s’ha
d’integrar a R,

Observacio 6-10
La necessitat d’integrar el segon sistema (6.72) (quan es planteja el

problema en tensions) constitueix un desavantatge (davant el
plantejament en desplacaments de I'apartat 6.7.1) quan s’utilitzen
metodes numérics per resoldre el problema elastic lineal.

6.8 Unicitat de la solucié del problema
elastic lineal

Teorema
u(x,7)

La solucié R(x,¢)=1&(x,?) ; del problema clastic lineal (6.42) a (6.44)
o(x,1)

és tnica.
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Demostracio:

Considerem el problema elastic lineal esquematitzat a la Figura 6.11 subjecte a
T
les accions definides per Ax1)= [b(x, 1), u*(x, 1), t*(x,t), vo(x):| , en els

dominis ¥V, T,, T, i V, respectivament (complint-se que I';, UL, =V i

r,Nr,=9).
I"G:t*(x,t)

)

2

< Y

Figura 6.11 — Problema elastic lineal

Les possibles solucions R(x,?)= [u(x, 1), &(x,1), G(X,l)]T del problema elastic
lineal han de verificar les equacions:

Egunacid de Canchy: V-o+p,b=p, @
or’
Equacio constitutiva: o =ATr(e)1+ 2ue (6.73)
Egnacid geomeétrica: e=Viu= %(u ®V+V®u)
I,: u= u’
Condicions de contorn a l'espai: { . (6.74)
[.:t =o'n
u(x,O) =0
Condicions inicials: . (6.75)
u(x,O) =V,

La demostracié de la unicitat de la soluci6 es fa tal com segueix. Suposarem
que la solucié no és unica, és a dir, que existeixen dues solucions diferents al
problema:

u(x,7) u? (x,1)
ROx)=1eVx0)} ; RPx0=1e%(x,1)
oV (x,1) 0@ (x,1) (6.76)
RO 2R®

que, per tant, compleixen les equacions (6.73) a (6.75) 1 sén respostes elastiques
T
a laccié Axt)= [b(x, 1), u*(x, 1), t*(x, 1), vo(x)} . Considerem ara la possible

resposta constituida per la difereéncia R® -_R®,
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NOTA

S’aprofita aqui la
circumstancia que
Ioperador nabla

(V (o)) ésun
operador lineal, és a dir:
V#(a+b)=
=V=+*a+V=b

on * simbolitza
qualsevol tipus
d’operaci6 diferencial.
Aixi mateix, 'operador

2
M és també un

or?

operador lineal.

NOTA

S’aplica aqui la
propietat que
Poperador € ésun
operador lineal, és a dir:

C:(a+b)=
=C:a+C:b

u(2) (X9 t) - u(l) (X7 Z) ﬁ(X, t)
- def def
R=R%xy)-RYx=1e? (x,0)-e"(x,0) ¢ ={&(x,1)

c?(x,n)-cV(x,1) S(x,1)

Observem que la resposta R compleix les equacions segtlients:

° Equafid de Canchy amb b = 0‘

V-G'(X,t)=V~(0'(2)(x,t)—o(')(x,t))=

o*u¥ o*u'V 2%
= v.o? - V.o = - =
2 TRy TRy TR
—Pob"'Poazu - b+p082u(')
t2
Tl

jv'a(xat):po

° quacto constitutiva

ort

s(x.0)=0c"(x)-c"(x,)=C:e? -C:e") =C:(e? —eV)=C:

° qracid geometrica

g(x,1) =g _gl) =y 5y _y syl :Vs(u(z) —u(l)):VSﬁ

e Condicions de contorn a T, amb @ =0

i=u? —uV=u"—u"=0 vt =

e Condicions de contorn a Tyamb T =0)

T, —>8~n:(0'(2)—0(1))~n=o'(2)-n—c(1)~n:t* -t =0

e Condicions inicials amb v, =0)

1(x,0)=u?(x,0)—u® (x,0)=0
=0 =0

u(x,0)=u? (x,0)—a" (x,0)=0
__\,_/ %_,—J

=V =V
0 0

€

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

(6.82)

(6.83)
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NOTA

Es té en compte aqui
que G és un tensor

simetric i Q

un tensor antisimetric,

amb la qual cosa

6'29=6.,Qij =0-

y

NOTA

Es defineix

L def
aqui: ‘V‘ -V

Considerem ara el calcul de la integral segtient:

Teorema
—0enT  dela
—0enT, ji u dlverfen(:la (6.8 4)
~ ~ = ~ ~ ~
[n-@®Wds= [@3) @ ds = [V-(@EDdV=0
v r,ur, v

on s’han tingut en compte les condicions (6.81) i (6.82). Operant sobre "altim
integrant de 'equacié (6.84), s’obté:

%
Puge
. —_—— . 4 - o
V@ )=(V-0) w8 (Vi) =p, 45 (VD)
t
(6.85)
0 (. ~ a&i/; ~ aLNl/ 8217/; ~ aﬁ,
— |\ &. 0 |l=—Lu+6, —L = —u;+6,—— i,je{l,2,3
ax,( yuj) o, u; i ox, Po 37 uj ji o, i,je{ }
, . . ~ 0’u ,
on s’ha aplicat la condicié (6.78) (V-6 =p, ﬁ) Draltra banda:
(Vﬁ)T=ﬁ®V=;(ﬁ®V+V®ﬁ]+;(ﬁ®V—V®ﬁ)=§+§:>
. L (6.86)
g=Vsu Q=Veu
&:(Vi) =6:6+6:0= :(Vi) =5:¢
)
Aixi mateix, es pot escriure:
¥ V2
L0 10w 1 AV d (1
" 912 * 91 27 or 270 de “di| 2
(6.87)
“ar’ “dr| 2

Substituint les equacions (6.87) 1 (6.86) en la (6.85) i aquesta en la (6.84) i tenint
en compte, a més, la definicié de Ienergia interna % = .[6 EdV de I'equacié
Vv
(6.10):
ozjv-(a.ﬁ)dejpoi Ls v+ [5:€av =
Vv Vv dt 2 Vv

=ijlp0v2dV+j6:§dV=o=> (6.88)
dty, 2 )

dK dud
dt dt
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NOTA

Saplica aqui el seglient
teorema del calcul

integral: Si d(x)>0 i
[oda=0=

0(x)=0VxeQ

dk . dd _ 94 & 7 _
it = K =0 viz0 (6.89)

Tanmateix, observeu que en linstant inicial =0 es compleix (vegeu les

equacions (6.10), (6.13) i (6.83)):

R, = [007 v = [ %: V,dV =0
- JoPo =]5Po Vo odV = o
=0 V2 0 V2 3(/C+Z,{)‘t:0:0 (690)
~ ) . )
t_ozl;[%dV:JZS_to:Czslodeo
Ez—::(C::»: =

ila integracié de 'equaci6 (6.89) amb la condici6 inicial (6.90) porta a:

K+l=0 viz0 6.91)

on:

K= j%pOVZdVZO V>0

6.92
235 (6.92)

La comparacié de les equacions (6.92) i (6.91) porta necessariament a la
conclusié:

K+U=0

- v:zo:ﬁ(t):j1§:(c:§drfso V>0 (6.93)
K>0 v 2

Draltra banda, en ser el tensor constitutiu elastic C definit positiu (vegeu
lequacié (6.32)):
£(x,2):C:e(x,)>0 vxelV Vi>20 =

~ | (6.94)
Ut = .[EE:(C:E dv=0 Vi=0
Vv
ila comparacié de les equacions (6.94) 1 (6.93) necessariament condueix a:

U)<0
Ut)=0

Recorrent de nou a la condicié de definit positiu del tensor C:

}:ﬁ(z):j;&c:zdho V>0 (6.95)
Vv

I/Nl(t)zj‘lg:C:EdV=0 Vi>0=¢8:C:€=0 Vx V>0 (6.96)
v 22—
>0
i, necessariament, de la condicié de definit positiu de C es dedueix que

€:C:ie=0¢€(x)=0 =>Vx V20 (6.97)

§(xt)=e?-g" =0 = |g”=¢" (6.98)

Draltra banda, substituint 'equaci6 (6.98) en la (6.80), es té:
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NOTA

Aquesta soluci es pot
obtenir aplicant la
metodologia
d’integraci6 del camp
de deformacions del
capitol 3, apartat 3.4.2.

1

E(x.t)=V'-i=0= (

~ a~_
: 94, +”f] =0 ije{123} (6.99)

dx, o,

L’equacié (6.99) és un sistema de sis EDP homogeni i de primer ordre. La seva
integracié condueix a la solucié:

ix,)= Q-x + ¢

— —
rotaci6  translacio

|9 e a g (6.100)
Q=| 6, 0 -6,| ;¢=|c
-0, 6 0 &

on Q és un tensor antisimétric (tensor de rotacié dependent de tres constants
{6, ,62,63}) i € un vector constant equivalent a una translacié. En definitiva,
la solucié (6.99) al sistema (6.100) sén els desplacaments U(X,?) compatibles
amb una deformacié nulla &(x,z)=0 que corresponen a un desplagament de
solid rigid. Les constants d’integracié en Q i € es determinen imposant les
condicions de contorn (6.81) (u(x,t)=0 VxeTl,) per la qual cosa, si el
moviment de solid rigid esta impedit a través de les restriccions en I',, s’obté

Q=0 i¢=0.En definitiva:

l:(x,t) =Q-x+°¢ () = 0@ a0 = u(2) _ u(l) (6.101)
Q=0 :;¢=0
Finalment, substituint 'equaci6 (6.98) (€(x,£)=0) en la (6.79), s’obté:

5(x.1)=C:5=0=c? -6 = |c?=c" (6.102)

Observant les equacions (6.98), (6.101) 1 (6.102), es pot concloure:

a® = q®
0 _z0 L RO RO (6.103)
6 =g

Aixi doncs, /a solucid és sinica (cqd).

6.9 Principi de Saint-Venant

Es un principi empiric que no té una demostraci6 rigorosa. Suposem un solid
Q, sotmes a un sistema de forces en el seu contorn caracteritzades pel vector

., % . .
traccié t , vegeu la Figura 6.12. Les accions esmentades donaran lloc a una
soluci6 o resposta en desplagaments, deformacions i tensions

r .
]R(”(x,t)s[u(”(x,t), eV (x,1), o(')(x,t)} . Considerem ara una part I del

contorn T, (T'cT,) del medi esmentat, la dimensi6 tipica del qual és 7, i

. . . . T .
substituim el sistema d’accions en aquest contorn, t' b per un altre sistema
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RECORDATORI

Es diu que dos sistemes
de forces ¢ i ¢(M
son estaticament
equivalents st la seva
resultant (forces 1
moments) és el mateix.

1 o . 1 . :
" estiticament equivalent a t'”, sense modificar les accions en la resta de T.
En modificar les accions, és de suposar que la  resposta

,
RY(x,1)= [u(”) x,0), e (x,1), oW (x, t)} corresponent sera diferent.

Sistema d’accions (1) Sistema d’accions (II)

¢ t(H)

\J

»
|

x x

Figura 6.12 — Principi de Saint-Venant
El principi de Saint-Venant estableix que, per a punts del domini Q prou
allunyats del contorn T', la solucié en tots dos casos és practicament la

mateixa, ¢és a dit, per a un punt P de linterior de Q es compleix:

u(“(xp,t)zu(“)(xp,t)
eV (x,. )~ (x,.0) ¢ VP | 5>>¢ (6.104)

o ("P:’)z o (XP’[)

En altres paraules, si la distancia 8 del punt considerat a la part del contorn en
la qual s’han modificat les accions és prou gran comparada amb la dimensié
¢ de la zona modificada, la resposta en aquest punt és equivalent en tots dos
€asos.

Exemple 6.4 El principi de Saint-Venant s’utilitza sovint en la resistencia de
materials i resulta fonamental per a la introduccié del concepte d’esfory.
Suposem una biga (o pe¢a prismatica) de seccié transversal 4 sotmesa a una
forca puntual F de tracci6 als seus extrems (vegeu la Figura 6.13). La solucié
exacta del problema elastic original (sistema (I) a la figura) és extremadament
complicada, especialment en la proximitat dels punts d’aplicaci6 de les forces
puntuals. Si substituim ara les forces F per un sistema estaticament equivalent
de traccions distribuides uniformement en la secci6 exttema 6= F/A (sistema
(II) a la figura), la solucié elastica del problema corresponent és extremadament
simple i coincideix (per a coeficient de Poisson v=0) amb la solucié davant
d’esfor¢ axial proporcionada per la resistencia de materials (distribucié de
tensions uniforme sobre tota la peca 6, = F/A). El principi de Saint-Venant
permet aproximar la solucié (I) per la solucié (II) a distancia suficient (una o
dues vegades el cantell) dels extrems de la biga i dimensionar, als efectes
practics, les caracteristiques resistents de la peca.
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SISTEMA DE FORCES

F F

Zona amb la

Zona amb resposta materxa resposta Zona amb resposta
diferenciada per a lots dos diferenciada
sistemes

SISTEMA DE FORCES (II)

E =0 = 6= E
4 A
Zona pertorbada Zona no pertorbada Zona pertorbada

Figura 6.13

6.10 Termoelasticitat lineal. Tensions i
deformacions téermiques

La principal diferéncia de la termoelasticitat lineal respecte a Ielasticitat lineal
tractada fins aqui és que deixa de suposar-se que el procés de deformacio és
isotermic (vegeu l'apartat 6.1). Aqui s’inclouen els efectes térmics i es considera
que la temperatura 6(x, ) evoluciona amb el temps, és a dir:

8(x,1)=6(x,0) = 0,

aggzé%gﬁio

(6.105)

Tanmateix, es continua mantenint la hipotesi que els processos sén adiabatics
(lents) i que, per tant:

por =V -qx0 (6.106)

6.10.1 Equacio constitutiva termoelastica lineal

La llei de Hooke (6.6) es generalitza en aquest cas a:

(6.107)

c=C:e-BO6-6,)
6, =Cuey —B,0-0,) i je{l23}

on C és el tensor de constants elastiques definit en (6.7), 6(x,t) és el camp de
temperatures, 0,(x)=0(x,0) és la distribucié de temperatures a I'estat neutre
(configuraci6 de referéncia) i B és el tensor (simetric) de propietats térmiques:

Tensor de {B =p"
N

propietats térmiques B,=B, ijef{l2.3} (6.108)
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NOTA

L’expressié més general
d’un fensor isotrop de segon

ordre és: B=pB1 VB-

Per al cas de material isotrop, el tensor C ha de ser un tensor de quart ordre
isotrop i B un de segon ordre isotrop, és a dir:

{(C:M®1+2ul

C o =28,8, + (8,8, +8,8 ] i, jok,l€ 1,23}
(6.109)

B=p1
B, =P8, i,jell23}

on ara apareix una sola propietat termica B a més de les constants elastiques A
i p. Substituint 'equacié (6.109) en I'equacié constitutiva (6.107) i definint

(0-6,)= A6, sobté:

Equacio constitutiva
per a material termo - —

o=ATr(e) 1+ 2ue—-pA6 1

elastic lineal isotrop 0, = ks]léij +2ue; -BA6 61.]. i,je{l,2,3} (6.110)
6.10.2 Equacio constitutiva inversa
L’equaci6 (6.110) es pot invertir com segueix:
6=C:e-A0 B = £=C':6+AOC:p=C':c+A0 a
= F
o (6.111)

ef . . s
o = C':B — Tensor de coeficients de dilatacié térmica

on o ¢és un tensor de segon ordre (simetric) que involucra sis propietats
termiques denominades coeficients de dilatacid termica. Per al cas isotrop, d’acord
amb les equacions (6.110) i (6.24), es pot escriure, després d’una certa
manipulacié algebraica:

v 1+v
Equaci6 constitutiva &= _ETF(G)1 + £ ° +aAf 1
inversa per a material Vos I+v
- . =——0,0, +———0, +0ABd,.
termo-elastic lineal & =Tl T O TSNy 6.112)
isotrop i,je{l,2,3}

sent oo un escalar denominat coeficient de dilatacié térmica relacionat amb la
propietat termica B de equacié (6.110) mitjancant:

Coeficient de _1-2v
dilatacio térmica E

B (6.113)

6.10.3 Tensions i deformacions téermiques

La comparaci6 de les equacions constitutives elastica lineal (6.20) i
termoelastica lineal (6.110) suggereix la descomposicié segiient:
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o =ATr(e)1+2ue—- PAO1=06" - ¢
%/—/ Hr_J
O-Vlf Gl

def 11
Tensiono térmica — 0" = Z,TV(S)'I +2UE 6119
def
Tensio térmica — o' = BAO1

on 6" representa la tensié produida en el cas de no-existéncia de fenomens

termics i 6° és la denominada zensid termica o tensié correctora per Iincrement
de temperatura.

Una operacié similar es pot realitzar amb les equacions constitutives inverses
per al cas elastic lineal i termoelastic lineal de les equacions (6.24) 1 (6.112), i
s’obté:

s:—iTr(c)1+1+—vo+aA0 1=¢" +¢'
E E —

et

Sm‘

3 . L%y 1+v (6.115)
Deformacié no térmica — &" =-— ETF(G)'] + TG

def
Deformacié térmica — & =aA61

En definitiva, en termoelasticitat lineal es poden realitzar les segients
descomposicions dels tensors de tensié i de deformacioé:

Total Component no térmic Component termic
6" =C:e o' =A6B (6.116)
c=06"-¢' Material isotrop: Material isotrop:
6" =ATr(e)1+2ue o' =pAO1
e”"=C"':0o e =A0a
Material isétrop: Material isotrap: (6.117)
Vo) I+v

on els components térmics apareixen a causa de la consideracié de processos
termics. A partit de les equacions (6.116) 1 (6.117), es poden obtenir les
expressions seglients:

g"=C":10 = G=C:8”’=C:[s—s’] (6.118)

6" =Cie= €=C':06"=C":[o +0'] (6.119)
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Obsetrvacio 6-11

Al contrari del que passa en elasticitat, en el cas termoelastic w estat de
deformacid nul.la en un punt del medi no implica un estat de tensid nul.la. En
efecte, pera € =0 de 'equacié (6.1106), s’obté:

£e=0—>0"=0=0=-6"=—fA01£0

- —pro1

Observacio 6-12

Analogament, en termoelasticitat # estat de tensid nul-la en un punt 7o
implica una deformacid nul-la en el punt esmentat ja que de I'equacié
(6.117) amb 6=0:

6=0—-¢e"=0=¢e=¢"=0A01%£0

AO#0

6.11 Analogies termiques

Les analogies térmiques sorgeixen de la recerca de procediments de resolucié
del problema fermoelastic lineal fent servir les estratégies i metodologies de
resolucié desenvolupades a I'apartat 6.7 per al problema elistic lineal (sense
consideraci6 d’efectes termics).

En aquest apartat es presenten dues analogies que, per raons de simplicitat, es
restringeixen al problema quasiestatic i isotrop, encara que poden ser
directament extrapolables al problema general dinamic i anisotrop.

6.11.1 Primera analogia térmica (analogia de Duhamel-Newman)

Suposem el medi continu de la Figura 6-14 sobre el qual actuen unes forces
massiques b(x,7), un increment de la temperatura AB(x,7) i en els contorns del

qual T, i T, hi ha uns desplagaments imposats u”(x,7) i un vector traccié t*,
respectivament.
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y

/ Figura 6-14
X

Les equacions del problema termoelastic lineal (quasiestatic i isotrop) sén les
seguents:

V-o+pb=0 —eq.dequilibri
Equacions de govern:—{c=C:e—BA01 — eq. constitutiva
£=V5u — eq. geométrica

(6.120)

. [ :u=u
Condicions de contorn: —» X
I' :o-n=t

NOTA

El camp d’increment
termic A G(X, t) se
suposa conegut a priori
i, per tant, independent
de la resposta mecanica
del problema. Aquesta
situaci6 es coneix com
a problema
termomecanic desacoblat.

que configuren les accions (dades) A(X,?) i respostes (incognites) R(x,7) del

problema:

o u(x.0)

u'(x,t)
* = £(x,t)
o o(x,1) (6.121)
A O(x,t) OBy

Ay —AD

Accions= AD)(x,t) Respostes=A(x,t)

Per poder aplicar metodes de resolucid tipics del problema elastic lineal, de
Papartat 6.7 cal eliminar (almenys aparentment) el terme termic de les
equacions del problema termoelastic (6.120). Per a aixo es recorre a la
descomposici6 de les tensions 6=06" —¢' i se substitueix en les equacions
(6.120) de la forma segiient:

a) |\Eqnacid d’equilib

c=¢" -0 =
V.6=V.6"-V: o' =V.6" -V(3A0) (6.122)

—

BAD1

V.cg+p,b=0 =

nt 1 _ -
7" gy boLw0) 0] 6129

- Y
not

=b
que constitueix 'equacié d’equilibri del medi sota unes pseudoforces madssigues
b(x,7) definides per:
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b(x,1)=b(x,r) - iV(B AB)

0

(6.124)
bx0y=b, 0 -8
o o
b) LEqmw'o’ mmtz'tutz'mi
" =C:g=1Tr(e)1+2ue| (6.125)
¢) LEqmm'o’ geomeétrica (resta inalterada)|
g=V°u (6.126)
d) |Condicié de contorn en T,
[,:u=u (6.127)
¢) |Condicié de contorn en T
c=c’”—c’} "o met
. =06 ‘n-6 -n=t =
on=t =|l: o =t (6.128)

=0¢" n=t + ¢’ -n =t +(BAO)n
<
BAO1n f*

on t'(x,7) ésun pseudovector de traceid definit com:

6129

Les equacions (6.122) a (6.129) permeten de reescriure el problema original
(6.120) com:

V6" +ph=0 —>B=b—in([3Ae)
0

Equacions de govern: — 6™ =C:e=ATr(g) 1+2n ¢
£=Vsu
(6.130)

[:u=u

u "

[L:c6" n=t >t =t +pA6n

o

Condicions de contorn :(—> {

que constitueix el denominat problema andleg, que és un problema elastic lineal
que es pot resoldre amb la metodologia indicada per a aquest tipus de
problemes a Tapartat 6.7 i que es caracteritza per les accions-respostes
seglients:

b(x,7) u(x,z
u'(x,1) = &(x,1)
t'(x.) " (x,0) (6.131)

N N
Accions= AW (x,¢) Respostes=RI(x,¢)




6 Elasticitat lineal 201

Observant les accions i respostes del problema original (6.121) i del problema
analeg (6.131), s’observa que la seva diferéncia és:

b b-b in(BAe)

A® (x,t)—A(“) (x,0) = uj - lAl* = 0 e ’ 0 dianH)

t t |-t — (BA®)n

AB) |0 AB AO

(6.132)

u u 0 0 o
ROYx,n-RPx={et—-1et={ 0 = 0 =R

c c" c-6" -BA61

_Gt

on s’han tingut en compte les equacions (6.129) ("=t +(BAO)n) i (6.116)
(o0=0" -c¢' =a” —pAB1T).

Obsetvacio 6-13

Es immediat comprovar que, en les equacions (6.132), R™ és la
(1

resposta cotresponent al sistema d’accions A
termoelastic (6.120).

en el problema

I’equaci6 (6.132) suggereix que el problema original (I) es pot visualitzar com
la suma (superposicid) de dos problemes o estats:

ESTAT (II) (a resoldre): Estat analeg elastic en el qual no intervé la temperatura i
que es pot resoldre mitjancant procediments e/dstics.
+

ESTAT (III) (trivial): Estat fermoelastic trivial en el qual es coneixen sense

necessitat de calculs les respostes R"™ (x) donades a (6.132).

Un cop calculat PESTAT (II), la solucié del problema original termoelastic de
PESTAT (I) s’obté com:

Soluci6 del u® =u™
problema —{eg® =g (6.133)
termoelastic original |6 =™ - BAO 1

La sintesi del procediment de resolucié del problema termoclastic basat en la
primera analogia térmica es presenta com una superposicié d’estats a la Figura

6-15.
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/ '
X (IIL) Termoelastic (trivial)

ESTAT Accibd Resposta
t* __TIyj:on= t
z
* b(x,?
u=u *(X ) u(x,?)
u(x,7)
£ &(x,1)
s ,t
> AB(x,1) o)
/ y
X (D) Termoelastic (original)
' =t +(pAO)N [chc-n:f*
V4 Otf‘:‘,%\\ . B =b-— LV(BAG)
’E I,:u=u Po u(x,?)
) (%) £(%.1)
_ t =t +(BAB)n o™ (x.1)
/ y AB=0
X (L) Elastic (analeg)
~(BA®N | [ o=t
z 'H((",f%\\ ~ 1
AO=0 % [,:u =0| |b=—V(BA0) u=0
l ~% — (()) E= 0
T =—paoyn | | lo="(BAO1
AB(x,1)

Figura 6-15 — Primera analogia térmica

6.11.2 Segona analogia térmica

La segona analogia es basa en escriure les equacions del problema en funcié de

les deformacions térmiques €' de 'equaci6 (6.117). Considerem les equacions
del problema termoelastic original escrivint equacié constitutiva en forma

inversa:
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V-o+pb=0 — eq.d'equilibri
Equacions 1 PR
—18=C":06+(xAf)1 — eq.constitutiva inversa
de govern

e=Vu — eq. geometrica

o I,:u= u’
Condicions de contorn: — .
I' :o-n=t

(6.134)

que configuren les accions (dades) A(X,#)1 respostes (incognites) R(x,7) del
problema:
o u(x, v
u(x,t)
t*(X t) = S(Xat)
’ o(x,1) (6.135)
AB(x,t)
RN RO
Accions= AD(x,t) Respostes=RM (x,t)
Hipotesi

Suposem que el coeficient de dilatacié térmica o(x) i lincrement

termic AB(X, #) sén tals que el camp de deformacions termiques
e'(x,t)=a(x)A0(x,1)1
és integrable (compleix les equacions de compatibilitat).

Per tant, existeix un camp de desplacaments tormics u' (X,1) que compleix:

g'(x,1)=(0A0) 1=V u’ =%(u' ®V+V®u’)

u'(x,t) > ‘

rou
&) =(ar0)3, =1{a”1 .

2 0x, Ox

J i

j i, je{l,2,3}

(6.136)

Obsetrvacio 6-14

La soluci6 u'(x,7) del sistema d’equacions diferencials (6.136) existeix

si, i només si, el camp de deformacions &'(x,7)compleix les
equacions de compatibilitat (vegeu el capitol 3). A més, la solucié
esmentada esta determinada Jevar dun  moviment de  solid  rigid

caracteritzat per un tensor de rotacié Q" i un vector de desplacament

¢’ (tots dos constants). Fs a dir, hi ha una familia de solucions
admissibles de la forma:

v(x,)=u(xN+ Q-x + ¢

rotacié  translacio

moviment
de solid rigid

El moviment de solid rigid esmentat pot ser escollit arbitrariament (de
la forma més convenient per al procés de resolucio).
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Una vegada definits els desplacaments termics es pot realitzar una
descomposicié dels desplacaments totals en les seves parts termica i no-térmica

com segueix:
def
u” (x,0) = u(x,t)—u' (x,£) = (6.137)

Per eliminar el terme termic de les equacions del problema termoelastic (6.134)
es recorre a la descomposicié dels desplagaments 1 de les deformacions en les
N . . N . . 1 t .
seves parts térmica i no-térmica (u=u”+u’ i € =& + €') i se
substitueix en les equacions (6.134) que es transformen de la forma segtient:

a) |Equacid d’equilibri (resta inalterada)|

V-G+pb=0 (6.138)

b) |Equacid constitutivd

1+v

c (6.139)

g" =C" :c:—XTr(c)1+
E

9
e=Viu=Vi@" +u)=Viu" +V'u’' =Vu" +¢'
t S nt
= ler=vu] 40

e=¢g" +¢'

d) |Condicid de contorn a T,

u=u =T, :u" =u" - (6.141)
u=u"+u’ !

¢) |Condicid de contorn a T (roman inalterada)|

T G -n =t (6.142)

[e3

Les equacions (6.138) a (6.142) permeten reescriure el problema original
(6.134) com:

V.-o+pb=0 — eq. d'equilibri
Equacions nt 1 o
" =C":0o — €q. constitutiva inversa
de govern . S n
g =Vu — eq. geomeétrica
48 (6.143)

o [,;u=u —u'
Condicions de contorn :(— .
I',:o-n=t

que constitueix el problema analeg elastic lineal caracteritzat per les accions-
respostes seguents:
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b(x,t) u"(x,t)
uw(x,t)—u'(x,t) = g™ (x,1)
t'(x,1) o(x,1) (6.144)

[ ———

Accions = AU (x,t )
(x.t) Respostes =R~ (x,t)

Observant les accions i respostes del problema original (6.135) i del problema
analeg (6.144), s’observa que la seva diferéncia és:

b b 0
* * t t e
AOx-AM =" L T L
9 2 t* t*
A 0 A0
(6.145)
u unt ut ut w
ROx,0)-R™W(x,/)=1e}t—<&" t={¢' t ={aA01; = R
c c 0 0

on s’han tingut en compte les equacions (6.117) (e=¢" +g&') i (6.137)
(u=u" +u’).

Observacio 6-15 I

Es immediat comprovar que, en les equacions (6.145), R™ és la

resposta corresponent al sistema d’accions AT en e problema
termoelastic (6.134).

Per tant, el problema original (1) es pot contemplar com la suma (superposicio)
de dos problemes o estats:

ESTAT (1I) (a resoldre): Estat andleg elastic en el qual no intervé la temperatura i
que es pot resoldre mitjan¢ant procediments e/dstics.
+

ESTAT (III) (trivial): Estat zermoelastic trivial en el qual es coneixen, sense

necessitat de calculs, les respostes R™ (x) donades a (6.145).

Un cop calculat PESTAT (II) la solucié del problema original termoeclastic de
PESTAT (1) s’obté com:

Solucié del u” =u® +u’
problema -3 =™ +an61 (6.146)
termoelastic original oV =c™

on u'es coneix del procés dlintegracié del camp de deformacions térmiques en
Pequaci6 (6.136). La sintesi del procediment de resolucié del problema termoelastic
basat en la segona analogia térmica es presenta com una superposicié d’estats en la

Figura 6-16.
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Accib Resposta
z
* b(x,?
u=u *(X ) u(x.1)
u (x,7)
. &(x,7)
t (x,7)
> o(x,?)
/ > AO(x, 1)
X (D) Termoelastic (original)
_T,:o-n=t
“T u=u’ b
[,b;u=u —u' .y u” (x,1)
u —-u .
¢ e" (x.1)
o(x,1
> AB=0 (1)
Y
z
u=u'
B b=0
e u=u'(x,1)
;* - &= (aA0)1
)? B c=0
AO(x,1)
X (IIL) Termoelastic (trivial)

Figura 6-16 — Segona analogia térmica

Exemple 6-5 Resolen mitjangant la segona analogia térmica el problema nniaxial d’nna
biga encastada en ambdds extrems sobre la qual actua un increment de temperatura constant

AO (Fignra 6-17).
Resolucio
El procediment classic de resolucié en resistencia de materials consisteix en

la superposicié (suma) de les situacions segiients: 1) es considera estructura
inicialment hiperestatica, 2) sallibera Iextrem dret per permetre l'expansié
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termica, que es produeix (pel fet que Iestructura és isostatica) amb tensions
nulles i 3) es recupera el desplacament de I'extrem dret de la biga fins a portar-lo
novament a zero.

Aquest procediment coincideix exactament amb Iaplicacié de la segona
analogia térmica en qué el camp de desplagaments térmics u’ ve definit per
Iexpansié termica de la peca amb el seu extrem dret alliberat (estat III).
Aquesta expansié produeix un desplacament en Pextrem de valor esmentat
ul,_,=0aAB¢ i en recuperar el desplacament en aquest extrem s’esta aplicant

implicitament la condici6 de contorn

.
I :u=u —u' =-u
-

u

0
que correspon exactament amb lestat II de la Figura 6-16.
Estat (I) Estat (III) A/ Estat (1)
"
—1 =
A = A |+ AB=0 I
| |
= = o i i P T
Figura 6-17 ue—u’

Obsetvacio 6-16

L’aplicaci6 de la segona analogia térmica resideix fonamentalment en
la integraci6 del camp de deformacions térmiques € (X, ) per obtenir

el camp de desplacaments térmics u’(x,7) (vegeu 'Observacié 6-14).

Si les deformacions termiques no sén integrables, 'analogia no és
aplicable. Comparant els seus avantatges 1 inconvenients davant la 1a
analogia, és també recomanable que la integracié de les deformacions
termiques sigui, a més de possible, sizple de realitzar.

Observacio 6-17

El cas particular de:

®  ypaterial homogeni (0U(X) = ctte =)

®  nerement fermic lineal ( AO=ax + by + cz+d)

té un interes particular. En aquest cas el producte ABo és un

polinomi lineal i les deformacions térmiques €' =A6a compleixen

automaticament les equacions de compatibilitat (6.68) (que soén
equacions que només contenen derivades de segon ordre), per la qual
cosa es pot garantir que ¢ camp de deformacions termiques és integrable.
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Observacio 6-18

Per al cas amb:

®  ypaterial homogeni (a(X ) = constant = o)
®  jnerement termic comptant ( A = constant )

la integracié del camp de deformacié térmica €' = ABa.l = constant
resulta trivial resultant:

u'(x,))=aA0x+ Q" -x+¢”
%{_J
moviment
de solid rigid
on el moviment de solid rigid es pot escollir arbitrariament (vegeu
I'Observacié 6-14). Fent nul aquest moviment, la solucié per al
desplacament termic resulta ser:

u' (x,1)=aAdx = x+u’' =x+aA0x =(1+aAd)x

amb la qual cosa TESTAT III de la segona analogia (vegeu la Figura
6-16) resulta ser una homotécia, respecte a lorigen de coordenades, de rad
(1+ 0AB8) . L’homotecia esmentada és coneguda com a expansid térmica

NOTA

L’origen de
coordenades, i, per tant,
Porigen de ’homotecia,
es pot escollir
arbitrariament de la
forma més convenient
per simplificar Panalisi. ™ N

linre (vegeu la Figura 6-18).

Figura 6-18

El valor del desplacament termic (associat a expansié termica lliure)
en el contorn T, es pot determinar en aquest cas de forma trivial

sense necessitat d’integrar formalment les deformacions termiques.

6.12 Principi de superposicioé en
termoelasticitat lineal

Considerem el problema termoelastic lineal de la Figura 6-19 i les equacions de
govern corresponents del problema:
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‘4 . o*u
Equaci6 de Cauchy: V-c+p,b=p, e
Equacié constitutiva: o =21r(e)1+ 2pue —p A1 (6.147)
Ce
Equacié geometrica: e=VSu= 1 (U®V+V®u)
2
Condicions de contorn en r,:u=u (6.148)
Pespai: IL:t=cn .
Condicions inicials: u(x.0)=0 (6.149)
’ u(x,0)=v, '
que defineixen el conjunt genéric accié-resposta:
b(x,7)
u’ (x,0) u(x,1)
AxN)={t"(x,0) F = Rx)={8(x,1) (6.150)
AB(X, ) o(x,1)
Yo (x)

<V

'x/ Figura 6-19

Obsetvacio 6-19

Els diferents operadors (escalars, vectorials, tensorials i diferencials)
que intervenen en les equacions de govern del problema (6.147) a
(6.149) so6n lineals, és a dir, donats dos escalars a 1 b qualsevol:

V-(-)—> lineal :>V-(ax+by):aV-x+bV-y
C:(s)— lincal = C:[ax +by]=aC:x+5C:y
V¥ () lincal = V¥ (ax +by)=aV°x+bV’y

2 2 2
(o)—> lineal :M:ﬁ—fwa—f
ot ot ot

ot?

Considerem ara dos possibles sistemes d’accions AV A®:.
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b (x,7) b® (x,1)
(1) *(2)
u  (x1) u (x,7)
A= wp t 5 APED={ (xn (6.151)
A0 (x,1) AO? (x,1)
VS) (x) vgz) (x)

iles respostes respectives:

u® (x,7) u®(x,1)
RO (x)=1eV(x,0)} ; RP(x1)={e?(x,0) (6.152)
oV (x,1) c?(x,1)

Teorema (Principi de superposici):

La soluci6 (resposta) al sistema d’accions A® =AMAD + 3P A
sent A i A? dos escalars qualsevol) és R® =AVR® + 4P R®,

En altres paraules: /z solucid del problema termoelastic lineal davant d’nna
combinacio lineal de diferents sistemes d'accions és la mateixa combinacid lineal de
les solucions davant de cada un d’ells.

Demostracio

Substituint les dades AP =) WAD L APA® i la solucio
R® =2OR® + AP R® en les equacions del problema, i tenint en compte la
linealitat dels diferents operadors (vegeu ’Observacié 6-19) es té:

)

V-6(3)+p0 b(3) :k(l)(V-c(l)+pb(l))+7u(2)(V-0'(2)+pb(2))=
o*u®) o0*u®
0 Po
ot? ot? =
2 A (D) (1) (2),,(2) 2.3
o’ (A u +2%u®?) Oau” (6.153)
ol o’

=Po

o*u®
V.ot Po bt = Po 212




6 Elasticitat lineal 211

b) LEqmzﬁ'o' mm}‘z’tﬂﬂ'm{

=0
o —(C:e® —pAo@ 1) =20V —(C:eV -pao" 1) |+

- =
A6 —(C:e® -pas@ 1) =0 @159
L =0
9 -Ce® _paot1

2
e® _ySy® :A“)(e“) _Vsu(l))Jrl(z) (8(2) _Vsu(z)):(,

=0 =0 (6.155)

0 _vSy0)
d) |Condicid de contorn a T,
u® -y zk(l)[u“) —u*(l))+7»(2)[u(2) —u*(z)J=0
=0 =0 (6.156)
r,:u®=u"
¢) |Condicié de contorn a T
R O U
=0 20 (6.157)
r,:c®.n=t"
)
u®(x,0)- v’ =a" (u‘” (x,0)-v{ )+ A (u(z) (x,0)-v{? ): 0
-~ -~
=0 =0 6.158)

u® (x,0)= VE)3)

Per tant, RY =AVRY + AP R® =u®,e® 671" és la solucié del problema
elastic en les accions: A® =ADWAD £ 1D A cqd.
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NOTACI10

Es fara servir la notacié

{X} per denotar el

vector en R® construit
a partir del tensor
simetric x .

6.13 Llei de Hooke en funcio dels “vectors”
de tensio i de deformacio

La simetria dels tensors de tensio, 6,1 de deformacio, €, fa que, dels seus nou
components en un determinat sistema cartesia, només sis siguin diferents. En
conseqiiencia, i per raons d*‘economia” en lescriptura, és tradicional en
enginyeria treballar només amb els sis components diferents introduint els
denominats “vectors” de tensi6 i de deformacié. Aquests es construeixen en

RCordenant de forma sistematica els elements del triangle superior de la matriu
de components del tensor corresponent:

GX
o
y

6, T, T

x xy Xz def Gz ]

c=(t, o, T.| — {ot= . eR (6.159)

xy

Trz yz 0z
TXZ
T,

El mateix passa amb les deformacions amb la particularitat que, per construir el
vector de deformacié {e}, sutilitzen les deformacions angulars

Yo =28,,Y. =2€.,Y,, =2¢, (vegeu el capitol 2, apartat 2.11.4):

8X
e, Ly, - e
e, €. €, o2 o2 E y
y Z 1 not, 1 1 def gz
e=le, & &= ¥y & V.| )= (6.160)
sz E-:yz 82 1 1 v
Y YV €, Yz
2 2
Ve

Obsetrvaci6 6-20

Una propietat interessant de la construccié esmentada és que el
producte doblement contret dels tensors de tensié 1 de deformacio
(6:€) es transforma en el producte escalar (en R®) dels vectors de
tensio6 i de deformacié: ({o}1{e }):

0.:€ = 0'€ = & Gij&‘ij =0,¢;
Tensors  Vectors
e
segon
ordre

com es pot comprovar realitzant les operacions esmentades a partir

de les definicions a (6.159) 1 (6.160).

L’equacié constitutiva inversa (6.112):

s:—lTr(o)1+l+—V0'+ocA91 (6.161)
E E
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es pot reescriure ara en funcié dels vectors de tensio i de deformaci6é com:

fe}=C":{o} + e’

on C7! és una matriu inversa de constants elastiques:

l v -V 0 0 0
E E E
v l -V 0 0 0
E E E
-V -V L 0 0 0
¢ E E E
0 0 0 l 0 0
G
0 0 0 0 i 0
G
0 0 0 0 0 i
L G

(6.162)

(6.163)

. t . N . . st .,
i {e}' un vector de deformacions térmiques que s’escriu mitjancant la #raduccid

adequada del tensor de deformacions termiques o AB1:

aAd 0 0
g= 0 ard 0 |- {&f
0 0 oaAB

A0 ]
aAd
aAB

0
0

(6.164)

Finalment, la inversié de 'equacié (6.162) proporciona la /ei de Hooke en funcid

dels vectors de tensio i de deformacio:

Llei de Hooke en funcio

tensio i deformacid

dels vectors de —>0o=C

(o¢)

essent C la matriu de constants elastiques:

[ A 0

I-v 1-v
~ g 2 0

1-v 1-v

%
_ — 1 0
¢- E(l—v) I-v 1-v s
I+v)1-2v)| o 0 0 Bl

0 0 0 0
0 0 0 0

(6.165)

(6.166)






7 Elasticitat lineal
plana

7.1 Introduccio

Com s’ha vist en el capitol 6, des del punt de vista matematic, el problema
clastic consisteix en un sistema d’EDP que s’ha de resoldre en les tres
dimensions de lespai i en la dimensié associada al temps (R’xR,).
Tanmateix, hi ha certes situacions en que el problema esmentat es pot
simplificar, i el problema es redueix a dues dimensions espacials R*, a més de
reduir-se, eventualment, a la dimensié temporal (R*xR,). La possibilitat
d’aquesta simplificacié rau en que, en determinats casos, la mateixa geometria i
condicions de contorn del problema permeten identificar una direccio irrellevant
(associada a una dimensié del problema) de forma que es poden plantejar
priori solucions del problema elastic zndependents de la dimensid esmentada.

Si es considera un sistema local de coordenades {x,y,z} en el qual la direccié
irrellevant (suposada constant) coincideix amb la direccié z, I'analisi queda
reduit al pla {x,y}i d’aqui el nom d’elasticitat plana amb el qual se solen
denominar aquests problemes. Al seu torn, aquests se solen dividir en dos
grans grups associats a dues families d’hipotesi simplificatives:

e Problemes de tensid plana.
e Problemes de deformacid plana.

Per simplicitat, considerarem aqui el cas isofermic, encara que no hi ha cap

limitaci6 intrinseca per a la generalitzacid, al cas termoelastic, dels resultats que
s’obtinguin.

7.2 Estat de tensio plana

I’estat de tensid plana es caracteritza per les hipotesis simplificatives segiients:

1) L'estat tensional és de la forma:

o, 7,10
|
[6],.=|7, o,!0 7.1
0 00
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2)  Les tensions no nul-les (65 a dir, les associades al pla x —y ) no depenen de la variable
z.

‘Gx =0.(op.0) s 0,=0,(x1) Ty =Ty (X, J’at)‘ (7.2)

Per analitzar en quines condicions les hipotesis anteriors resulten raonables,
considerem un medi elastic pla les dimensions i forma associades al pla x -y
(que denominarem pla d'analisiy del qual son arbitraries i tal que la tercera
dimensi6é (que denominarem e/ gruzx de la peca) queda associada a Ieix z (vegeu
la Figura 7-1). Suposarem que es donen les circumstancies segiients sobre el
medi elastic en qiestio:

Figura 7-1 — Exemple d’estat de tensi6 plana

a) El gruix e és molt inferior a la dimensié tipica associada al pla
d’analisi x—y:
e<<L (7.3)
b) Les accions (forces massiques b(x,?), desplacaments imposats
u’(x,7) i vector traccié t'(x,7)) estan contingudes al pla d’analisi
x—y (el seu component z és nul) i, a més, no depenen de la
tercera dimensio:

b, (x,y.1) u, (%, ,1)
b=1b,(x,»,1) T,u = qu,(x,,1)
0 —
. (7.4)
t,(x, 1)
I, =Ty ULy UTg :t" =41, (x, »,1)
0

) FEl vector traccié t'(x,7) només és diferent de ero sobre el contorn del

gruix de la peca (contorn TI'y), mentre que sobre les superficies

+

laterals I'y y I'; és nul (vegeu la Figura 7-1).

*

0
ULt =40 (7.5)
0
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NOTA

El fet que totes les
tensions no nul-les
estiguin contingudes al
pla x — y dénalloc al

nom de tensid plana.

RECORDATORI

Les deformacions
angulars es defineixen
com:

Yo :2£Xy
YXZ = 28){2
Y, =2€,;

Observaci6 7-1

La peca amb geometria i accions definides per les equacions (7.3) i
(7.4) i lestat de tensié plana, indicat per les equacions (7.1) i (7.2) i
esquematitzat a la Figura 7-2, resulten compatibles. En efecte, aplicant
les condicions de contorn Iy sobre la peca s’obté el segtient:

o Superficies laterals. T3y T :

0 G, T, 0 0
n=:0,0c-n=1t, O, 0 (=0
*1 0 0 Oofx1| |0

o Cuantdl Ty :

nx Gx Txy O nx tx ()C, Vs t)
n=in, oxy-n=\t, o, 0||n, |=(x,y1)
0 0 0 O0ffO0 0

<0
A . o, T, 0
i O =1, O, 0
X 0 0 0

z

Figura 7-2 — Estat de tensi6 plana

7.21 Camp de deformacions. Equacié constitutiva

Considerem ara ’equacié constitutiva elastica lineal:
1+ 1
e=—TrE)l+— " 6=-~Tro)l+—0 (7.6)
E E E 2G

que, aplicada a Destat tensional (7.1) i en notacié enginyeril, proporciona les
deformacions segiients:

| 1 1
Sx = E[G —V(G +0 )]Z*[G _ch] ’ny = ET«W
g, = %[c —v(o +cs ] [0 — VO, ] Yoo = érﬂ:O 7.7
g, = %[ ( )]= [G +0 ] sz = éryz =0

on s’han tingut en compte les condicions 6, =t,, =7,, =0. Donades les equacions

(7.2) 1 (7.7) es pot concloure que les deformacions tampoc no depenen de la
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coordenada z (= €=¢€(x, y,7)). Aixi mateix, en I'equacié (7.7) es pot resoldre la
deformacié €, com:

\J
€, =—E(sx+sy) (7.8)
En definitiva, el tensor de deformacions per al cas de tensi6 plana resulta:
e Sv, 0
s(x,y,t)z lyxy €, 0|e€, :—L(ex+sy) (7.9
2 I-v
0 0 e

1]a substitucié de I'equacié (7.8) en equacid (7.7) condueix, després d’algunes
operacions algebraiques, a:

o, = — L e +ve,]

: (1-v?) !

6, = L[8 +vsv] (7.10)
y (1—\72) y )

. - E

w 2a+v)Y”

o, E I v 0 €,
o, = v 1 0 e = Ho}=C™" . {¢
T1o1=v? 1-v| |’ o 2 (7.11)
Ty 0 0 Yy
- 2
{o} crr e}

7.2.2 Camp de desplacaments

Les equacions geometriques del problema:
8(x,t)=VSu(x,t)=%(u®V+V®u) = (7.12)

es poden descompondre en dos grups:

1) Les que no afecten el desplagament u, (i que serien hipotéticament

integrables en R*, en el domini x — y):

0

e.(x.7.1) = =
ox . .
auy integracio en R2 u, =u (x,y,1)

e, (e, .t = = /

(e y.) % u, =u (x,p,0) (1.13)
au au
x,y,t)=2¢. = L
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2) Aquelles en les quals intervé el desplagament u,:

ou v
€ (X, y,1 = f=——— (g, +¢€
(e, 2,0) o al_V( )
u u
o f)=28,. = —X42=( ,
u, du
t)=2e = —Y4+—2=0
sz(xy ) vz aZ ay

L’observacié de les equacions (7.1) a (7.14) suggereix la consideracié d’un
problema elastic ideal de tensid plana reduit a les dues dimensions del pla d’analisi i
caracteritzat per les incognites segiients:

e, o,
ux

U(x,y,t)E{u } Elxy.n=1ie, t fokxy.0=1c, (7.15)
! ny Txy

on les incognites addicionals respecte al problema general, o bé sén nulles, o
bé sén calculables en funcié de les (7.15), o bé no intervenen en el problema
reduit:
0.=7,.=7T,=Y.=Y,.=0
v
. =———(,+¢) (7.106)
1-v

z

u,(x,y,z,t) = Nointervé en el problema

Obsetvaci6 7-2

El problema de tensi6 plana és un problema elastic zdeal ates que no es
pot reproduir exactament com un cas particular del problema elastic
en tres dimensions. Efectivament, no hi ha garantia que la solucié del
problema reduit de tensi6 plana u (x,y,1), u,(x,y,f) permeti

obtenir una solucié u,(x,y,z,t) per a les equacions geomeétriques

addicionals (7.14).

7.3 Deformacio plana

L’estat de deformacio es caracteritza per les hipotesis simplificatives segients:

g | fu(x,p1)
y u,(x,y,1) (7.17)
u 0

=
|

<
Il

En aquest cas, també resulta illustratiu analitzar en quines situacions les
hipotesis esmentades s6n plausibles. Considerem, per exemple, un medi elastic
la geometria 1 les accions del qual es poden generar a partir d’'una seccid
bidimensional (associada al pla x—y i amb les accions b(x,#), u*(x,7) i
t *(x,7) contingudes en el pla esmentat) que es trasllada sobre una generatriu

recta perpendicular a aquesta, associada a I'eix z (vegeu la Figura 7-3).
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Figura 7-3 — Exemple d’estat de deformacié plana

Les accions del problema es poden caracteritzar llavors com:

b, (x.y.1) u (x,y.7) (e .1)
b=1b, (x, ».1) L,iu =1u, (x, 1) Lt =11, (x,».1) (7.18)
0 0 0
iala seccié central (que presenta la simetria respecte a 'eix z) es compleix que:
0 ou,
0z oz

1, per tant, el camp de desplacaments en aquesta seccié central és del tipus:

U, (x,y,1)
ux, y,1) =qu,(x,,1) (7.20)
0

7.3.1 Camps de deformacions i de tensions

Al camp de desplacaments propi de l'estat de deformacié plana (7.20) L
correspon el camp de deformacions segiient:

Sx(x’yal)z% ez(x’y’t)zauz =0
aax aZ
i, Ju, Jdu
f)=—2 1=—= ==0
e, (x,y.1) % Ve(uy ===+ =" (7.21)
ou auy auy du
, s ;t = X7+7 s st =—t = =0
'YX} (x y ) ay ax sz (x y ) aZ ay

amb la qual cosa el tensor de deformacions té I'estructura seglient:
NOTA

Per analogia amb el cas 1

de tensi6 plana, el fet x nyy
que totes les deformacions
no nulles estiguin 8(x7 y,f)E Yy & O (7.22)
contingudes al pla

x—y dénallocal 0 0 0

nom de deformacid plana.
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Considerem ara 'equaci6 constitutiva elastica lineal:
6 =1Tr(e)1 +2ue =ATr(e)L +2Ge (7.23)
que, aplicada al camp de deformacions (7.21), propotciona les tensions de la forma segiient:
o, =Me, +&,)+2ue, =(AL +2G)k, +1e, 1, =Gy,
o, =Ale, +e,)+2ue, =(A +2G)k, +Ae,  T.=Gy,_=0 (7.24)
o, =MAg, +¢g, 1,=Gy, =0

Ateses les equacions (7.21) 1 (7.24), es pot concloure que /s fensions tampoc depenen de la
coordenada z (= 6 =0(x, y,t)). D’altra banda, en I'equaci6 (7.24) es pot resoldre la

tensié G, com:

6.=- " (6,+0,)=v(c, +o,) (.25
200+ ) g ’
i el tensor de tensions per al cas de deformacio plana resulta:
o, 7, 0
o(x,y,t)=|t, o, 0|0, ZV(GX + Gy) (7.26)
0 0 o,
on els components no nuls del tensor de tensions (7.20) s’escriuen aixi:
o,= (A+2G)e, +Ae, = Ed-v) [€r+ v sv}
: YToa+va-2v)l -y
E(1-v) [ v }
oc,= (A+2G)e, +Ae, = £, + €
= ), o d+vya-2v)L Y 1-v (7.27)
E
T,= Gy, = — Y.
Y Vay 2(1+v) Vo
I’equaci6 (7.27) es pot rescriure en forma matricial com:
0
c, I-v €,
6 Lo E(1-v) % 0 el =
T} 1+wv)A=-2v)|1-v Y>
v 1-2v xy
o} S
CD'P'

{0_}: CDAPA . {8}

De forma similar com passa amb el problema de tensié plana, les equacions
(7.20), (7.21) i (7.26) suggereixen la consideracié d’un problema elastic de deformacid
plana reduit a les dues dimensions del pla d’analisi x—y caracteritzat per les

incognites seglients:

€, c,
u(x,y,t)z{zx} flx.y.n=1¢e, t {olx.y.n={o, (7.29)

Yy T,

en el qual les incognites addicionals respecte al problema general, o bé sé6n
nul'les, o bé sén calculables en funcié de les (7.29):
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u, =0
€, =Y =Yy =Tx =1, =0 (7.30)
Gz =V(Gx +Gy)

7.4 EIl problema elastic lineal en elasticitat
bidimensional

Ateses les equacions dels apartats 7.2 i 7.3 el problema elastic lineal per als
problemes de tensié i deformacié plana es caracteritza de la manera seglient

(vegeu la Figura 7-4):

‘ (x,y,t)}

£, (x,0.1)

b b (x,y,1)
B b.(x,y,1)

l /'nz{”y | . {ui(x,yaf)}

a— Lo =9
P S
dw oew oew X
Figura 7-4
a) Equacions
Equacio6 de Cauchy:
NOTA 0o, 5Txy 82ux
La tercera equacio ox + oy pb, =p o2
corresponent al (7.31)
component z, o bé no 6‘cxy acsy 0%u
hi intervé (tensi6 2 + P pb, =p o
plana), o és X Y !
idénticament nul-la
(deformaci6 plana). Equacié constitutiva:
GX 8X
oj={o,t l}={e, {o}=C-{e} (7.32)
T Xy YXy

on la matriu constitutiva C es pot escriure de forma genérica a partir de les
equacions (7.11) 1 (7.28) com:

Tensid N L_? =E
1 v 0 plana V=V
C= E_2 vl 0 E= E2 (7.33)
I-v 0 0 -V Deformacid N I-v
2 plana _ %
VvV =
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Equacions geométriques:

ou auy ou auy
e = X fo— = u + 7.34‘
T ox Ty Yo dy  ox (7:3%)
Condicions de contorn a ’espai:
. u:=u: X, y,t . t:=t X, ), t
Fu u = * *( y ) F t = * * y
uyzuy(x,y,t) ty=t x,y,t)
(7.35)
* Gx Tx I’lx
t =o0n o©O= u n=
TXJ’ Gy n,V
Condicions inicials:
w0l =0 a0, = volny)| (7.36)

b)  Incognites

Sx 7ny
u(x,y,t)={Zx} e(v,y.1)=| | 2 O'(x,y,t)5|:6x T"y} (7.37)

y

Les equacions (7.31) a (7.37) defineixen un sistema d’EDP de 8 equacions amb 8
incognites que s’ha de resoldre en el domini espai-temps reduit R xR, . Un cop
resolt el problema, es poden calcular explicitament:

Tensi6 plana — ¢, = % (ex + sy)
-V (7.38)

Deformacié plana — o, = V(GX to, )

7.5 Problemes assimilables a elasticitat
bidimensional

7.5.1 Tensio plana

Seran tipicament assimilables a estats de tensié plana aquells estats
tensodeformacionals produits en solids amb #na dimensid sensiblement inferior a les
altres dues (que configuren el pla d’analisi x —y ) 7 amb accions contingudes en el pla
esmentat. La placa carregada en el seu pla mitja i la biga de gran cantell de la
Figura 7-5 sé6n exemples tipics d’estructures analitzables en estat de tensié
plana. Com a cas particular, els problemes de flexid simple i composta de bignes de
pla mitja, considerats en la resistencia de materials, poden ser també assimilats a
problemes de tensié plana.
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superficie mitjana

J

Figura 7-5 — Placa carregada en el seu pla mitja i biga de gran cantell

7.5.2 Deformacio plana

Seran tipicament assimilables a estats de deformacié plana aquells solids la
geometria dels quals es pot obtenir com a resultat del desplacament d’una seccid
generatrin plana amb accions contingudes en el sen pla (pla d’analisi x —y) sobre una
linia perpendicular a aquesta. A més, la hipotesi de deformacié plana
€, =Y, =Y,. =0 ha de ser justificable. Tipicament, la situaci6 esmentada es

produeix en dues circumstancies:
1) La dimensid de la pega en la direccid z és molt gran (als efectes de P'analisi es pot

considerar infinita). En aquest cas, tota seccié transversal central (no
propera als extrems) es pot considerar de simetria i, per tant, satisfa les

condicions:
0 du
w.=0 ; Tr-0 o, —r=0
oz 0z
d’on es conclouen les condicions de partida de 'estat de deformacié plana
(7.17):
uX ux (x’ y’ Z)
u=qu, r=qu,(x,,7)
u 0

z

Exemples d’aquest cas els trobem a les canonades de pressié6 interna (i/o
externa) de la Figura 7-0, el tunel de la Figura 7-7 o la sabata continua de la
Figura 7-8.

Wiy,

Seccid transversal

Figura 7-6 — Tub de pressi6



7 Elasticitat lineal plana 225

-l | |

Seccié transversal

Figura 7-7 — Tunel

Figura 7-8 — Sabata continua

2)  La longitud de la peca en la direccid longitudinal és reduida, pero el desplagament en la
direccid z s'impedeix en les seccions extremes (vegeu la Figura 7-9).

En aquest cas la hipotesi de deformacié plana (7.17) es pot fer per a totes
les seccions transversals de la peca.

Seccid transversal

Figura 7-9
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7.6 Corbes representatives dels estats
plans de tensié

Hi ha una important tradici6 en enginyeria de representar graficament la distribucié
dels estats tensionals plans. Per a aixo es recorre a certes families de corbes el tracat
sobre el pla d’analisi de les quals proporciona informaci6 util sobre I'estat tensional.

7.6.1 Linies isostatiques

Definici6

Linies isostatigues: son les envolupants del camp vectorial determinat per
les tensions principals.

Per definicié d’envolupant d’un camp vectorial, les linies isostatiques seran, en
cada punt, tangents a les dues direccions principals i, per tant, hi haura dues
families de linies isostatiques:

—  ILsostatignes ©,, tangents a la tensié principal més gran.

—  ILsostatignes ©,, tangents a la tensié principal més petita.

A més, ates que les tensions principals sén ortogonals entre si, /s dues families de
corbes seran també ortogonals. Les linies isostatiques informen sobre la manera com
transcorre sobre el pla d’analisi el flux de tensions principals.

Com a exemple, en la Figura 7-10 es presenta la distribucié de linies
isostatiques sobre una biga recolzada amb carrega distribuida uniformement.

Linies isostatiques

Figura 7-10

Definicions

Punt singular: Punt caracteritzat per un estat tensional:

El seu cercle de Mohr és un punt de I'eix 6 (vegeu la Figura 7-11).

Punt neutre: Punt singular caracteritzat per un estat tensional:

El seu cercle de Mohr és /origen de Pespai 6 —1 (vegeu la Figura 7-
11).
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Cercle de Mohr d'un
punt neutre

Cercle de Mohr d'un
punt singnlar

(&

Figura 7-11

Obsetvaci6 7-3

En un punt singular totes les direccions sén principals (el pol és el
mateix cercle de Mohr (vegeu la Figura 7-11). Per tant, en els punts
singulars les linies isostatiques solen perdre la seva regularitat i poden
canviar bruscament de direccid.

7.6.1.1 Equaci6 diferencial de les linies isostatiques
Tenint en compte I'equacié generica d’'una isostatica y = f(x) i el valor d’angle

format per la direccié principal 6, amb I'horitzontal (vegeu la Figura 7-12):

o, Isostatica o,: y = y(x) ‘
T)C
Y ! oczarctg(dy)
dx
G.X
Figura 7-12
X 2
teo)=——2 - 2'8% ,
0,-0, l-tgia| | 2t, 2y
dy "', 6,-6, l_(y/)z
tgo=——= 7.39
gu=—_=7 (7.39)
6.-0
) +———)'-1=0

xy

i resolent equacio de segon grau de (7.39) en )”, s’obté I’equacio diferencial de
les isostatiques:

Equacio (0' 5 )
x y +

diferencialde } —» y'=- (7.40)

les isostatiques




228

7 Elasticitat lineal plana

Coneguda la funcié @(x,y) en lequacié (7.40), es pot integrar 'equacid
esmentada a fi d’obtenir I’equaci6 algebraica la familia d’isostatiques:

y=f()+C (7.41)

El doble signe en l'equacié (7.40) donara lloc a dues equacions diferencials
corresponents a les dues families ortogonals d’isostatiques.

Exemple 7-1 Una placa esta sotmesa al segiient estat tensional (vegen Figura 7-13):
6,=—x" ; O, =2x" =3xy° ; T, =3x"y ; 1, =1,=0,=0

Obtenin i dibuixen-ne els punts singnlars i la xarxa d'isostatiques.

Resoluci6

(o} G

a) Punts singnlars: es defineixen segons: {T ¥ -0
=—x’=0

x=0 = { Yy

o, =2x>-3xp> =0
T, =3x’y=0 = 4

0 = = x=0
’= {Gy=2x —3xy2=2x3}

Aixi, el lloc geométric dels punts singulars és la recta: [x =0/, Els punts singulars

esmentats son, a més, punts neutres (6, =6, =0).
b) Linies isostatigues: De I'equaci6 (7.40):

. dy c,-0, c.—-0
S 2T 27

Xy 237

que, per a les dades del problema, resulta:
@ X

- 2 2
x -y =C
&y o integrant: 2 !
y_zy
dx  x
pet tant, /s sostatiques son dues families d’hipérboles equilateres ortogonals entre si.

xy=C,

Sobre la recta singular de punts singulars x =0 (que divideix la placa en dues
regions) les linies zsostatiques canviaran bruscament de pendent. Per identificar la
familia d’isostatiques O, agafem un punt a cada regio:
— Punt (1,0): 6,=0,=-1 ; 6,=0,=+2 ; 1,=0

(isostatica o, ala direccié y)
— Punt (-1,0): 06, =0, =+1 ; 6,=0,=-2 ; 1,=0

(isostatica ©, ala direccié x)

Per tant, la xarxa de les isostatiques és la que s’indica a la Figura 7-13.
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Figura 7-13

7.6.2 Linies isoclines

Definicio

Linies isoclines: loc geometric dels punts del pla d’analisi en els quals les
tensions principals formen un determinat angle amb l'eix x.

Per la seva propia definicid, en tots els punts d’una mateixa isoclina les tensions
principals s6n paral-leles entre si, formant un angle constant 6 (que caracteritza
la isoclina) amb l'eix x (vegeu la Figura 7-14).

Linia isoclina 6: y= (p(x)

Figura 7-14 — Linia isoclina
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7.6.2.1 Equaci6 de les isoclines
Per obtenir 'equacié y = f(x) de la isoclina d’angle 6, s’estableix que la tensié

principal o, forma un angle oo=6 amb I'horitzontal, és a dir:

Equacio
lgebraica de | — 1g(20) 2
a = 2
gebrae 8 o —o. (7.42)
les isoclines = 2
@(x,y)

equacio algebraica que per a cada valor de 8 permet aillar:
y=f(x0) (7.43)

que constitueix I'equacié de la familia de corbes isoclines parametritzada en
funcié de I'angle 6.

Obsetvaci6 7-4

La determinacié de la familia de les isoclines permet concixer, en cada
punt del medi, la direccié de les tensions principals i, pet tant,
plantejar I'obtencié de les linies isostatiques. Atés que les isoclines es
poden determinar mitjancant meétodes expetimentals (metodes basats
en la fotoelasticitat), proporcionen, indirectament, un meétode per a la
determinacid experimental de les linies isostatiques.

7.6.3 Linies isobares

Definicid

Linies isobares: lloc geometric dels punts del pla d’analisi amb el mateix

valor de la tensio6 principal 6, (o G,).

Per cada punt del pla d’analisi passaran dues families de corbes isobares: una
corresponent a O, 1 una altra a G,. Les linies isobares depenen del valor de

G,, pero no de la seva direccié (vegeu la Figura 7-15).

G

.

Linia isobara o,: y = f(x)

Figura 7-15 — Linia isobara

7.6.3.1 Equaci6 de les isobares

L’equacié que proporciona el valor de les tensions principals (vegeu el capitol
4) defineix en forma implicita 'equacié algebraica de les dues families

d’isobares y = fi(x,¢,) 1 y=f,(x,¢,):
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o, +o, c,.—0o, : 5
o, = + =~ | +7,, =constant = ¢,
2 2 ;
E ., .
quacié (p](x,y)
algebraica de —
2
les isobares _o,to0, o, -0, 2 _ _
o, = 5 ( 5 +17,, =constant = c, (7.44)
P,y
{ yl = .f] (X, cl )
Y2 =fa(x,¢5)

7.6.4 Linies de maxima tensio tallant

Definici6

Linies de maxima tensid tallant (o tangencial). sén les envolupants de les
direccions que, en cada punt, corresponen a la maxima (en modul)
tensi6 tangencial.

Obsetvaci6 7-5

En cada punt del pla d’analisi hi ha dos plans sobre els quals les
tensions tangencials prenen el mateix valor maxim (en modul) 1 sighe
contrati T,V T, Aquests plans es poden determinar amb ajuda
del cercle de Moht 7 formen un angle de 45° amb les direccions principals
(vegeu la Figura 7-10). Per tant, les seves envolupants (les linies de
maxima tensi6 tallant) sén dues families de corbes ortogonals entre si que
formen un angle de 45° amb les linies isostatiques.

Figura 7-16 — Plans de maxima tensio tallant
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NOTA

Es fa servir aqui

Pexpressio
trigonomeétrica:

T
tang(0 ——) =
g ( 2)

1
tang®

=—coth=—

7.6.4.1 Equacié diferencial de les linies de maxima tensi6

tangencial
Sigui B langle format per la direccié de 7, amb l'horitzontal (veure la Figura 7-

17). D’acord amb I'Observaci6 7-5, es té:

ax.

1
tang 2a.

B=a —g = tang(ZB) =tang (20— g) =- (7.45)

on o ¢és l'angle format per la tensié principal ¢, amb T'horitzontal. Per tant,
considerant P'equacié generica d’'una linia de maxima tensié tangencial y = f(x),

) . . 2t
Pequaci6 (7.45) 1la relaci6 tang 2o = 2
G, -0,
1 c,-0 2tan
tg(2p)=- =- » . 2lang f ,
tang (2a) 2z, 1—tang” p -~ o,—-0, 2y
not ’ 2TX 1 - (y' ?
wpH-2 ' : .46
4z, ,
) - —y'=1=0
c,-o0,

i resolent ’equacié de segon grau de (7.46) en y', s’obté I'equacié diferencial de

les linies de maxima tensi6 tallant:

Equacio diferencial
de les linies de maxima
tensio tallant

(7.47)

L1n1a de 7, : y=y(x) /

-

Coneguda la funcié ¢(x,y) en lequacidé (7.47), es pot integrar Iequacid

Figura 7-17

diferencial esmentada i obtenir I'equacié algebraica de les dues families de
corbes ortogonals (corresponents al doble signe en I'equacié (7.47)).
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Els conceptes d’aquest
apartat son un
recordatori dels que
s’han estudiat al capitol
4, apartats 4.4.4 2 4.4.7.

8 Plasticitat

8.1 Introduccio

Els models (equacions constitutives) elastoplastics es fan servir en mecanica de
medis continus per representar el comportament mecanic de materials quan se
sobrepassen certs limits en els valors de les tensions (o de les deformacions) i el
comportament deixa de ser representable mitjancant models més simples com
sén els elastics. En aquest capitol s’estudiaran els models esmentats
considerant, en tots els casos, que /s deformacions son infinitesimals.

A grans trets, la plasticitat introdueix dues grans modificacions sobre
Pelasticitat lineal estudiada en els capitols 61 7:

1) La perdua de linealitat (les tensions ja no sén proporcionals a les
deformacions).

2) Laparicié del concepte de deformacid plastica o permanent. Una part de la
deformaci6 que es genera durant el procés de carrega no es recupera durant
el procés de descarrega.

8.2 Nocions previes

8.2.1 Invariants tensionals

Sigui © el tensor de tensions de Cauchy i la seva matriu de components en una
base associada als eixos cartesians {x,y,z} (vegeu la Figura 8-1):

Gx Txy sz
[O-]Xyz = Txy Gy Tyz (81)
sz yz G,

En tractar-se d’un tensor simetric de segon ordre, diagonalitzara en una base
ortonormal i tots els seus autovalors seran nombres reals. Sigui llavors
{x’,»",z"} un sistema d’eixos cartesians associat a la base en qué 6 diagonalitza
(autovectors de ©). La seva matriu de components en la base esmentada sera:
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g, 0 O
[G]x vz’ = 0 cSZ O (82)
0 0 o,

on o, 20, 205, denominades Zensions principals, sén els autovalors de o 1 les
direccions associades als eixos {x',y’,z'} s’anomenen direccions principals (vegeu

la Figura 8-1).
- A Qﬂgm&a%-

.
o (7 X

(¢

y

y

Figura 8-1 — Diagonalitzaci6 del tensor de tensions

Per obtenir les tensions i les direccions principals de o, s’ha de resoldre el
corresponent problema d’autovalors i autovectors:

Trobar i vdeformaque: o-v=Av = [c-A1]-v=0 (8.3)

on A correspon als autovalors i v als autovectors. Condicié necessaria i
suficient per tal que el sistema (8.3) tingui solucié és que:

detlo —21]=|c -1 =0 (8.4)

que en components resulta:

G, —A Ty T,
T, O,—-A 1, |=0 (8.5
Xz ‘Cyz G, A

El desenvolupament algebraic de lequacié (8.5), denominada eguacid
caracteristica, correspon a una equacié polinomica de tercer grau en A, que es
pot escriure com:

2~ 1N~ —1,=0) (8.6)

on els coeficients 1,(c;),1,(c;)el5(c;) sén unes certes funcions dels

components o, del tensor ¢ en el sistema de coordenades {x,y,z}.

Tanmateix, les solucions de 'equacié (8.0), que seran funcié dels coeficients
d’aquesta (1,,1,,15), son les tensions principals que, d’altra banda, sén
independents de quin sigui el sistema d’cixos en el qual s’hagi expressat . En
conseqliencia, els coeficients esmentats han de ser zzvariants davant qualsevol
canvi de base. Per aquest motiu, els coeficients /,,/, i I; es denominen
invariants I o invariants fonamentals 1 la seva expressié (després del
desenvolupament corresponent de 'equacié (8.5)) resulta ser:
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I,=Tr(c)=0,=0,+0, +0,

. 1
Invariants / — {1, = 5<0 o-1] )= ~(0,0,+0,0,+0,0,) 8.7)

I, =det(c)=0,0,0,

Evidentment, qualsevol funcié escalar dels invariants sera també un invariant i,
per tant, a partir dels invariants 7, definits en (8.7), es poden definir nous
invariants. En particular, definirem els denominats znvariants J :

J,=1,=0,=Tr(0)
Invariants J— {J —1(12+21 )—10'6 —l(()"()')—lTr(O'ﬂ)
2—2 1 2 _2 i A/i_z : _2 (8.8)

J, :;([13 +31,1, +313):;0-ijo-jko-ki :;T’”(G'G'G)

Observacio 8-1
a) Observeuquest: [, =0 = J, =1, ie{,2,3}.

b) Els invariants J,, ie{,2,3}, es poden expressar de forma
unificada i compacta mitjangant 'expressio:

J, = l.Tr(oi) ie{,2,3}
1

8.2.2 Components esféric i desviador del tensor de tensions

Donat el tensor de tensions ©, es defineix /& fensid mitjana G, com:

I, 1 1 1
6,=—=—1rlc)=—(0,)=—(0,+0, +0 8.9
m 3 3 ( ) 3( n) 3( 1 2 3) ( )
11a pressid mitjana p com:
p=-0, (8.10)

El tensor de tensions de Cauchy es pot descompondre en una part (o
component) esferica ©,, iuna part (0 component) desviadora 6"

1)

on la part esferica del tensor de tensions es defineix com:
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1, de les equacions (8.11) 1 (8.12), la part desviadora resulta ser:

defl
O, = gTr(c)l =o,1
c, 0 0
o,=0 o, O
0 0 o

m

o=06-0

6, -0 T

X m Xy

o =l T G,-0

GZ _Gm

(8.12)

(8.13)

Els invariants [ i J del tensor desviador ©’, que es denominaran invariants [’
i J', resulten, després de considerar les equacions (8.7), (8.8), (8.9) 1 (8.13):

Invariants J* —

(8.14)

Obsetvacio 8-2

Es pot demostrar facilment que /s direccions principals de O coincideixen
amb les de 07, és a dir, que tots dos tensors diagonalitzen en la mateixa
base. En efecte, si es treballa en la base associada a les direccions
principals de @, és a dir, la base en la qual diagonaliza G, i atés que
O, ¢sun tensor hidrostatic i, per tant, és diagonal en qualsevol base,

llavors 0" també diagonalitza en la mateixa base (vegeu la Figura 8-2).

Figura 8-2. — Diagonalitzaci6 dels components esfeéric i desviador
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Obsetvacio 8-3

Es defineix com a fensid efectiva o tensid nniaxial equivalent 6 Pescalar:

G =+/3J, =\/;G;j0i'j =\/30":6'

La denominacié tensié uniaxial equivalent es justifica perque el seu
valor per a un estat de tensié uniaxial coincideix amb la tensié uniaxial
esmentada (vegeu 'Exemple 8-1).

Exemple 8-1 Calculen el valor de la tensid nniaxial equivalent (o tensid efectiva) G per a
un estat de tensid uniaxial definit per:

g, 00
c=0 0 O
0 00
Resolucié
L 1 o,
a)  Tensid mitjana: G, = ET 7(G) = E
S
c, 0 0 3
b) Component esferie: ~ ©,,=| 0 o, 0 =0 2" 0
0 0 o
"o o %
3
¢) Component desviador:
—0, 0 0
6,—0, 0 0 )
6 =06-0, = 0 -0, 0 |=] 0 =30 0
0 0 -0, 1
0 0 -—-0,
3
Tensio efectiva: & =\/Ecgj0;j =\/3o-u2 (ﬁ +l+ 1) — EE o,|=lo,|=
2 2 "9 9 9 23

NOTA

L’espai de tensions
principals també és
conegut amb el nom
d’espai de tensions de
Haigh-Westergaard.

8.3 Espai de tensions principals

. . . . 3
Considerem un sistema d’eixos cartesians en R’ {x=0,,y=0,,z=0,} de

manera que a cada estat tensional, caracteritzat pels valors de les tres tensions
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principals 6, 206, 20;, li correspon un punt en l'espai esmentat al qual
denominarem espai de tensions principals (vegeu la Figura 8-3).

o, 4 .
1143 " Eix de tensi6 hidrostatica
n=!1 / \/3 ““““““ fﬁ/ (G = [e) ) = (o) 3 )
143 /\ P ((51;62 , 03) = Bisectriu del ler octante

Figura 8-3 — Espai de tensions principals

Definicio
Eix de tensié hidrostitica: Es el lloc geometric dels punts de I'espai de
tensions principals que verifiquen la condicié 6, =0, =0, (vegeu la

Figura 8-3). Els punts situats sobre leix de tensié hidrostatica
representen estats tensionals hidrostatics (vegeu el capitol 4, apartat
4.4.5).

% Figura 8-4

Definici6

Pla octaédric T1: Qualsevol dels plans normals a Teix de tensié
hidrostatica (vegeu la Figura 8-4). I’equacié d’un pla octaedric és:

O, + 0, +0; = constant

1la normal (unitaria) a aquest és:

1 T
== 1)1))1
n ﬁ{ ki
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8.3.1 Tensions sigma i tau octaédrica

Sigui P un punt de 'espai de tensions principals, de coordenades (0,,0,,0;) i

vector posici6 OP={5,,0,,0, Y (vegeu la Figura 8-5). Considerem el pla
octaedric IT que passa pel punt P, 1isigui 4 la interseccié de leix de tensid

hidrostatica amb aquest pla.

Definicions

Tensi6 sigma octaédrica: | OA|= 3 O our

Tensio tan octacdrica: m’ |= 3t

oct

La distancia [O4| es pot calcular com la projeccié del vector OP sobre n (la

Obsetvacio 8-4

G, informa de la distancia entre 'origen O i el pla octaedric que

oct

passa pel punt P. El lloc geometric dels punts de P'espai de
tensions principals amb igual o, és el pla octacdric que esta a

una distancia \/g c

oct

de lorigen.

oct

T,, informa de la distancia entre el punt P i leix de tensié

oct
hidrostatica. Es, doncs, una mesura de la distancia que separa
Pestat caracteritzat pel punt P d’un estat de tensié hidrostatica. El
lloc geometric dels punts de Pespai de tensions principals amb

igual T, ¢ésun cilindre 'eix del qual és I'eix de tensié hidrostatica

oct

1 el radi del qual és x/g‘c

oct *

normal unitaria al pla octaedric):
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1/-/3
|a|2073-n:{01,62,03} 1/-/3 :\35(01 +0, +G3)=\/§Gm
1/-/3

= (8.15)

|a|zﬁcoct

6 =c =4 (8.16)

on s’ha tingut en compte la definici6 (8.9) de la tensié mitjana G, .

La distancia ‘ﬁ‘ es pot calcular resolent el triangle rectangle O4P de la Figura
8-5:

‘E"z:ajz—&220'12+0'22+0'32—%(0'1+0'2+0'3)2 (8.17)

Mitjangant algunes operacions algebraiques, aquesta distancia es pot expressar
en funcié del segon invariant, J;, del tensor de tensions desviador de ’equaci6

(8.14) com:
2 _ ] _ ’ 1/2
AP =22y AP =200 | L L 2 e (8.18)
| AP|=31,,

Les expressions alternatives de T,, en funcié del valor de J 5 en Iequacié

(8.14) son:

oct

(8.19)

Observacio 8-5
e Silestat tensional ¢ és purament esferic:

=0

oct

’ ’
c=0,=0,1 0'=06-06,=0J,=0 |1

(un estat esferic queda caracteritzat per T, =0 i, per tant, pertany a

oct

Ieix de tensié hidrostatica, vegeu la Figura 8-5).
e Silestat tensional G és purament desviador.

0=0' =0, =TH©)=Tr(0) =0

(un estat desviador queda caracteritzat per 6,, =0 1 pertany al pla

octaedric que passa per Iorigen).
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Obsetvacio6 8-6

Un punt P de lespai de tensions principals queda caracteritzat
univocament pels tres invartiants 7, =J,,J5,J; (vegeu la Figura 8-0):

— I, (a través de ©

oct

1 . o .
=§I ,) caracteritza la distancia a P'origen

(=3 o, ) del pla octaedric IT sobre el qual esta el punt (situa el
punt P sobre un cert pla octaedric).

— J) caracteritza la distancia del punt a Peix de tensié hidrostatica
(situa el punt P sobre un cercle del pla octaedric amb centre a
Peix de tensi6 hidrostatica i radi +/3 t,,, =~/2 [J}]"%).

— J} caractetitza la posici6 del punt dins del cetcle definint I'angle
0(J3) .

=1,/\3

Figura 8-6

Obsetvacio 8-7

La Figura 8-7 mostra la projeccié de l'espai de tensions principals
sobre el pla octaedric IT. En aquesta projeccié es pot observar la
divisi6 de I'espai de tensions principals en sis sectors, caracteritzats per
les sis possibles ordenacions diferents de les tensions esmentades i
separats per les projeccions dels plans bisectors 6, =65, 0, =0,
i6, =0,. L’elecci6 del criteri 6, 26, 20, redueix automaticament
el domini de treball factible al sector ombrejat a la figura i la
intersecci6 de qualsevol superficie, del tipus f(0,,0,,65) =0, amb el

pla IT es redueix a una corba en el sector esmentat. Tanmateix,
resulta automatic estendre la corba als altres sectors (és a dir, dibuixar
la corba que s’obtindria amb la mateixa funcié6 f(c,,0,,0,)=0,
peto considerant les diferents ordenacions de les tensions principals)
sense tes més que aprofitar les condicions de simetria respecte als
plans bisectors. La corba resultant, per tant, presentara tres eixos de
simetria respecte a cada un dels eixos de la Figura 8-7.
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NOTA

El model de friccié de
Coulomb també rep el
nom de model de friccid
seca.

Figura 8-7 — Projecci6 sobre el pla octaédric

8.4 Models reologics de friccio

Els models reologics sén idealitzacions de models mecanics, construits com a
combinaci6 d’elements simples, el comportament dels quals és facilment intuible,
1 que permeten percebre comportaments mecanics més complexos.
Sutilitzaran aqui models reologics de friccié per introduir el concepte de
deformacié irrecuperable o permanent 1 les seves conseqiiéncies com a pas
previ a 'analisi dels models elastoplastics.

8.4.1 Element elastic (element molla)

El model reologic clastic ve definit per una molla de constant E (vegeu la
Figura 8-8). El model estableix que existeix proporcionalitat entre la tensi6 i la
deformacio, tant en carrega com en descarrega, sent la constant E , el factor de
proporcionalitat (vegeu la Figura 8-8).

F—o

d—¢

Figura 8-8 — Relaci6 tensié-deformacié per a un model elastic

8.4.2 Element de friccio

Considerem un bloc situat sobre una superficie rugosa (vegeu la Figura 8-9) i
sotmes a una forca de compressié N ia una forga horitzontal F (positiva, cap
a la dreta, i negativa cap a I'esquerra). Sigui § el desplagament horitzontal del
bloc. El model de friccié de Coulomb estableix que el modul de la reaccié R
exercida per la superficie de contacte sobre el bloc no pot excedir d’'un cert
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valor limit F, =uwN , on w=0 és el coeficient de friccid entre el bloc i la superficie.
En conseqtiéncia, mentre el modul de la for¢a F sigui menor que el valor limit
esmentat, el bloc no es mou. Una vegada assolit el valor limit F, =u N , el bloc
es comenca a desplagar en un estat de quasiequilibri (sense produir
acceleracions) i, si es vol romandre en régim quasiestatic, no es pot excedir
aquest valor limit. Aquests conceptes es poden expressar matematicament
com:

‘F ‘ <uN & 8=0 (No hiha moviment)

[F|[=uN & §#0 (Hiha moviment) (8.20)
‘F ‘ > UN (Impossible)
F A
N
)
> Fe = ,LIN
F
— >
5
i - F,
44— R

Figura 8-9 — Llei de friccié de Coulomb

El comportament del model de friccié de Coulomb, en termes de la relacié
forca-desplacament F —§, esta representat graficament a la Figura 8-9, tant per
a valors positius de la forga F (moviment cap a la dreta) com per a valors
negatius (moviment cap a 'esquerra).

Per analogia amb el model mecanic de friccid, podem definir el model reologic
de fricci6 de la Figura 8-10 on ¢ és la tensié (analoga a la forca F en el model
de Coulomb) que actua sobre el dispositiu 1 & la deformacié que experimenta
(analoga al desplagament 8). El model reologic esmentat disposa d’un
dispositiu friccional caracteritzat per un valor limit 6, (que juga el paper de
uN al model de Coulomb) el valor del qual no es pot superar.

o|<o, > Ae=0

Gé’
%  mmg O o|=0, > Ae#0
% i bz ‘O" >0, —> impossible
-

Figura 8-10 — Model reologic de friccié

A la Figura 8-11 es presenta la corba tensié-deformacié corresponent al model
reologic esmentat per a un cicle carrega-descarrega-recarrega en aquest, que es
pot descompondre en els trams seglients:

= Tram : La tensi6 © augmenta (a traccid) fins assolir el valor llindar
6=0,. No es produeix deformacié.
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—  Tram : Una vegada assolit el llindar o=0,, la tensi6 no pot

augmentar, encara que s{ mantenir-se constant, amb la qual cosa I’element
de friccié flueix produint-se una deformacié € que creix indefinidament
mentre es mantingui la tensié (procés de carrega).

—  Tram|2 =3} En el punt 2| s’inverteix la tendéncia de la tensié que comenca
a disminuir (A6 <0) 1 s’inicia la descarrega (6 <0, ). Automaticament deixa
de produir-se deformacié Ae=0. Aquesta situacié es pot prolongar fins
que la tensi6é s’anulla (6=0) en el punt . Observeu que si el procés es
deté aqui, ens trobarem amb que s’ha recuperat Pestat de tensid inicial,
pero no Pestat de deformacio, apareixent una deformacid residual o permanent
(e#0) que posa en evidencia que, per a aquest model, la trajectoria a la
corba tensi6é-deformacié no és la mateixa en regim de carrega que en regim
de descarrega i (des del punt de vista termodinamic) el caracter irreversible
del procés de deformacio.

—  Tram : Més enlla del punt el signe de la tensié s’inverteix 1 passa a
ser de compressié. Tanmateix, com que ‘G‘ <0,, no es produeixen canvis a

la deformaci6 (Ae=0).

—  Tram|4=5} En el punt|4] es compleix el criteri l6]=0, iel model comenga
novament a entrar en carrega i a fluir a tensié constant ¢=-0,, produint
deformaci6 negativa Ae <0, la qual redueix progressivament la deformacié
acumulada. Finalment, en el
punt |5] s’ha recuperat Pestat de
deformaci6 inicial, pero no el de
tensi6. Més enlla del punt o,
esmentat es podria procedir a
una  descarrega, amb la
disminucié consegiient de la 0 3]
tensi6 fins tancar el cicle en el €
punt |0, o prosseguir en régim \
de carrega generant, ara, -G B B

deformaci6 permanent negativa.

Figura 8-11 — Corba tensio-
deformaci6 en un cicle de
carrega-descatrega-recarrega

8.4.3 Model elastic-friccional

Els elements reologics basics, elastic i friccional es poden combinar per produir
un model més complex, que denominarem mode/ eldastic-friccional, mitjangant la
disposicié en serie d’'un element elastic, de parametre £, i d’'un element de
friccié, de parametre 6, que denominarem /it elastic, tal com es mostra en la
Figura 8-12. Sigui o la tensié que actua al model i & la deformacié total
d’aquest. En estar collocats els dos elements basics en serie, es verificara que la
tensié que actua sobre cada un ¢és la mateixa. D’altra banda, podem
descompondre la deformacié total com la suma de la deformacié
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experimentada per I'element elastic (€) més la deformacié experimentada pel

dispositiu friccional (£/), i el mateix es podra fer a nivell incremental:

la deformacid

Ae = Ae€ + Ae”

Element de friccio

\\/\ Eﬁementeasnc

Figura 8-12 — Element elastic-friccional

oc=0‘=0c’
- O
— € S S
E=E +E = E te Descomposicio
o (8.21)
E — additiva de

Tenint en compte el comportament tensié-deformacié de cada un dels
elements basics que componen el model reologic, per al model combinat es

tindra:

Ag = Ag€
Ael =0= As = Ae®
e oi<0.| =’ =0m he=ac ﬁ{mzm

Lelement de fricci6 no es deforma per a tensions |0| <G, , per la qual cosa

tota la deformacid sera absorbida per l'element elastic.

Ael 20=e=2 1¢/ ol=o.
° :> € =& E € i{ASZAS‘fﬁASe:()ﬁAG:O

Tot increment de la deformacié és absorbit per I'element de friccié amb un

increment de tensié nul.

:

Es incompatible amb les caracteristiques de I’element de friccio.

A la Figura 8-13 es presenta la corba tensid-deformacié per a un cicle carrega-
descarrega-recarrega amb el model elastic-friccional, que es pot descompondre

en els trams segiients:

= Tram : ‘G‘ <0, = Ae/ =0= Ae=Ae’ — Es un tram de cirrega elastica.

Al final d’aquest, en el punt |1} es té €=¢° =%. El valor final o, al final

d’aquest tram elastic justifica la seva denominacié com a /it eldstic.
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c, »
— Tram 1-2} ‘G‘zce = A #0=]°7 E +e! — FEs un tram de cirrega
Ae=Ae’ >0
Sriccional en el qual no es genera deformacié en I'element elastic (no es genera
deformacid elastica) 1 tot increment de deformacié és absorbit per I'element
friccional.

= Tram : ‘G‘ <o, =Ae’ =0=>Ae=Ae* - FEs un tram de descarrega

elastica. Al final d’aquest, en el punt 3] es recobra I'estat inicial de tensi6
nullla (6=0). En conseqiiencia, en el punt esmentat la deformacié elastica

és €° =E=0 i, per tant, la deformacié residual o irrecuperable és

e=e/ #0; és a dir, la deformacié generada en P’element de friccié durant
el tram de carrega friccional no es recupera davant d’una relaxaci6
eventual a zero de la tensié. Aquest fet permet qualificar a/ component

f

[friccional de la deformacid €' com una deformaci irrecuperable o irreversible.

— Tram|3-4] [o]<o, = Ae’/ =0= Ae=Ae® — Es un tram de recirrega elistica

similar en pero amb tensié de compressié (6 <0). Durant aquest no
es modifica el component friccional de la deformaci6 i el valor final, en el

e

S s e, o
punt |4} de la deformaci6 elastica és €° =——=%.

E
__9% A
- Tmm: ‘G‘ZGE:ASf;tO: 8__f+8 — Es un tram de recdrrega
Ae=Ae’ <0

friccional durant el qual es genera
deformacié friccional negativa
(Ae” <0), per la qual cosa el
valor total de la deformacié de
fricci6 va  disminuint fins
anullar-se en el punt

. . O, .
(caracteritzat per €=¢°=—-—% i

E
¢/ =0). Una descarrega elastica
eventual en el punt esmentat
determina la tornada a Destat
inicial |0/,

Figura 8-13 — Corba tensié-deformacio
d’un model elastic-friccional

8.4.4 Model de friccio amb enduriment

Considerem el model reologic de la Figura 8-14 compost per un element elastic
(caractetitzat per un parametre H’, que denominatem modul d’enduriment) 1 un
element de friccié (caracteritzat pel fwit elastic ©,) disposats en parallel. La

disposicié en parallel motiva que tots dos elements reologics comparteixin la
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deformaci6, mentre que la tensié total al model sera igual a la suma de la tensié

sobre I'element de friccid (0(1)) més la tensié que passa per I'element elastic

(c?)y:

{0 =c" +0?

Ac=AcV + Ac®

e=¢g‘=¢/

G c
- ———o—p
H e
€

Figura 8-14 — Model de friccié amb enduriment

Analitzant per separat el comportament de cada element es té:

a)  Element de friccio:

‘0'“"<0'e Ae’ =Ae=0
‘O'(l)‘=6€ Ae’ =Ae#0

impossible

‘a“" >0

e

b)  Element elastic:

6P =He =He
AP = H'Ae® = H'Ae

¢) Combinant les equacions (8.23) 1 (8.24) s’arriba a:

‘0(1)‘=|G—0(2) |=|c-H%|
——
H'e

(8.22)

(8.23)

(8.24)

(8.25)

D’acord amb les equacions (8.23) 1 (8.24) es poden establir les seglients

situacions per al model reologic:

o . Ae’ =Ae=0
[ <o, o [o-He<o o1 -
AP = H'Ae* =H'Ae =0

Ac =Ac?
Ae=0

Tota la tensié passa pel dispositiu friccional i1 la deformacié és nul'la.

‘G(l)‘=0
° ‘0(1)‘=Ge<:> lo-He|=0, = &) i o= ‘AG(Z):AG:H/AS‘
‘0 ‘=\G—G |

Tot increment de tensio és absorbit en la seva totalitat per I'element elastic.
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A la figura 8-15 es presenta la corba tensié-deformacié per a un cicle ca-
rrega-descarrega-recarrega amb el model proposat i descomposta en els
trams seguents:

@ Ac® = EAe=0 .
- Tram : ‘G ‘<Ge=>A8=0=> . — Es un tram
Ac =Ac
caracteritzat perque tota la tensié és absorbida per element de friccié. Al
final d’aquest, en el punt es t¢ €=0 1 o=0,. El tram es pot

caracteritzar per la condicié —-H'e ‘ <0,

2
- Tram [1-2} ‘5(1)‘ =0,= 0=0, +o® — Es un tram de carrega en
Ac=Ac® = H'Ae
el qual tot lincrement de tensié és absorbit per lelement elastic.
Globalment el model augmenta la seva capacitat de resistir la tensié @ es
diu que el model s’endureix) proporcionalment a 'augment de deformacio,
sent el factor de proporcionalitat el modul d’enduriment H'. El tram es pot

caractetitzar per la condici6 | 6 - H'e| =0,

AcV =Ac .
= Tram : ‘G(l)‘ <0,=>At=0= AG® =0 — Es un tram en el qual la
(0} =

tensio en I’element friccional disminueix, amb un increment de deformacio
nul i mantenint-se constant la tensié en ’element elastic. Aquest estat es
pot prosseguir fins a invertir-se totalment la tensié en I'element friccional.

Aixi, en el punt 3] es t¢ 6 =-c°. El tram es pot caracteritzar per la

condici6 .
O c=-6,+c"?
= Tram : o_|=0.=

o) Ac=Ac" = H'Ae
respecte al tram amb lelement elastic disminuint la tensié que

— La situacié és simétrica

suporta, fins anullar-se en el punt 3}, on 6" =-c,i 6¥ =0. El tram es

pot caracteritzar per la condicid . Més enlla d’aquest punt es

Figura 8-15 — Corba tensié-deformacié d’un model de friccié amb
enduriment
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8.4.5 Model elastic — friccional amb enduriment

Combinant ara un element elastic, de modul elastic E | en série amb el model
friccional, amb enduriment H’ i limit elastic 6,, de 'apartat 8.4.4, s’arriba al
model elastic-friccié amb enduriment de la Figura 8-16.

o

B E
o

SN
l
|
Sy
Q

- e

€

|-t »|
== gl

Figura 8-16 — Model elastic-friccional amb enduriment.

De les equacions d’equilibri de tensions i de compatibilitat de deformacions al
model (vegeu la Figura 8-16), tindrem:

; Descomposicio
e=¢e"+¢
) . —> additiva de la
Ae =Ae’ + Ae’ ,
deformacio (8.26)
oc=0‘=0c’
Ao =Ac‘=Ac’

on 6 i o/ representen, respectivament, les tensions suportades per I'element
elastic i el model de fricci6 amb enduriment. Combinant ara el comportament
d’un element elastic (vegeu la Figura 8-8) amb el del model de friccié6 amb
enduriment de la Figura 8-14, es té per al model reologic proposat:

o Jamte <o o 20 Saora
- € =A€

L’element de fricci6 amb enduriment no es deforma i lincrement de
deformacié Ae és absorbit en la seva totalitat per 'element elastic. Es el cas
que denominarem procés eldstic.

° ‘G—H'Sj ‘=Ge

o0>0; Aoc>0 Ao = Ac/ = HAe!
) Bos0e] o r=to <1
Ao =Ac® =E Ae’
0<0; Aoc<0
o Ae=Ae + A’ = L Ao+ 1,AG=E+1L,[ Ao =
E H EH

L’increment de deformaci6 és absorbit pels dos elements del model (el
friccional-endurible i Delastic). La relacié entre l'increment de tensié
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Ac i lincrement de deformacié Ae ve donada pel modul de deformacio

elastic-friccional E¥ . Bs tracta d’un cas que denominarem procés de carrega
inelastica.

c>0; Ao<0
) [o-do<o | o = ae/ =0 = ac = 8" = A0~ £ ¢
0<0; Ao<0

Tot l'increment de deformacié Ae és absorbit per 'element elastic. Es
tracta d’un cas que denominarem procés de descarrega elastica.

A la figura 8-17 es presenta la corba tensié deformacié en la qual es poden dis-
tingir els trams segiients:

= Trams i : ‘ c-He, ‘ <o, :>. Corresponen a processos

elastics.

—  Trams i : { o-He, ‘ =0 = . Corresponen a

cAc>0

processos de carrega inelastica.

—-He,|=
—  Punt 2} { ° i ‘ O :>. Cotrespon a un procés de descarrega

ocAo<0
elastica.

o _

Noteu que si H'=0, llavors EY =0 i es recupera el model elastic-friccional de

la Figura 8-13.

Cénegainehsﬁcg[é]

4 e

Figura 8-17 — Corba tensié-deformacié d’un model elastic-friccional amb
enduriment
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8.5 Comportament fenomenologic
elastoplastic

Considerem una barra d’acer de longitud ¢ i seccié A4 sotmesa a una forca de
traccié F als seus extrems. La tensié a la barra sera 6=F /A4 (vegeu la Figura

8-18) i la deformacié d’aquesta es pot estimar com 8=%, on & és

I'allargament de la barra. Sotmetent la peca esmentada a diversos cicles de
carrega 1 descarrega s’obté, tipicament, una resposta, en termes de la corba
tensié-deformacié 6 — €, com la indicada a la Figura 8-19.

Y4
D e —
1
86/2 8/2=—¢/
‘H‘t;?‘ ”ﬂa—w 2
<G—F” T o=F/A4

Figura 8-18 — Assaig de tracci6 uniaxial

Analitzant el primer cicle s’observa que, mentre la tensié no supera el valor G,
(denominat /it elastic) en el punt [1], el comportament és elastic lineal
caracteritzat pel modul elastic £ (o=FEe) 1 no existeixen deformacions
irrecuperables (durant una descarrega eventual es recupera la deformaci6
produida durant la carrega).

1a descarrega 2a descarrega

o

o, //2 ///,’l/

CA

[¢2}
A~

[¢2}
®
[¢2}

- -
Figura 8-19 — Cicles carrega-descarrega-recarrega

Per a tensions superiors a 6,, el comportament deixa de ser elastic i part de la
deformacié no es recupera davant d’una reduccié eventual a zero de la tensié

(punt [3)), i apareix una deformacié romanent denominada deformacié plastica €” .
Tanmateix, durant la branca de descarrega el comportament torna a sef,
almenys de forma aproximada, incrementalment elastic (Ao = E Ag ). El mateix
passa en la recarrega posterior i es produeix un comportament
incrementalment elastic, fins que la tensié assoleix, en el punt 2], el maxim
valor que havia assolit durant el procés de carrega. A partir d’aquest punt el
comportament deixa de ser de nou incrementalment elastic (com si el material
recordés la maxima tensié a que havia estat sotmes préviament). Un segiient cicle

carrega-descarrega-recarrega |2-4-5-4| posa novament de manifest que
durant el tram s’ha generat més deformacié plastica, que apareix en
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NOTA

Aquest procediment es
coneix com estzrament en
fred i té com a finalitat
obtenir un limit elastic
aparent del material
superior al del material

Verge 6, >0,

forma de deformacié permanent en el punt |5, i també més deformacid elastica €°
entesa com aquella part de la deformacié que si que es recupera durant el tram
de descarrega |4 -5|.

8.5.1 Efecte Bauschinger

Considerem una proveta d’un material verge (que no ha sofert préviament
estats de deformaci6 inelastics) sotmesa a un assaig de #raccid uniaxial i una altra
proveta del mateix material verge sotmesa a un assaig de compressid uniaxial. Per
a certs materials (denominats isoresistents) les respostes que s’obtenen en tots
dos assajos, en termes de la corba tensid-deformacié 6—¢ de la Figura 8-20,
sén simétriques respecte a Porigen. Es a dir, que en I’assaig a traccié la resposta
és elastica fins a un valor de o=o0,(lmt elastic a traccid) 1 en lassaig a
compressio la resposta és també elastica fins a un valor de © = -0, (lwit elistic a
compressid), sent la resta de les dues corbes (per a un suposat regim de carrega
monoton) també simetriques. Direm en aquest cas que la corba tensio-
deformaci6 del material verge és simeétrica a traccié i compressio.

Suposem ara que realitzem un assaig de compressié sobre una proveta que ha
estat sotmesa previament a una historia de deformacions plastiques, per exemple a un

cicle de carrega-descarrega a tracci6 com el 0-1-2-3] en la Figura 8-19
(estirament en fred), i sigui 6, >0, la maxima tensié a que ha estat sotmes el

material durant el procés de carrega. Un hipotetic comportament sieétric
portaria a fer que el material tingués ara un comportament elastic en el rang de

tensions [— o/,o’ ] Tanmateix, en certs casos, el comportament elastic a
compressié acaba molt abans (vegeu la Figura 8-20). Aquest és 'efecte conegut
com efecte Bauschinger o enduriment cinematic. Observeu que la corba tensio-
deformaci6 del model elastic-friccional de la Figura 8-17 presenta aquest tipus
d’enduriment.

Corba del material verge —
GA (

Corba del material estirat

€
y .
/ e Corba sense efecte Bauschinger
,,:,9;,,,,,,,/ /
L /
ST
-0
L

Figura 8-20 — Efecte Bauschinger
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NOTA

Fins a cert punt, els
models esmentats es
poden inspirar, tot i
que amb certes
limitacions, en models
reologics del tipus
elastic-friccional com
els presentats a 'apartat
8.4.

Obsetvacio 8-8

Ates el comportament fenomenologic observat en la Figura 8-19 i en
la Figura 8-20, el comportament elastoplastic es caracteritza pels fets
seglients:

1) A diferencia del cas elastic, no hi ha unicitat en la relaci6 tensio-
deformaci6. Un mateix valor de la deformacié pot correspondre a
infinits valors de la tensio i viceversa. El valor de la tensié depen,
amés de la deformacio, de la historia de carrega.

2) No hi ha una relaci6 lineal entre la tensio i la deformacié. Pel cap
alt, aquesta linealitat pot ser incremental en certs trams del procés
de deformacio.

3) Es produeixen deformacions irrecuperables o irreversibles en un
cicle carrega-descarrega.

8.6 Teoria incremental de la plasticitat en
una dimensioé

El comportament elastoplastic analitzat en I'apartat 8.5 es pot modelar fent
servir models matematics de certa complexitat. Una de les aproximacions més
populars la constitueix la denominada teoria incremental de la plasticitat. Per al
cas duna dimensié es pretén, en .
esséncia, aproximar un comportament Branca elastoplastica
tensio-deformacié com el de la Figura
8-19 mitjancant aproximacions a trossos
per mitja de branques elastiques 1
inelastiques com les de la Figura 8-21.
La generalitzacié a diverses dimensions
requereix la introduccié de conceptes
més abstractes.

; Branca elastica &

Figura 8-21 — Corba uniaxial tensio-
deformaci6 per a un model elastoplastic

8.6.1 Descomposicio additiva de la deformacié. Variable
d’enduriment

Es descompon la deformaci6 total € en la suma d’una deformacié elastica &°
(o deformacié recuperable), que es regeix per la llei de Hooke, i una

deformacié plastica €” (o deformacié irrecuperable):
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NOTA

S’utilitza aqui la funcié
signe definida
mitjangant:

x20< sign(x)=+1

x <0< sign(x)=-1

— € P — e P
Descomposicié additiva e=e +¢ de =de” +de
=
de la deformacio ge=2 ds€ = do
E E

on E és el modul elastic. Es defineix, a més, la variable d’enduriment ou(
mitjan¢ant 'equacié d’evolucié:

do = sign(c)de?
Variable d'enduriment o0 — <dag >0
=0

e =0

[0

(8.27)

o,e”)

(8.28)

Observacio 8-9

Observeu que la variable d’enduriment o és sempre positiva, d’acord
amb la seva definicié en l'equacié (8.28) 1 que, prenent moduls en

Pexpressio do = sign(c)de? , s’arriba a:

do. =|dol =|sign(c)|\de” | = do. = de” |
=1

Aixi doncs, per a un procés monoton creixent de la deformacié
plastica les dues variables coincideixen:

de? >0 a= fp‘dal’ = _Epds” =g’

Tanmateix, si el procés no és monoton creixent, la deformacié
plastica pot disminuir i el seu valor ja no coincideix amb el de la
variable d’enduriment o .

8.6.2 Domini elastic. Funcio de fluéncia. Superficie de fluéncia

Es defineix com a domini elastic en l'espai de tensions Pinterior del domini tancat

per la supetficie F(c,a)=0:

on la funcié F(o,a):RxR, - R es denomina funcid de fluéncia plastica.

Es defineix com a domini elastic inicial B el domini elastic corresponent

deformaci6 plastica nulla (¢ =a=0):

Un requeriment addicional al domini elastic inicial és que contingui a I'es
tensié nul-la:

Domini elastic - B, ={ceR |  F(c,a)<0} (8.29)

a una

Domini elastic inicial — B := {G eR ‘ F (cs ,0) < O} (8.30)

tat de
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0eE? = F(0,0)<0 (8.31)

1 aixo s’aconsegueix definint la funcié de fluéncia plastica mitjancant:

Funci6 de fluéncia plastica — F(c,0) =|0| ~ o, () (8.32)

on 6 ,(a)>0 ésla denominada fensid de fluéncia. El valor inicial (pera o=0) de

la tensi6 de fluencia és el limit elastic o, (vegeu la Figura 8-22). La funci6
o, (a):R, >R, esdenomina Ve d’enduriment.

Of

H'= Parametre
d'enduriment

S

a=e

4 T
Espai de tensions

admissibles  _ o

e

Figura 8-22 — Llei d’enduriment i espai de tensions admissibles

Es defineix la superficie de fluéncia com el contorn del domini elastic:

Superficie de fluéncia — JE, .= {(S eR| F(oa)=lo|-0,(a)= 0} (8.33)

El domini elastic E; juntament amb el seu contorn JE determinen 'espai

(domini) de tensions admissibles B, :

Espai de
tensions  —Es =E_ UJE, ={6€MF(G,&) = |0 —o;(a) SO} (8.34)
admissibles

1 es postula que tot estat tensional factible (admissible) ha de pertanyer a I'espai
de tensions admissibles E_ . D’acord amb les definicions del domini elastic en

(8.29), de la superficie de fluéncia (8.33) 1 de I'espai de tensions admissibles
(8.34), es pot establir el segiient:

o en el domini elastic
(ceEy)

o en la superf. de fluéncia (8.35)
(ce€dE,)

F(o,a)>0(0|>0,(0) < estat tensional no admissible

F(o,0)<0&o]<o,(0) & {

F(o,a)=0&(o=0,(0) & {
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Observaci6 8-10

Obsetveu en Pequacié (8.34) la dependeéncia de lespai de tensions
admissibles amb la variable d’enduriment a. El domini admissible
evoluciona amb la tensi6 de fluencia 6 (o) de la forma:

B, =|-0,(a), 0, ()] (vegeu la Figura 8-22).

8.6.3 Equacio constitutiva

Per caracteritzar la resposta del material es defineixen les situacions segiients:

o  Régm elastic:

ceE, = (8.36)

o Reégim elastoplastic en descarrega:

cedE,

= |do=Ede
e o] .37

®  Reégim elastoplastic en carrega plastica:
cedE
° = |do=E?" de
e o} 839)

on E? ¢és el denominat modul de deformacid elastoplastic.

Observacio 8-11

La situaci6 ce€edE, i dF(c,0)>0no es pot donar, ja que si
o€ B, = (de lequaci6 (8.33)) F(o,a)=|o| -0, (a)=0.

Si, a més, dF (o,00) > 0=

F(o +do, o+ do)= F(o,0)+ dF (6,01) > 0
=0 >0

i, d’acord amb I'equaci6 (8.35) I'estat tensional 6 + do setia no
admissible.

8.6.4 Llei d’enduriment. Parametre d’enduriment

La llei d’enduriment proporciona I'evolucié de la tensié de fluencia plastica
6 ,(a) amb el parametre d’enduriment o (vegeu la Figura 8-22). Encara que la

llei d’enduriment esmentada pot ser més general, és freqient (i moltes vegades
suficient) considerar una llei d’enduriment Znea/ del tipus:

6, =0, +Ha =|do (0)=H'do] (8.39)

on H'tep el nom de parametre denduriment.
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NOTA

Sutilitza aqui la
propietat:

d|x
dx

= sign(x)

8.6.5 Modul de deformacio elastoplastic

El valor del modul de deformacié elastoplastic E% de I'equaci6 (8.38) es pot
calcular com segueix. Considerant el régim elastoplastic en carrega plastica, de
I’equacié (8.38):
cedl, = F(o,0)=|c] -6, (o0)= 0} .
dF(oc,a)=0 (8.40)
d\o| - do ;(o)=0= sign(c)do - H'd a=0

on s’ha tingut en compte 'equacié (8.39). Considerant ara I'equacié (8.28)
(do.=sign(c) de”) 1 substituint en 'equacié (8.40):

sign(c)do — H' sign(c) de” =0= de’ = I;’ do (8.41)

Considerant ara la descomposicié additiva de la deformacié (8.27) 1 'equacid
(8.41):

de =de’ + de”
d86=ld6 :>ds=idc+i,dc= l+ 1, do=
E E H E H
1
e’ = do (8.42)
| do=E? de
do = d ’
° 11 T lgr g
EH E+H

8.6.6 Corba tensio-deformacié uniaxial

Amb l'equacié constitutiva definida per les equacions (8.36) a (8.38), podem
obtenir la corba tensié-deformacié corresponent per a un procés uniaxial de
carrega-descarrega-recarrega (vegeu la Figura 8.22) en el qual podem observar
els trams seglients:

= Tram : ‘(5‘ <o,=>0ec B, = Régm elastic. D’acord amb I'equacié (8.36),
do=Ede i el comportament és elastic-lineal definint una branca elastica

del diagrama tensié-deformacio.

F(o,o)=|o|—0,(0)=0= cec JE
- Tram m: (0,00 ‘ ‘ 7 (@) ® L= Régim elastoplastic en
dF(c,0)=0

carrega plastica. D’acord amb Tequacié (8.38), do=E? de definint una

branca elastoplastica.

— Tram2-3-2: F(o,0)=|0| -0 (@) <0=0c€ E, = Régim elisti.
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D’acord amb I'equacié (8.30), do = E de i el comportament és elastic-lineal
definint una branca elastica.

c A A% F(o,0)=0

E? - 2| 2= o, (a) '
] H

qf
LT F(o,a)<0
|

.

(=]
[»]
~N

~
Yo
(=]

~
TT\\\
i 5

e —
« &7, € o? a=g”
g
D -
o,
_Gf(a“)

Figura 8-23 — Diagrama tensié-deformaci6 uniaxial corresponent a la teoria
incremental de la plasticitat

Observacio 8-12
En el punt de la Figura 8-23 es poden diferenciar els dos

processos seglients:

— Descarrega elastica per la

F(o,0)=|o] -0, (0)=0=>c R,
{dF(G, o)<0=
branca|2 - 3.

F(c,oc)z‘c‘ -6,(0)=0=>0c€edE,
{dF(G, a)=0
branca |2 — 4].

— Carrega plastica per la

Observacio6 8-13

Observeu que només es genera deformacié plastica durant el procés

de carrega plastica sobre la branca elastoplastica (vegeu la Figura 8-
24).
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o A Branca elastoplastic 51

P <
E%
G, [y
E
T Branca elastica
g? g’ ‘ €
A e

Figura 8-24 — Generacié de deformacié plastica a la branca elastoplastica

Obsetvaci6 8-14

Observeu la similitud del diagrama tensié deformacié de la Figura
8-23 amb l'obtingut amb el model reologic elastic-friccional amb

enduriment a lapartat 8.4.5 (Figura 8-17). La deformacié de friccié

S

¢’ en el model esmentat és equivalent a la deformacié plastica €7 en

la teotia incremental de la plasticitat.

Obsetvacio 8-15

NOTA

El cas de plasticitat El parametre d’enduriment H' juga un paper fonamental en la

amb ablaniment per .. o .. 5
- definicié del pendent E? de la branca elastoplastica. D’acord amb

deformacié presenta , -

una problematica lequacio (8.42):

especifica, respecte a la g

unicitat de la solucié E? = F

del problema E+H'

elastoplastic, que queda . ., , . . . .

fora de P'abast d’aquest i, en funcié del valor de H', es poden definir les situacions segiients

text. (vegeu la Figura 8-25):

H'>0= E? >0 —> Plasticitat amb enduriment per deformacid. El cas limit
H'=0w0= E? = E recobra el comportament elastic lineal.

H'=0= E? =0—> Plasticitat perfecta.

H'<0= E? <0— Plasticitat amb ablaniment per deformacid. El cas lmit
estrobaa H'=—E = E®¥ =—o0,

y
\J

Figura 8-25
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8.7 Plasticitat en tres dimensions

La teoria incremental de la plasticitat, plantejada en una dimensié a I’apartat
8.6, es pot generalitzar al cas d’un estat tensional multiaxial (tres dimensions)
utilitzant els mateixos ingredients, és a dir:

1. Descomposicid additiva de la deformacio

Descomposicié additiva )&= g®+¢gP de=de®+deP 8.43
de la deformacio e=C":0 |de¢=C"':do (8.43)
on C™' és ara el tensor de propietats elastiques definit en el capftol 6.
2. Variable d’enduriment o. i regla de flux (equacions d’evolucio)
deP = ;LM
Regla de flux — role] (8.44)
da=A oe[0,)

on A rep el nom de multiplicador plastic1 G(o,a) el de funcid de potencial plasti.

3. Funcid de fluéncia. Domini elastic i superficie de fluéncia

Funci6 de fluéncia F(o.a)=¢(c)- os(a)
pléstica osa)=0c.+H'a (llei d'enduriment)
Domini elastic >E, = {c ‘ F (o-,a) <0}

Domini elastic inicial — E?

fo| Flo0)<0} (8.45)
{0'\ F(o-,oc)zo}

Superficie de fluencia — 9, :

ESP%I d.e tensions 5B, =K, UJE, = {0' | Flow)s O}
admissibles

on ¢p(0)=0 rep el nom de #ensid uniaxial equivalent, c, és el limit elastic obtingut
en un assaig uniaxial del material (una propietat d’aquest) i ¢ ,(a) és la tensio
de fluencia. El parametre d’enduriment A’ juga el mateix paper que en el cas
uniaxial i determina I'expansié o contraccié del domini elastic E, a Pespai de

tensions, a mesura que creix o . Per tant:

e H’>0= Expansié de E5 amb o — Plasticitat amb enduriment

e H’ < 0= Contracci6 de E5 amb o — Plasticitat amb ablaniment (8.46)

e H’=0= Domini elastic constant (Eg = Eg ) — Plasticitat perfecta
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4. Condicions de carrega-descarrega (condicions de Kuhn-Tucker) 7 de consisténcia

Condicions de

}—)ﬂZO ; Flo,0)<0 ; AF(o,2)=0
carrega - descarrega

(8.47)
Condicid de

consisténcia

}—)F(G,O{) =0= A-dF(c,a)=0

Les condicions de carrega-descarrega i de consisténcia sén un ingredient
addicional, respecte al cas unidimensional, que permeten obtenir, després
d’alguna manipulacié algebraica, el multiplicador plastic A en 'equaci6 (8.44).

8.7.1 Equacio constitutiva

De forma similar al cas uniaxial, 'equacié constitutiva distingeix entre les
situacions seglients:

o Régim elastic:
cel, = (8.48)

o Regim elastoplastic en descarrega:

cedb,
dF(oc,0) <0

= 49
®  Reégim elastoplastic en carrega plastica:

OE
i }: do=C :de (850)

dF (o,0)=0

on C%és el denominat fensor constitutin elastoplastic que, després d’algunes
operacions algebraiques tenint en compte les equacions (8.43) a (8.47), s’escriu
de la manera segiient:

(C:?)—G®3—F:(C

ep _ c c

S T OF L 96
Jdo do

8.51
oG OF &=

do,, do,

oF oG
C, .
Jdc 7 96

pq rs

iipq rskl

ep _ _
(Cijkl = (Cijkl

i’j’k’l7e {1’253}

H +

8.8 Superficies de fluéncia. Criteris de falla

Un ingredient fonamental de la teoria de la plasticitat és Pexistencia d’un

domini elastic inicial BY (vegeu la Figura 8-26) que es pot escriure de la forma:
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NOTA

El fet que la superficie
de fluéncia, entesa com
un ingredient
addicional de I'equacié
constitutiva, sigui
independent del
sistema de referencia
caracteritza un
comportament
elastoplastic isotrop.

E? ={o | F(o)=¢(c)-0, <0} (8.52)

1 que determina un domini a l'espai de tensions delimitat per la superficie de

fluéncia inicial B]Eg :

dE.={c | F(6)=¢(c)-0, =0} (8.53)

(ﬂaEg ={o | ®(c)=0,}

={o | 0(6)<o,}

G,

Figura 8-26

Ates que el domini elastic inicial conté I'origen de 'espai de tensions (o =0),
tot procés de carrega en qualsevol punt del medi incloura un régim elastic
(mentre la trajectoria de tensions romangui a interior de EJ, vegeu la Figura
8-20) que acabara en linstant en qué la trajectoria esmentada assoleixi la
superficie de fluencia JEY . La superficie de fluéncia inicial exerceix llavors un

paper indicador de l'instant de fa/la (entés com a fi del comportament elastic)
independentment del possible comportament post-falla (comportament plastic)
que s’inicii més enlla de linstant esmentat. D’aqui la importancia de la
superficie de fluéncia inicial i 'interes de formular les equacions matematiques
que la determinen de forma adequada per als diferents materials d’interés en
I'enginyeria.

Per tal de fer la superficie de fluéncia independent del sistema de referencia
(material isotrop), encara que es formuli en I'espai de tensions principals, la
seva equacié matematica se sol plantejar en funcié dels invariants tensionals:

F(o)=F(,, J,, J}) (8.54)

i, ja que s’adopta el criteri 6, 20, 205, la seva definicié només afectara el
primer sector de I'espai de tensions principals, estenent-se automaticament, per

les condicions de simetria (vegeu I’Observacié 8-7), als sectors restants de la
Figura 8-7.
8.8.1 Criteri de von Mises

En el criteri de von Mises es defineix la superficie de fluéncia mitjangant:

Criteri de von Mises — F(0)=6(6)-0, =+/3J, -0, =0 (8.55)




8 Plasticitat 263

on 6(c)=+/3J, és la tensid efectiva (vegeu l'observaci6 (8.3)). Una expressid
alternativa s’obté considerant les equacions (8.18) i (8.19) i substituint-les en
I'equacié (8.55), 1 s’obté:

F(c)z%[(ol —6,) +(0,-0) +(0, -0, ] * —6, =0 (8.56)

La representaci6 grafica de la superficie de fluencia de von Mises es pot veure a
la Figura 8-27.

Visi6 de
Aobsetvado,

Figura 8-27 — Ciriteri de von Mises

Observacio 8-16

L’equaci6 (8.55) posa de manifest la dependencia de la superficie de
fluencia de von Mises unicament del segon invariant del tensor de
tensions J,. En conseqiiencia, tots els punts de la superficie vindran
caracteritzats per un mateix valor de JJ, la qual cosa defineix un
cilindre I'eix del qual és I'eix de tensié hidrostatica.

Obsetvaci6 8-17

El criteri de von Mises és adequat com a criteri d’error o de ruptura
en metalls, en els quals, tipicament, estats de tensié hidrostatica (tant
de traccié6 com de compressid) tenen un comportament elastic i la
ruptura es produeix a causa de la preséncia de components desviadors
de la tensio.
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Exemple 8-2 Obtenin I'expressid del criteri de von Mises per a un cas de tensid uniaxial.

Resolucié
Per a un cas de tensi6 uniaxial, caracteritzat per estat tensional:

AGu G“
<% fF R—

o

u

0 0
c={0 0 0
0 0 0

resulta ser (vegeu ’'Exemple 8-1) 6 =|0,| i substituint a 'equaci6 (8.55):

F(0)=6(0)-0, =|o,|- 0,

i el domini elastic inicial queda caracteritzat, de la mateixa forma que per al cas
de plasticitat unidimensional de I’apartat 8.6.2 , per la condicié:

‘F(O‘)<0=>|Gu|<62

Exemple 8-3 Obtenin I'expressid del criteri de von Mises per a un estat tensional tipic de

flexid composta en bignes.
0 :‘ M
T &
X

Lestat tensional per a un cas de flexié composta resulta ser:

Resoluci6

EO'X w 0
c, T, 3
oc=t, 0 0| =0,=-0,= o6=06-_0,1=|7, --0, 0
0 0 0 |
0 0 -—0

, 1, , 1(4 1 1 1
J2=50':0 =E(§Gi+§Gi+56i+1§y+TiyJ=§Gi+Tfy

G=43J; =y0s+31}, = F(0)<0=>G<0,=
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_ 2 2
G, =40, +31,, <0,

5 5 P 2 2
La tensié de comparacié 6., =4/o; +31;, , que es pot entendre com un escalar

de comparaci6 davant el limit elastic uniaxial G, , s’utilitza sovint en les normes

de disseny d’estructures metal-liques.

8.8.2 Criteri de Tresca o de la maxima tensié tangencial

El criteri de Tresca es coneix també com a criteri de la maxima tensié tallant i
estableix que el domini elastic finalitza, per a un cert punt del medi, quan la
maxima tensié tangencial actuant en qualsevol dels plans que passen pel punt,

T assoleix la meitat del limit elastic uniaxial c,:

max. >

_o~ _ e
T ST Ty (8.57)
En la Figura 8-28 s’esquematitza la situacié d’error en termes de cercle de
Mohr en tres dimensions. En un procés de carrega en el qual el cercle va
creixent des de l'origen, el comportament elastic acaba quan el cercle de radi

T, €sfatangentalarecta 7=7,, =0,/2.
AT

Q xx\\\\m
Zona de plasnﬁcaao

]

Figura 8-28

Es evident que, en vista de 'equacié (8.57), el criteri de Tresca es pot escriure
com:

Criteride Tresca - F(6)=(0,—0;)—0,=0 (8.58)

Obsetvaci6 8-18

Es pot comprovar que el criteri de Tresca s’escriu de forma unfvoca

com una funcié de J, i J; 1 que no depén del primer invariant /;:

Criteri de Tresca — F () =(c, —0;)— 6. =F(J,
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A la Figura 8-29 es presenta la corresponent superficie de fluéncia a I'espai de
tensions principals, que resulta ser un prisma hexaédric amb l'eix de tensié

hidrostatica.
) o - Visi6 de
Eix de tensi6é hidrostatica \ observada,
E von Mises
., (
< Tresca
G,
o Na
o, S
Figura 8-29 — Criteri de Tresca G, 20, 20,

Obsetvaci6 8-19

En no dependre del primer invariant de tensions (i, per tant, de la
tensié o,,,, vegeu I'equaci6 (8.10)), la superficie de fluencia del criteri
de Tresca no depen de la distancia de I'origen al pla octaédric que
passa pel punt (vegeu 'Observacié 8-4), per la qual cosa si un punt de
espai de tensions, caractetitzat pels seus invariants (/;,J5,J3), esta
sobre la superficie de fluéncia, també ho estaran tots els punts de
Pespai de tensions amb els mateixos valors de (J3,J3). Aquesta
circumstancia qualifica la superficie de fluéncia com una superficie
prismatica I'eix de la qual és 'eix de tensié hidrostatica. D’altra banda,
la dependencia dels dos invariants (J5,J3) impedeix que, com passa

amb el cas de la superficie de von Mises, es tracti d’'una superficie
cilindrica. En definitiva, les condicions de simetria estableixen que la
superficie del criteri de Tresca sigui un prisma hexagonal inscrit en el
cilindre de von Mises (vegeu la Figura 8-29).

Exemple 8-4 Obtenin I'expressid del criteri de Tresca per a un cas de tensid uniaxial.

Resolucio
Per a un cas de tensié uniaxial, caracteritzat per estat tensional:
D e N\NNNNNNNNNNNNNNN
g, 00
=0 0 0
0 0 0
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6, =0,

a) 6,20 o —0 = F(o,,0,,0,)=(0, —-06;)-0,=0, -0, =[0,|-0
, =
c,=0

b) o,<0 = F(0,,0,,0,)=(0, -0,)-0,=-0, —0,=|0,|-©
6,=0,

i el domini elastic inicial queda caracteritzat, de la mateixa forma que per al cas
de plasticitat unidimensional de I’apartat 8.6.2, per la condicié:

‘F(G) <0=|o,

Obsetvacio 8-20

El criteri de Tresca s’utilitza per modelar el comportament dels

metalls de forma similar al cas del criteri de von Mises (vegeu
I'Observacio6 8-17).

8.8.3 Criteri de Mohr-Coulomb

El criteri de Mohr-Coulomb es pot considerar una generalitzacié del criteri de
Tresca, en el qual la maxima tensié tangencial resistida depen del mateix estat
tensional en el punt (vegeu la Figura 8-30). La linia de falla, a 'espai del cercle
de Mohr, és una recta caracteritzada per la cohesié ¢ il'angle de fricci6 interna
¢, considerats propietats del material:

T=c—-0tgd (8.59)

La finalitat del comportament elastic (falla) en un procés de carrega creixent, es
produeix quan un primer punt del cercle de Mohr (corresponent a un cert pla)
assoleix la linia de falla esmentada.

AT
¢ - cohesio

‘ R 7 \\\\\\\\\\ s \ 0 - angle de

//ﬁ Zona de plastlﬁcaao ffiCCié
2 interna
AN ;
T=c—-0otgd :
G3 O, 0,

Figura 8-30 — Criteri de Mohr—Coulomb

La tensi6 tangencial en el pla esmentat, T, sera més petita com més gran sigui
la tensié normal G i, en aquest cas, és evident que el comportament d’aquest
model a tracci6 sera molt diferent del comportament a compressio. Tal com es
veu en la Figura 8-30, la linia de falla talla a Ieix de les tensions normals al
costat positiu d’aquestes, i limita aix{ la capacitat del material de resistir
traccions.
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Per obtenir Pexpressié matematica de la superficie de fluencia, considerem un
estat tensional per al qual es produeix I'inici de la plastificacié. En aquest cas, el
cercle de Mohr definit per les tensions principals major i menor sera tangent a
la linia de falla (vegeu la Figura 8-31) en el punt 4, verificant-se:

0,-0
o, -0, T, cos¢ 2 cos¢

R= =
2 o, =¥+Rsm¢=al+"3 LOITi,  (B60)
1 substituint 'equacié (8.60) a la (8.59), es té:
T,=c-0o,tg¢ = T,+0,tgp-c=0 =
—_ + —
= O-lzo-3cosq)+{o-1 20-3 +O-1 263 sin (])}tg(b—czo = (8.61)

= (0, —0,)+(0, +0;)sin ¢ —2ccosp =0

Criteri de

Mohr- Coulomb —F(0)=(0,-0,)+(0, +0)sing ~2ccos 9=0 (8.62)

(O G4 O

Figura 8-31

Obsetvaci6 8-21

Lequacié F(0) = (0, -0, )+ (0, +0,)sin ¢ —2ccos¢ =0 (lineal en
0,,0;) defineix #7 plaespai de tensions principals restringit al sector
0,20, 2 04. Lextensio, per simetritzacié als altres sis sectors (vegeu

I'Observaci6 8-7), defineix sis plans que constitueixen una piramide,
de longitud indefinida, I'eix de la qual és eix de pressi6 hidrostatica
(vegeu la Figura 8-32). La distancia del vertex de la piramide a 'origen
de I'espai de tensions és d = Vecoto.

Obsetvacio 8-22

La particularitzacié ¢ =0 1 c=0,/2 en el criteri de Mohr-Coulomb

recobra el criteri de Tresca (vegeu les equacions (8.58) i (8.62)).
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Visi6 de
‘pbservader

TN
“@x

¥

\/gccotd)

Figura 8-32 — Criteri de Mohr-Coulomb

Obsetvaci6 8-23

En mecanica de sols, el criteri de signes de les tensions normals és
el contrari que en mecanica de medis continus (6 =-0c, vegeu el
capitol 4) = o, =-0, 1 = 0; =-0,, per la qual cosa el criteri de
Mohr-Coulomb de I’equaci6 (8.62) s’escriu de la manera seglient:

| F(o)= (cs1 —(53)—(01 +G3)sen¢ —2ccos¢

iles representacions grafiques corresponents es presenten en la Figura

8-33 1 Figura 8-34.
; ¢ - cohesid
\\ ¢ - angle de

fricci6 interna

AT
T“\x\\?m\a&\\\\\\
%\ Zona de plastificacié

N

€ T=c+0tgd
(o G, O o
Figura 8-33
Visi6 de
Apbservadg:

o, S
G

Figura 8-34 — Criteri de Mohr-Coulomb en mecanica de sols
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Observacio 8-24

Després d’algunes operacions algebraiques, el criteri de Mohr-
Coulomb es pot escriure en funcié dels tres invariants tensionals:

Criteri de

Mohr-Coulomb Fle)=7J2705)

Obsetvaci6 8-25

El criteri de Mohr-Coulomb resulta especialment adequat per a
materials friccionals (formigd, roques i sols) que es caractetitzen per
exhibir diferéncies substancials entre els limits elastics uniaxials a
traccié i a compressio.

8.8.4 Criteri de Drucker-Prager

La superficie de fluencia que defineix el criteri de Drucker-Prager ve donada
per 'expressio:

Criteri de _ N
Drucker-Prager —F(o)=3a0, + (JZ) p=0 (8.63)
on:
2sind ) _ bcceosd . 5 25 to,+0; 1)
3B —sing) 3B -sing) " 3 3 (8.64)

sent ¢ 1 ¢ la cohesié i1 angle de friccié interna, respectivament, que son
considerats propietats del material. Tenint en compte les expressions (8.106)

1 . L. .
(c, :ézc"“”) i (8.18) (r,, =\E[J§]l/2), el criteri es pot escriure de la

manera seglient:

F(o)=al+(J)) " ~p=30o,,+ \E T —B=F(1,J,)=0 (8.65)
Visié de
ohbsctvada
m Drucker-
Prager
Moht-
Coulomb

V3 ccot [0
Figura 8-35 — Ciriteri de Drucker-Prager

c, S
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Obsetvaci6 8-24

La independéncia del tercer invariant, J;, estableix que si un
determinat punt de lespai de tensions és sobre la superficie de

fluéncia, tots els altres punts amb el mateix valor dels invariants 1,,.J,

també hi seran, independentment del valor del tercer invariant J5.

Ates que valors constants dels invariants esmentats corresponen a
punts del pla octaedric situats a la mateixa distancia de I'eix de tensié
hidrostatica (vegeu la Figura 8-6), es pot concloure que la superficie
de fluencia sera una superficie de revolucié al voltant de Ileix
esmentat. A més, com que la relaci6 entre o, i 1,,en Pequacié
(8.05) és lineal, es tractara d’una superficie conica I'eix de la qual és
Peix de tensié hidrostatica (vegeu la Figura 8-5 i Figura 8-35)). La
distancia del vertex del con a 'origen de I'espai de tensions resulta ser

d=+3ccoty. Es pot comprovar també que la superficie de

Drucker-Prager té semiinscrita una superficie de Mohr-Coulomb amb
els mateixos valors de cohesio, ¢, iangle de fricci6 interna, ¢.

Obsetvaci6 8-25

La situaci6 del vertex del con de Drucker-Prager al costat positiu de
leix de tensi6 hidrostatica estableix una limitacié del rang de
comportament clastic per a estats de tensié hidrostatica de traccié
(mentre que no hi ha limitacié en el limit elastic per al cas de
compressi6 hidrostatica). Aquesta situacio, que també es produeix en
el criteri de Mohr-Coulomb, és caracteristica dels matetials cohesius-
friccionals (formigd, roques i sols) per als quals resulten especialment
adequats tots dos criteris.

Obsetvacio 8-26

En mecanica del sols, on el criteri de signes per a les tensions
normals s’inverteix, la superficie de fluéncia de Drucker-Prager

seria la indicada a la Figura 8-36:
Bur Visi6 de

G

Figura 8-36
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Obsetvacio 8-29

La particularitzacié ¢=0 1 c=0,/2 en el criteri de Drucker-Prager

recobra el criteri de von Mises (vegeu les equacions (8.55), (8.63) i

(8.64)).




9 Equacions
constitutives en fluids

9.1 Concepte de pressid

En mecanica de medis continus es fan servir diversos conceptes de pressio (pressio
hidrostatica, pressi6 mitjana 1 pressié termodinamica) que, en general, no sén
coincidents.

9.1.1 Pressio hidrostatica

Principi de Pascal

En un fluid en repos Pestat tensional sobre qualsevol pla que passi per

un punt és el mateix i esta caracteritzat per una tensié normal de
compressio.

Dracord amb el principi de Pascal, 'estat tensional d’un fluid en repos esta
caracteritzat per un tensor de tensions de la forma:

o=-p,1
o, =-pd; i,j€{,2,3}

.1)

J

on p, ¢sla denominada pressid hidrostatica (vegeu la Figura 9-1).

Py
Do = pressio hidrostatica

Po
-

Po
| Figura 9-1 — Estat tensional en un fluid en repos

Definici6
Pressid hidrostatica:

Tensié normal de compressio, constant sobre qualsevol pla, que actua
sobre un fluid en repos.
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T

9.1.2

Obsetvaci6 9-1

El tensor de tensions per a un fluid en repos és un tensor esgferic i la
seva representacié al pla de Mohr cotrespon a un punt (vegeu la
Figura 9-2). Per tant, qualsevol direccié és principal i I'estat tensional
constitueix el que en el capitol 4 (vegeu Iapartat 4.8) s’ha denominat
estat tensional hidrostatic.

Pressio mitjana

Definicions
Tensio mitjana:

Es defineix la tensié mitjana ,, com:

m ii

1 1
6, =—1Ir (6 )= —o
3 ©) 3
Pressid mitjana:

Es defineix la pressié mitjana p com la tensié mitjana canviada de
signe:

def
= R 1 1
p = pressi6 mitjana =—-0, = —gTr(c)z -—0.

Obsetvacio 9-2

Per a un fluid en repos, la pressié mitjana p coincideix amb la pressié
hidrostatica p,:

1 _
o=-p1=0, :§<_3p0):_l70 =D ="p,

En general, per a un fluid en moviment la pressié mitjana i la pressio
hidrostatica no coincideixen.

Observacio 9-3

La traca del tensor de tensions de Cauchy és una invariant del tensor
de tensions. En conseqiiencia, la tensié mitjana i la pressié mitjana
seran també invariants del tensor de tensions i, per tant, el seu valor
no dependra del sistema de coordenades cartesia adoptat.
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9.1.3 Pressié termodinamica. Equacio cinética d’estat

En les equacions constitutives de fluids o gasos intervé una nova variable
termodinamica de pressié que s’anomena pressid termodinamica 1 es denota com

p-

Definicié

Pressid termodinamica:

Variable de pressi6 que intervé en les equacions constitutives dels
fluids i gasos i que esta relacionada amb la densitat p ila temperatura

absoluta © mitjancant la denominada eguacd cinetica  d'estat,
F(p,p,0)=0.

Exemple 9-1

Un exemple tipic d’equacio cinctica d’estat ¢és la llei dels gasos:
F(p,p.8)=p-pRO=0= p=pRO
on p ésla pressié termodinamica i R és la constant universal dels gasos.

Obsetvaci6 9-4

Per a un fluid en repos, la pressié hidrostatica, la pressié mitjana i la
bl >
pressié termodinamica, coincideixen:

fluidenrepos = p,=p=p.

En general, per a un fluid en moviment, la pressié termodinamica
p sera diferent de la pressié mitjana p i de la pressié hidrostatica p,, .

Observaci6 9-5

Fluid barotropic. Es diu que un fluid és barotropic quan en l'equacié
cinética d’estat no intervé la temperatura:

Fluid barotropic — F(p, p)= 0=p=f(p)=p=g(p)

Obsetrvaci6 9-6

Fluid incompressible. Un cas particular de fluid barotropic és el fluid
incompressible, ~ caracteritzat  per  tenir  densitat  constant
(p(x,t)=k =constant ). En aquest cas l'equacié cinetica d’estat es

pot escriure aixi:

F(p.p.0)=p—k=0
i no depen ni de la pressi6 ni de la temperatura.
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9.2 Equacions constitutives en mecanica de
fluids

A continuaci6 considerarem el conjunt d’equacions, denominades
genericament eguacions constitutives, que cal afegir a les equacions de
conservacié/balan¢ per a la formulacié d’un problema de mecanica de fluids
(vegeu el capitol 6, apartat 5.13). Aquestes equacions es poden agrupar de la
manera segient:

a) LEqﬂaﬁ'am constitutives lermamecdﬂiqﬂm{

Expressen el tensor de tensions de Cauchy en funci6 d’altres variables
termodinamiques, tipicament la pressié termodinamica p, el tensor

velocitat de deformacié d (que es pot considerar implicitament una funcié

de la velocitat d(v)=V?®v), la densitat p i la temperatura absoluta 0:

Equacions constitutives

} —o=-pl+f(d,p.0) (6 equacions) 9.2

termomecaniques

b) LEqmm'a’ constitutiva de | ’mtmpz'ai

Una equacié algebraica que proporciona I'entropia especifica s en funcié
de la velocitat de deformacio, la densitat i la temperatura:

Equacio6 constitutiva .
—s=s(d,p,0) (1 equacio) 9.3)

de I'entropia

¢) LEqmﬁ'om constitutives de tipus “termodinamic” 0 equacions d ’exm*

Son  tipicament [/equacid  calorica d'estaf, que defineix Ienergia interna
especifica u, 1 lequacid cinética d’estat, que proporciona una equacid per a la
pressio termodinamica:

Equacié calorica d'estat — u = g(p,@) e ions) ©.4)
equacions )

Equacié cinética d'estat — F(p, p,8)=0

d) LEqmm'om constitutives de tipus “férmz'f’r

La més comuna ¢s la denominada /Jei de Fourier, que estableix el flux de
calor per conducci6é q com:

q=-k-Vo

Llei de Fourier — g, =k, 59 i {123} (3 equacions) 9.5)
X .
J

on k ¢s el tensor (de segon ordre i simetric) de conductivitat termica, que
és una propietat del fluid. Per al cas isotrop, el tensor de conductivitat
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NOTA

No es consideren aquf
les possibles
dependeéncies de la
temperatura en
I’equaci6 constitutiva.

térmica és un tensor esferic K=k 1 i depen del parametre escalar K que és
la conductivitat termica del fluid.

9.3 Equacions constitutives (mecaniques)
en fluids viscosos

Les equacions constitutives termomecaniques per a un fluid viscés es poden
escriure en general (vegeu 'equaci6 (9.2)) com:

o=-pl+£f(d,p.0)
6, =—pd; +f,(d.p.0) i,j€ {1,2,3}

9.6)

on f és una funcié tensorial simétrica. Segons el caracter de la funcié f
s’obtenen els models de fluids seglients:

a) Fluids de Stokes o stokesians: 1a funcié f és una funcié no lineal dels seus
arguments.
b)  Fluids newtonians: 1a funcié f és una funcid lAneal dels seus arguments.
¢) Fiuids perfectes: 1a funci6 f és identicament nulla. En aquest cas
I’equaci6 constitutiva mecanica és: 6=—pl.
A continuacié es consideraran unicament els casos de fluids newtonians i de fluids
petfectes.

Obsetvaci6 9-7

La hipotesi de fluid perfecte és molt freqiient en enginyeria hidraulica,
on el fluid amb que es tracta és aigua.

9.4 Equacions constitutives (mecaniques)
en fluids newtonians

L’equacié constitutiva mecanica per als fluids newtonians es pot escriure com:

c=-p1+C:d
6, =-pd, +Cpydyy i, j€ {123}

9.7)

on C ¢és un tensor constitutiu (de viscositat) constant de quart ordre. Com a
resultat de equaci6 (9.7) s’obté una dependeéncia lineal del tensor de tensions
6 amb la velocitat de deformacié d. Per a un fluid newtonia isotrop, el tensor
constitutiu C és un tensor Zsofrop de quart ordre.

{(C=?»1®1+2u1

. 9.8
Ciu =28y +M(6ik8jl +6i18jk) i, j,k,l€ {1,2,3} ©:8)
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Obsetvaci6 9-8

Obsetveu el parallelisme que es pot establir entre les equacions
constitutives mecaniques d’un fluid newtonia i les d’un solid elastic
lineal (vegeu el capitol 6):

Fluid newtonia Solid elastic lineal
c=-p1+C:d c=C:e
0 =P8+ Cidy i = Ciikit

Substituint 'equacié (9.8) en I'equacié constitutiva mecanica (9.7), s’obté el
seglient:

o=-p1+(AM1®1+2ul):d=-p1l+ATr(d)1+2ud 9.9)
E 16 tituti
duacio ;On; e o=-pl+ ATr(d)1+2ud 010
perath TH o, =—p8, +2d,8, +2ud, ijei2z] O
newtonia isotrop ‘ ‘

Obsetvacio 9-9

Els dos parametres A i W cotresponen fisicament a viscositats

enteses com a propietats del material. En el cas més general, poden
no ser constants i dependre d’altres variables termodinamiques:

r=2(p.0) n=n(.0)

Un exemple tipic el constitueix una dependencia de la viscositat amb

—a(6-6,)

la temperatura del tipus w(0)=p,e , que estableix que la

viscositat del fluid disminueix a mesura que augmenta la temperatura
(vegeu la Figura 9-3). m

Mo

\J

Figura 9-3

9.4.1 Relacié entre la pressié termodinamica i la pressio
mitjana

En general la pressié termodinamica, p, i la pressié mitjana, p, en un fluid

newtonia en moviment, seran diferents encara que estiguin relacionades entre

si. A partir de 'equacié constitutiva (mecanica) d’un fluid newtonia (9.10) es

pot obtenir:
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o=—-pl+ATr(d)1+2pnd=

TL@ =—pTr(1)+ ATr(d)Tr(1)+ 2uTr(d)=-3p + (3L +2u)Tr(d) =
=3P 0.11)

p:E+(X+§H)Tr(d):ﬁ+ﬂcTr(d)=

—

N

on K=A+ %p és la denominada viscositat volumitrica del flnid.

Viscositat volumétrica - K =A + % u (9.12)

Utilitzant 'equacié de continuitat (conservacié de la massa), es té:

dp 1 dp
iV -v=0>V-y=—— " 9.13
ar’ o di ©-13)
Considerant, a més, la relacio:
ov,
Tr(d)=d,=—-=V-v
r( ) i axi (914)
i substituint en 'equacié (9.11), s’arriba a:
_ _ Xdp
=p+XV.v=p-——— 9.15
p=r L— .15

que relaciona la pressié mitjana i la pressié termodinamica.

NOTA

La condici6 de Stokes
se Suposa en certs casos
perque els resultats que
s’obtenen concorden
amb I'observacié
experimental.

Obsetvaci6 9-10

Dracord amb lequacié (9.15), la pressié termodinamica i la pressié
mitjana, en un fluid newtonia, coincidiran en els casos segiients:

o Flidenrpos >v=0=p=p=p,

o Fluid incompressible = % =0=>p=p

o Fluid amb viscositat volumetrica K nul-la (condicié de Stokes):

9<:0:>7L:—§p:>p:ﬁ




280

9 Equacions constitutives en fluids

NOTA

Es fa servir aqui la
propietat que la traca
de tot tensor desviador
és nul-la.

9.4.2 Equacio6 constitutiva en components esférics i desviadors

@) [Part esferica

De I'equacié (9.15) es té:

p=p-KV-v=p-KTrd) 9.16)
Y

Utilitzant la descomposicié del tensor de tensions o i del tensor velocitat
de deformacié d en els seus components esferic i desviador, i substituint
en I'equacié constitutiva (9.10):

6=1Tr6)1+0=-pl+0=—pl+ATr(d)1+2ud
3——
_3p
o’=(p-p)1+ATr(d1+2ud=— X Tr(d)1+ATr(d1+2ud=

-KX Tr(d) }H_%M

2 1 =017
= —guTr(d)l +2ud = 2u{d - gTr(d) l}z 2ud’

-
d/

on s’han tingut en compte les equacions (9.16) 1 (9.12) (X =A+ %p.)

9.4.3 Poténcia tensional, poténcia recuperable i poténcia
dissipativa

Utilitzant de nou la descomposicié del tensor de tensions 1 del tensor velocitat
de deformacid, en els seus components esfeéric i desviador, es té:

o=-pl+o d:%Tr(d)1+d’ (9.18)

1 substituint en I'expressié de la densitat de potencia tensional (per unitat de
volum) 6:d, s’obté:

6:d=(-pl+0): (%Tr(d)l +d')=

=—lﬁTr(d)&+G':d'—ﬁ 1:d +i70d) o1 = (9-19)
3 3 Tr(d)=0 Tr(6)=0

=—pTrd)+o:d’

i substituint les equacions (9.16) i (9.17) en I'equacié (9.19):
p=p—3<V-v=p—3<Tr(d)}:>
o'=2ud’

c:d=—[p-KTr(d)] 7r(d)+2ud:d' =

(9.20)
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c:d= —pTr(d) +KTr2(d)+2p d’:d"=W,+2W,
poténcia recuperable ~ poténcia dissipativa 0.21)
R D

Densitat de poténcia recuperable — W, =—pTr(d)

. o , , 9.22)
Densitat de poténcia dissipativa —  2W,=KTr*(d)+2pd’:d

Associats als conceptes de potencia recuperable 1 poténcia dissipativa apareixen
els de les parts recuperable, o,, 1 dissipativa, &, del tensor de tensions
definides com:

o=—pl+ATr(d)1+2ud= 023
C, c) '

Fent servir la notacié esmentada, es poden reescriure les expressions de les
densitats de la potencia recuperable, de la potencia dissipativa i de la poténcia
total com:

Wy =-pTr(d)=-pl:d=c, :d
W, =K Tr*(d)+2pd':d' =0, :d (9.24)

c:d=(c,+0,):d=0,:d+0,:d=W, +2W,

Obsetvaci6 9-11

Per a un fluid incompressible, la poténcia recuperable és nulla. En

efecte, per ser el fluid incompressible %:0 i per Pequacié de

continuitat V~v:—1%:0:Tr(d) =W, =-pTr(d)=0.
p

Observacio 9-12

Fent servir la descomposicié de la potencia tensional (9.24), el
teorema de les forces vives es pot escriure com:

e

P=@+J-0':ddV=ﬁ+I0'R:ddV‘*’_[O'D:ddV
da dr p

e

p -9k, jWRdV+ IzwaV
dr 2 b

que indica que la potencia mecanica entrant en el fluid P, s'inverteix a

e

modificar 'energia cinetica K i a crear poténcia recuperable i poténcia
dissipativa.
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9.4.4 Consideracions termodinamiques

1) Es pot demostrar que, sota condicions molt generals, la potencia
recuperable especifica (per unitat de massa) és una diferencial exacta:
1 1 _dG

—Wyp=—0p:d

; ; = (9.25)

En aquest cas, el treball recuperable, per unitat de massa, realitzat en un cicle
tancat sera nul (vegeu la Figura 9-4):

BEAl B 1 B=4
[ =Wpdi= [ ~oy:ddi= [ dG=G,.,—G,=0 (9.26)
u P p ]

A

Aix0 justifica la denominaci6 de poténcia recuperable per a Wy

My

Figura 9-4

2) Draltra banda, el segon principi de la termodinamica permet demostrar que
la poténcia dissipativa 2, de I’equaci6 (9.24) és sempre no negativa:

W, 20 2W,=0sd=0 (9.27)

i que, per tant, en un cicle tancat el treball per unitat de massa realitzat per les
tensions dissipatives no sera, en general, nul:
B
jl G,:ddt>0 9.28)
250
Aix0 justifica la denominacié de poféncia dissipativa (no recuperable) per a 2W,,.
La potencia dissipativa és responsable del fenomen de dissjpacid (o de perdua
d’energia) en els fluids.

Exemple 9-2 Justifiguen per qué un fluid newtonia incompressible en moviment, al qual
10 es proporciona potencia (treball per unitat de temps) des de exterior, tendeix a reduir la
Seva velocitat fins a aturar-se.

Resoluci6

En ser el fluid incompressible, la potencia recuperable és nulla (vegeu
I'Observacié 9-11). A més, se sap que la potencia dissipativa 2W,, és sempre
positiva (vegeu I'equacié (9.27)). Finalment, aplicant el teorema de les forces
vives (vegeu I’Observaci6 9-12) es té:
0="P, =@+IWRdV+j2WDdV=> ax_d lpv2a1V=—j2WDalV<0
dt 5,—~ dt dts,2 v 3o

1, per tant, el fluid perd (dissipa) energia cinctica i la velocitat de les seves
particules disminueix.

v =0 14
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9.4.5 Limitacions en els valors de les viscositats

S’ha vist que, per consideracions termodinamiques, la poténcia dissipativa 2,
de I'equaci6 (9.24) és sempre no negativa:

2w, =X T (d)+ 2ud’: " 20| 9.29)

Aquesta restricci6é termodinamica introdueix unes limitacions sobre els valors
admissibles dels parametres de viscositat K, A i pu del fluid. En efecte, donat

un cert fluid, la restriccié esmentada s’ha de verificar per a tots els moviments
possibles (és a dir, camps de velocitats v) d’aquest i, per tant, per a qualsevol

valor arbitrari del tensor velocitat de deformacié d=V?*(v). Considerem, en
particular, els dos casos segiients:

a) El tensor velocitat de deformacid A és un tensor purament esferic.

En aquest cas es tindra:

Tr(d)#0;, d'=0=2W,=XKTr*(d)=0= J<=A+§Mzo (9.30)

de manera que seran unicament factibles valors no negatius de la viscositat
volumeétrica XK.

b) El tensor velocitat de deformacid Q és un tensor purament desviador.

En la Figura 9-5 es presenta esquematicament un d’aquests fluxos. En
aquest cas, de I'equacié (9.29) es tindra:

Tr(d)=0, d'#0=2W,=2ud":d"=2ud)d;20=
——

- (9.31)

ﬂy .

»

. v.(»

_>
o
0 laavx 0
v, () Lav Y
v(x,y)=1 0 d=| -~ 0 0f=d
20y
0 0 0 0

Figura 9-5






10 NMlecanic a de
fluids

10.1 Equacions del problema de mecanica
de fluids

Un fluid és un cas particular de medi continu que es caracteritza per les
equacions constitutives que li sé6n propies. En conseqiiéncia, el problema de
mecanica de fluids vindra governat per les equacions segiients:

4) [Equacions de conservaci6/balang

1) Egnacid de continuitat

% +pV-v=0 (1 equacid) (10.1)
2) Egquacid de balane de la gnantitat de moviment
av .
V-o+pb=p 7 (3 equacions) (10.2)
3) Equacid de balang d’energia
du S
pZ=6:d+pr—V-q (1 equacid) (10.3)
4)  Restriccions imposades pel segon principi de la termodinamica
Desigualtat d
eSIg'uaa y —-p ﬂ—ef +0:d20
Clausius - Plank dt dt
. (10.4)
Desigualtat de la
N —>-—>q-V620
conduccid de calor p0
b) IEquacions constitutives|
5) Eguacid constitutiva termomecanica
o=-pl+ATr(d)1+2ud (6 equacions) (10.5)

6) Egunacid constitutiva de l'entropia

s =s(d,p,0) (1 equacid) (10.6)
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NOTA

Observeu que el tensor
velocitat de deformacié
d no s’ha considerat
com a incognita, en
considerar-lo
implicitament com una
funcié de la velocitat

V .

7)  Egunacid de condnecid de la calor

q=-kvo (3 equacions) (10.7)
¢ |[Equacions termodinamiques d’estat]
8) Eguacid calorica d'estat
u=u(p,0) (1 equacio) (10.8)
9)  Equacid cinética d’estat
F(p, p,6)=0 (1 equacio) (10.9)

Les incognites del problema que apareixen en les equacions de govern son:
© — lincognita
v — 3 incognites
G — 6 incognites

u — 1 incognita

— 17 incognites (10.10)

q — 3 incognites
6 — lincognita

s — lincognita

p — lincognita

Hi ha en total un sistema de 17 EDP amb 17 incognites que, en general,
s’haura de resoldre conjuntament, és a dir, de forma acoblada. Tanmateix, com
ja es va comentar en el capitol 5 (apartat 5.13.1), sota certes hipotesis o
situacions, és possible plantejar un sistema d’equacions més reduit, denominat
problema mecanic, i resoldre de forma desacoblada per a un nombre més
reduit d’incognites (variables mecaniques).

Considerem el cas d’un fluid barotripic que es caracteritza perqué la temperatura
no intervé en 'equacio cinetica d’estat, resultant:

Equaci6 cinética

— F(p,p)=0=p=p(p) (10.11)

d' estat

que estableix que la densitat es pot

descriure mitjangant, inicament, la pressi6 p
termodinamica (vegeu la Figura 10-1).

Suposant, a més, que la temperatura no

intervé  en  lequacidé  constitutiva Po
termomecanica (10.5), podem definir les

equacions de  govern del  problema  mecanic

(desacoblat) — d'un  fluid  newtonia  com: \

\ Ase]

Figura 10-1
1) Egnacid de continuitat

@+pV-V=0

1 16
” (1 equacio)

(10.12)
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2) Egquacid de Cauchy
av .
V-6+pb= QE (3 equacions) (10.13)

3) Egqunacid constitutiva mecanica
o=—-pl+ATr(d)+2ud (6 equacions) (10.14)
4y Egquacid cinética d'estat
p=p(p) (1 equacid) (10.15)
Les incognites del problema que apateixen en les equacions anteriors son:
p — 1 incognita
v — 3 incognites

T — 11 incognites (10.16)
o0 — 6 incognites

p — 1 incognita

Es té llavors un sistema reduit d’11 equacions amb 11 incognites (problema
mecanic), que es pot resoldre de forma desacoblada de la resta del problema
(problema termic).

10.2 Hidrostatica. Fluids en repos

Considerem a continuacié els segiients casos particulars en funcié de la
velocitat del fluid:

a) fVelocitat uniforme: v(X,7)= V(t)|

En aquest cas, la descripcié espacial de la velocitat no depen del punt i és
funcié unicament del temps. Llavors:

d=VSv=%[v®V+V®v]=0 (10.17)

Considerant, a més, 'equacié constitutiva (10.14):

0=—p1+KTr@+2ug:> c=-pl

= 5 (10.18)

que indica que Pestat tensional és hidrostatic (vegeu la Figura 10-2). A més,
la pressié mitjana p 1ila pressié termodinamica p coincideixen:

Tr(6)=-3p=-3p= (10.19)

T

Figura 10-2
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b) lVelocitat uniforme i estacionaria: v(X,t)= constant

_dv _ov ) _
i e P Vov=0 = Hidrostatica (10.20)

c=-p,1 = p=p=p,

Aquest és el cas més general de la bidrostatica, que ve caracteritzat per una
acceleracié nulla (velocitat de cada particula constant, encara que no
necessariament nulla) 1 les tres pressions (termodinamica p, mitjana p i

hidrostatica p,) coincidents.

¢) |Fluid en repos: v(X,t)= constant = 0|

Un cas particular de la hidrostatica és el d’un fluid en repos amb velocitat
nulla

10.2.1 Equacions de la hidrostatica

El problema hidrostatic ve governat per les equacions segiients:

1. |[Equaci6 constitutival

o=-p,1
5, =—ped, i je{l23) (10:21)

on p, ¢s la pressié hidrostatica.

Obsetvaci6 10-1

Prineipi de Pascal: En un fluid en repos la pressié és la mateixa en totes
les direccions.

Aquest postulat, classic de la mecanica de fluids, queda garantit per
Pestructura esferica del tensor de tensions en l'equacié (10.21) que
garanteix que totes les direccions sén principals (vegeu la Figura 10-3).

Po

Figura 10-3 Do

2. [Equacié de continuitad

dp
dt pv-v :7'::0=>‘p(X,t):pO(X)=constant‘ (10.22)

v =constant =V -v=0




10 Mecanica de fluids 289

ila densitat d’una mateixa particula no varia amb el temps.

3. |[Equacié de Cauchy|

V.-o+p b=p% (10.23)

Substituint 'equaci6 (10.21) (6=-p,1) i (10.22) (p=p,) en I’equacié (10.23):
V-6=V:(=p,)=-Vp,

96, 9 E) . = 10.24

V-0l =5 = pd, ===y, ey (0
i i J

Equaci6 fonamental N a g]f o+ Pb=0 1025

de la hidrostatica - 870 +pyb, =0 ie {1,2,3} (10-25)

10.2.2 Forga gravitatoria. Distribucio triangular de pressié

Considerem com a cas particular, d’altra banda molt frequent, aquell en que les
forces massiques b(x,?) soén les forces gravitatories (suposades constants en
Pespai i en el temps, 1 orientades en la direccié contraria 'eix x5, tal com es

mostra en la Figura 10-4).

xz,y

Figura 10-4

Xy, X

Ates que lacceleracié és nulla (vegeu l'equacié (10.20)) el problema és
quasliestatic 1, sent les accions b(x,t) = constant independents del temps, també

ho sén les respostes i, en particular, la pressié hidrostatica. Per tant:
Po(xat)EPo(X):po(x:yaz) (1026)

i’equaci6 (10.25) es pot integrar de la manera segiient:

dp,(x,y,z
_7%(8 - )=0=>po(xey,2)5po(y,2)
x
9, ,Z
_%:0:}po(y,z)zpo(z) (1027)
y
dp,(z
- pc(;'z( )_pog=0:>P0=_9082+C
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Per a un cas com el que indica la Figura 10-5, on la pressié en la superficie
(cota z=h) es considera nul'a, la soluci6 (10.26) queda:

Pol., =0=—-p,gh+C=0=C=p,gh= |p, =p,g (h—z) (10.28)

que correspon a una distribucié triangular de pressio, tal com es mostra en la
Figura 10-5.

= zO
z p patm

A

AAAAAAA

pgh(jV
. LNyt

Figura 10-5 — Distribuci6 de la pressié sobre una presa de gravetat

10.2.3 Principi d’Arquimedes

Principi d’Arquimedes

1) Tot cos submergit en un fluid experimenta nna empenta cap a dalt ignal al pes
del volum del fluid desallotjat.

El classic principi es pot complementar ambs:

2)  El resultant de 'empenta esmentada passa pel centre de gravetat del volun: del
[fluid desallotjat.

Per a la demostraci6 del principi d’Arquimedes, considerem les situacions de la
Figura 10-6. D’una banda, a la Figura 10-6 « es presenta un solid de volum V' 1
densitat p a linterior d’un fluid de densitat p,. El solid o esta necessariament en
equilibri, encara que la seva velocitat i acceleracidé se suposen prou petites per
assegurar un estat hidrostatic en el fluid. D’altra banda, a la Figura 10-6 4, es
presenta el mateix fluid sense la presencia del solid, amb la qual cosa el volum
ocupat per aquest a la Figura 10-6 a és ocupat per idéntic volum de fluid.

1) Distribucio de pressid i tensid en el fluid

Utlitzant Pequacié fonamental de la hidrostatica (10.25), amb les forces
gravitatories actuant en la direccié contraria a leix z, es té la situacié
corresponent a les equacions (10.26) 1 (10.27), amb la qual cosa sera valid el
resultat (10.28) per a tots dos casos i & de la Figura 10-6:

Po(2)=p,g (h-2z)

o= p1 (10.29)
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Cal obsetvar que la pressié hidrostatica i I'estat tensional en el fluid, per a punts

homolegs del fluid en els casos @1 & de la Figura 10-6, seran els mateixos.
i
Volum

o7 de fluid

desallotjat

-
7
2P

X

2)  Empenta sobre el solid submergit

El vector tracci6 sobre els punts del contorn del solid submergit en la Figura
10-6 a) sera:
t=c-n=-p,1-n=-p,n (10.30)

iel resultant R de les forces que el fluid exerceix sobre el solid:

R=[tdS=[-pnds (10.31)

1% o
Cal observar ara que, en tractar-se de la mateixa distribucié de pressio
hidrostatica, la resultant esmentada sera la mateixa que s’obtindria en el cas b)

per a les forces que la resta del fluid exerceix sobre e/ volum de fluid desallotjat, amb
la particularitat que, en tractar-se en el cas esmentat d’una distribucié
espacialment continua de la pressi6 p, es pot aplicar el teorema de la
divergencia (teorema de Stokes) en 'equacié (10.30) amb el resultat seglient:

R=[-pndS=[-Vp,dV (10.32)
v Vv
i substituint 'equaci6 (10.25) en la (10.32):
R=[-Vp,dV=[-pbdV==[pbdV=we.=E¢.
Vv V Vv

[ —
we.

(10.33)

on E és’empenta cap a dalt sobre el solid submergit i W és el pes del volum
del fluid desallotjat (vegeu la Figura 10-6 b)).

EBs a dir:
_Empenta gap adalt = _pes del volum d;/ fluid desallotjat ) (10.34)

amb la qual cosa queda demostrada la primera part del teorema d’Arquimedes.
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NOTA

Sense perdua de
generalitat, es pot
suposarq ue 'origen del
sistema d’eixos
cartesians esta situat

a G-

3) Recta d’aplicacid de l'empenta

Considerem ara el moment M§ de 'empenta E respecte al centre de gravetat,
G, del volum de fluid desallotjat (vegeu la Figura 10-7):

Volum
de fluid
desallotjat

Figura 10-7

Teorema
dela
divergéncia

M¢ =IXX(—p0n)dS = Jxx(—pOV)dV=—Jxpr0dV
av v

v

[Mg], = _J.ei/kxjponkds = _J-a%(eikajpo )dV =
g v

ar
- 9 (10.35)
:_J‘ Ijk a pOdV I Ijkx JdV__J. yk ]kpodV
vV

/c

ljjo

9Po op .
__[e,,kx o, =04y _—j ”"x/aTcOdV i€ {1,2,3}

v k

1 substituint I'equacié fonamental de la hidrostatica (10.25) (Vp, =p,b), en
Iequacié (10.35), resulta finalment:
M{ =—[(xxVp,)dV ==[ (xxpyb)dV =-Mj, =0
Vv 14
Mg

on M és el moment del pes del fluid desallotjat respecte al seu centre de

(10.36)

gravetat G, el qual, per definicié de centre de gravetat, és nul. En conseqiiencia
el moment de 'empenta E respecte al centre de gravetat del volum de fluid desallotjat és
també nul i es pot concloure que la recta d’aplicacié de I'empenta passa pel
centre de gravetat esmentat, tal com estableix la segona part del principi

d’Arquimedes.

Exemple 10-1 Aplicacio a lestudi dequilibri de solids en flotacio. Equilibri estable i

inestable.

Considerem un medi en flotacié, en equilibri, i les dues situacions segiients:
a) L/ centre de gravetat del solid (centre de carena) esta per sota del centre de gravetat del
fluid desallotjat (centre d’empenta), vegeu la Figura 10-8:
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En aquest cas, qualsevol pertorbacié (inclinacid) tendeix a crear un moment
M =Wd de sentit recuperador cap a I'estat d’equilibri inicial. Es tracta d equilibri
en flotacio estable.

Centre de gravetat del
fluid desallotjat

A e £ perto;:aci(')% ﬁ}\ _

Wd = recuperador

Centre de gravetat
del solid

Figura 10-8 — Equilibri en flotaci6 estable

b) E/ centre de gravetat del solid (centre de carena) esta per sobre del centre de gravetat del
fluid desallotjat (centre d’empenta) (vegeu la Figura 10-9):

En aquest cas, qualsevol pertorbacié (inclinacid) tendeix a crear un moment de
sentit bolcador M =Wd que allunya el solid flotant de 'estat d’equilibri inicial.
Es tracta d’eguilibri en flotacid inestable.

Centre de gravetat :
del solid +

R
=

Wd = bolcador

Centre de gravetat

del fluid desallotjat ¥ >

Figura 10-9 — Equilibri en flotaci6 inestable

La collocaci6 de masses pesants (lasts) a la quilla dels vaixells respon a la recerca
d’una millora en Iestabilitat en flotacié d’aquests.

10.3 Dinamica de fluids: fluids perfectes
barotropics

En el cas més comu, la velocitat no és ni uniforme ni estacionaria (v=v(x,?)),
per la qual cosa, en general, I'acceleracié no sera nulla (a(x,z)#0). Tampoc
seran nuls, per tant, ni la divergéncia de la velocitat (V-v#0) ni el tensor

not
gradient de la velocitat (V® v =V v #0).
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NOTA

No s’ha de confondre
un estat tensional del
tipus hidrostatic (tensor
de tensions esféric)
amb un régim de
moviment hidrostatic
(velocitat nulla o
uniforme).

Definicio
Fluid perfecte

Fluid newtonia caracteritzat perque les viscositats A 1 p (vegeu
Pequaci6 (10.14)) sén nul'les.

6=—pl+ATr(d)+2ud
- =0=-pl
Amp=0

V.6=-Vp
=
o:d=-pl:d=—pTr(d)

(10.37)

i P’estat tensional per a un fluid perfecte és del tipus hidrostatic.

Definicio
Fluid barotropic

La temperatura no intervé en I'equacio cinetica d’estat (10.9).

F(p, p,0)=F(p, p)=0=p=p(p)

10.3.1 Equacions del problema

Tenint en compte les hipotesis de fluid perfecte i barotropic, les equacions de
la dinamica de fluids esdevenen:

a) |Problema mecénic|

1) Eqgnacid de continuitar
dp .,
o +pV-v=0 (1 equaci6) (10.38)

2)  Balang de la quantitat de moviment (equacié d’Euler)
av .
-Vp+pb= pE (3 equacions) (10.39)
3) Eguacid cinética d'estat

p=p(p) (1 equacio) (10.40)

Es tracta d’un problema amb cinc equacions i cinc incognites (P, V, p) que es
pot resoldre de forma desacoblada del problema térmic.

b) [Problema térmid

1) Llet de Fourier
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q=-kV0= V.q=-kV-(V0)=—k V0 (3 equacions) (10.41)
2)  Equacid de l'energia
du__ v KV?0 1 i
p;——p VHpr+ (1 equacio) (10.42)

c.d -Vq
3) Eguacid calorica d'estat

u=u(p,0) (1 equacio) (10.43)

Es tracta dun problema de cinc equacions amb cinc incognites
(q(x,1),0(x,7), u(x,t)) que es pot calcular una vegada resolt el problema mecanic 1

conegut el camp de velocitats v(x, ), de densitat p(X,#) i de pressié p(x,?).

Observacio 10-2

Un format general del problema de mecanica de fluids inclou la
conductivitat termica K entre les viscositats (en un sentit generalitzat)
del problema. La definici6 d’un fluid perfecte com un fluid sense viscositat
suposa, en aquest context, 'anullacié de la conductivitat termica
(k=0), amb la qual cosa I'equacié (10.41) condueix a q =-kVO=0 i
el problema termic es redueix a les equacions (10.42) i (10.43).

10.3.2 Resolucié del problema mecanic sota forces massiques
potencials. Trinomi de Bernoulli

Considerem ara el problema mecanic per al cas particular de forces madssigues
potencials (les forces massiques deriven d’un potencial ¢):

‘Forces massiques potencials — b(x,7) = -V¢(xz )‘ (10.44)

Per al cas particular d’un potencial gravitatori amb I'eix d’actuaci6 de la gravetat
actuant en el sentit oposat a l'eix z es té:

0
ox,y,2,0)=gz=b=-Vo=| 0 (10.45)
-8

Observacio 10-3
Lema 1

Per a un fluid barotropic (p=p(p)) existeix una funcid

P(x,7)=P(p(x,7)), que compleix:
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RECORDATORI

Es fan servir aqui els
seglients resultats
obtinguts anteriorment
(vegeu el capitol 2)

a)wji =Wy =

= [V"V]ﬁ =

_1 av./ _aVi
2| ox; Ox;

D) wij = —e;;,

Avi=|v=v-v

Demostracio

Definint la funcié P(x,7) mitjancant:

P(x,1)=P(p(x,1))= Tp(lp)dﬁ (10.46)

es complira:

IP(x,1) _ 9P op
ox, op Ox;

B 1
Pl = 2L vpl = vpl ez = VE=-Vp (10.47)
o, p(p) P
T
p(p)

Observaci6 10-4
Lema 2

V'VV=20)XV+V[;V2)

on 2m=V X v és el vector vorticitat.

Demostracio
ov . ov. ov. ov.
(VW) =v, —L=v,| L -y s
! ox, dx; Ox, ox;
. ‘
2Wj,-
=2v,w,; +v, —i=—2viwii +Vi@=2eiikvimk +Vi%=
—— F; ; )Cj | — axj
Wi €iiViO (10.48)
J 1 I, .
=2e,,v,0;, +—(= Vv;v; ) =[20)><v]j+ V| —v jef{l23 =
- = axj 2 = 2 ;
Raxv]; v-v=y2
V'VV=2(DXV+V(;V2)
Considerant ara 'equacié d’Euler (10.39):
dav 1 dv
-Vp+pb=p—=-—Vp+b= 10.49
p+p pdt o p ar ( )

1 substituint les equacions (10.45) 1 (10.47) en equaci6 (10.49):

v ov ov 1,
~VP-Vp=—=—-+v-Vv=—-+20XV+V| =
0 dt ot vovy ot v (2Vj (10.50)



10 Mecanica de fluids 297

RECORDATORI

En regim estacionari les
trajectories i les linies
de corrent coincideixen.

on s’ha tingut en compte el resultat (10.48). L’equacié (10.50) es pot reesctriure
ara com:

1 0
—|:VP+V¢+V(2V2):|=8:+Z(DXV:> (10.51)
Equacié de moviment per a | 5
un fluid perfecte barotropic S -V|IP+¢+-v2 =i 20xy
b S P . [ ¢ 2 } ot (10.52)
sota forces massiques potencials —
Trinomi_de
Bernouilli

L’equaci6 (10.52) és la forma particular que adopta el balan¢ de la quantitat de
moviment (equacié d’Euler (10.39)) per a fluids perfectes, barotropics sota
forces massiques potencials.

10.3.3 Solucié en régim estacionari

La resolucié del problema mecanic (10.38) a (10.40) tindra en general un régim
transitori en el qual la descripcié espacial de les variables mecaniques evoluciona
amb el temps, 1 un régim estacionari, en el qual la descripcié espacial esmentada
és, aproximadament, constant al llarg del temps (vegeu la Figura 10-10).

v(x,?)

| Reégim Régim t
transitori estacionari
Figura 10-10 — Regim transitori 1 estacionari
Considerem ara I'equacié del moviment (10.52) en régim estacionar::
%V=0 :—V[]P’+¢+;v2}=20)xv (10.53)
t

iuna linia de corrent I': x=xX(s) parametritzada en funcié de la seva longitud

d’arc s (vegeu la Figura 10-11). Projectant (multiplicant) I'equacié (10.51) en la
direcci6 de la tangent t ala linia de corrent, tindrem:

dt ds dt
=t}

/ Figura 10-11 — Linia de corrent
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—V|:P+(])+%V2:‘=20)XV =-(VM)- vy =Q2wxv) v=0=

L2 | dxds g (10.54)
M(x) ds dr
dax _ dM _0

VM(X(S))'E s

Ox. ds ds

1

vxel = ‘M(x) =constant VXe€ F‘ (10.55)

ilequaci6 (10.55) es pot escriure:

[IP’ +0 +%V2}(x) =constant ~ Vxel (10.56)

que estableix que e/ trinomi de Bernoulli roman constant sobre una mateixa linia de
corrent T,

Obsetrvacio6 10-5

Cal observar ara que equaci6 (10.56) ja no és una equacié diferencial,
siné una equacio (escalar) algebraica ja integrada. L’equacié esmentada
permet, per tant, obtenir una de les incognites del problema mecanic
conegudes les altres.

10.3.3.1Solucié en régim estacionari per a fluid incompressible
i forces massiques gravitatories

Considerem ara el cas particular de fluid barotropic que s’esdevé quan:

a) ‘El fluid és z'momprem'b/%

p=p(p) =p, = constant (10.57)
En aquest cas la funcié P(p) de Pequacié (10.46) es pot integrar, resultant:
P(x,1))= pj%dﬁ = ipjdﬁ -2 (10.58)
o P(P) 09 Po

b) |Les forces massiques potencials s6n del tipus gravitatord

Dracord amb I’equacié (10.45):
0
=gz b=-Vo=| 0 (10.59)
-&
Substituint les equacions (10.58) 1 (10.59) en I'expressié del trinomi de
Bernoulli (10.506), es té:

1 1 2 def
Ly gz+—v’ =constant = z+ L Y~ H=constant ¥xeT (10.60)

Po 2 Pog 2 g
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Els termes de I'equacié (10.59) tenen dimensions de longitud (alcaria) i es
poden interpretar com:

Teorema de Bernouilli

p 1 V2 def
z + i + @ —— = H =constamtVx €l’ 10.61
= Po8 2 g - ( oU
Alcari —— T Alcaria
caria Algaria Algaria total

geometrica  piezomeétrica energética

RECORDATORI

Observacio 10-6

La paraula piegometrica
prové del prefix piezo = Teorema de Bernoulli
“pressio”. S ., N .
L’equaci6 (10.61) constitueix 'anomenat teorema de Bernoulli (per a

un fluid perfecte, incompressible, sota carregues gravitatories i en
regim estacionari) que estableix que /@laria geomitrica miés l'aliaria
piezometrica miés ['algaria energética és constant en fots els punts d una mateixa
linia de corrent (vegeu la Figura 10-2).

A h
N2
_________ = alcaria energetica__---
L—-"" 7=~ ey 2 g -
T H
___________ | —— = alcaria piezomeétrica
........................................ v 08
( : z= alcaria geométrica Y
Linia de corrent I Figuta 10-12

Observacio 10-7

L’aigua és considerada generalment en enginyeria un fluid perfecte i
incompressible, i la ciéncia que Pestudia es denomina béidraulica. Ates
que, en general les forces massiques sén de tipus gravitatori, el
teorema de Bernoulli és aplicable en general en la resolucid de problemes
estacionaris en hidranlica.

Exemple 10-2 Per al diposit d’aigua de la figura, calenlen la velocitat d'abocament, en
regim estacionari, per un petit orifici lateral situat a wuna distancia hdel nivell superior
d aigna.

Resolucio

Es tracta d’un fluid perfecte i incompressible en regim estacionati sota carrega
gravitatoria i és, per tant, aplicable el teorema de Bernoulli. Considerem una
linia de corrent que va des d’un cert punt A, de la supetficie, al punt B de
Porifici de sortida (vegeu la (Figura 10-13)).
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Py=FPp =0
v,=0
( z,=h
— A
& “" pB=Patsz
h Vp =V
. & zy =0
\'"...—-— B >
S:\Q‘-

v

Figura 10-13

Aplicant el teorema de Bernoulli entre els punts A i B (tenint en compte que la
velocitat en la supetficie lliure del diposit és practicament nulla, si el seu
diametre és molt més gran que el de Porifici de sortida, 1 menyspreant la pressio
atmosferica P, =0):

atm

2
z, + 24 +1V—"=z3+—p3 RLAT
= P8 28 — Pg 2¢g
205, o5,

=h =0 0 =0 =0

2
h+0+0=0+0+%v—=> v=12gh
g

10.3.4 Solucié en régim transitori

En reégim transitori les variables mecaniques (la seva descripcié espacial)
depenen del temps (vegeu la Figura 10-10). El punt de partida per a la resolucio
del problema sera I'equacié de balang de la quantitat de moviment (10.52):

—V[P+¢+%v2}=%+zmxv (10.62)

En alguns casos la solucié de lequacié esmentada en regim transitori és
particularment senzilla. A continuaci6 es veuran alguns dels casos esmentats.

10.3.4.1 Flux potencial (irrotacional)

Es considera el cas de:
e fluid perfecte
e forces massiques potencials
e flux irrotacional.

Definicio

Flux irrotacional

Es diu que el moviment (flux) d’un cert fluid és irrotacional (o
potencial) si el rotacional del camp de velocitats és nul en qualsevol
punt d’aquest.
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NOTA

Es pot demostrar que,
donat un camp
vectorial v(x,1)
irrotacional, és a dir,
que complieixi
Vxv=0,

existeix una funcié

escalar X(x: t) (funcié
potencial) tal que

v =Vyx(x,1)-
Evidentment, com que
VXV(e)=0,es
compleix queV x v =

=VxVy(x,1)=0

En altres paraules, per a un flux irrotacional el vector vorticitat és nul:

Vxv(x,t)=0

Flux irrotacional — vx Vit (10.63)

o(x,?) = %va(x,l) =0

St el flux és irrotacional, de 'equacié (10.63) s’infereix que existeix una funcié
escalar (denominada potencial de velocitats y(x,7)) que compleix:

v(x,1) = Vy(x,1)

Cal observar que, en aquest cas, el camp vectorial v(X,t) queda determinat en

(10.64)

funcié del potencial escalar de velocitats x(x,7) (que passa a ser la incognita

primal del problema). Substituint les condicions (10.63) i (10.64) en I'equacié
(10.62) s’obté:

1 ,] ov ov d ay
-VIP+o+— =—+20xv=—"-=—(Vx(x,2))=V() =
[ 0 2V} ate v=o =5, m)=VED (10.65)
V{P+¢+lv2 +ax}:VM(x,t):0
‘ 2 ot |
- M(x1) vx Vi (10.66)
IMD o e 23y
ox;
equaci6 que es pot integrar trivialment i arribar a:
M(X,t)=P+¢+lV2+al=¢(l) (10.67)
2 ot
Definint un potencial de velocitats modificat %(x,7) de la forma:
def p V% = VX = V(X’t)
A0 =xx0-[emd = {9x_ (10.68)
— === 0(0)
0 at ot
1 substituint les equacions (10.68) en la (10.67):
IP>+¢+1V2 +a—x—(p(t)=0:> P+¢+1(V@2 Lo s v
2 ot 2 ot (10.69)
9%
ot
que és Pequaci6 diferencial dels #ransitoris hidranlics.
El problema mecanic queda llavors definit per:
7) LEqmm'o’ de mm‘z'ﬂm"z‘a#
dp dp _ dp -
oV v= 4V (V) =0= —+pV =0
o TPVovE—otp (V) o PV (10.70)

Vi
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NOTA

Es defineix aqui
l'operador diferencial
laplacid de (o) com:

A®)=V-V(s) =

2) ‘Ba/om[ de la guantitat de moviment (equacid dels transitoris bzdrdu/z‘m)

P(p,p)+¢+%(V%)2+%—?=o Vx Vit (10.71)

3) LEqWﬁ'o’ cineética d ’esia#

p=p(p) (10.72)

que constitueixen un sistema de tres equacions escalars amb tres incognites
(p(x,0),p(x,0) yX(X,7)) que es pot integrar en un domini de R*xR,. Una
vegada conegut el potencial %(x,f) es pot calcular el camp de velocitats
mitjangant:

v(x,1) = Vx(x,1) (10.73)

10.3.4.2 Flux potencial i incompressible

Es considera ara el cas de:
e  fluid perfecte
e forces massiques potencials
e flux irrotacional (potencial)
e flux incompressible

En tractar-se d’un flux incompressible de les equacions (10.46) i (10.70):

P(p)=zp(lmdﬁ=p

d
P_0=p=p, > Po (10.74)

dt not
V% =A% =0

1les equacions del problema mecanic (10.70) a (10.72) resulten ser:

7) Eqﬂdfié de mnfz'm/i'mﬁ

_ 0
Ay = =0 10.75
x ox; O, ( )
2) ‘Ba/ﬂﬂg de la guantitat de moviment (equacid dels transitoris bzdrdu/m)
Poortovpr+ %20 vx w (10.76)
Po 2 ot

que constitueixen un sistema de dues eguacions escalars amb dues incognites

(p(x,7) i %(x,7)) que es pot integrar en un domini de R’xR,. En régim
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. . ox . . .
estacionari el terme a—%=0 i desapareix qualsevol derivada temporal en el
t

sistema, per la qual cosa aquest es pot integrar en R*.

10.4 Dinamica de fluids: fluids viscosos
(newtonians)

Considerem ara el problema general descrit per les equacions (10.1) a (10.9):

Continuitat % +pV-v=0 (Ieq) (10.77)
Balang de la quantitat de _av 3
oviment V-6+pb=p » Beq) (10.78)
Balang d’energia p% =0:d+pr-V-q (Leq) (10.79)
Eqﬂ\af.zo constitutiva o=—pl+ kTr(d)l +2ud (6 eq)) (10.80)
mecanica
Equacid constitutiva de

=s5(d,B 1 eq. .
Lentropia s =5(d,8,0) (Ieq) (10.81)
Egunacid de condnecid de la

=-kVo 3 eq.

calor q ©eq) (10.82)
Egunacid calorica d'estat u=u(p,) (1eq.) (10.83)
Eguacid cinética d'estat F(p, p,08)=0 (1eq.) (10.84)

Taula 10-1 Equacions del problema de mecanica de fluids

que constitueixen un sistema amb 17 equacions 1 17 incognites. El sistema
esmentat és massa gran per ser tractat eficagment i es planteja trobar un
sistema d’equacions reduit que permeti una resolucié més simple.

10.4.1 Equacié de Navier-Stokes

Essencialment és 'equacié del moviment (10.78) expressada unicament en
funcié del camp de velocitats v(X,#) i de pressio p(x,1).

Obsetvacio 10-8
Lema 1

Ved=tav+ivv.v)
2 2

on d(x,?) és el tensor velocitat de deformacio.




304 10 Mecanica de fluids

Demostracio

182

0 o |1(dv, v, 1 9%,
ved] =% a =2 | | D T2
v-al, ox, " ox, |:2(8x/. " ox, H

2 Ox,0x;
, 0’
11%4_1 i li(v v)+ Av, =
20x; dx; 20x0x; 20x;
/ [AV]J'

—— —
v Ay [V(Vv)],-

1 1
= {5 Av + 5V(V : v)} Jje {23}

J

Vod=lAv+ivv.v)
20 2

23x8x -

= (10.85)

(10.86)

Obsetrvaci6 10-9
Lema 2

Donada una funci6 escalar ox, f) , es compleix:

Demostracio

_a((XSIj)_ do aO(_
[V-(ad)] = 2 _8”81. Fo [Va |,

i

ief{l,23, =

(10.87)

(10.88)

Substituint 'equacié constitutiva (10.80) en 'equacié (10.78) 1 tenint en compte

les equacions (10.86) i (10.88):

6=-pl+ATr(d)1+2ud

av =
V-6+pb=p—
Y pdt

V-6=-Vp+AV(Tr(d))+pAv +uV[V - v]
_—

- VV-v]

V-0'+pb:—Vp+(}»+u)V[V‘v]+uAv+pb:p%

Equacions de Navier - Stokes

“Vp+ Qo+ u)VIV-v]+ uav+ pb = p%
op 2’y 9°v, dv, .

- +(A+ L+ u——+pb, = - 123
o, ( ”)ax,.axj axax,  PhTP g 8L

(10.89)

(10.90)
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10.4.2 Equacioé de I’energia

Es tracta d’eliminar ¢ 1 q de l'equacié (10.79) substituint en aquesta les

equacions (10.80) 1 (10.82). Per a aixo cal recordar expressié de la poténcia
tensional per a un fluid newtonia (vegeu el capitol 9):

c:d=W, +2W, =-pV-v+ K Tr*(d)+2ud :d’ (10.91)
on d’ és la part desviadora del tensor velocitat de deformacio, i la llei de
Fourier:

q=-kV0=V.q=-V-(kV0) (10.92)
Substituint ara en 'equacié (10.79), s’obté:
p%=o‘:d+pr—V~q:> (10.93)
Equacio de I'energia
W,
du
—=—pV-v+pr+V-(kVO)++ Tr’(d)+2ud :d’
p= =PV-v+pr+V-(kv0) (d)+2u 1094
2
du aV~ a 89 aV T
T Ly or+—| k— |+ | —~ | +2ud’. d’.
P paxi P axiL axi) [axi] Hely 4y

10.4.3 Equacions de govern del problema de mecanica de fluids

Considerant les versions simplificades del balang de la quantitat de moviment
(equacions de Navier-Stokes (10.90) i de I'energia (10.94)) el problema de la
Taula 10-1 es pot reduir al de la Taula 10-2, que constitueixen un sistema de set
EDP amb set incognites (p(X,#), V(X,?),p(X,t),u(x,?),0(x,#)) que s’ha de

resoldre en un domini de R* xR, .

Continuitat % +pV-v=0 (leq) | (10.95)
Balang de la
quantitat de B ) _av
oviment Vp+ (A +wV[V-v]+uAv+pb=p = (3eq) | (10.96)
(Navier-Stokes)
p@=—pV-v+pr+V~(kV6)+
Balane d’energia dt (1eq) | (10.97)
+ X Tr?(d)+2ud’:d’
Egunacid calorica _
Jestat u=u(p,0) (1eq) | (10.98)
Equacio cinetica
F =0 1 eq.
R (0, p,6) (Ieq) | (10.99)

Taula 10-2 Equacions de govern del problema de mecanica de fluids

Per al cas patticular de #gim barotropic (p=p(p)) es pot desacoblar la part
mecanica de la part termica en les equacions (10.77) a (10.84), resultant ¢/
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problema  mecanic de la Taula 10-3 amb cinc equacions i cinc incognites

(P(x, 1), v(x,0), p(x,0)).

Continuitat % +pV-v=0 (1 eq.) | (10.100)

Balang de la
guantitat de
moviment

(Navier-Stokes)

—Vp+(k+M)V(V~v)+MAV+pb:p% (3 eq.) | (10.101)

Egunacid cinética

d’estat p=p(p) (Ieq) | (10.102)

Taula 10-3 Equacions del problema mecanic per a regim barotropic
10.4.4 Interpretacio fisica de les equacions de Navier-Stokes i de
I’energia

Considerem les equacions de Navier-Stokes (10.90):

—Vp+(k+u)V(V-v)+uAv+pb—pﬁ=0
de
a (10.103)
—aa—p+ [(A+WV(V- V) +uAV], +pb, —pa, =0 i€ {1,2,3}
X .

1

Cada un dels termes de 'equacié (10.103) es pot entendre com un component
d’un sistema de forces (per unitat de volum) que actua sobre un diferencial de
volum del fluid en moviment:

-Vp - —[A+uV(V-v)+uavl+ pb +-pa =0
— — ——
Forces Forces viscoses Forces Forces
degudes al exercides per massiques  d'inércia (10.104)
gradient de contacte entre
pressions particules (=0 quan
A=u=0)

A la Figura 10-4 es pot apreciar la projecci6 en la direccié x; de cada un dels

components esmentats.

X, —[(A+p)V(V - v) +puav],

Figura 10-14
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Lequacid de energia (10.94) també es pot interpretar com s’indica a la Taula
10-4.

2,
du

—_——
pE:—pV-V+pr+V-(kV6)+fKTrz(d)+2ud’:d'

du _ Variacié d'energia interna

dt u.de volum - u. de temps

RECORDATORI

Mz(v.v)dy
dt

(vegeu el capitol 2,
apartat 2.14.3).

Variacié de volum

u. de volum - u. de temps

pd(dV) Treball mecanic de la pressio termodinamica
_dt u.de volum -u. de temps

arv (vegeu la Figura 10-15)

- pV-v=-

Calor generada per les fonts internes i la conducci6

pr+V-(kvo) =
u. de volum -u.de temps

Treball mecanic de les forces viscoses

2W,=6,:d = Pot. dissipativa =

u.de volum - u. de temps

Taula 10-4 Interpretacié fisica de 'equacié de I'energia

Figura 10-15

10.4.5 Reduccioé del problema general a casos particulars

Les equacions de govern de la mecanica de fluids de la Taula 10-2 es poden
simplificar per a certs casos que son de particular interes en I'enginyeria.

10.4.5.1 Fluids incompressibles

En aquest cas passa:

dp _

- =p, = constant
jt {g p"_T o (10.105)
Ert)+pV~v:0 v =Tr(d)=

1 substituint les equacions (10.105) a la Taula 10-2 s’obtenen les equacions de
govern de la Taula 10-5.
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Continnitat V.v=0
Problema
mecanic _ av
Egunacions de Navier-Stokes -Vp+uAv+p,b=p, =7
Balane d’energia p ﬂ—p r+V-(kve)+2ud':d’
Problema ] “ Car T’ '
termic
Egunacid calorica d'estat u=u(p,,0)
Egnacid constitutiva c=-pl+2ud

Taula 10-5 Fluids newtonians 1ncompr6551bles Equacions de govern

10.4.5.2 Fluids amb viscositat volumetrica nullla (fluids de
Stokes)

En aquest cas:

TK=7»+§;L=O=> k=—%u=> }»+u=%u (10.106)
2, = K Tr(d) +2ud’:d =2ud": d’ (10.107)
=0 ’

1 substituint les equacions (10.106) i (10.107) a la Taula 10-2 s’obtenen les
equacions de govern de la Taula 10-6.

Continnitat do +pV-v=0
dt

. . 1 dv
Egunacions de Navier-Stokes -Vp+ 3 uV[V - v]+uAv +pb =p 7
Balang d’energia p%z -pV-v+pr+V-(kvo)+2ud:d’
Egunacid calorica d'estat u=u(p,0)
Egunacid cinética d'estat F(p,p,0)=0

Equaci constitutiva c=-pl-= u Tr(d)1+2ud

Taula 10-6 Flmds de Stokes. Equac1ons de govern

10.4.5.3 Fluids perfectes

Per a fluids perfectes (sense viscositat) A ==X =0. Substituint la condicié
esmentada a la Taula 10-2, s’obté el problema de la Taula 10-7.
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Continuitat an +pV-v=0
dt

Balang de la quantitat de moviment _av

(eqnacid d’Enler) Vp+ pb=p dr

Balane d’energia p % =-pV-v+pr

Egunacid calorica d'estat u=u(p,0)

Egunacid cinética d'estat F (p, D, 9)= 0
Egunacid constitutiva c=-pl

Taula 10-7 Fluids perfectes. Equacions de govern

10.4.5.4 Hidrostatica

En aquest cas es té (vegeu les equacions (10.20)):

a:%:O ; Veov=0 5 p=p,; p=p, ; 6=—p,1 (10.108)
pet la qual cosa les equacions de la Taula 10-2 es redueixen a les de la Taula
10-8.

Problema | Balane de la guantitat de moviment
. . . .. -Vp, +p,b=0
mecanic | (equacid fonamental de la hidrostatica)
X . du

Balang d’energia Po—=por + V- (kVO)
Problema dt
termic

Egunacid calorica d'estat u=u(p,,0)

Egnacio constitutiva c=-p,1

____________________________________________________________________________________________________

Taula 10-8 Hidrostatica. Equacions de govern

10.5 Condicions de contorn en la mecanica
de fluids

Les equacions de govern del problema de mecanica de fluids, presentades en
apartats anteriors, necessiten les condicions de contorn adequades per poder
ser resoltes correctament. En general, en els problemes de mecanica de fluids
es fa servir la descripcid espacial (o euleriana) 1 s’analitza un determinat volum de
control (fix en Despai), en el contorn del qual s’apliquen les condicions de
contorn espacials. Encara que aquestes condicions de contorn sén molt
variades, 1 freqientment dependents del tipus de problema, en els apartats
seglients es presenta un resum de les més comunes.
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10.5.1 Condicions de contorn en velocitats

a) |Velocitat prescrita

En certes parts I'; del contorn del volum de control V que s’analitza, les

velocitats s6n conegudes (vegeu la Figura 10-16).

(10.109)

‘v(x, H=v(x,t) Vxel,

Figura 10-16 — Condicions de contorn en velocitats

b) Condicié d’impenetrabilitat

Normalment, part del contorn del volum de control Vesta constituida per
parets impermeables, I', , que se suposen impenetrables pel fluid del seu

v
interior. L’expressié matematica d’aquesta situacié és la denominada condicid
dimpenetrabilitat, que estableix que la velocitat relativa del fluid, v, , respecte a la
paret impermeable (suposada mobil amb velocitat v") en /la direccid normal al
contorn ha de ser nul'la (vegeu la Figura 10-17):

v,(x,N=v-n=y -n Vxel, =

A (10.110)
Sfluid paret

v, n=(v-v')n=0  Vxel, (10.111)

Per al cas particular de contorn fix la condici6 (10.111) es reducix a
(V*=0)=>V~n=0 Vxel, .

%
w g@

Figura 10-17
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Observaci6 10-10

La condicié d’'impenetrabilitat se sol aplicar pet a fluids perfectes (sense

viscositat) en els quals se suposa que el component tangencial de la
velocitat relativa fluid-paret v, (vegeu la Figura 10-17) és no nul'la.

¢) Condicié d’adheréncid

Si el fluid és viscds se sol imposar que, a les parets impermeables, no només
s’anulla el component normal de la velocitat relativa fluid-paret, siné que, per
efecte de la viscositat, el fluid sadbereix a la paret (vegeu la Figura 10-8), per la
qual cosa la velocitat relativa fluid-paret v, és nul-la:

v,(x,0)=v-v =0 Vxel, = \v:v* vxeT, (10.112)

r

Figura 10-18

10.5.2 Condicions de contorn en traccions (o en pressions)

En certes parts I'; del contorn es pot prescriure el vector de traccions 6-n=t

(vegeu la Figura 10-19).

tx)=0-n=t'(x1) Vxel, (10.113)

Figura 10-19

En algunes circumstancies es prescriu només una part del vector de traccions
com és /a pressid termodinamica. En efecte, per a un fluid newtonia tenim:

c=-p1+ATr(d)1+2ud= t=c-n=—pn+ATr(d)n+2ud-n (10.114)
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NOTA

En general, en els
problemes de mecanica
de fluids en els quals
apareixen superficies
lliures, la posicié
d’aquestes no es coneix
iles caracteristiques
geometriques de la
superficie passen a ser
una incognita del
problema.

i equaci6 (10.114) posa de manifest que la pressio termodinamica # és una part
del component normal del vector de traccions t. Ta prescripcié de la pressié

r ., . .
P s’escriu de la manera segiient:

(10.115)

termodinamica sobre una part del contorn

p(x,n)=p (x,1)) VxeT,

10.5.3 Condicions de contorn mixtes

En certs casos (com a les seccions d’entrada o de sortida de canonades) es
prescriu la pressié6 (una part del component normmal de la traccid) 1 els
components fangencials de la velocitat (que se suposen nuls, vegeu la Figura

10-20).

—>
- > .
—>

v,=0

Figura 10-20

10.5.4 Condicions de contorn sobre superficies lliures

Definicio
Superficie lliure

Es la supetficie de contacte entre laire (ambient) 1 un fluid
(generalment I'aigua).

Exemples de superficie lliure sén la superficie del mar (vegeu la Figura 10-21) o
la superficie que separa la part saturada de la no saturada en un talds o en una
presa de materials solts (vegeu la Figura 10-22).

Superficie lliure : T, : z=n(x, y,z,1)

z= n(x, y,t) =cota

de la superficie lliure

Figura 10-21 — Superficie lliure del mar

Una hipotesi amb clar sentit fisic realitzada freqientment sobre la superficie
liure és que es tracta d'una superficie material (constituida sempre per les mateixes
particules). Aquesta hipotesi estableix implicitament certes condicions de
contorn sobre el camp de velocitats a la superficie materialT';,. En efecte,

considerant la superficie lliure de la Figura 10-21:
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En general, es negigleix
el valor de la pressio
atmosferica (P, =0)
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T, ={x | ¢x¥,2t)=z-n(x,y,)=0} (10.116)

i imposant el caracter material d’aquesta (derivada material nulla, vegeu el
capitol 1, apartat 1.11):

@=i¢+v~v¢=—aﬂ—v o A o %0

am_, M, %
di ~ or T A T (10.117)
=
m. om0
Vz(x,t):a—?+vx£+vy£ vxel, (10.118)

condici6é que estableix una dependencia del component vertical de la velocitat
v, respecte als altres components v i v, .

Pam

Y

Superficie lliure

Figura 10-22 — Presa de materials solts

Una altra condicié de contorn freqientment establerta sobre les superficies
lliures és que en aquestes la pressié termodinamica és coneguda i igual a la
pressié atmosferica:

p(x.0=P,, Vxel, | (10.119)

L’equaci6 (10.119) permet, en certs casos, identificar la posicié de la superficie
lliure (una vegada conegut el camp de pressions) com el lloc geometric dels
punts del fluid on la pressié és igual a la pressié atmosferica:

Equaci6 de la
I, =& | px0n-P, =0} (10.120)

superficie lliure

10.6 Flux laminar i flux turbulent

10.6.1 Flux laminar

Les equacions de la mecanica de fluids descrites als apartats anteriors sén
valides per a un cert rang del moviment dels fluids que s’anomena flux (o
regim) laminar. En esséncia, el flux laminar es caracteritza fisicament pel fet
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que el fluid es mou en capes paralleles que no es barregen entre si (vegeu la
Figura 10-23).

Vortexs

Figura 10-23 — Flux laminar al voltant d’un obstacle

El caracter laminar del flux s’identifica generalment pel denominat nombre de
Reynolds R,:

“ VXL
Nombre de Reynolds — R, =

\%

V' = velocitat caracteristica del fluid

10.121
L =longitud caracteristica del domini analitzat ( )

V =viscositat cinematica (v = E)

de manera que valors petits del nombre de Reynolds caracteritzen els fluxos
laminars.

10.6.2 Flux turbulent

Quan la velocitat augmenta 1 la viscositat disminueix, el nombre de Reynolds
(10.121) augmenta. Per a valors creixents d’aquest nombre s’observa que el flux
laminar inicial es desordena i es torna altament inestable. El flux es pot
entendre llavors com una situacié en la qual tant la tensié com la velocitat
v(x,1), en un punt donat de I'espai, fluctuen rapidament i de forma aleatoria al
larg del temps i al voltant d’'un valor mitja V(x,7) (vegeu la Figura 10-24).
Aquesta situaci6 es defineix com de flux (o regim) turbulent.

N (x, t) Flux laminar

\

Flux turbulent

Figura 10-24

Encara que les equacions del problema de mecanica de fluids en general, i les
equacions de Navier-Stokes en particular, continuen sent valides en regim
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fluctuacions de les variables d’aquest) imposen un tractament singular per al
flux turbulent. La caracteritzacié matematica del régim turbulent es fa llavors a
través dels denominats models de turbulencia. En esséncia, els models esmentats
es basen en aillar els valors mitjans dels camps de velocitats i pressions de les
seves fluctuacions i en obtenir equacions de govern del problema en termes
d’aquells.






11 Principis
variacionals

11.1 Preliminars

El calcul variacional és una eina matematica que permet treballar amb el que es
denomina forma integral o forma feble de les equacions diferencials de govern d’un
problema. Donat un sistema d’equacions diferencials, que s’han de verificar en
forma local (punt a punt) en un cert domini, els principis variacionals permeten
obtenir una formulacié integral (global, en el domini) o formulacié feble, la
imposicié de la qual, tanmateix, garanteix el compliment d’aquelles equacions
diferencials. El seu interes rau en el fet que les formulacions integrals son
especialment apropiades per al tractament i la resolucié del problema per
metodes numerics.

11.1.1 Funcionals. Derivades funcionals

Definici6

Funcional F(u): aplicacié d’un espai de funcions X sobre el cos dels
reals:

Fu):X—>R
sent X:={u(x) | ux):R*>Q—->R"™}.

En altres paraules, el funcional F(u) és una aplicacié que, a cada
element u(x) (una funcié escalar, vectorial o tensotial definida en un

domini Q de R¥o, en general, de R") d’un espai de funcions X fa
correspondre un nombre real.

Amb un cert abus del llenguatge, es podria dir que un funcional F(u) és una
Sfuncid escalar els arguments de la qual son funcions a(x).

Exemple 11-1 Considerem un interval Q=[a,b]e R i espai X constituit per
totes les funcions reals de variable real en Pinterval [a,b] (u(x):[a,b]— R) amb
derivades primeres u’(x) integrables a Pinterval esmentat. Exemples de

possibles funcionals:
b b b

F(u)= Iu(x)dx Gu)= fu'(x)dx H(u)= J.F[x, u(x), u'(x)]dx

a a a
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Definicié
Sigui X:={u(x) | u(x):R’>Q—>R"} un espai de funcions

(escalars, vectorials o tensorials) sobre un domini € 1 un funcional

Fle): X > R.

Siguin dues funcions umneX i sigui €e R un parametre
(pertorbacib). Considerem la funcié u+emeX, que es pot
interpretar com una funcid pertorbada de la funcié u a la direccié n. Es
defineix la variacid de Gateanx: (0 derivada de Gateanx) del funcional F(u) a
la direccid de | com:

def

SF(w;m) = ilﬁ‘(u + 8"15:0

Observaci6 11-1

Sovint es denota la direccié respecte a la qual es pren la variacié com
not

1 =0du i aixi es fara amb freqiiencia d’ara en endavant. No s’ha de
confondre du(x) amb la diferencial du(x) (en el sentit del calcul
infinitesimal) de la funcié u(x). Tanmateix, I'obtencié de la vatiacié

de Gateaux d’un funcional té en cetts casos ¢/ mateix formalisme que la
diferenciacié ordinaria de funcions i d’aqui el conseglient perill de
confusi6 (vegeu Exemple 11-2).

def
Exemple 11-2 Sigui el funcional F(u)= jq)(u)dQ + _[(p(u)dl". Obtenir la seva
Q oQ
derivada de Gateanx.
Resolucio

8F(u;8u)=%l[*‘(u+88u) oo =%I¢(ﬂ+€8u) dQ
2

+if¢(u+£8u) dr| =
de 5,

e=0 £=0

_ J‘aq)(u+£5u).a’(u+.‘;‘Su)dQ . J‘E)(p(u+85u)'d(u+£(<3u)dF N
2 Ju de Ju de
—_— Q S

ou £=0 du £=0

Su¢(“)d9+a£¢(u)df}=ﬁg:')-6u d9+a'!;a(g(l:l).8u dr

Es pot apreciar la semblanca formal, en aquest cas, de 'obtenci6 de la derivada
de Gateaux del funcional amb la diferenciacio de funcions.
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Considerem ara un domini QCR®, el seu contorn dQ=T, UT, amb
I, Ty, =9 (vegeu la Figura 11-1) i 'espai V de les funcions u(x) definides

sobre Q, gue prenen un determinat valor w* (x) en el contorn T, :

Vi ux) | ux): Q>R 5w =u' () (A1.1)
) F
Figura 11-1

Obsetvaci6 11-2

Respecte a 'obtencié de la derivada de Gateaux, una condicié que
s’estableix en la mateixa definicié sobre la pertorbacié n=du és que

la funci6 pertorbada u+¢€ du pertanyi al mateix espai de funcions
V(u+¢edue V). Enaquestcas,siu+edueV:

=@u+edu) . =u' =u . +edu . =u=edu . =0

ila pertorbacié du ha de satisfer:

Sobre la base de la familia de funcions (11.1) considerem ara la familia de
funcionals seglient:

F(u)= [o(x u(x), Vu)d2 + [o(x,u(x),Vu)dl  VueV (11.2)
Q

T

o

sent ¢ 1 @ funcions prou regulars per ser integrables en els dominis Q i Ty,
respectivament. Suposarem, a més, que mitjangant les operacions algebraiques
adequades, la derivada de Gateaux de F(u) es pot escriure de la segiient

manera:

SF(u;5u) = j E(x,u(x),Vu)-du dQ + f T(x,u(x),Vu)-du dl'
Q

T

o

dul

xel,

{Vﬁu (11.3)
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Exemple 11-3  Sigui e/ funcional:
b
F(u) = jq)[x, u(x), u'(x)]dx con u(x)‘xza =u(a)=p
Obtenin la seva derivada de Gateanx en el format de l'equacio (11.3).

Resolucio

Hs tracta d’'un cas particular del funcional (11.2) reduit a una dimensié amb
@EO’QE(aab)a FuEa FGEb

Pertorbant la funcié u(x) i reemplacant en el funcional:
{u(x) — u(x) + € n(x) ,
u'(x) = u'(x) +& n'(x) = Flu+en)= J.q)[x, u(x)+emn, u'(x)+en]dx

YN =8u(x) | n@=mn, =0 ‘

La consegiient derivada de Gateaux sera:

b
d 0
SIE‘(u;n):%IF(u +em) :J.[aj:n + aj,

Draltra banda, 'anterior expressio pot estar integrada per parts com segueix:

o0, Tao 17" t[d( a0 ~
! el dx{au’nla _l [dx(au')”]dx"

n'}dx

90 90 b{d 9 } 90 b[d 90 }
- - -1 £ dv= -1 £ p:
au'pbnb ou’ x:a:r:]% ~[ dx | ou’ 0 au’x:,,nb -!: dx\ ou’ St
b
SF(u;Su)ZJ[%—d aq), }6udx+ & ~ du,
N olou  dx\du ou'|

expressio que és un cas particular de 'equacié6 (11.3) amb:

E(x,u,,u’) 00 —d( aq)) Vxe (a,b)

“u dx\ o’
T(x,u,u’)= gj,
x=b

11.1.2 Extrems de funcionals. Principis variacionals. Equacions
d’Euler-Lagrange

Sigui f(x):R — R una funci6 real d’una variable real. Diem que la funci6
presenta un minim en x = x, si:
f(x)Sf(x) VxeR (11.4)

Es ben sabut que una condicié necessatia perque f presenti un extrem

(minim, maxim o punt de sella) a x = x;, és que:
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NOTA

Aquesta demostracié
no és rigorosa i es
proporciona només
com a indicacié
intuitiva de la linia de
raonament que segueix
la demostracié del
lema.

NOTA

En un llenguatge
estricte, 'equacio6 (11.8)
és una equacid variacional
o la forma feble d’un
problema diferencial.

df (x)
dx

X=X

= £(xy)=0 (11.5)

Aquest concepte es pot generalitzar als funcionals en un espai de funcions.
Donat un funcional F(u):V—R, diem que aquest funcional presenta un
minim a u(x) si:

Fu)<F(v) VveV (11.6)

1 una condicié necessaria perque aquest funcional presenti un extrem (minim,
maxim o punt de sella) 2 u(x) és que la derivada 8F(u;8u) sigui nulla per a
totes les direccions du:

‘61E‘(u;8u)=0 Vou | du| . =0‘ 11.7)
Expressant lequaci6 (11.7) en el format de 'equaci6 (11.3) es tindra:
Principi variacional
Véu
&F(u;5u)=j/E-5u dQ+JT-5udF=O (118
5u‘ =0
Q T, xel,

Observacio 11-3
Lema fonamental del calenl variacional:
Donades £(x):Q—R"™ i T'(x):T'; > R" que compleixen
jE(x).au dQ + IT(X).audrzo Vou ;8u/ . =0
Q T, ’

E(x)=0 VxeQ

&

T(x)=0 VxeTl,

Demostracid (indicativa): Considerem eleccié seglient per a du(x) :
E(x) VxeQ
du(x)=-0 vxeT,
T(x) Vxel,

Substituint:
[E® E(x) d@+ [T(x) T(x)dl =0 & E®)=T(x)=0 cqd.
2 20 20

A l'equaci6 (11.8) se la denomina principi variacional i, atés que du és arbitrari,
d’acord amb I'Observacié 11-3 és totalment equivalent a:

Equacions
— E(x,u(x),Vu(x)) =0 Vxe Q

d'Euler - Lagrange (11.9)
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Condicions de
— T(x,u(x),Vu(x))=0 VxeTl, (11.10)
contorn naturals

Observacio 11-4
Les equacions (11.9):
Ex,u(x),Vu(x))=0 VxeQ

sén, en general, un conjunt d’equacions diferencials en derivades
patcials (EDP) que reben el nom d’eguacions d’Euler-Lagrange del
principi variacional (11.8).

Les equacions (11.10):
T(x,u(x),Vu(x))=0 Vxely

constitueixen un conjunt de condicions de contorn sobre aquestes
equacions diferencials denominades condicions de contorn naturals. Junt
amb les condicions (11.1):

u(x)=u'(x) VxeT,

denominades condicions de contorn forcades (essencials) o de Dirichlet,
defineixen un sistema la solucié del qual u(x) és un extrem del

funcional F .

Exemple 11-4 Sigui el funcional de 'Exemple 11-3:
b
= [olxu(o,u')kx con u(w),_, =u(a)=p

Obtenin les seves equacions d’Eunler-Lagrange i les condicions de contorn naturals i forgades
COTTesponents.

Resolucié

Del resultat de 'Exemple 11-3:

b
5]F(u;§g)=.|.[a¢—j( a¢,ﬂ 8udx+% du,,
M

' Lou  dx\ du u'| s

s’obté directament:

Equacio d'Euler - Lagrange — & (x,u,u')

J 0 Vxe (ab)
0

Condicions de contorn naturals — 7'(x, u, u ") =

x=b

Condicions de contorn for¢cades — u(x) ‘x=a =u(a) =p
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11.2 Principi (teorema) dels treballs virtuals

Considerem un volum material de medi continu V,, ocupant en linstant ¢ el
volum de lespai V', sotmes a les forces massiques b(x,#)i a les forces
superficials t'(x,) sobre el contorn T, (vegeu la Figura 11-2). Considerem
també I'espai funcional V de tots els desplacaments admissibles (que compleixen la

condici6 de contorn (u . =u’):
xel,

Espai de

desplagaments ; - V= {u,(x): V- R3 | ut(x)‘ = u:(x)} (11.11)

xel’y

admissibles

[~]

Figura 11-2
Dues de les equacions que governen el comportament del medi sén Iequacid

de Cauchy i 'equacié d’equilibri en el contorn T :

V-.-o(u)+p (b - a(u)) =0 Vx eV — Equacié de Cauchy (11.12)

G(u).n ~t'=0 Vxel, — Equacié d’equilibri en el contorn (11.13)

on s’ha considerat la dependencia implicita de les tensions amb els
desplagaments (a través de les deformacions i de l'equacié constitutiva
c(u):c(s(u))) i la de les acceleracions amb els desplacaments (a través de

o%u(x,1) )
o 7
Considerem ara el principi variacional seglient:

é'\W(ugﬁu): [V-O'(u)+p(b—a(u)]~5udv+ t*—c(u)~n~§udF:0
oy Jeoge

Véu(x) | u . =0

Pequacié a(x,?)=

(11.14)

on a les pertorbacions dels desplacaments du se les denomina desplagaments
virtuals:

Desplagaments virtuals: — du: V — R? ; §u‘ =0 (11.15)

xel,

En vista de les equacions (11.8) 1 (11.9), les equacions d’Euler-Lagrange del
principi variacional (11.14) i les seves condicions de contorn naturals sén:
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RECORDATORI

El tensor @ ¢és simetric

iel tensor V9du ¢és
antisimetric. En
conseqiiencia, el
producte resultant és

nul (6:V93u=0)

Equacions
E=V-c+pb-a)=0 VxeQ
d'Euler - Lagrange

(11.16)

Condicions de X
—T=t —6-n=0 Vxelj

contorn naturals

Es a dir, Iequacié de Cauchy (11.12) i lequacié d’equilibti en el contorn
(11.13).

El principi variacional (11.14) es pot reescriure de forma totalment equivalent
com s’indica a continuacié. Considerant el terme:

(V-0)-8u=V-(6-0u)-06:(V®8u)=V-(c-8u)-oc:(Bu®V)

&81,{ .= a(ﬁijsuj ) —0; 8(61/1/ )= a(cijsuj )_G ii a(Suj) i,je{1,2,3}
o J ox, ij ox, ox, 7 o9x

1

11.17)

i

i descomponent Su®V a la seva part simetrica, V'Ou, i la seva part
antisimetrica V“du :

Su®V=V°du+V9du

def
Vs5u=%[6u®V+V®8u] (11.18)

def
Viu = E[tsu ®V -V ®du]
Substituint 'equacié (11.18) en 'equaci6 (11.17):

(V-O')~6u=V~(G~8u)—0‘:(6u®V)=V~(0'~6u)—0':VS6u—O':Y(:Su (11.19)

=(V-0)-5u=V-(6-3u)-0:V'dul (11.20)

Integrant ara I'equaci6é (11.20) sobre el domini ¥ i aplicant el teorema de la
divergencia, s’obté:

[¥-0)-8u-av=[v-(c-su)ar - [lo: v sular =

4 v v

= -['W:r,,urc n-(c-du)dlV —J.[O'ZVXSU]dV = (11.21)
= _[(n-o‘)«éng+ J.(n-0)~6udV—J[0:V“6u]dV:>

L, =0 T, v

[¥-0)-8u-ar = [(n-0)-uav - [[o:v"suar (1122

on s’han tingut en compte la condicié 8u| . =0 (vegeu lequacié (11.15)).

xeT,
Finalment, substituint Pequacié (11.20) en la forma original del principi
variacional (11.14) s’obté:
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6W(u;6u):.|.[V-o'+p(b—a)]-6u dv + .[(t* —[o-n])-Sudl'=

T

o

T,

o

:l[v.o-].é‘)udV +;|/.p(b—a)'8u dV+IJt* dudl - I[G~n]'SUdF= (11.23)

=—_[[o:V“6u]dV +J.p(b—a)~6u dv + J.t* Budl=0=
v v T,

Principi dels treballs virtuals

6W(u;5u)=J.p(b—a)'5u dv + J.t* -6udF—J.[c:Vs5u]dV=0

\ Iy

o

Véu(x) | 6“‘3&61“ =0

(11.24)

v

L’expressi6 (11.24), que és totalment equivalent al principi variacional original i
continua tenint les mateixes equacions d’Euler-Lagrange i condicions de
contorn (11.106), rep el nom de principi (0 teorema) dels treballs virtnals (PTV).

Obsetrvaci6 11-5

E1 PTV és un principi variacional molt aplicat en la mecanica de solids
que es pot interpretar com la recerca d’un extrem d’un funcional del
camp de desplagaments W (u), no necessariament conegut en forma

explicita, la variacié (derivada de Gateaux) del qual SW(u;du) és

coneguda i ve donada per I'equacié (11.14). Ates que les equacions
d’Euler-Lagrange del PTV sén lequacié de Cauchy (11.12) i
d’equilibri en el contorn (11.13), la seva imposicié és totalment
equivalent (encara que més convenient per a la resolucié del problema
per meétodes numerics) a la imposicié en forma local d’aquelles
equacions i rep el nom de forma feble ’aquestes.

Obsetvaci6 11-6

En la formulacié PTV no intervé 'equacié constitutiva ni es distingeix
el tipus de cinematica (deformacié finita o infinitesimal), per la qual
cosa la seva aplicacié no es veu restringida ni pel tipus d’equacid
constitutiva escollida (elastica, elastoplastica, de fluid, etc.) ni per la
cinematica (deformacio finita o infinitesimal) considerada.

11.2.1 Interpretacio del principi dels treballs virtuals

Considerem el medi continu en la configuracié actual ¥V, a temps |f] sotmes a
unes forces massiques ficticies b (x,£)=b(x,#) —a(x,7) ia les forces superficials
reals t'(x,7) (vegeu la Figura 11-3) i suportant les tensions reals o(x,?).

Considerem, a més, una configuracié virtual (ficticia) V,,; corresponent a

Pinstant virtual separada de la configuracié real pel camp de
desplagaments virtuals (11.15):
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Desplagaments virtuals :— du(X) ; 5u‘Xer = 0‘ (11.25)

) t - configuraci6 actual
_y x\ 1+t - configuracio virtual

X Figura 11-3

Admetent una cnematica de deformacid infinitesimal, les deformacions virtuals
associades als desplagaments virtuals (11.25) serien:

’Deformacions virtuals :— de= V‘Y5u‘ (11.26)

i suposant que les tensions O(X,?) romanen constants en linterval de temps
1,4+ 8], el treball de deformaci6 virtual (#reball virtual intern) realitzat pel medi
durant aquest interval sera:

Treball
virtual - 6% = o2 8¢ Jav = [fo: v*suov (11.27)
intern v v

Aixi mateix, suposant que tant les pseudoforces massiques b"(x,f) com les

forces superficials t”(x,7) romanen constants durant el procés de deformacié

virtual en Vinterval [r,7+8¢], el treball que realitzen (#reball virtnal extern) resulta

set:
Treball
virtal { — W™ = [ p (b—a)-6u dV+ [¢"-6udr (11.28)
Nt/
extern M b* Iy

i de la comparacié del PTV en l'equacié (11.24) amb les equacions (11.27) i
(11.28), el PTV es pot interpretar com:
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Principi dels treballs virtuals

W = “5158 lav - [ fp(b—a)-éudV+ft*-Sudr]zo:
Treball Vv v S

virtual i i
| Treball virtual Treball virtual
tota intern (3Wi) extern (Wer)

(11.29)

SW = 8W" — W' =0

per a qualsevol canvi de configuraci6 virtual

cinematicament admissible ( Su‘xer =0)

11.2.2 Principi dels treballs virtuals en funcio dels vectors de
tensio i de deformacié

Dels zensors simetrics de tensid, o, i de deformacié virtual, de=V*du, de
lequaci6 (11.29), es poden extreure els vectors de tensié {o} i de deformaci6
virtual {Sg}:

d¢e o€

GX X X
c, 68}, 68y
6 . _ G, 6 . yfl 682 _ 682
{o}eR’ ; (o} = - {oe}eR® ; {de}= 51 [~ |20, (11.30)
TXZ 6’YXZ 268XZ
‘E yz Sy yz 268 yz
que satisfan la igualtat:
o:56 = (o) 56} = o6} (o)
i, j€,2,3
c,%¢, =06,0¢, =0¢,0, e 23 (t1-3h
e me{l,...6}

Substituint 'equaci6 (11.31) en I'expressié (11.29) del PTV, s’obté:

Principi dels treballs virtuals en
vectors de tensid i deformaciod

3W = [{oe}-{o}dV - [ [p(b—a)-dudr+ [t -sudl]=0=
Treball Vv v o )

virtual  Treball virtual Treball virtual
ol intern (514/) o (S (1132

SW =3W"™ —8W*' =0
per a qualsevol canvi de configuraci6 virtual
=0)

cinematicament admissible ( Su‘

xel',,

que constitueix la forma del PTV més utilitzada en enginyeria.
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NOTA

La restriccio al
problema elastic lineal
es pot fer menys
estricta i estendre’s al
cas de materials
hiperelastics en regim de
deformacié finita.

11.3 Energia potencial. Principi de
minimitzacioé de Penergia potencial

El funcional W, en termes del qual s’estableix el principi variacional de I'equaci6
(11.24), només es pot formular explicitament sota certes circumstancies. Un dels casos
en que es pot fer és el seglient:

1) ‘Pmb/mm elastic /z‘ﬂm/f

En aquest cas 'equacié constitutiva es pot escriure a partir del potencial elastic
u(e) de la seglient manera:

° (11.33)
=C:e=c

. . 1 1
Potencial elastic —» 0(g) = 58 :C:g= 50‘ i

oa(e)
%3

2) Hﬁy forces de volum p b"(x,1) sin mmemalz'mi

Hs a dir, les forces de volum esmentades deriven d’un potencial ¢(u) i, per
tant, es pot escriure:

op(w) _ —pb"=—p(b—a) (11.34)
ou

Observaci6 11-7

Un cas tipic de forces de volum consetvatives s’obté per al cas
quasiestatic (a =0) sota forces gravitatories 1 densitat constant:

b(x,t)= {0, 0, —g}T = constant s p(Xx,t)=constant

En aquest cas el potencial de forces de volum té 'expressio:

Oop(u)
= ou pb

3) LLey forces de superficie t(x,1) son mmerwfz‘yeﬁ

Per tant, deriven d’un potencial G(u) tal que:

t" =—M (11.35)
Ju
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Obsetrvacio 11-8

Un cas tipic de forces supetficials conservatives ocorre quan el vector

*

traccié t' (X, 1) és independent dels desplacaments (E;i =0). En aquest cas
u

el potencial de forces supetficials té Pexpressio:
Jdu

En les circumstancies anteriors es pot definir el segiient funcional denominat
energia potencial total:

Energia potencial

U() - _fn(e(u))dv+ J'¢(u)dv +

Energia v Ty (11.36)
potencial Energia Energia potencial  Energia potencial
total elastica de les forces de les forces
massiques superficials
la variacié de Gateaux del qual sera:
ou 0 G
5U(u;5u)=f—u 1 V5 (Su) dV+J M -Ou dV + fﬁﬁu dr =
Vv e —— Jdu Jdu
— 68 Vo= — FGT
—p(b-a) —t (11.37)

= [o:8e dV ~[pb-a)-u @V - [t'-du dr'  Vdu |du] . =0
4 vV I, ”

on s’han considerat les equacions (11.33) a (11.35). Comparant l'equacié
(11.37) amb el PTV (11.29), s’arriba a:

W = 5U(u;du)= [6: 3 dV — [p(b—a)-Su dV - [t -8u d =0
v v P (11.38)

o

Vou | E‘)u‘xEr =0

NOTA

La condicié de minim
de P'extrem es demostra
a partir del requeriment
termodinamic que

C sigui definit positiu
(vegeu el capitol 6).

Observacio 11-9

Principi de minimitzacio de 'energia potencial

El principi variacional (11.38), que continua sent la forma feble de les
equacions de Cauchy (11.12) i d’equilibti en el contorn (11.13), és ara
la variaci6 de Gateaux del funcional energia potencial U(u) de Pequaci6

(11.36). En conseqiiencia, el funcional esmentat, que per al cas de
forces massiques i superficials constants té la forma:

U(u)=jle:<c:edV—jp(b—a)-udV—jt*.udr
V\2_w__4 v T,

i(e)

presenta un extrem (que es pot demostrar que és un minim) per a la solucid del
problema elastic lineal.
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