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Introduión

El objetivo prinipal de esta tesis es estudiar en profundidad los subes-

paios hiperinvariantes y araterístios de una matriz, o equivalentemente,

de un endomor�smo de un espaio vetorial de dimensión �nita. Como en

la mayor parte de la literatura sobre el tema, nos restringimos al aso de

matries A on polinomio araterístio totalmente desomponible, dejan-

do para futuros trabajos la generalizaión a polinomios araterístios on

fatores primos de grado superior a 1.

Los subespaios A−hiperinvariantes y A−araterístios son sublases

de los subespaios A−invariantes (aquellos que ontienen su imágen por

A), onepto lave en la teoría de matries, así omo en sus apliaiones

(por ejemplo, a sistemas dinámios y a sistemas de ontrol). Responden a

la idea genéria de que sean también invariantes respeto a otras matries

relaionadas on A. Por ejemplo, es bien onoida la existenia de vetores

propios (subespaios invariantes unidimensionales) omunes a dos matri-

es que onmutan. Conretamente, los subespaios A−hiperinvariantes son
aquellos que también son invariantes para toda matriz que onmuta on A,
mientras que a los A−araterístios se les exige sólo que lo sean para las

matries inversibles que onmutan on A.

Ambos oneptos apareen por primera vez a mediados de los años 30
dentro del ontexto de la teoría de grupos. Pero no es hasta los años 70
en que empiezan a estudiarse omo parte de la teoría de matries. Con-

retamente en [12℄ se araterizan los subespaios A-hiperinvariantes y se

desribe el retíulo formado por tales subespaios. Posteriormente estos re-

sultados son reogidos en [15℄ donde también se desriben los subespaios

hiperinvariantes en el aso de matries A ∈ Mn(R) on polinomio arate-

rístio no neesariamente desomponible. En el año 2009 aparee un artíulo

de Astuti y Wimmer (ver [2℄) donde se demuestra que en el aso de ma-

tries A ∈ Mn(F) on polinomio araterístio totalmente desomponible,
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2 INTRODUCCIÓN

los subespaios araterístios oiniden on los hiperinvariantes exepto

si F = GF (2). En este asos, el Teorema de Shoda (ver [3℄) da ondiio-

nes neesarias y su�ientes para la existenia de subespaios araterístios

no hiperinvariantes. Pero la desripión de este tipo de subespaios era un

problema abierto que resolvemos en esta tesis.

Nuestro primer objetivo, por tanto, será analizar (Capítulo 2) el ompor-

tamiento del entralizador de una matriz, (esto es, el onjunto de matries

que onmutan on ella), que supondremos en forma anónia (de Jordan o

de Weyr). Conretamente, alulamos el determinante de las matries de

dihos entralizadores (ver [10℄), lo que en partiular, permite araterizar

las no singulares. Por otra parte, determinamos las imágenes de un subes-

paio vetorial dado respeto al onjunto de todas las matries de dihos

entralizadores, resultado que será lave para el posterior estudio de los

subespaios hiperinvariantes.

Empezaremos diho estudio (Capítulo 3), determinando ondiiones pa-

ra la existenia de subespaios hiperinvariantes 1-dimensionales (ver [22℄).

Más en general, usando los resultados menionados en el párrafo anterior,

araterizamos los subespaios hiperinvariantes d-dimensionales asoiándo-

los a las partiiones triviales de la de Weyr, lo ual a su vez, permite una

fáil demostraión de la ya onoida asoiada a iertas partiiones ompati-

bles on la de Segre (que llamaremos �hipertuplas�). Estas araterizaiones

nos van a permitir ontar explíitamente los subespaios hiperinvariantes

de una dimensión dada, o los orrespondientes a hipertuplas on algunos

oe�ientes pre�jados, estos últimos serán utilizados en el último apítulo.

En la última parte de la tesis (Capítulo 4), abordamos el problema abier-

to de estudiar los subespaios araterístios que no son hiperinvariantes,

uando existen (resultados de Astuti-Wimmer y Shoda ya menionados).

Conretamente damos una onstruión explíita (ver [24℄) a partir de un

tipo de tuplas asoiadas a iertas subpartiiones de la araterístia de Se-

gre, que llamaremos �hartuplas�: a ada una de ellas asoiamos dos lases

de subespaios, de forma que los subespaios araterístios no hiperinva-

riantes son preisamente las sumas diretas de dos de ellos, uno de ada

lase. Finalmente, a partir de esta onstruión desarrollamos un algorit-

mo (ver [25℄) que permite ontar expliitamente el número de subespaios

araterístios no hiperinvariantes.

En toda la tesis trabajamos on matries en forma anónia. El uso de

éstas es habitual en la teoría de matries, ya que presentan una estrutura

más simple y por lo tanto failitan los álulos a realizar. Para nuestro obje-

tivo, dada una matriz nilpotente on oe�ientes en un uerpo F ualquiera,

A ∈ Mn(F), usaremos, según orresponda en ada aso, su forma anónia

de Jordan y de Weyr, que denotaremos por J ∈ Mn(F) y por W ∈ Mn(F),
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respetivamente. Sobre la forma anónia de Jordan existe una amplia li-

teratura y su uso es generalizado, mientras que la forma anónia de Weyr

apenas ha sido explotada desde su desubrimiento, uriosamente unos años

antes de la de Jordan. El paso de una forma anónia a otra se realiza me-

diante una reordenaión de la base. El resultado de ello es que, si una matriz

de Jordan queda determinada (para ada valor propio) por la partiión lla-

mada araterístia de Segre, la de Weyr lo es por la partiión onjugada,

llamada araterístia de Weyr. Ambas formas anónias ontienen, por

tanto, la misma informaión, pero di�eren en la forma, de modo que una u

otra resulta más adeuada según el problema tratado. Así, para el estudio

de los entralizadores hemos trabajado iniialmente on matries en forma

anónia de Weyr ya que su entralizador, que denotaremos por Z(W ), pre-
senta una estrutura de matriz triangular superior por bloques que failita

la obtenión de fórmulas para la imagen respeto a las matries de Z(W )
de un subespaio vetorial ualquiera. Ello permite ver más fáilmente qué

tipo de subespaios les son invariantes, es deir, son hiperinvariantes para

W . En general, en los últimos años paree haber resurgido el uso de esta

forma anónia de Weyr (ver, por ejemplo, [21℄, [26℄ y [32℄), que hasta ahora

había sido relegada en un segundo plano respeto a la de Jordan.

Por otra parte, hemos ilustrado algunas de�niiones y resultados me-

diante su apliaión a sistemas dinámios o su relaión on las llamadas

deformaiones versales de Arnold. Finalmente, para los problemas de on-

taje hemos utilizado las ténias de tabulaión, así omo las de polinomios

generadores.

Esta tesis onsta de uatro apítulos, el ontenido de los uales va a ser

detallado a ontinuaión.

El Capítulo 1 lo dediamos a reopilar oneptos y resultados ya ono-

idos, introduiendo la notaión que va a ser utilizada a lo largo de toda

la tesis. Tal y omo hemos diho anteriormente, partimos de una matriz

A ∈Mn(F) on polinomio mínimo anulador de la forma:

m(t) = (t− λ1)
α(1,1) . . . (t− λr)

α(r,1). (1)

El teorema de desomposiión en suma direta de subespaios propios (Teo-

rema 1.1.1), nos permitirá reduirnos al aso de matries on un solo valor

propio que podremos suponer 0. En de�nitiva podremos restringirnos al

aso de matries nilpotentes.

Las matries on polinomio araterístio totalmente desomponible ad-

miten representantes en forma anónia de Jordan, J ∈ Mn(F) y en forma
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anónia de Weyr, W ∈ Mn(F). Usaremos la que más onvenga para a-

da problema. Dada A ∈ Mn(F), una matriz nilpotente, su araterístia de

Segre α = (α1, . . . , αm) es la onjugada de ω = (ω1, . . . , ωα1), on:

ωj = dimker(Aj)− dimker(Aj−1), j = 1, . . . , α1, (2)

llamada araterístia de Weyr. Su forma de Jordan queda determinada

por α y es la que resulta en ualquier base de Jordan, esto es, de la forma

(Teorema 1.1.5):

uj, Auj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ m, (3)

on generadores u1, . . . , um, de manera que

Aαjuj = 0, Aαj−1uj 6= 0 j = 1, . . . , m, (4)

Aα1−1u1, . . . , A
αm−1um, linealmente independientes. (5)

Apliando un ambio de base, de heho una reordenaión, se obtiene la de

Weyr, determinada por ω. Conretamente, tomamos omo nueva base:

Aα1−1u1, A
α2−1u2, . . . , A

αω1−1uω1 ; (6)

Aα1−2u1, . . . , A
αω2−2uω2 ; (7)

. . . , . . . , . . . ;

u1, . . . , uωα1
. (8)

Espei�amos la matriz de ambio de base P que transforma una forma

anónia en otra (Proposiión 1.1.18).

La Seión 1.2 de este apítulo reoge los resultados básios sobre subes-

paios A-invariantes, esto es, los subespaios V tales que AV ⊆ V . Tales
subespaios admiten una desomposiión en subespaios propios (Proposi-

ión 1.2.3) derivada de la anteriormente referida (Teorema 1.1.1), lo ual

nos permite reduir al aso de matries nilpotentes omo habíamos anun-

iado. Los subespaios invariantes presentan una estrutura de retíulo, que

denotaremos Inv(A). Reordamos a su vez, distintas araterizaiones o-

noidas (Proposiión 1.2.5, Proposiión 1.2.6 y Teorema 1.2.7), así omo la

desripión del retíulo Inv(A) (Subseión 1.2.2).

Finalmente, en la Subseión 1.2.3 se presentan un tipo espeial de

subespaios invariantes: los subespaios denominados �marados�, esto es,

aquellos que poseen una base de Jordan ampliable a una base de Jordan

de todo el subespaio. Este tipo de subespaios juegan un papel importan-

te en distintos problemas (ver [15℄). Introduimos una notaión para tales

subespaios que nos será de utilidad para la desripión de los subespaios
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hiperinvariantes, ya que estos son de heho, un tipo espeial de subespa-

ios marados (Teorema 3.1.14). Suponiendo A ∈Mn(F) on araterístia

de Segre α = (α1, . . . , αω1) y �jada una base de Jordan on generadores

u1, . . . , uω1, omo en (3), denotaremos (De�niión 1.2.21) omo V j
kj
al subes-

paio vetorial generado por los últimos kj vetores de la j-ésima adena de

Jordan, esto es, la j-ésima olumna del diagrama de Young orrespondiente:

V j
kj

= span{Aαj−kjuj, . . . , A
αj−1uj}, (9)

y esribiremos:

V (k1, . . . , kω1) = V 1
k1 ⊕ · · · ⊕ V ω1

kω1
. (10)

Es evidente que tales subespaios son marados y reíproamente, que todo

subespaio marado puede esribirse en esa forma para una ierta base de

Jordan.

Análogamente, si ω = (ω1, . . . , ωα1) es la araterístia de Weyr, deno-

taremos (De�niión 1.2.24) omo Ṽ j
lj
al subespaio vetorial generado por

los primeros lj vetores de la �la j-ésima del diagrama de Young orrespon-

diente:

Ṽ j
lj
= span{Jα1−ju1, . . . , J

αlj
−julj}, (11)

y esribiremos:

Ṽ (l1, . . . , lα1) = Ṽ 1
l1
⊕ · · · ⊕ Ṽ α1

lα1
. (12)

Observemos (Observaión 1.2.26) que Ṽ (l1, . . . , lα1) es marado si l1 ≥ · · · ≥
lα1 y que en este aso las dos notaiones son ompatibles por onjugaión,

es deir, si (k1, . . . , kω1) es la partiión onjugada de (l1, . . . , lα1), se tiene

que:

Ṽ (l1, . . . , lα1) = V (k1, . . . , kω1). (13)

El Capítulo 2 está dediado al estudio del entralizador de una matriz

dada (on polinomio araterístio totalmente desomponible omo venimos

suponiendo). En la Seión 2.1 reordamos la desripión de los entrali-

zadores de sus formas anónias de Weyr y de Jordan (Proposiión 2.1.1

y Teorema 2.1.8). Empezamos por el entralizador de una matriz de Weyr

Z(W ) (Subseión 2.1.1), ya que las matries de Z(W ) presentan una es-

trutura de matriz triangular por bloques que permite alular de forma

natural su determinante. Aunque toda matriz T ∈ Z(J) es equivalente a

una K ∈ Z(W ), el álulo de det T no se sigue diretamente del de detK,

puesto que no se dispone de una relaión explíita entre los oe�ientes de

ambas, de forma que, hasta el momento no se onoía una fórmula para el
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álulo de det T . La Seión 2.2 está dediada a la obtenión de una fórmu-

la para diho determinante det T , que demostramos omparando el número

de parámetros independientes y omprobando la oinidenia de la fórmula

uando los restantes se anulan (Teorema 2.2.7 y [10℄).

La última parte del apítulo (Seión 2.3) desribe la reunión de los

subespaios imágenes de un subespaio vetorial marado respeto a las

matries del entralizador. Ello es espeialmente lave en nuestra onstru-

ión, ya que reordemos que estamos estudiando subespaios invariantes

respeto a todas las matries del entralizador. Calulamos pues, (Teore-

ma 2.3.11): ⋃
{KṼ (l1, . . . , lα1), K ∈ Z(W )}, (14)

para l1 ≥ · · · ≥ lα1 . Para ello, el elemento lave (Lema 2.3.10) es que para

matries de Weyr nilpotentes W ∈Mn(F), resulta:
⋃

{KṼ j
lj
, K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαlj

−j+1, . . . , ωαlj
, 0, . . . , 0). (15)

De ahí, para matries de Jordan nilpotentes J ∈Mn(F) (Corolario 2.3.9):

⋃
{TV j

kj
| T ∈ Z(J)} = V (kj, . . . ,

(j)

kj , αj+1−αj+kj , . . . , αω1−αj+kj). (16)

El Capítulo 3 se dedia al estudio de los subespaios A-hiperinvariantes,
que denotaremos por Hinv(A), que según ya hemos diho son aquellos

subespaios V ∈ Inv(A) tales que también son B−invariantes para toda

B ∈ Z(A), esto es, para toda matriz B que onmuta on A. En ambio,

para que V ∈ Inv(A) sea A−araterístio basta on que sea B−invariante
para toda B ∈ Z∗(A), esto es, para toda matriz B inversible que onmuta

on A. A estos últimos los denotaremos por Chinv(A). Obviamente:

Hinv(A) ⊆ Chinv(A) ⊆ Inv(A). (17)

Como ya hemos heho notar, la restriión a matries B inversibles sólo

resulta signi�ativa para F = GF (2), ya que ( [3℄):

Hinv(A) = Chinv(A) , si F 6= GF (2). (18)

Al igual que Inv(A), también Hinv(A) forma un retíulo uyas propie-

dades reordamos en la Subseión 3.1.3.

Nuestro primer objetivo es araterizar y desribir los subespaios de

Hinv(A) utilizando las notaiones introduidas en el apítulo. En la Se-

ión 3.2 estudiamos el aso partiular de dimensión 1, esto es, vetores
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propios omunes a las matries de Z(A)(Teorema 3.2.1 y Teorema 3.2.4).

En la Seión 3.3 lo generalizamos a dimensiones superiores. En ambos

asos partimos de matries en forma anónia de Weyr, debido a que la

desripión de estos subespaios resulta más senilla para tales matries y

de ella se deriva la orrespondiente a matries en forma anónia de Jordan.

Conretamente tenemos que, para A ∈ Mn(F) nilpotente, los subespaios
de Hinv(A) son de la forma (Teorema 3.3.2):

Ṽ (ωj1, . . . , ωjk , 0, . . . , 0), (19)

1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ α1. (20)

O equivalentemente (Teorema 3.3.6):

V (k1, . . . , km), (21)

k1 ≥ · · · ≥ km ≥ 0, (22)

α1 − k1 ≥ · · · ≥ αm − km ≥ 0. (23)

A las partiiones (k1, . . . , km) de este tipo las denominamos hipertuplas.

Remaramos que (ver [12℄), de heho, hay una biyeión entre subespaios

hiperinvariantes e hipertuplas, quedando estos unívoamente determinados

a partir de las hipertuplas.

Esta segunda araterizaión de los subespaios hiperinvariantes por

araterístia de Segre ya era onoida (ver [12℄), pero en nuestra aso se

ha obtenido a partir de la de Weyr, que resulta más intuitiva y que no había

sido estudiada hasta ahora.

Identi�ar ada subespaio hiperinvariante on una hipertupla resulta

tremendamente útil para el ontaje de estos, que abordamos en la Se-

ión 3.5. En [12℄ se obtiene el número total de subespaios hiperinvariantes

en funión de la partiión α. Nosotros ontamos, en la Subseión 3.5.1 los

de ada dimensión y en la Subseión 3.5.2 aquellos on algunos valores

�jados en su hipertupla asoiada, los uales van a jugar un papel relevante

en nuestra desripión de los subespaios araterístios no hiperinvariantes

en el último apítulo. En el primer aso hemos identi�ado este problema

on el ontaje de soluiones para una determinada euaión diofántia (Le-

ma 3.5.2), uya soluión a su vez está asoiada a los oe�ientes de un ierto

polinomio generador (Teorema 3.5.3). Para el segundo aso hemos demos-

trado, en primer lugar, que por onatenaión podemos reduir el ontaje al

aso en que ómo máximo dos de los oe�ientes estén pre�jados. Para este

aso partiular, obtenemos una fórmula de reurrénia (Lema 3.5.9) que

permite tabular los resultados (Teorema 3.5.11 y Tabla 3.4) y nuevamen-

te reduirnos a la obtenión de un oe�iente de un polinomio generador

(Corolario 3.5.19).
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En el Capítulo 4 se desriben los subespaios araterístios no hiper-

invariantes, lo que onstituye uno de nuestros objetivos entrales. Como

ya hemos diho, trabajaremos on matries on oe�ientes en el uerpo

F = GF (2), ya que este es el únio uerpo sobre el ual existen tales subes-

paios (ver [2℄). El punto de partida para nuestra desripión es la ondi-

ión neesaria y su�iente para que efetivamente Hinv(A) 6= Chinv(A) en
GF (2), dada por Shoda en [35℄: la existenia de r y s on s > r + 1 tales

que la matriz J ∈ Mn(GF (2)) tenga exatamente un bloque de Jordan de

tamaño r y uno de tamaño s.

Vemos por tanto que, para desribir los subespaios X ∈ Chinv(A) \
Hinv(A) los elementos únios en la aratersístia de Segre de A son laves.

Es por ello que de�nimos el siguiente subonjunto (De�niión 4.3.4) de los

índies de α = (α1, . . . , αm) que orresponden a bloques de tamaño únio:

Ω = {1 ≤ i1 < . . . < il ≤ m : αijes únio}. (24)

Además, de entre los bloques de J de tamaño únio, interesan los que di-

�eran omo mínimo 2, por lo que onsideraremos subfamilias Ωt ⊆ Ω de

manera que el tamaño de los bloques orrespondientes di�era al menos en

2 (De�niión 4.3.7):

Ωt = {i1, . . . , it} ⊆ Ω, t ≥ 2, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < it ≤ m,

αi1 ≥ 2 + αi2 , . . . , αit−1 ≥ 2 + αit .
(25)

El punto de partida de nuestra araterizaión se enuentra en la Subse-

ión 4.4.1 y son las hipertuplas �estritas� relativas a bloques on subíndies

en un Ωt = {i1, . . . , it} �jado. Esto es, b = (bi1 , . . . , bit) de manera que (De-

�niión 4.3.7):

bi1 > bi2 > . . . > bit > 0,

αi1 − bi1 > αi2 − bi2 > . . . > αit − bit ≥ 0.
(26)

A las b de esta forma las llamaremos hartuplas.

A partir de ada hartupla de�niremos dos tipos de subespaios Y, Z de

forma que Y ⊕ Z ∈ Chinv(J) \ Hinv(J). La idea es que Y perteneza a un

ierto tipo de subespaios hiperinvariantes, que dejan de serlo al ampliar-

los mediante suma direta on los Z (que impondremos sean �minimales�),

pero manteniendo la ondiión de araterístios. Dihos tipos Y , Z son

introduidos en las Subseiones 4.3.3 y 4.3.4 respetivamente.

Más onretamente, si J ∈ Mn(GF (2)) es una matriz de Jordan nilpo-

tente on araterítia de Segre α = (α1, . . . , αm) y b = (bi1 , . . . , bit) es una
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hartupla asoiada a Ωt, los subespaios Y son los hiperinvariantes de la

forma:

Y = V (k1, . . . , ki1−1, bi1 − 1, ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 − 1, ki2+1, . . . , kit−1, bit − 1, kit+1, . . . , km), (27)

on la ondiión de que también sea hiperinvariante:

V (k1, . . . , ki1−1, bi1 , ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 , ki2+1, . . . , kit−1, bit , kit+1, . . . , km), (28)

A tales subespaios los denominamos hiperinvariantes asoiados a b (De�-
niión 4.3.12).

Los subespaios Z se de�nen omo los que, para:

zj = Jαij
−bijuij , 1 ≤ j ≤ t,

veri�an las tres ondiiones siguientes:

1. z ∈ Z ⇒ z = zi1 + · · ·+ zip on 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ip ≤ it, p ≤ t.

2. zj /∈ Z, para j = 1, . . . , t.

3. Cada zj es sumando para algún z ∈ Z, es deir

dim(span{z1, . . . , ẑj, . . . , zt}+ Z) = t, ∀j = 1, . . . , t.

A tales subespaios los denominamos minext asoiados a b (De�niión 4.3.15)
La Subseión 4.3.5 está dediada a nuestro teorema entral (Teore-

ma 4.3.18) que a�rma que los subespaios onstruidos de esta forma, esto

es, omo suma direta de un hiperinvariante y un minext asoiados a una

hartupla, son preisamente todos los araterístios no hiperinvariantes.

Conluimos (Corolario 4.3.19):

Corolario ( [24℄). Para J ∈ Mn(GF (2)) nilpotente, X ∈ Chinv(J) \
Hinv(J) si y sólo si X = Z ⊕ Y para algún Z, Y de�nidos omo antes;

es deir, si existe una hartupla de forma que Z e Y son, respetivamente,

un subespaio minext y un subespaio hiperinvariante asoiados a ella.

La seión �nal del apítulo está dediada a ontar los subespaios

X ∈ Chinv(J) \ Hinv(J). Este ontaje lo realizamos en tres pasos. En

primer lugar, en la Subseión 4.4.1, ontamos el número de hartuplas

(Lema 4.4.1). Este ontaje se resuelve onsiderando una hartupla omo
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una hipertupla �estrita� y adaptando los resultados ya onoidos para el

número total de hipertuplas. En la Subseión 4.4.2, ontamos el número de

subespaios minext Z para ada hartupla que se obtiene por reurrénia

(Teorema 4.4.14) on oe�ientes variables, y on el término independien-

te expresado en funión de los llamados oe�ientes binomiales gaussianos.

Hemos usado el paquete matemátio Maple para programarla y poder así

tabularla. En la Subseión 4.4.3, ontamos el número de subespaios Y
asoiados a una hartupla. Partiendo de los resultados obtenidos en la Sub-

seión 3.5.2 y proediendo omo allí por onatenaión, obtenemos este

ardinal (Lema 4.4.19) omo produto de ardinales pariales (Proposi-

ión 4.4.22, Corolario 4.4.30 y Teorema 4.4.31) en términos de las Tablas 3.4.

Nuevamente estos resultados pueden remitirse a los oe�ientes de iertos

polinomios generadores (Corolario 4.4.33).



Capítulo 1

Preliminares

1.1. Formas anónias para la semejanza

de matries

En la presente seión reordaremos las bien onoidas formas anóni-

as de Jordan y de Weyr, �jando las notaiones que vamos a utilizar en

lo que sigue. Asimismo, a partir de la araterístia de Segre, introdui-

mos nuevas partiiones que vamos a neesitar en nuestras onstruiones

(De�niión 1.1.9).

Dado F un uerpo arbitrario, onsideremos E un espaio vetorial sobre

F de dimensión n y f ∈ End(E) un endomor�smo, esto es,

f : E −→ E (1.1)

lineal. Para ada base de E, f tiene una representaión matriial A ∈
Mn(F), tomando omo olumnas las oordenadas en diha base de las imá-

genes de los vetores de la misma. Por abuso de notaión esribiremos

f(v) ≡ Av, (1.2)

suponiendo el vetor v y su imagen expresados en la base orrespondiente.

Es bien sabido que si Ā ∈Mn(F) es la matriz en otra base, existe una matriz

invertible de ambio de base S ∈ GLn(F) de manera que

Ā = S−1AS (1.3)

diiéndose que A y Ā son semejantes. Ello de�ne una relaión de equiva-

lenia en el onjunto Mn(F), que puede ser así partiionado en lases de

semejanza. Una �forma anónia� para tales lases puede verse omo un

Subespaios hiperinvariantes y araterístios: Una aproximaión

geométria 11
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representante espeialmente senillo y signi�ativo que queda determinado

por una familia de invariantes de la equivalenia y al ual puede ser re-

duida ualquier otra matriz de la lase mediante algoritmos simples. Con

ello, dos matries son semejantes si se reduen a la misma forma anónia

onsiderada.

En este apítulo nos vamos a referir a las formas anónias llamadas

de Jordan y de Weyr, que resultan inmediatamente de las araterístias

de Segre y de Weyr respetivamente. Ambas son familias ompletas de in-

variantes lasi�atorios y fáilmente alulables una a partir de otra omo

veremos (por onjugaión). Puede deirse, por tanto, que ambas formas a-

nónias ontienen la misma informaión pero di�eren en su representaión,

de manera que en ada aso puede resultar más útil una u otra, en funión

de las operaiones a realizar o de los resultados a deduir.

En todo lo que sigue nos limitaremos a onsiderar matries A ∈ Mn(F)
que admiten una forma anónia de Jordan/Weyr, esto es, uyo polinomio

araterístio desomponga totalmente. En partiular si F es un uerpo

algebraiamente errado, ello ourre para toda matriz A ∈Mn(F).

1.1.1. Primera desomposiión

Supongamos por tanto que el polinomio araterístio de A, det(A−tIn),
desompone totalmente en potenias de fatores primos de grado 1, esto es,

que sus raíes (valores propios) perteneen a F. En tal aso la bien onoi-

da �primera desomposiión� de E en suma direta de subespaios propios

generalizados (kerP n
i (A), donde Pi(t) es un fator primo del polinomio a-

raterístio), se simpli�a en la siguiente forma:

Teorema 1.1.1. (Primera desomposiión) Sea A ∈ Mn(F) on polinomio

mínimo anulador:

m(t) = (t− λ1)
α(1,1) . . . (t− λr)

α(r,1). (1.4)

Se veri�a:

1. Los subespaios propios generalizados resultan:

Ei = ker(A− λiIn)
n = ker(A− λiIn)

α(i,1), i = 1, . . . , r. (1.5)

2. Para i = 1, . . . , r, Ei es A−invariante (esto es, AEi ⊆ Ei).

3. E = E1 ⊕ . . .⊕ Er.

Esta desomposiión va a permitir en muhos asos reduir nuestro es-

tudio a matries on un solo valor propio, que además podremos suponer

0. En de�nitiva, podremos restringirnos a matries A nilpotentes.
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1.1.2. Forma anónia de Jordan

La forma anónia de Jordan apareió desrita por primera vez en 1870

en el libro de Camile Jordan �Treatise on substitutions and algebrai equa-

tions� para el aso F = GF (p), esto es, si F es un uerpo �nito de orden un

primo p.
Como detallamos a ontinuaión, una matriz de Jordan es una matriz

diagonal por bloques, ada uno de los uales (bloque de Jordan) tiene los

elementos de la diagonal iguales a un mismo valor λ (un valor propio) y

los de la subdiagonal iguales a 1. La araterístia de Segre es el onjunto

de los valores propios junto on, para ada uno de ellos, los tamaños de los

bloques de Jordan en los que �gura. Dada una matriz de Jordan, la arate-

rístia de Segre queda determinada de forma únia, y reíproamente, salvo

reordenamientos de los bloques de Jordan.

Veremos también que la araterístia de Weyr es la partiión onjugada

de la de Segre (y reíproamente). Reordemos que la partiión onjugada

ω = (ω1, . . . , ωα1) de una partiión α = (α1, . . . , αm) dada se de�ne omo:

ωj = #{i = 1, . . . , m : αi ≥ j}. (1.6)

Es útil representarlas mediante los llamados diagramas de Young, donde

α son las olumnas y ω las �las.

Ejemplo 1.1.2. Dada la partiión α = (5, 2, 2, 1) tenemos que ω = (4, 3, 1, 1, 1).
Estas partiiones vienen dadas respetivamente por la longitud de las o-

lumnas y las �las del siguiente diagrama de Young:

De�niión 1.1.3. (1) Un bloque de Jordan es una matriz triangular in-

ferior de la forma: 


λ 0 . . . 0 0
1 λ . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . λ 0
0 0 . . . 1 λ



. (1.7)
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(2) Una matriz de Jordan J ∈Mn(F) es una matriz diagonal por bloques

de Jordan. Si agrupamos las que tienen un mismo valor diagonal,

resulta

J =



J(λ1)

. . .

J(λr)


 ∈Mn(F) (1.8)

on λi, 1 ≤ i ≤ r, los distintos valores propios de J , y

J(λi) =



J1(λi)

. . .

Jmi
(λi)


 , 1 ≤ i ≤ r, (1.9)

donde

Jj(λi) =




λi 0 . . . 0 0
1 λi . . . 0 0
...

...
...

...
0 0 . . . λi 0
0 0 . . . 1 λi



∈Mα(i,j)(F), 1 ≤ j ≤ mi (1.10)

son las también llamadas matries básias de Jordan.

(3) Para ada valor propio λi, 1 ≤ i ≤ r, onsideraremos que los bloques

de Jordan orrespondientes a J(λi) están ordenados en orden dere-

iente respeto a su tamaño, esto es, α(i, 1) ≥ . . . ≥ α(i,mi), donde
α(i, j) es el tamaño del bloque j orrespondiente al valor propio λi.
En partiular, la partiión

(α(i, 1), . . . , α(i,mi)) (1.11)

es la araterístia de Segre de J relativa a λi.

(4) Es fáil ver que diha partiión es la onjugada de

(ω(i, 1), . . . , ω(i, qi)) (1.12)

donde

ω(i, j) = dimker(J − λiIn)
j − dimker(J − λiIn)

j−1, j = 1, . . . , qi
(1.13)

llamada araterístia de Weyr de J relativa a λi. En partiular,

mi = ω(i, 1), (1.14)

α(i, 1) = qi. (1.15)
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El resultado fundamental es que toda matriz que tenga los valores pro-

pios oinidentes y la misma araterístia de Segre (Weyr) para ada uno,

es reduible por ambio de base a J :

Teorema 1.1.4. (Forma anónia de Jordan) Sea A ∈ Mn(F) on polino-

mio araterístio totalmente desomponible, on valores propios λ1, . . . , λr
omo antes. Si para ada uno, las araterístias de Segre (Weyr) oiniden

on las anteriores, esto es,

dimker(A− λiIn)
j = dimker(J − λiIn)

j , j = 0, 1, . . . (1.16)

entones existe una matriz invertible de ambio de base S ∈ GLn(F) tal

que:

J = S−1AS. (1.17)

Se die entones que J es la forma anónia de Jordan de A, estando bien

de�nida salvo reordenamientos en los bloques J(λ1), . . . , J(λr).

Cualquier base en que la matriz tenga esta forma anónia se llama base

de Jordan, que desribiremos a ontinuaión.

Como ya habíamos diho, a partir de la primera desomposiión (Teo-

rema 1.1.1) es inmediato ver que podemos reduir nuestro estudio al aso

en que A tenga un únio valor propio, que además podemos suponer 0. Por

onsiguiente, en el resto del apartado supondremos A nilpotente.

Teorema 1.1.5. (Bases de Jordan) Si A es una matriz de Jordan nilpo-

tente, esribiremos su araterístia de Segre simplemente omo:

α = (α1, . . . , αm). (1.18)

Es deir, m = dimker(A), y α1 ≥ · · · ≥ αm denotan los tamaños de los blo-

ques de Jordan. Toda base de Jordan está formada por adenas de Jordan:

uj, Auj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ m, (1.19)

on generadores

u1, . . . , um, (1.20)

que han de veri�ar

Aαjuj = 0, Aαj−1uj 6= 0 j = 1, . . . , m, (1.21)

y

Aα1−1u1, . . . , A
αm−1um, (1.22)

linealmente independientes.
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Resulta intuitivo visualizar las bases de Jordan en un diagrama de

Young, disponiendo las adenas de Jordan por olumnas, omo muestra

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.6. Para α = (3, 3, 2, 2, 2, 1), las bases de Jordan se presentan

omo:

u1 u2

Au1 Au2 u3 u4 u5

A2u1 A2u2 Au3 Au4 Au5 u6

Observaión 1.1.7. Si λ 6= 0 es el únio valor propio de A, las bases

de Jordan resultan de sustituir A por A − λIn en las adenas de Jordan

anteriores.

De�niión 1.1.8. En las ondiiones del Teorema 1.1.5:

(1) Para ada vetor w ∈ E, w 6= 0, su altura (exponente en [2℄) p =
height(w) ≥ 1 y su profundidad q = depth(w) se de�nen omo

height(w) = p⇔ w ∈ kerAp, w /∈ kerAp−1,

depth(w) = q ⇔ w ∈ ImAq, w /∈ ImAq+1.

En partiular, height(Akuj) = αj − k y depth(Akuj) = k.

(2) Esribiremos omo V 1, . . . , V m
los orrespondientes subespaios mo-

nogénios,

E = V 1 ⊕ · · · ⊕ V m, V j = span{uj, Auj, . . . }.

A vees nos será de utilidad agrupar los subespaios monogénios en

funión de su dimensión, para lo ual introduimos las siguientes partiiones.

De�niión 1.1.9. Si n1 > . . . > nτ son los distintos valores de la partiión

α y s1, . . . , sτ denota uantas vees ada valor n1, . . . , nτ se repite en α,
de�nimos las siguientes tuplas asoiadas a α:

N(α) = (n1, . . . , nτ ),
S(α) = (s1, . . . , sτ ),
D(α) = (d1, d2, . . . , dτ−1, dτ ),

(1.23)

on di = ni − ni+1, 1 ≤ i ≤ τ − 1 y dτ = nτ .
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Ejemplo 1.1.10. Si α = (5, 2, 2, 1), entones τ = 3, N(α) = (5, 2, 1),
S(α) = (1, 2, 1), D(α) = (3, 1, 1). Esto puede visualizarse en el siguiente

diagrama de Young (donde α1, α2, . . . están representadas por las alturas

de las olumnas).

✛ ✲

✛ ✲

✛ ✲

✛ ✲✛ ✲✛ ✲

✻
❄

✻
❄

✻

❄

✻

❄

✻
❄

✻

❄

d1

d2

d3

n1

n2

n3

s1 s2 s3

S1

S2

S3

α = (5, 2, 2, 1)

Usando la notaión anterior:

E = U1 ⊕ · · · ⊕ U τ , (1.24)

U1 = V 1 ⊕ · · · ⊕ V s1 , U2 = V s1+1 ⊕ · · · ⊕ V s1+s2, . . . (1.25)

De forma análoga:

J =



J1

. . .

Jm


 =



J̄1

. . .

J̄τ


 , (1.26)

donde Ji ∈ Mαi
(F), i = 1 . . . , m, son las orrespondientes matries básias

de Jordan. Y

J̄1 =



J1

. . .

Js1


 , J̄2 =



J̄s1+1

. . .

J̄s1+s2


 , . . . (1.27)
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Ejemplo 1.1.11. Para α = (3, 3, 2, 2, 2, 1), omo en el Ejemplo 1.1.6 tene-

mos

U1 = V 1 ⊕ V 2, U2 = V 3 ⊕ V 4 ⊕ V 5, U3 = V 6, (1.28)

(1.29)

J =



J1

. . .

J6


 =




J̄1

J̄2
J̄3



 , (1.30)

(1.31)

J̄1 =

[
J1

J2

]
=




0 0 0
1 0 0
0 1 0

0 0 0
1 0 0
0 1 0



, (1.32)

(1.33)

J̄2 =



J3

J4
J5


 =




0 0
1 0

0 0
1 0

0 0
1 0



, (1.34)

(1.35)

J̄3 =
[
J6
]
=

[
0
]
. (1.36)

1.1.3. Forma anónia de Weyr

La forma de Weyr fue introduida por el matemátio heo Eduard Weyr

en 1885. Esta forma ha sido redesubierta de forma periódia bajo distintos

nombres omo: forma de Jordan modi�ada, forma de Jordan reordenada,

segunda forma de Jordan y H-forma. En partiular, la forma de Weyr fue

redesubierta por G. Belitskii on la motivaión de enontrar una forma

anónia on la propiedad de que toda matriz que onmutase on ella fuese

triangular superior por bloques, ver [4℄ y [31℄. En [32℄ y [26℄, pueden en-

ontrarse exposiiones modernas aera de esta forma así omo numerosas

apliaiones. Empezamos onsiderando el aso de una matriz A ∈ Mn(F)
on un únio valor propio λ y araterístia de Segre α.
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Usando propiedades elementales de los diagrama de Young de la De�-

niión 1.1.9, resulta el siguiente lema:

Lema 1.1.12. Sea A ∈ Mn(F) una matriz on un solo valor propio, y

sean α y ω sus araterístias de Segre y de Weyr respetivamente. Con las

notaiones de la De�niión 1.1.9 resulta que:

N(ω) = (Sτ , Sτ−1, . . . , S1)
S(ω) = (dτ , dτ−1, . . . , d1)
D(ω) = (sτ , . . . , s1)

(1.37)

donde Si =
∑i

j=1 sj.

Ejemplo 1.1.13. Para α omo en el Ejemplo 1.1.10: ω = (4, 3, 1, 1, 1),
N(ω) = (4, 3, 1), S(ω) = (1, 1, 3) y D(ω) = (1, 2, 1).

✛ ✲
✛ ✲
✛✲
✛✲✛✲✛ ✲

✻
❄

✻

❄

✻
❄

✻
❄

✻

❄

✻

❄

n1

n2

n3

d1

d2

d3

s1 s2 s3

S1

S2

S3

ω = (4, 3, 1, 1, 1)

Reordenando una base de Jordan por alturas reientes y para una mis-

ma altura, profundidades dereientes (ver Ejemplo 1.1.17) se obtiene la

llamada forma anónia de Weyr.

Teorema 1.1.14. (Forma anónia de Weyr) Dada una matriz A ∈ Mn(F)
on un únio valor propio λ y on araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm),
onjugada de la de Weyr, ω = (ω1, . . . , ωα1). Entones, reordenando adeua-
damente una base de Jordan, se obtiene la matriz W ∈Mn(F) partiionada
por (α1)

2
bloques Wi,j ∈Mωi×ωj

(F) de la siguiente forma:
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1. Los bloques de la diagonal prinipal,Wi,i son matries esalares ωi×ωi:

λIωi
, (1.38)

para i = 1, . . . , α1.

2. Los primeros bloques de la superdiagonal Wi,i+1 son de la forma:

Wi,i+1 =

[
Iωi+1

O

]
∈Mωi×ωi+1

(F), (1.39)

para i = 1, . . . , α1 − 1.

3. Todos los otros bloques son la matriz nula.

De�niión 1.1.15. A la matrizW de�nida omo en el teorema anterior la

llamaremos forma anónia de Weyr de A.

Observaión 1.1.16. Una diferenia importante entre la forma de Jordan

y la de Weyr es que si onsideramos una matriz de Jordan on un únio

valor propio λ, esta matriz es de heho una suma (direta) de matries de

Jordan básias. Esto en ambio no es ierto si onsideramos una matriz en

forma de Weyr.

Ejemplo 1.1.17. Siguiendo on el Ejemplo 1.1.10:

W =




λ 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 λ 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 λ 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 λ 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 λ 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 λ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 λ 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 λ 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 λ 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 λ




En este aso si onsideramos una base de Jordan asoiada a J :
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u1

(A− λIn)u1

(A− λIn)
2u1

(A− λIn)
3u1 u2 u3

(A− λIn)
4u1 (A− λIn)u2 (A− λIn)u3 u4

La matriz W resulta en la base

(A−λIn)4u1, (A−λIn)u2, (A−λIn)u3, u4, (A−λIn)3u1, u2, u3, (A−λIn)2u1, (A−λIn)u1, u1.

En general, las bases de Weyr resultan de reordenar las bases de Jordan

�por �las� en vez de �por olumnas�: se ordenan las �las de �abajo a arriba�,

y en ada una de ellas, los vetores de izquierda a dereha.

Proposiión 1.1.18. (Bases de Weyr)

(1) Para α = (α1, . . . , αm) y ω = (ω1, . . . , ωα1), tenemos que si una base

de Jordan viene dada por:

u1, (A− λIn)u1, . . . , (A− λIn)
α1−1u1; (1.40)

u2, (A− λIn)u2, . . . , (A− λIn)
α2−1u2; (1.41)

. . . , . . . , . . . ;

um, (A− λIn)um, . . . , (A− λIn)
αm−1um, (1.42)
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entones, la reordenaión de la base anterior que da omo resultado

la matriz de Weyr es (reordemos que m = ω1):

(A− λIn)
α1−1u1, (A− λIn)

α2−1u2, . . . , (A− λIn)
αω1−1uω1; (1.43)

(A− λIn)
α1−2u1, . . . , (A− λIn)

αω2−2uω2; (1.44)

. . . , . . . , . . . ;

u1, . . . , uωα1
. (1.45)

(2) La matriz resultante W se puede esribir:

W = P tJP, (1.46)

donde P = [pi,j]1≤i,j≤n ∈ GLn(F) es una matriz de permutaiones on

todos los oe�ientes nulos exepto los siguientes que son iguales a 1

(reordemos que α1 + . . .+ αm = ω1 + . . . ωα1 = n):

pα1,1 pα1−1,ω1+1 . . . p1,ω1+...+ωα1−1+1

...
...

...
...

... p1,n
pα1+···+αi,i pα1+...+αω2−1,ω1+ω2

...
pn,ω1

(1.47)

Ejemplo 1.1.19. Para α = (5, 2, 2, 1) y ω = (4, 3, 1, 1, 1), la matriz P tiene

omo elementos no nulos e iguales a 1:

p5,1 p4,5 p3,8 p2,9 p1,10
p7,2 p6,6
p9,3 p8,7
p10,4

(1.48)

y por lo tanto:

P =




0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0




(1.49)
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Hemos notado V 1, V 2, . . . , los subespaios generados por ada olumna

del diagrama de Young. Análogamente, notamos Ṽ 1, Ṽ 2, . . . los generados
por ada �la.

De�niión 1.1.20. Esribiremos omo Ṽ 1, . . . , Ṽ α1
los siguientes subespa-

ios

E = Ṽ 1⊕· · ·⊕ Ṽ α1 , Ṽ j = span{(A−λIn)
α1−ju1, . . . , (A−λIn)

αωj
−juωj

}.

Para el aso general en que A ∈ Mn(F) tenga más de un valor propio,

su forma anónia de Weyr W ∈Mn(F) será de la forma:

De�niión 1.1.21. (1) Una matriz de Weyr es una matriz diagonal por

bloques de Weyr. Si agrupamos los que tienen un mismo valor diago-

nal, resulta:

W =



W (λ1)

. . .

W (λr)


 ∈Mn(F), (1.50)

on λi, 1 ≤ i ≤ r, los distintos valores propios de W , y

W (λi) =



W1(λi)

. . .

Wqi(λi)


 , 1 ≤ i ≤ r, (1.51)

donde Wj(λi) son matries básias de Weyr de�nidas omo en el Teo-

rema 1.1.14.

(2) Para ada valor propio λi, 1 ≤ i ≤ r, onsideraremos que los bloques

de Weyr orrespondientes a W (λi) están ordenados en orden dere-

iente respeto a su tamaño, esto es, ω(i, 1) ≥ . . . ≥ ω(i, qi), donde
ω(i, j) es el tamaño del bloque j orrespondiente al valor propio λi.

En partiular, la partiión:

ω(i, 1) ≥ . . . ≥ ω(i, qi) (1.52)

es la araterístia de Weyr de W relativa a λi.
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1.1.4. Deformaiones miniversales de Arnold

La reduión de una matriz a su forma de Jordan (o de Weyr) es una

operaión inestable en el sentido de que pequeñas perturbaiones en los

oe�ientes de la matriz pueden provoar ambios sustaniales en su tipo

de semejanza.

Ejemplo 1.1.22. Si onsideramos la familia de matries:

A(ε) =

[
0 ε
1 0

]
, (1.53)

su forma reduida de Jordan para ε = 0 es:

A(0) =

[
0 0
1 0

]
, (1.54)

(esto es, un nodo degenerado) mientras que para ε 6= 0 es:

J(ε) =

[ √
ε 0
0 −√

ε

]
, ε 6= 0, (1.55)

(esto es, una silla para ε > 0 y un entro para ε < 0).

En 1971, Arnold abordó esta inestabilidad en el aso F = C, median-

te la noión de deformaión versal. En primer lugar vamos a reordar tal

de�niión (ver [1℄, [36℄).

De�niión 1.1.23. Dada la variedad difereniable M = Mn(C), una de-

formaión ϕ(t) de A0 ∈ M es una apliaión difereniable de la forma:

ϕ : U0 −→ M, (1.56)

de manera que U0 ⊆ Cl
es un entorno abierto del origen y ϕ(0) = A0. A

t = (t1, . . . , tl) los llamaremos parámetros de la deformaión.

De�niión 1.1.24. Una deformaión ϕ(t) de A0 se die que es versal si

ualquier otra deformaión ψ(u) de A0, donde u = (u1, . . . , uk) ∈ U ′
0 ⊂ Ck

,

puede esribirse en algún entorno del origen omo:

ψ(u) = S−1(u)ϕ(θ(u))S(u), u ∈ U ′′
0 ⊂ U ′

0, (1.57)

donde

θ : U ′′
0 −→ Cl

(1.58)
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y

S : U ′′
0 −→ GLn(C) (1.59)

son apliaiones difereniables tales que θ(0) = 0 y S(0) = In. Las de-

formaiones versales on un número mínimo de parámetros se denominan

miniversales.

Es deir, una deformaión es versal uando ualquier otra deformaión

es equivalente a la induida por ella a través de una apliaión difereniable

de parámetros. Las deformaiones versales, por tanto, permiten onoer las

posibles matries resultantes de perturbar la matriz entral A0. Más en ge-

neral, failitan el estudio de singularidades, diagramas de bifuraiones,. . .

El punto lave de la teoría de Arnold es ver las lases de equivalenia

omo órbitas respeto a la aión de un grupo de Lie sobre una variedad

difereniable, de manera que resultan ser subvariedades difereniables de

la misma. En nuestro aso, está laro que las lases de semejanza son las

órbitas respeto a la aión de onjugaión:

Lema 1.1.25. El grupo G = GLn(C) atúa difereniablemente sobre M =
Mn(C) mediante:

α : G ×M −→ M, (1.60)

α(S,A) = S−1AS, (1.61)

de modo que la órbita de A oinide on su lase de semejanza:

O =
{
S−1AS, S ∈ G

}
. (1.62)

Del teorema de la órbita errada (ver [18℄) se dedue el siguiente resul-

tado:

Proposiión 1.1.26. En las ondiiones del lema anterior, toda lase de

semejanza es una subvariedad difereniable loalmente errada de M y su

frontera es la unión de lases de equivalenia (u órbitas) de dimensión es-

tritamente inferior. En partiular, las lases de equivalenia (u órbitas) de

dimensión mínima son erradas.

Esta interpretaión de las lases de equivalenia permite la siguiente

araterizaión de las deformaiones versales/miniversales que ulmina esta

ténia de Arnold.

Teorema 1.1.27 ( [1℄). Una deformaión ϕ(t) de A0 ∈Mn(C) es versal si

y sólo si es transversa en A0 a la órbita de A0, es deir:

Tϕ(0)M = Tϕ(0)O(A0) + Im dϕ0. (1.63)
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En partiular, es miniversal si la anterior suma es direta.

Observaión 1.1.28. Del teorema anterior se sigue que el número de pará-

metros de ualquier deformaión miniversal de A0 oinide on la odimen-

sión de la órbita O(A0). Más en general, loalmente en A0, M es difeomorfa

al produto artesiano de O(A0) por ϕ(U0).

Observaión 1.1.29. Las anteriores de�niiones y resultados se generali-

zan de forma natural a otros espaios y relaiones de equivalenia. Véase,

por ejemplo, [36℄, [7℄ y [11℄.

1.2. Subespaios invariantes

1.2.1. De�niión y araterizaiones

En primer lugar, reordemos la de�niión de subespaio invariante para

el aso de una apliaión lineal f ∈ End(E) on matriz asoiada A en una

base de E.

De�niión 1.2.1. Dado f un endomor�smo de E, sea A su matriz en una

ierta base. Un subespaio vetorial V ⊆ E se die que es f -invariante
(A−invariante) si:

f(V ) ⊆ V (AV ⊆ V ). (1.64)

Esribiremos Inv(A) el onjunto de tales subespaios.

Observaión 1.2.2. Por abuso de notaión, designaremos también por V
las matries uyas olumnas forman una base del subespaio V . Con ello, la

de�niión anterior puede reesribirse de la forma siguiente: un subespaio

vetorial V es un subespaio A−invariante si y sólo si existe una matriz X
tal que

AV = V X. (1.65)

Si S−1AS = J , entones un subespaio V es A−invariante si y sólo si

S−1V es J−invariante. Por lo tanto podemos reduirnos al aso de matries

de Jordan. Por otra parte, la propiedad siguiente permite reduirnos al aso

de un solo valor propio, que podemos suponer 0 sin pérdida de generalidad.

Proposiión 1.2.3 ( [15℄). En las ondiiones del Teorema 1.1.1, todo

subespaio vetorial A−invariante V desompone en una suma direta de

la forma:

V = (V ∩ E1)⊕ . . .⊕ (V ∩ Er), (1.66)

siendo V ∩ Ei invariante respeto a A|Ei
.



1.2 - Subespaios invariantes 27

De�niión 1.2.4. Dado V ⊂ E un subespaio f−invariante, se de�ne la

restriión de f a V :

f0 : V −→ V (1.67)

de forma natural mediante f0(x) = f(x), ∀x ∈ V . También diremos que

f es una extensión de f0.

La siguiente araterizaión matriial resulta inmediatamente de la De-

�niión 1.2.1.

Proposiión 1.2.5. (Caraterizaión matriial) Sea A ∈ Mn(F) y V un

subespaio vetorial tal que dim(V ) = d. Entones, V es A−invariante si y

sólo si, en toda base S adaptada a V (esto es, una base de E obtenida por

ampliaión de una de V ) es

A′ = S−1AS =

[
A1 A2

O A3

]
, (1.68)

donde A1 ∈Md(F) es la matriz asoiada a la restriión.

Del resultado anterior se sigue la siguiente araterizaión dinámia.

Proposiión 1.2.6. (Caraterizaión dinámia) Consideremos el sistema

dinámio lineal:

ẋ(t) = Ax(t)
(1.69)

on A ∈Mn(R). Entones, un subespaio V es A−invariante si y sólo si se

umple:

x(0) ∈ V ⇒ x(t) ∈ V, ∀t. (1.70)

Otra araterizaión de los subespaios invariantes es el siguiente teore-

ma debido a Halmos.

Teorema 1.2.7 ( [16℄). Sea A ∈ Mn(C) que admite reduida de Jordan.

Todo subespaio A−invariante V puede esribirse omo:

V = kerB = ImC, (1.71)

siendo B,C ∈ Z(A), esto es, matries que onmutan on A.
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1.2.2. Propiedades estruturales

La suma y la interseión de subespaios A-invariantes es también A-
invariante, on lo que Inv(A) es un retíulo. En efeto, reordemos que

se de�ne un retíulo omo un onjunto parialmente ordenado de manera

que para todo par de elementos L1 y L2 podemos de�nir una interseión

(máxima ota inferior), que esribimos L1 ∩ L2, y una unión (mínima ota

superior), que esribimos L1+L2. Por tanto, Inv(A) es un retíulo respeto

a la ordenaión parial de la inlusión. El retíulo Inv(A) está ampliamente

desrito en [5℄: Inv(A) es un retíulo que tiene elemento ero {0} y elemento

unidad E de manera que para todo L ∈ Inv(A), {0} ⊂ L ⊂ E. En todo

lo que sigue onsideraremos retíulos que tienen elemento ero y elemento

unidad.

Observaión 1.2.8. Dado un retíulo L, al invertir su relaión de orden

se obtiene también un retíulo llamado retíulo dual.

De�niión 1.2.9. Un retíulo L diremos que es:

a) omplementado si para todo L1 ∈ L existe al menos un elemento

L2 ∈ L tal que:

L1 ∩ L2 = {0} y L1 + L2 = E. (1.72)

b) distributivo si y sólo si:

∀L1, L2, L3 ∈ L, L1 ∩ (L2 + L3) = (L1 ∩ L2) + (L1 ∩ L3). (1.73)

) modular si y sólo si la identidad anterior se umple siempre que

L1 ⊂ L3. (1.74)

d) autodual si y sólo si es isomorfo a su retíulo dual.

De�niión 1.2.10. Diremos que un retíulo es un álgebra booleana si y

sólo si es distributivo y omplementado.

Observaión 1.2.11. El retíulo formado por todos los subespaios ve-

toriales de E es modular, por lo tanto también lo es el subretíulo de los

subespaios invariantes Inv(A), siendo A la matriz de un endomor�smo de

E en una base ualquiera.

Lema 1.2.12 ( [5℄). Para el retíulo Inv(A) se umple que:
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1. Inv(A) es autodual.

2. Inv(A) es distributivo si y sólo si A es ília (esto es, E = span{v, Av, . . .}).

3. Inv(A) es un álgebra booleana si y sólo si A es ília y diagonaliza.

Teorema 1.2.13 ( [5℄). Sea B ∈ Mn(F) tal que B ∈ Z(A). Entones

Inv(A) ⊂ Inv(B) si y sólo si B es un polinomio en A.

Observaión 1.2.14. En el aso de que A y B no onmuten, el teore-

ma anterior también se umple uando los polinomios mínimos de A y B
oiniden.

En uanto a la estrutura difereniable, resulta natural partiionar Inv(A)
según la dimensión del subespaio invariante, de modo que ada parte es

un subonjunto de la grassmaniana orrespondiente:

Inv(A) =
⋃

d

Invd(A), Invd(A) ⊂ Grd(E). (1.75)

Con todo, en [33℄ se prueba que Invd(A) no es una variedad diferenia-

ble regular sino una variedad estrati�ada, agrupando en ada estrato los

subespaios on una misma forma de Jordan de la restriión.

Proposiión 1.2.15. Sea A ∈ Mn(C) una matriz nilpotente on arate-

rístia de Segre α = (α1, . . . , αm). Si designamos por α′ = (α′
1, . . . , α

′
m′) las

posibles araterístias de Segre de la restriión a un subespaio invarian-

te y por Invd(A, α
′) al onjunto de los subespaios invariantes on diha

restriión, entones Invd(A) es una variedad estrati�ada:

Invd(A) =
⋃

α′

Invd(A, α
′), (1.76)

donde ada estrato Invd(A, α
′) resulta ser una variedad difereniable de di-

mensión:

dim Invd(A, α
′) =

α′

1∑

i=1

ω′
i(ωi − ω′

i), (1.77)

siendo ω = (ω1, . . . , ωα1), ω
′ = (ω′

1, . . . , ω
′
α′

1
) las partiiones onjugadas de

α y de α′
respetivamente.

Superando esa di�ultad, en [7℄ se onsidera el onjunto de parejas

(A, V ), on V un subespaio A−invariante de dimensión d:
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Teorema 1.2.16. El onjunto

{(A, V ) : V A− invariante, dimV = d} ⊂Mn(C)×Grd(E) (1.78)

es una variedad difereniable de dimensión n2
.

De manera natural se de�ne la siguiente relaión de equivalenia

De�niión 1.2.17.

(A, V ) ∼ (A′, V ′) ⇔ V ′ = S−1V, A′ = S−1AS, (1.79)

para algún S ∈ GLn(C).

Representantes signi�ativos de ada lase pueden obtenerse, por ejem-

plo, exigiendo S−1AS = J de Jordan o bien S−1V =

[
Id
O

]
.

Siguiendo las ténias de Arnold (ver 1.1.4) tenemos el siguiente resul-

tado.

Proposiión 1.2.18. Las anteriores lases de equivalenia oiniden on

las órbitas de la aión del grupo lineal GLn(C) mediante:

S × (A, V ) −→ (S−1AS, S−1V ). (1.80)

En partiular, dihas lases son subvariedades difereniables.

1.2.3. Subespaios marados

Los subespaios marados fueron introduidos en [15℄ omo un tipo es-

peialmente interesante de subespaios invariantes.

De�niión 1.2.19. En las ondiiones de la De�niión 1.2.4, V se die

marado si existe una base de Jordan de la restriión f0 que puede ser

ampliada a una base de Jordan de f . Esribiremos Mark(A) el onjunto de

tales subespaios.

Como onseuenia de la Proposiión 1.2.3, tenemos que:

V es marado ⇔ V ∩ Ei ≡ V ∩ ker(A− λiIn)
n

es marado, (1.81)

para 1 ≤ i ≤ r. Por tanto podemos onsiderar el aso en que A tiene un

únio valor propio, el ual podemos suponer 0 sin pérdida de generalidad.
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Ejemplo 1.2.20. Si onsideramos una matriz A ∈Mn(F) nilpotente, y una
base de Jordan formada por las adenas:

uj, Auj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ m. (1.82)

Entones, todo subespaio generado por �subadenas�

Akjuj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ m, (1.83)

es marado.

Más en general, la siguiente de�niión permite una desripión explíita

de los subespaios marados.

De�niión 1.2.21. Sea α = (α1, . . . , αω1) la araterístia de Segre de una
matriz nilpotente A ∈ Mn(F). Se die que (k1, . . . , kω1) es una tupla admi-

sible si 0 ≤ kj ≤ αj. En tal aso, �jada una base de Jordan on generadores

u1, . . . , uω1, esribiremos omo V j
kj

al subespaio vetorial generado por los

últimos kj vetores de la adena de Jordan orrespondiente:

V j
kj

= span{Aαj−kjuj, . . . , A
αj−1uj}. (1.84)

Asimismo esribimos:

V (k1, . . . , kω1) = V 1
k1
⊕ · · · ⊕ V ω1

kω1
. (1.85)

Podemos onsiderar el aso en que kj sea negativo, mediante:

V j
kj

= 0, si kj ≤ 0. (1.86)

Ejemplo 1.2.22. Si α es omo en el Ejemplo 1.1.11, entones:

V (2, 1, 1, 0, 0, 1) = span{Ju1, J2u1, J
2u2, Ju3, u6}.

Es evidente que:

Proposiión 1.2.23. Para A ∈ Mn(F) nilpotente on araterístia de

Segre α = (α1, . . . , αω1). Los subespaios marados son los de la forma:

V (k1, . . . , kω1), (1.87)

siendo (k1, . . . , kω1) una tupla admisible.

De forma análoga a la De�niión 1.2.21, tenemos:
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De�niión 1.2.24. En las ondiiones de la De�niión 1.2.21, sea ω =
(ω1, . . . , ωα1) la araterístia de Weyr y (l1, . . . , lα1) una tupla admisible,

esto es, 0 ≤ lj ≤ ωj . En tal aso, esribiremos omo Ṽ j
lj
al subespaio

vetorial generado por los primeros lj vetores de la �la j-ésima del diagrama

de Young orrespondiente:

Ṽ j
lj
= span{Aα1−ju1, . . . , A

αlj
−julj}, (1.88)

y esribimos:

Ṽ (l1, . . . , lα1) = Ṽ 1
l1
⊕ · · · ⊕ Ṽ α1

lα1
. (1.89)

Podemos onsiderar el aso en que lj sea negativo, mediante:

Ṽ j
lj
= 0, si lj ≤ 0. (1.90)

Ejemplo 1.2.25. Para ω = (4, 3, 1, 1, 1),

u1

Au1

A2u1

A3u1 u2 u3

A4u1 Au2 Au3 u4

tenemos que:

Ṽ (2, 1, 0, 0, 0) = Ṽ 1
2 ⊕ Ṽ 2

1 ⊕ Ṽ 3
0 ⊕ Ṽ 4

0 ⊕ Ṽ 5
0 =

= span{A4u1, Au2} ⊕ span{A3u1}.

Observaión 1.2.26. 1. Observemos que Ṽ (l1, . . . , lα1) ∈ Inv(A) si y

sólo si l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ lα1 .

2. Entones, si:

l1 ≥ · · · ≥ lα1 , k1 ≥ · · · ≥ kω1, (1.91)

son partiiones onjugadas (ompatibles on las araterístias de

Weyr/Segre), se tiene:

Ṽ (l1, . . . , lα1) = V (k1, . . . , kω1). (1.92)
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3. En partiular,

E = V (α1, . . . , αω1) = Ṽ (ω1, . . . , ωα1). (1.93)

Asimismo, tenemos que:

Lema 1.2.27. En las ondiiones de las De�niiones 1.2.21 y 1.2.24:

V (αj , . . . , αj , αj+1, . . . αω1) = (1.94)

= Ṽ (ω1, . . . , ωαj
, 0, . . . , 0) = kerW αj . (1.95)

Demostraión. Es evidente que kerW αj = {v ∈ E| height(v) ≤ αj}, y estos

vetores son preisamente aquellos que estan en las αj �las inferiores del

diagrama de Young orrespondiente.

Perturbando los subespaios marados, se obtienen ejemplos típios de

subespaios invariantes no marados.

Ejemplo 1.2.28. Si onsideramos la siguiente matriz:

J =




0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 .

El subespaio:

V = span {e2 + εe4, e3} , ε 6= 0

es J−invariante pero no es J−marado. En efeto, si V fuese J−marado,

dado que toda base de Jordan ha de ser de la forma:

{
v1, Jv1, J

2v1, v4
}
,

de manera que J3v1 = Jv4 = 0, entones forzosamente:

e2 + εe4 = Jv1,

pero esto es una ontradiión ya que e2 + εe4 /∈ Im(J).

Teorema 1.2.29 ( [15℄). Sea A ∈Mn(F) una matriz tal que para todo valor

propio de A, λ se umple al menos una de estas dos ondiiones:

1. dimker(A− λIn) oinide on la multipliidad algebraia de λ.

2. dimker(A− λIn) = 1.
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Entones, todo subespaio A−invariante es marado.

En general, Mark(A) no es un retíulo tal y omo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 1.2.30. Si onsideramos la siguiente matriz de Jordan:

J =




0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0



.

Los subespaios:

V1 = span {e4, e5} ,
V2 = span {e2 + e6, e3} ,

son marados. Sin embargo, usando un razonamiento similar al del ejemplo

anterior, tenemos que el subespaio

V1 + V2 = span {e4, e5, e2 + e6, e3}

no es marado.

Finalmente, el siguiente teorema muestra omo la desripión de los

subespaios invariantes marados puede reduirse al aso de los subespaios

invariantes marados on respeto a una base �jada de Jordan.

Teorema 1.2.31 ( [15℄). Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan. Todo

subespaio J−marado V puede esribirse omo V = TM , donde M es

un subespaio marado respeto a la base anónia y T ∈ Z(J), esto es,

TJ = JT .



Capítulo 2

Centralizadores de matries de

Weyr y matries de Jordan

2.1. Definiiones y desripión

Dada una matriz A ∈ Mn(F), se de�ne su entralizador Z(A) omo

el onjunto de matries que onmutan on A, esto es, Z(A) = {B ∈
Mn(F)|BA = AB}. Es fáil demostrar que Z(A) es un subespaio vetorial

sobre F. Asimismo esribiremos Z∗(A) para denotar las matries inversi-

bles del entralizador de A. En partiular, Z∗(A) tiene estrutura de grupo

multipliativo.

Es inmediato ver que si S−1AS = Ā, entones

B ∈ Z(A) ⇔ S−1BS ∈ Z(Ā). (2.1)

Podemos pues limitarnos a estudiar los entralizadores de formas anó-

nias Ā. Lo haremos para formas anónias de Weyr y formas anónias de

Jordan. En ambos asos, si

Ā =



Ā(λ1)

. . .

Ā(λr)


 , (2.2)

siendo λ1, . . . , λr los diferentes valores propios de A, entones

Subespaios hiperinvariantes y araterístios: Una aproximaión

geométria 35
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B̄ ∈ Z(Ā) ⇔ B̄ =



B̄(λ1)

. . .

B̄(λr)


 , (2.3)

B̄(λi) ∈ Z(Ā(λi)), i = 1, . . . , r. Con lo ual podemos restringirnos a matri-

es on un únio valor propio.

2.1.1. Centralizador de una matriz de Weyr

En problemas relaionados on la onmutatividad de matries suele ser

más simple el uso de la forma anónia de Weyr respeto a la forma anónia

de Jordan. Esto es debido al heho de que toda matriz que onmuta on

una matriz en forma de Weyr es triangular superior por bloques. Además

las identidades entre bloques son más simples. Estos hehos son reogidos

en el Teorema de Belitskii ( [4℄, [17℄), el ual enuniamos en el aso en que

W ∈Mn(F) tenga un únio valor propio.

Proposiión 2.1.1 ( [26℄). Si W ∈ Mn(F) es una matriz de Weyr, on

valor propio λ y araterístia de Weyr ω = (ω1, . . . , ωα1), entones todas

las matries K ∈ Z(W ) pueden esribirse de la forma:

K =




K1,1 K1,2 . . . K1,α1

O K2,2 . . . K2,α1

...
. . .

. . .
...

O . . . O Kα1,α1


 , (2.4)

donde los bloques Ki,α1 ∈ Mωi×ωα1
(F) son arbitrarios, y el resto de los blo-

ques Ki,j ∈Mωi×ωj
(F), para 1 ≤ i ≤ j < α1, satisfaen:

1. Si ωi = ωi+1 y ωj = ωj+1, entones

Ki,j = Ki+1,j+1. (2.5)

2. Si ωi = ωi+1 y ωj > ωj+1, entones

Ki,j =
[
Ki+1,j+1 P

]
, (2.6)

donde P ∈Mωi×(ωj−ωj+1)(F) es una matriz arbitraria.

3. Si ωi > ωi+1 y ωj = ωj+1, entones

Ki,j =

[
Ki+1,j+1

O

]
, (2.7)

donde O ∈M(ωi−ωi+1)×ωj
(F).
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4. Si ωi > ωi+1 y ωj > ωj+1, entones

Ki,j =

[
Ki+1,j+1 P

O Q

]
, (2.8)

donde P ∈ Mωi+1×(ωj−ωj+1)(F) y Q ∈ M(ωi−ωi+1)×(ωj−ωj+1)(F) son dos

matries arbitrarias.

Ejemplo 2.1.2. Siendo α omo en el Ejemplo 1.1.10, tenemos que ω =
(4, 3, 1, 1, 1). Entones:

K =




y2 y15 y16 y28 y1 y27 y17 y10 y3 y18
0 y4 y5 y19 0 y20 y21 0 y6 y22
0 y7 y8 y23 0 y24 y25 0 y9 y26
0 0 0 y11 0 y12 y13 0 0 y14
0 0 0 0 y2 y15 y16 y1 y10 y3
0 0 0 0 0 y4 y5 0 0 y6
0 0 0 0 0 y7 y8 0 0 y9
0 0 0 0 0 0 0 y2 y1 y10
0 0 0 0 0 0 0 0 y2 y1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2




Ejemplo 2.1.3. Si ω = (6, 5, 2):

K =




y1 y2 y45 y46 y47 y60 y5 y6 y27 y28 y29 y15 y16
y3 y4 y48 y49 y50 y61 y7 y8 y30 y31 y32 y17 y18
0 0 y51 y52 y53 y62 y9 y10 y33 y34 y35 y19 y20
0 0 y54 y55 y56 y63 y11 y12 y36 y37 y38 y21 y22
0 0 y57 y58 y59 y64 y13 y14 y39 y40 y41 y23 y24
0 0 0 0 0 y65 0 0 y42 y43 y44 y25 y26
0 0 0 0 0 0 y1 y2 y45 y46 y47 y5 y6
0 0 0 0 0 0 y3 y4 y48 y49 y50 y7 y8
0 0 0 0 0 0 0 0 y51 y52 y53 y9 y10
0 0 0 0 0 0 0 0 y54 y55 y56 y11 y12
0 0 0 0 0 0 0 0 y57 y58 y59 y13 y14
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y1 y2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 y3 y4




De�niión 2.1.4. Observemos que si usamos la notaión introduida en

la De�niión 1.1.9 y el Lema 1.1.12, la matriz K de la proposiión anterior
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puede esribirse en la forma:

K =




K̃1,1 K̃1,2 . . . K̃1,τ

O K̃2,2 . . . K̃2,τ

...
. . .

. . .
...

O . . . O K̃τ,τ


 (2.9)

siendo ada K̃j,j una matriz partiionada por bloques, on la misma matriz

K ′
j ∈MSτ−j+1

(F) repetida dτ−j+1 vees en la diagonal, es deir,

K̃j,j =




K ′
j . . . . . . . . .

O K ′
j . . . . . .

...
. . .

. . .
...

O . . . O K ′
j


 . (2.10)

Reordando la partiión onjugada del Lema 1.1.12, más el heho de que

Sτ−j+1 =
∑τ−j+1

i=1 si, y omo se obtiene K ′
j a partir de K

′
j+1, es fáil deduir

que K ′
j puede esribirse omo:

K ′
j =




K ′′
1 . . . . . . . . .

O K ′′
2 . . . . . .

...
. . .

. . .
...

O . . . O K ′′
τ−j+1


 ∈MSτ−j+1

(F), (2.11)

donde K ′′
j ∈Msj (F).

Ejemplo 2.1.5. En el Ejemplo 2.1.2, τ = 3, s1 = 1, s2 = 2, s3 = 1 y

K̃1,1 =




y2 y4 y16 y28
0 y4 y5 y19
0 y7 y8 y23
0 0 0 y11


 = K ′

1 =



K ′′

1 . . . . . .
O K ′′

2 . . .
O O K ′′

3


 ,

K̃2,2 =



y2 y15 y16
0 y4 y5
0 y7 y8


 = K ′

2 =

[
K ′′

1 . . .
O K ′′

2

]
,

K̃3,3 =



y2 y1 y10
0 y2 y1
0 0 y2


 =



K ′

3 . . . . . .
O K ′

3 . . .
O O K ′

3


 , K ′

3 = K ′′
1 ,

K ′′
1 =

[
y2
]
, K ′′

2 =

[
y4 y5
y7 y8

]
, K ′′

3 =
[
y11

]
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Proposiión 2.1.6 ( [26℄). Sea A ∈ Mn(F) tal que tiene un únio valor

propio on araterístia de Weyr ω = (ω1, . . . , ωα1) y W ∈Mn(F) su forma

reduida de Weyr. Entones:

dimZ(A) = dimZ(W ) = (ω1)
2 + . . .+ (ωα1)

2. (2.12)

2.1.2. Centralizador de una matriz de Jordan

Igual que antes onsideraremos el aso en que J ∈Mn(F) tiene un únio

valor propio λ. Como en apartados anteriores esribiremos su araterístia

de Segre omo α = (α1, . . . , αω1). Es bien onoido que las matries T ∈
Z(J) pueden desribirse a partir de las matries de Toeplitz.

De�niión 2.1.7. (1) Reordemos que una matriz de Toeplitz triangular

inferior, Ti ∈Mi(F), es de la forma:

Ti =




x1 0 . . . . . . 0
x2 x1 0 . . . 0
x3 x2 x1 . . . 0
...

...
...

. . .
...

xi xi−1 xi−2 . . . x1



. (2.13)

(2) Para i > j, llamaremos �Down Toeplitz Matries� (DTM) las de la

forma:




0 0 0 . . . 0
...

...
... . . .

...
0 0 0 . . . 0
x1 0 . . . . . . 0
x2 x1 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...
...

...
...

. . .
...

xj xj−1 xj−2 . . . x1




∈Mi×j(F). (2.14)

(3) Para i < j, llamaremos �Left Toeplitz Matries� (LTM) las de la

forma:
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x1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
x2 x1 0 . . . . . . . . . . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
...

...
...

. . . . . . . . . . . .
...

xi xi−1 xi−2 . . . x1 0 . . . 0



∈Mi×j(F) (2.15)

.

Teorema 2.1.8 ( [15℄). Sea J ∈Mn(F) una matriz de Jordan on un únio

valor propio λ y araterístia de Segre α = (α1, . . . , αω1). Con las notaio-

nes de la de�niión anterior, podemos esribir T ∈ Z(J) en la forma:

T =




T1,1 . . . T1,ω1

...
. . .

...
Tω1,1 . . . Tω1,ω1


 (2.16)

donde los bloques Ti,j ∈Mαi×αj
(F), 1 ≤ i, j ≤ ω1 son:

1. Si i = j, entones Ti,i es una matriz de Toeplitz triangular inferior.

2. Si i < j, entones Ti,j es una DTM.

3. Si i > j, entones Ti,j es una LTM.

A partir de la notaión introduida en la De�niión 1.1.9, podemos on-

siderar una reagrupaión de los bloques uniendo los que tienen el mismo

tamaño on lo ual obtenemos la siguiente araterizaión de la matries

T ∈ Z(J).

Corolario 2.1.9. Sea J ∈Mn(F) una matriz de Jordan on un únio valor

propio λ y araterístia de Segre α = (α1, . . . , αω1). Con las notaiones de

la De�niión 1.1.9, podemos esribir T ∈ Z(J) en la forma:

T =



T̄1,1 . . . T̄1,τ
...

. . .
...

T̄τ,1 . . . T̄τ,τ


 , (2.17)

donde ada submatriz T̄i,j ∈ Mnisi×njsj(F) para 1 ≤ i, j ≤ τ está partiio-

nada en si × sj bloques del tipo:

1. Si i = j, entones T̄i,i está partiionada por bloques en matries Toe-

plitz triangular inferiores.
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2. Si i < j, entones T̄i,j está partiionada por bloques en matries DTM.

3. Si i > j, entones T̄i,j está partiionada por bloques en matries LTM.

Observaión 2.1.10. Observemos que en el teorema anterior, los oe�ien-

tes de los bloques Toeplitz son independientes entre los distintos bloques.

Ejemplo 2.1.11. Para α = (5, 2, 2, 1),

T =




T1,1 T1,2 T1,3 T1,4
T2,1 T2,2 T2,3 T2,4
T3,1 T3,2 T3,3 T3,4
T4,1 T4,2 T4,3 T4,4


 =

=




x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x2 x1 0 0 0 0 0 0 0 0
x3 x2 x1 0 0 0 0 0 0 0
x4 x3 x2 x1 0 x6 0 x8 0 0
x5 x4 x3 x2 x1 x7 x6 x9 x8 x10
x11 0 0 0 0 x13 0 x15 0 0
x12 x11 0 0 0 x14 x13 x16 x15 x17
x18 0 0 0 0 x20 0 x22 0 0
x19 x18 0 0 0 x21 x20 x23 x22 x24
x25 0 0 0 0 x26 0 x27 0 x28




.

Para este aso tenemos que:

T̄1,1 =




x1 0 0 0 0
x2 x1 0 0 0
x3 x2 x1 0 0
x4 x3 x2 x1 0
x5 x4 x3 x2 x1



, T̄1,2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
x6 0 x8 0
x7 x6 x9 x8



, T̄1,3 =




0
0
0
0
x10



,

T̄2,1 =




x11 0 0 0 0
x12 x11 0 0 0
x18 0 0 0 0
x19 x18 0 0 0


 , T̄2,2 =




x13 0 x15 0
x14 x13 x16 x15
x20 0 x22 0
x21 x20 x23 x22


 , T̄2,3 =




0
x17
0
x24


 ,

T̄3,1 =
[
x25 0 0 0 0

]
, T̄3,2 =

[
x26 0 x27 0

]
, T̄3,3 =

[
x28

]
.
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Ejemplo 2.1.12. Sea α de�nida en el Ejemplo 1.1.11. Las matries T ∈
Z(J) son de la forma:

T =



T1,1 · · · T1,6
...

. . .
...

T6,1 · · · T6,6


 =



T̄1,1 T̄1,2 T̄1,3
T̄2,1 T̄2,2 T̄2,3
T̄3,1 T̄3,2 T̄3,3


 ,

donde

T̄1,1 =

[
T1,1 T1,2
T2,1 T2,2

]
, T̄1,2 =

[
T1,3 T1,4 T1,5
T2,3 T2,4 T2,5

]
, . . .

Más expliitamente,

T =




x1 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x2 x1 0 x5 x4 0 x7 0 x9 0 x11 0 0

x3 x2 x1 x6 x5 x4 x8 x7 x10 x9 x12 x11 x13

x14 0 0 x17 0 0 0 0 0 0 0 0 0

x15 x14 0 x18 x17 0 x20 0 x22 0 x24 0 0

x16 x15 x14 x19 x18 x17 x21 x20 x23 x22 x25 x24 x26

x27 0 0 x29 0 0 x31 0 x33 0 x35 0 0

x28 x27 0 x30 x29 0 x32 x31 x34 x33 x36 x35 x37

x38 0 0 x40 0 0 x42 0 x44 0 x46 0 0

x39 x38 0 x41 x40 0 x43 x42 x45 x44 x47 x46 x48

x49 0 0 x51 0 0 x53 0 x55 0 x57 0 0

x50 x49 0 x52 x51 0 x54 x53 x56 x55 x58 x57 x59

x60 0 0 x61 0 0 x62 0 x63 0 x64 0 x65




.

A partir de esta desripión puede alularse la dimensión de Z(A).

Proposiión 2.1.13 ( [15℄). Sea A ∈ Mn(F) tal que tiene un únio va-

lor propio on araterístia de Segre α = (α1, . . . , αω1). Entones, si J ∈
Mn(F) es su forma reduida de Jordan:

dimZ(A) = dimZ(J) = α1 + 3α2 + . . .+ (2ω1 − 1)αω1 . (2.18)

2.1.3. El entralizador omo deformaión miniversal

En este apartado presentamos la interesante propiedad de Z(A) de ser

una deformaión miniversal de At
en el sentido de Arnold (ver la Subse-

ión 1.1.4).
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En efeto, on las notaiones de la Subseión 1.1.4, veamos que Z(At)
es el subespaio normal a O(A) on respeto a un ierto produto esalar,

y por tanto veri�a la ondiión de miniversalidad del Teorema 1.1.27.

Proposiión 2.1.14 ( [1℄). Dada A0 ∈ Mn(R) una matriz on polinomio

araterístio totalmente desomponible. Si denotamos por Tϕ(0)O(A0) el

espaio tangente a la órbita de A0 en ϕ(0) = A0 y por Nϕ(0)O(A0) el espaio
normal on respeto al produto esalar:

〈A,B〉 = traza(ABt). (2.19)

Entones:

(a)

Tϕ(0)O(A0) = {(ṠA0 −A0Ṡ, S ∈ TInG}. (2.20)

(b)

Nϕ(0)O(A0) =
{
Y ∈ M : At

0Y − Y At
0 = 0

}
= Z(At

0). (2.21)

Una primera onseuenia es la dimensión de las lases de semejanza (u

órbitas).

Corolario 2.1.15. Para toda A ∈ M, se tiene:

dimO(A) = dim(Z(A)) =
r∑

i=1

(α(i, 1) + 3α(i, 2) + . . .+ (2mi − 1)α(i,mi)),

donde (α(i, 1), . . . , α(i,mi)), 1 ≤ i ≤ r, es la araterístia de Segre del

valor propio λ1, . . . , λr orrespondiente.

Más en general, Z(A0) da una deformaión miniversal de A0 ya que la-

ramente,Nϕ(0)O(A0) es minitransversal aO(A0) en A0 (ver Teorema 1.1.27).

Corolario 2.1.16. Si {v1, . . . , vd} una base de Z(At
0), la deformaión

ϕ : Rd −→ M, ϕ(t) = A0 +
d∑

i=1

tivi (2.22)

es una deformaión miniversal de A0.

Ejemplo 2.1.17. Si onsideramos

J =

[
0 0
1 0

]
,
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entones

Z(J) =

[
t1 0
t2 t1

]

y por lo tanto una deformaión miniversal de J es:

ϕ(t1, t2) =

[
t1 t2
1 t1

]
.

2.2. Determinante de una matriz del en-

tralizador

En esta seión vamos a dar una fórmula para alular el determinante

de ualquier matriz T ∈ Z(J). Partimos del determinante de matries K ∈
Z(W ), ya que siendo matries triangulares superiores por bloques podemos

enontrar una expresión más simple para su determinante. En partiular,

podremos araterizar los elementos de Z∗(W ) y de Z∗(J).

Lema 2.2.1 ( [10℄). Sea K ∈ Z(W ), onW una matriz de Weyr on un solo

valor propio y on arateristia de Weyr ω. Entones, on las notaiones

de la De�niión 1.1.9:

detK = (detK ′′
1 )

n1 · · · (detK ′′
τ )

nτ
(2.23)

En partiular, este determinante sólo depende de s = s21+ . . .+s
2
τ variables.

Demostraión. A onseuenia de la De�niión 2.1.4, es inmediato ver que

detK = det K̃1,1 · · ·det K̃τ,τ = (detK ′
1)

dτ · · · (detK ′
τ )

d1 =

= (detK ′′
1 · · ·detK ′′

τ )
dτ (detK ′′

1 · · ·detK ′′
τ−1)

dτ−1 · · · (detK ′′
1 )

d1 =

= (detK ′′
1 )

n1 · · · (detK ′′
τ )

nτ .

Ejemplo 2.2.2. Continuando on el Ejemplo 2.1.2, tenemos que:

detK = (y2)
5 ·

(
det

[
y4 y5
y7 y8

])2

· y11. (2.24)

Ejemplo 2.2.3. Para el Ejemplo 2.1.3:

detK =

(
det

[
y1 y2
y3 y4

])3

·


det



y51 y52 y53
y54 y55 y56
y57 y58 y59






2

· y65. (2.25)
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Observaión 2.2.4. La funión detA, A ∈Mn(F), puede ser interpretada
omo una funión:

D : Fn2 −→ F. (2.26)

Dada una matriz de Weyr W ∈ Mn(F), hemos visto en la Subseión 2.1.1

que su entralizador Z(W ) es un subespaio vetorial de Mn(F) que pue-

de parametrizarse on d(= dimZ(W ) = (ω1)
2 + . . . + (ωα1)

2) variables

y1, . . . , yd. De heho, el Lema 2.2.1 establee que el determinante de las ma-

tries K(y1, . . . , yd) ∈ Z(W ), no depende de todas las variables, sino que

depende sólo de s = s21 + . . . + s2τ de esas variables: yi1, . . . , yis, 1 ≤ i1 <
. . . < is ≤ d. Es deir,

detK(y1, . . . , yd) = D|S(yi1, . . . , yis), (2.27)

siendo S = {(y1, . . . , yd) : yi = 0 si i 6= i1, . . . , is}.

Vayamos ya on las matries T ∈ Z(J). Empezaremos estudiando el

determinante de las submatries T̄k,k (ver Teorema 2.1.9) que orresponden

a los bloques de Jordan de un mismo tamaño:

T̄k,k =



T 1,1
nk

. . . T 1,sk
nk

...
. . .

...
T sk,1
nk

. . . T sk,sk
nk


 , donde T i,j

nk
=



xi,j1 0 . . . 0
...

. . .
...

xi,jnk
. . . xi,j1


 , 1 ≤ i, j ≤ sk,

donde, para simpli�ar la notaión, hemos omitido en las variables el uarto

subíndie k indiativo del bloque. En el Lema 2.2.6 vamos a dar una fórmula

para det Tk,k. El siguiente ejemplo nos va a servir para ilustrar el proeso

de induión que usaremos en su demostraión.

Ejemplo 2.2.5. Si α = (3, 3, 2, 2, 2, 1), nos restringimos a los dos primeros

bloques, entones n1 = 3, s1 = 2. Por lo tanto para ualquier T ∈ Z(J),
T̄1,1 puede esribirse omo:

T̄1,1 =




x1,11 0 0 x1,21 0 0

x1,12 x1,11 0 x1,22 x1,21 0

x1,13 x1,12 x1,11 x1,23 x1,22 x1,21

x2,11 0 0 x2,21 0 0

x2,12 x2,11 0 x2,22 x2,21 0

x2,13 x2,12 x2,11 x2,23 x2,22 x2,21




.

Si apliamos dos vees la fórmula de los menores omplementarios de La-

plae, obtenemos:
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det T̄1,1 = det

[
x1,11 x1,21

x2,11 x2,21

]
·det




x1,11 0 x1,21 0

x1,12 x1,11 x1,22 x1,21

x2,11 0 x2,21 0

x2,12 x2,11 x2,22 x2,21


 =

(
det

[
x1,11 x1,21

x2,11 x2,21

])3

.

Lema 2.2.6 ( [10℄). Usando la notaión anterior:

det(T̄k,k) =


det



x1,11 . . . x1,sk1
...

. . .
...

xsk,11 . . . xsk ,sk1







nk

(2.28)

En partiular, este determinante sólo depende de s2k variables.

Demostraión. Apliamos induión sobre nk. Si nk = 1 entones,

T̄k,k =



T 1,1
1 . . . T 1,sk

1
...

. . .
...

T sk,1
1 . . . T sk,sk

1


 =



x1,11 . . . x1,sk1
...

. . .
...

xsk,11 . . . xsk,sk1




y por lo tanto

det(T̄k,k) = det



x1,11 . . . x1,sk1
...

. . .
...

xsk,11 . . . xsk,sk1




Si nk > 1, apliamos la fórmula de expansión generalizada de Laplae omo

en el Ejemplo 2.2.5:

det T̄k,k = det



x1,11 . . . x1,sk1
...

. . .
...

xsk,11 . . . xsk,sk1


 · det



T 1,1
nk−1 . . . T 1,sk

nk−1
...

. . .
...

T sk,1
nk−1 . . . T sk,sk

nk−1


 ,

donde T i,j
nk−1 =




xi,j1 0 . . . 0
...

. . .
...

xi,jnk−1 . . . xi,j1


 , 1 ≤ i, j ≤ sk,

y el resultado sigue de manera inmediata por hipótesis de induión.

Para el aso general, usaremos el Lema 2.2.1, y más onretamente la

Observaión 2.2.4.
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Teorema 2.2.7 ( [10℄). Sea T ∈ Z(J), on J ∈ Mn(F) una matriz de

Jordan on un únio valor propio. Con las notaiones del Teorema 2.1.9,

tenemos

det T = det T̄1,1 · · ·det T̄τ,τ , (2.29)

donde ada det T̄i,i, 1 ≤ i ≤ τ, puede alularse usando el Lema 2.2.6. En

partiular, det T sólo depende de las diagonales de los bloques uadrados.

Demostraión. Sea W la forma anónia de Weyr de J y P la matriz de

permutaión tal que W = P tJP . Entones T ∈ Z(J) puede expresarse

omo T = PKP t
, para un ierto K ∈ Z(W ). Con ello, las variables x1, . . . ,

que hemos utilizado para parametrizar las matries T ∈ Z(J) oiniden,

salvo permutaiones, on las y1, . . . , que parametrizan las K ∈ Z(W ). En
la Observaión 2.2.4 hemos visto que se requieren exatamente s = (s1)

2 +
· · ·+ (sτ )

2
de dihas variables. Por lo tanto podemos esribir

det T (x1, . . . , xd) = D(xi1, . . . , xis), (2.30)

pero no on menos de s variables. Podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que las variables (x1, . . . , xd) están ordenadas de manera que las d′

primeras x1, . . . , xd′ son preisamente aquellas que apareen en los bloques

diagonales T̄1,1, . . . , T̄τ,τ de T . Entones, si de�nimos Z ′(J) ⊂ Z(J), omo:

Z ′(J) = {T (x1, . . . , xd′ , 0, . . . , 0) ∈ Z(J)}, (2.31)

es evidente que es un subespaio vetorial d′−dimensional. Sus elementos

T ′ ∈ Z ′(J) son de la forma:

T ′ =



T̄1,1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . T̄τ,τ


 ∈ Z(J). (2.32)

Por lo tanto:

det T (x1, . . . , xd′ , 0, . . . , 0) = det T̄1,1 · · ·det T̄τ,τ , (2.33)

y a onseuenia del Lema 2.2.6:

det T (x1, . . . , xd′ , 0, . . . , 0) = D̄(xj1, . . . , xjs), (2.34)

on 1 ≤ j1 < . . . < js ≤ d′.
Si omparamos (2.30) y (2.34), se sigue que

{xi1 , . . . , xis} = {xj1 , . . . , xjs} y D ≡ D̄. (2.35)

Por lo tanto:

det T (x1, . . . , xd) = det T̄1,1 · · ·det T̄τ,τ . (2.36)
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Ejemplo 2.2.8. Si J es una matriz de Jordan on valor propio λ y ara-

terístia de Segre α = (3, 3, 2, 2, 2, 1). Entones, ualquier T ∈ Z(J) es de
la forma:

T=




x1 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x15 x1 0 x17 x2 0 x49 0 x51 0 x53 0 0
x16 x15 x1 x18 x17 x2 x50 x49 x52 x51 x54 x53 x55
x3 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
x19 x3 0 x21 x4 0 x56 0 x58 0 x60 0 0
x20 x19 x3 x22 x21 x4 x57 x56 x59 x58 x61 x60 x62
x32 0 0 x34 0 0 x5 0 x6 0 x7 0 0
x33 x32 0 x35 x34 0 x23 x5 x24 x6 x25 x7 x63
x36 0 0 x38 0 0 x8 0 x9 0 x10 0 0
x37 x36 0 x39 x38 0 x26 x8 x27 x9 x28 x10 x64
x40 0 0 x42 0 0 x11 0 x12 0 x13 0 0
x41 x40 0 x43 x42 0 x29 x11 x30 x12 x31 x13 x65
x44 0 0 x45 0 0 x46 0 x47 0 x48 0 x14




Observemos que d = 65, d′ = 31 y s = s21 + s22 + s23 = 22 + 32 + 12 = 14.

Entones, det T =

= det




x1 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 x1 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 x1 0 0 x2 0 0 0 0 0 0 0

x3 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 x3 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 x3 0 0 x4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 x5 0 x6 0 x7 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x5 0 x6 0 x7 0

0 0 0 0 0 0 x8 0 x9 0 x10 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x8 0 x9 0 x10 0

0 0 0 0 0 0 x11 0 x12 0 x13 0 0
0 0 0 0 0 0 0 x11 0 x12 0 x13 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 x14




=

=

(
det

[
x1 x2
x3 x4

])3

·


det



x5 x6 x7
x8 x9 x10
x11 x12 x13






2

· (x14) .

Observaión 2.2.9. Para el aso general de varios valores propios, reor-
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demos que, si

J =



J(λ1)

. . .

J(λr)


 (2.37)

y T ∈ Z(J), entones T =



T1

. . .

Tr


, on Ti ∈ Z(J(λi)). Así pues,

tenemos que

det T = det T1 · . . . · det Tr, (2.38)

donde ada det Ti puede alularse mediante el Teorema 2.2.7.

2.3. Desripión de las imágenes por las

matries del entralizador

Si F ⊆ End(E) es un subespaio vetorial, entones para ada v ∈ E,
el onjunto {g(v) | g ∈ F} ⊆ E es un subespaio vetorial. En partiular,

{g(v) | g ∈ Z(f)} (2.39)

es un subespaio vetorial para ada f ∈ End(E) y v ∈ E �jos. Tal omo

hiimos notar en el Capítulo 1, por abuso de notaión esribimos para ada

base de E:
{g(v) | g ∈ Z(f)} = {Bv |B ∈ Z(A)}, (2.40)

on lo ual,

{Bv |B ∈ Z(A)} = {Kv |K ∈ Z(W )} = {Tv | T ∈ Z(J)}, (2.41)

donde W ∈ Mn(F) y J ∈ Mn(F) son las formas anónias de Weyr y de

Jordan de A ∈Mn(F), respetivamente.

Nuestro primer objetivo es desribir tales subespaios uando v pertene-
e a una base de Jordan. En segundo lugar, lo apliaremos para determinar

⋃

B∈Z(A)

BV ≡
⋃

{BV |B ∈ Z(A)} = {Bv | v ∈ V, B ∈ Z(A)}, (2.42)

uando V ⊂ E es un subespaio marado de la forma V (k1, . . . , kω1) on
k1 ≥ · · · ≥ kω1 ≥ 0.

Ya hemos visto que podemos reduirnos al aso en que A ∈Mn(F) tenga
solo un valor propio λ. Además, a onseuenia del siguiente lema podemos

onsiderar que λ = 0.
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Lema 2.3.1. Sea A ∈Mn(F) y λ ∈ F ualquiera. Entones, se umple que:

Z(A) = Z(A− λIn) (2.43)

Demostraión. En efeto,

B ∈ Z(A− λIn) ⇔ (A− λIn)B = B(A− λIn) ⇔

⇔ AB = BA⇔ B ∈ Z(A).

2.3.1. Desripión de las imágenes de un vetor

Nuestro objetivo en esta subseión es desribir el subespaio vetorial

{Bv |B ∈ Z(A)} uando v es uno de los vetores de la base de Jordan.

Observemos que, si A ∈Mn(F) es una matriz nilpotente on araterís-

tia de Segre α = (α1, . . . , αω1) y

uj, Auj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ ω1,

es una base de Jordan de A. Entones, de forma inmediata tenemos que:

1. {Buj |B ∈ Z(A)} ⊆ kerAαj
.

2. {BAiuj |B ∈ Z(A)} ⊆ Ai(kerAαj ) = Im Ai ∩ kerAαj−i
.

Demostraremos la inlusión ontraria mediante las matries de Z(W ).
Empezamos on un ejemplo ilustrativo.

Ejemplo 2.3.2. Consideremos una matriz de Weyr W nilpotente on ω =
(4, 3, 1, 1, 1). Entones, toda K ∈ Z(W ) es de la forma:

K =




y2 y15 y16 y28 y1 y27 y17 y10 y3 y18
0 y4 y5 y19 0 y20 y21 0 y6 y22
0 y7 y8 y23 0 y24 y25 0 y9 y26
0 0 0 y11 0 y12 y13 0 0 y14
0 0 0 0 y2 y15 y16 y1 y10 y3
0 0 0 0 0 y4 y5 0 0 y6
0 0 0 0 0 y7 y8 0 0 y9
0 0 0 0 0 0 0 y2 y1 y10
0 0 0 0 0 0 0 0 y2 y1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2




, yi ∈ F.
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Las bases de Weyr resultan de reordenar las de Jordan en la forma:

W 4u1,Wu2,Wu3, u4;W
3u1, u2, u3;W

2u1;Wu1; u1

de manera que:

height(u1) = 5, height(u2) = 2, height(u3) = 2, height(u4) = 1.

Observemos que si onsideramos el onjunto de todas las imágenes de

uno de sus vetores uando K reorre Z(W ) tenemos que:

{Ku4 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (4, 0, 0, 0, 0),

{Ku3 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (4, 3, 0, 0, 0),

{KWu3 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (3, 0, 0, 0, 0),

{Ku2 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (4, 3, 0, 0, 0),

{KWu2 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (3, 0, 0, 0, 0),

{Ku1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (4, 3, 1, 1, 1),

{KWu1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (3, 1, 1, 1, 0),

{KW 2u1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (1, 1, 1, 0, 0),

{KW 3u1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (1, 1, 0, 0, 0),

{KW 4u1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (1, 0, 0, 0, 0).

Lema 2.3.3. SeaW ∈ Mn(F) una matriz de Weyr nilpotente, α = (α1, . . . , αω1)
su araterístia de Segre y

uj, 1 ≤ j ≤ ω1,

los vetores generadores de una base de Jordan de W . Entones, se umple

que:

1. {Kuj |K ∈ Z(W )} = kerW αj , 1 ≤ j ≤ ω1.

2. {KW iuj |K ∈ Z(W )} = W i(kerW αj ) = Im W i∩kerW αj−i
, 1 ≤ j ≤

ω1, 1 ≤ i ≤ αj.
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Demostraión. Sea ω = (ω1, . . . , ωα1) la araterístia de Weyr de W y

j ∈ {1, . . . , ω1}.

1. Como ya hemos diho, una inlusión es trivial, on lo que bastará la

igualdad de dimensiones. Por de�niión:

dimkerW αj = ω1 + . . .+ ωαj
. (2.44)

Las imágenes Kuj orresponden a los bloques arbitrarios P,Q de la

Proposiión 2.1.1 y por tanto su dimensión es el número de parámetros

que apareen en dihas olumnas (ver Ejemplo 2.3.2), así pues:

dim{Kuj |K ∈ Z(W )} = ω1 + . . .+ ωαj
. (2.45)

2. Demostramos la inlusión no trivial:

v ∈ Im W i ∩ kerW αj−i ⇒
{
v = W i(w)
W αj−iv = 0

por lo tanto tenemos que w ∈ kerW αj
y por el apartado anterior

w = Kuj para algún K ∈ Z(W ).

Se sigue, por tanto:

Teorema 2.3.4. Sea A ∈ Mn(F) una matriz nilpotente, α = (α1, . . . , αω1)
su araterístia de Segre y

uj, Auj, . . . , A
αj−1uj, 1 ≤ j ≤ ω1,

una base de Jordan de A. Entones,

1. {Buj |B ∈ Z(A)} = kerAαj
, 1 ≤ j ≤ ω1.

2. {BAiuj |B ∈ Z(A)} = Ai(kerAαj ) = Im Ai ∩ kerAαj−i
, 1 ≤ j ≤ ω1,

1 ≤ i ≤ αj.

Observaión 2.3.5. Como ya hemos heho notar, el resultado anterior ge-

neraliza a matries A ∈Mn(F) on un solo valor propio λ no neesariamente

nulo:

{B(A− λIn)
iuj |B ∈ Z(A)} = Im (A− λIn)

i ∩ ker(A− λIn)
αj−i. (2.46)

Podemos reformular estos resultados en términos de los subespaios

Ṽ (l1, . . . , lω1) introduidos en la De�niión 1.2.24:
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Corolario 2.3.6. En las ondiiones del Teorema 2.3.4, sea ω = (ω1, . . . , ωα1)
su araterístia de Weyr. Entones:

{BAiuj |B ∈ Z(A)} = Ṽ (ωi+1, . . . , ωαj
, 0, . . . , 0), (2.47)

donde j = 1, . . . , ω1 y i = 0, . . . , αj − 1.

Demostraión. Fijamos j y apliamos induión sobre i. Para i=0, el resul-

tado es onseuenia de la Lema 2.3.3. Suponiendo el resultado ierto para

i− 1, también se umple para i:

{BAiuj |B ∈ Z(A)} = A{BAi−1uj, B ∈ Z(A)} =

= A(Ṽ (ωi, . . . , ωαj
, 0, . . . , 0)) = Ṽ (ωi+1, . . . , ωαj

, 0, . . . , 0)

Nos interesa reformularlo también en términos de los subespaios V (k1, . . . , kω1)
introduidos en la De�niión 1.2.21:

Ejemplo 2.3.7. En las ondiiones del Ejemplo 2.1.12, es deir, α =
(3, 3, 2, 2, 2, 1) y onsiderando una base de Jordan

{
u1, Ju1, J

2u1, u2, Ju2, J
2u2, u3, Ju3, u4Ju4, u5, Ju5, u6

}
.

Entones:

{Tu3 | T ∈ Z(J)} =









0
x7
x8
0
x20
x21
x31
x32
x42
x43
x53
x54
x62









= V (2, 2, 2, 2, 2, 1),



54 Centralizadores de matries de Weyr y de Jordan

{TJu3 | T ∈ Z(J)} =








0
0
x7
0
0
x20
0
x31
0
x42
0
x53
0








= V (1, 1, 1, 1, 1, 0),

. . .

En general,

Corolario 2.3.8. En las ondiiones del Teorema 2.3.4,

1.

{Buj |B ∈ Z(A)} = V (αj , . . . , αj , αj+1, . . . , αω1) (2.48)

donde j = 1, . . . , ω1.

2. Fijado j ∈ {1, . . . , ω1}, para ada 1 ≤ i ≤ αj se tiene:

{BAiuj |B ∈ Z(A)} = V (αj − i, . . . ,
(j)

αj − i, αj+1 − i, . . . , αω1 − i).

Demostraión. Basta observar que kerAαj
está formado por los vetores de

las primeras αj ajas para las primeras j olumnas y los de las olumnas

enteras para el resto. Esto es, los vetores:

V (αj, . . . , αj , αj+1, . . . , αω1).

Corolario 2.3.9. Para 1 ≤ j ≤ ω1 y 1 ≤ kj ≤ αj:

⋃
{BV j

kj
|B ∈ Z(A)} = V (kj, . . . ,

(j)

kj, αj+1 − αj + kj, . . . , αω1 − αj + kj).
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2.3.2. Desripión de la imagen de un subespaio mar-

ado

Como ya hemos anuniado, vamos a apliar los resultados de la subse-

ión anterior para alular

⋃
{BV |B ∈ Z(A)} = {Bv | v ∈ V, B ∈ Z(A)}, (2.49)

uando V ⊂ E es un subespaio marado de la forma V (k1, . . . , kω1) on
k1 ≥ · · · ≥ kω1 ≥ 0. Remaramos que, en general, si onsideramos subespa-

ios vetoriales V ⊂ E y F ⊂ End(E), entones el onjunto

⋃
{f(v) | v ∈ V, f ∈ F} ⊂ E (2.50)

no es neesariamente un subespaio vetorial.

Lema 2.3.10. Dada W ∈ Mn(F) una matriz de Weyr nilpotente on a-

raterístia de Weyr ω = (ω1, . . . , ωα1), entones :

⋃
{KṼ j

lj
, K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαlj

−j+1, . . . , ωαlj
, 0, . . . , 0), (2.51)

donde Ṽ j
lj
, 1 ≤ j ≤ α1, 0 ≤ lj ≤ ωj es omo en la De�niión 1.2.24 y

α = (α1, . . . , αω1) es la araterístia de Segre de W .

Demostraión. Reordemos que

Ṽ j
lj
= span{W α1−ju1, . . . ,W

αlj
−julj},

y apliando el Corolario 2.3.6 tenemos que:

{KW α1−ju1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωα1−j+1, . . . , ωα1 , 0, . . . , 0),

{KW α2−ju2 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωα2−j+1, . . . , ωα2 , 0, . . . , 0),

. . .

{KW αlj
−julj |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαlj

−j+1, . . . , ωαlj
, 0, . . . , 0),

y al ser α1 ≥ α2 ≥ · · · ≥ αlj , entones ωα1 ≤ · · · ≤ ωαlj
quedando demos-

trado el lema.

Teorema 2.3.11. Sea A ∈Mn(F) una matriz nilpotente.

1. Si V ⊂ E es un subespaio vetorial marado de la forma V =
V (k1, . . . , kω1), k1 ≥ · · · ≥ kω1, entones también:

⋃
{BV |B ∈ Z(A)} ∈ Mark(A). (2.52)
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2. Más explíitamente, si:

V = V (k1, . . . , kω1) = Ṽ (l1, . . . , lα1), (2.53)

on l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ lα1 ≥ 0, y si q = máx{j | lj 6= 0} entones:

⋃
{KṼ (l1, . . . , lα1) |K ∈ Z(W )} = Ṽ (m1, . . . , mq), (2.54)

donde ω = (ω1, . . . , ωα1) es la araterístia de Weyr de A y:

mi = máx{ωαli
, ωαli+1

−1, . . . , ωαlq−(q−i)}, (2.55)

o equivalentemente:

mi = ωji, on ji = mı́n{αli , αli+1
− 1, . . . , αlq − (q − i)}. (2.56)

Demostraión. Basta demostrar 2. Como onseuenia del lema anterior,

sabemos que:

⋃
{KṼ 1

l1 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαl1
, 0, . . . , 0),

⋃
{KṼ 2

l2
|K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαl2

−1, ωαl2
, 0, . . . , 0),

⋃
{KṼ 3

l3 |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαl3
−2, ωαl3

−1, ωαl3
, 0, . . . , 0),

. . .⋃
{KṼ j

lj
|K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαlj

−j+1, . . . , ωαlj
, 0, . . . , 0),

. . .⋃
{KṼ α1

lα1
|K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαlα1

−α1+1, . . . , ωαlα1
),

de lo ual resulta el teorema de forma inmediata.

Ejemplo 2.3.12. Si onsideramos W ∈ Mn(F) omo en el Ejemplo 2.1.3,

donde ω = (6, 5, 2) y por lo tanto α = (3, 3, 2, 2, 2, 1). Entones:
⋃

{KṼ (4, 1, 0) |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωα4, ωα1 , 0) =

= Ṽ (ω2, ω3, 0) = Ṽ (5, 2, 0).

Más en general, ωαl
resultan:

l 1 2 3 4 5 6
αl 3 3 2 2 2 1
ωαl

2 2 5 5 5 6



Capítulo 3

Subespaios hiperinvariantes

3.1. Subespaios hiperinvariantes y ara-

terístios

3.1.1. Anteedentes

Existe una larga literatura sobre la existenia de subespaios invariantes

omunes a dos o más matries. Así, ya en 1878, F.G. Frobenius en [13℄

demuestra que dos matries que onmutan tienen subespaios invariantes

omunes; en 1930, N.H. MCoy en [23℄ demuestra que dos matries que asi-

onmutan (esto es, que onmutan on su onmutador) tienen subespaios

invariantes omunes. Para el aso de vetores propios omunes, en 1984 D.

Shemesh enunia el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 ( [34℄). Dos matries A,B ∈ Mn(C) tienen un vetor propio

omún si y sólo si:

n⋂

k,l=1

ker[Ak, Bl] 6= {0}, (3.1)

siendo [, ] el onmutador entre dos matries, esto es [A,B] = AB − BA.

En 1999, A. George en [14℄ publia un método que permite determinar

uando para dos matries A,B ∈ Mn(C) dadas, existe un subespaio inva-

riante omún de dimensión d > 1 on la restriión de que al menos una

de las dos matries tenga todos sus valores propios distintos. En 2001, M.

Tsatsomeros demuestra:

Subespaios hiperinvariantes y araterístios: Una aproximaión

geométria 57
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Teorema 3.1.2 ( [37℄). Dos matries A,B ∈ Mn(C) tienen un subespaio

invariante omún de dimensión d > 1 si y sólo si se umplen las siguientes

ondiiones:

1. Existe algún esalar s ∈ C de manera que A + sIn y B + sIn son

inversibles.

2. Las matries d−ompuestas de A y B tienen un vetor propio omún.

En partiular, si dos o más matries triangularizan simultáneamente,

tienen en omún una adena ompleta de subespaios invariantes. En 1951,

M.P. Drazin, J.W. Dungey y K.W. Gruenbeig enuentran la primera ondi-

ión neesaria y su�iente para que un onjunto de matries triangularien

simultáneamente:

Teorema 3.1.3 ( [9℄). Una familia de matries A1, . . . , Ak ∈Mn(C) trian-
gulariza simultáneamente si y sólo si:

p(A1, . . . , Ak)[Ai, Aj] (3.2)

es una matriz nilpotente para todo polinomio de k variables p(t1, . . . , tk).

En los años 70, T. La�ey demuestra:

Teorema 3.1.4 ( [19℄). Dadas dos matries A,B ∈Mn(C) tales que rk[A,B] ≤
1, entones A y B triangularizan simultáneamente.

Posteriormente en [20℄ demostró, añadiendo una hipótesis adiional,

la triangularizaión simultánea de dos matries A,B ∈ Mn(C) uando

rk[A,B] = 2. En 1986, H. Radjavi demuestra:

Teorema 3.1.5 ( [28℄). Una oleión S de n× n matries omplejas tie-

ne una adena de subespaios invariantes omunes si y sólo si la traza es

permutable, esto es:

Tr(A1 . . . Ap) = Tr(Aσ(1) . . . Aσ(p)), (3.3)

para toda p-tupla A1, . . . , Ap, Aj ∈ S y toda permutaión σ de {1, . . . , p}.
Por nuestra parte, estamos interesados en los subespaios que son in-

variantes para todas las matries que onmutan respeto a una dada, tales

subespaios se denominan hiperinvariantes. La noión de subespaio hiper-

invariante fue introduida por primera vez en [8℄ en el ámbito del análisis

funional, determinándose subespaios hiperinvariantes para distintos tipos

de operadores. Anteriormente, en teoría de grupos se usó la noión de �fully

invariant� para denotar subgrupos invariantes para todos los endomor�smos

de un grupo.
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3.1.2. De�niión y araterizaiones

Como en apítulos anteriores onsideraremos f ∈ End(E) y A ∈ Mn(F)
la matriz de f en una base dada. Igualmente, onsideraremos sólo el a-

so de endomor�smos que admiten forma anónia de Jordan (aunque las

de�niiones que siguen son válidas igualmente).

De�niión 3.1.6. Sea V ⊆ E un subespaio vetorial f−invariante (o

A−invariante) es deir, f(V ) ⊆ V .

(1) Diremos que V es un subespaio A-hiperinvariante (o simplemente

hiperinvariante si la matriz A está sobreentendida) si es invariante

para todas las matries que onmutan on A, esto es, matries que

perteneen al entralizador de A, Z(A):

BV ⊆ V para todoB ∈ Z(A). (3.4)

Esribiremos Hinv(A), para denotar el onjunto de los subespaios

hiperinvariantes.

(2) Diremos que V es un subespaio A-araterístio (o simplemente a-

raterístio si la matriz A está sobreentendida) si es invariante para

todas las matries no singulares que onmutan on A:

BV ⊆ V para todoB ∈ Z∗(A). (3.5)

Esribiremos Chinv(A), para denotar el onjunto de los subespaios

araterístios.

La siguiente proposiión nos da ejemplos signi�ativos de subespaios

hiperinvariantes.

Proposiión 3.1.7 ( [15℄). Para todo λ ∈ F, la siguiente oleión de

subespaios:

ker(A− λIn)
k, (3.6)

Im(A− λIn)
k, (3.7)

k = 1, 2, . . ., son A−hiperinvariantes.

En partiular, es obvio que:

Hinv(A) ⊆ Chinv(A) ⊆ Inv(A). (3.8)

Las ondiiones para la igualdad vienen dadas en el siguiente teorema.
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Teorema 3.1.8 ( [15℄). Hinv(A) = Inv(A) si y sólo si A es una matriz no

derrogatoria (esto es, dimker(A−λIn) = 1 para todo valor propio λ de A).

Además, uando card(F) > 2, es deir, si F 6= GF (2), tenemos el si-

guiente teorema. La hipótesis F = GF (2) es fundamental omo muestra el

Ejemplo 3.1.10; el Capítulo 4 está dediado a desribir los subespaios en

Chinv(A) \ Hinv(A) uando F = GF (2).

Teorema 3.1.9 ( [2℄). Si F 6= GF (2), entones:

Hinv(A) = Chinv(A). (3.9)

Ejemplo 3.1.10. Si F = GF (2) y onsideramos la matriz:

J =




0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 .

En este aso las matries T que onmutan on J son de la forma:

T =




x1 0 0 0
x2 x1 0 0
x3 x2 x1 0
0 0 0 x4


 , xi ∈ GF (2).

Y las matries no singulares que onmutan on J son de la forma:




1 0 0 0
x2 1 0 0
x3 x2 1 0
0 0 0 1


 , xi ∈ GF (2).

Con ello es inmediato omprobar que el siguiente subespaio es araterís-

tio:

V = {e2 + e4, e3} .
Pero no es hiperinvariante ya que para toda T que onmuta on J se tiene

que:

T (e2 + e4) = x1e2 + x2e3 + x4e4,

en partiular, para x1 = 1, x2 = x4 = 0:

T (e2 + e4) = e2 /∈ V.
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Como en apítulos anteriores podemos reduirnos a matries A ∈ Mn(F)
on un sólo valor propio (que además podemos suponer 0, esto es, matries A
nilpotentes) graias a la siguiente proposiión análoga a la Proposiión 1.2.3.

Proposiión 3.1.11 ( [15℄). En las ondiiones del Teorema 1.1.1, todo

subespaio vetorial A−hiperinvariante V desompone en una suma direta

de la forma:

V = (V ∩ E1)⊕ . . .⊕ (V ∩ Er), Ei = ker(A− λiIn)
n, (3.10)

siendo V ∩ Ei hiperinvariante respeto a A|Ei
.

Extendiendo esta desomposiión omo sigue, se obtiene una primera

araterizaión de los subespaios hiperinvariantes, que utilizaremos en el

Ejemplo 3.1.10.

Lema 3.1.12 ( [2℄). (Caraterizaión mediante desomposiiones) Sea A ∈
Mn(F). Entones:

V ∈ Hinv(A) ⇔ V = (V ∩ E1)⊕ . . .⊕ (V ∩ Eq), (3.11)

para toda desomposiión de E de la forma:

E = E1 ⊕ . . .⊕ Eq, (3.12)

donde Ei ∈ Inv(A).

Ejemplo 3.1.13. Siguiendo on el Ejemplo 3.1.10, para:

E1 = {e1, e2, e3} , E2 = {e4} .

Se tiene que:

E1, E2 ∈ Inv(J), E = E1 ⊕ E2, (3.13)

V 6= (V ∩ E1)⊕ (V ∩ E2) = {e3} . (3.14)

Para una segunda araterizaión de Hinv(A), lave para los apítu-

los siguientes, utilizaremos la notaión introduida en la De�niión 1.2.21.

Como ya hemos heho notar, nos restringimos a matries A ∈ Mn(F) nil-
potentes. En el Teorema 3.3.6 presentaremos una demostraión alternativa

(y notablemente más senilla) a la de [15℄.

Teorema 3.1.14 ( [15℄). (Caraterizaión mediante tuplas) Sea A ∈ Mn(F)
una matriz nilpotente on araterístia de Segre α = (α1, . . . , αω1). Los
subespaios en Hinv(A) son de la forma:

V (k1, . . . , kω1) (3.15)
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on:

k1 ≥ · · · ≥ kω1 ≥ 0, (3.16)

α1 − k1 ≥ · · · ≥ αω1 − kω1 ≥ 0. (3.17)

En partiular, si αj+1 = αj, entones kj+1 = kj.

Ejemplo 3.1.15. En partiular, se obtiene la Proposiión 3.1.7, ya que:

ker(A− λIn)
k = V (k1, . . . , kω1), ki = mı́n{k, αi}

Im(A− λIn)
k = V (k1, . . . , kω1), ki = máx{αi − k, 0}

Finalmente, relaionamos Hinv(A) y Chinv(A) on los subespaios mar-

ados referidos en la Subseión 1.2.3. (veáse en partiular, la Proposi-

ión 1.2.23).

Corolario 3.1.16. Cualquiera que sea F y A ∈Mn(F):

Hinv(A) ⊆ Mark(A). (3.18)

Teorema 3.1.17 ( [2℄). Cualquiera que sea F y A ∈Mn(F):

Hinv(A) = Chinv(A) ∩Mark(A). (3.19)

3.1.3. Propiedades estruturales

En esta subseión señalaremos que el onjunto Hinv(A) es un retíulo

y reseñaremos sus propiedades omo tal.

Teorema 3.1.18 ( [12℄). Hinv(A) es un retíulo que está generado por los

subespaios ker(A− λIn)
k
, Im(A− λIn)

k
, k = 1, 2, . . ..

Cuando A = J on un únio valor propio, el retíulo Hinv(J) es isomorfo

al retíulo formado por el onjunto de las tuplas que umplen las ondiio-

nes del Teorema 3.1.14. Además tiene omo elemento {0} la tupla trivial

(0, . . . , 0) y omo elemento unidad la tupla que denota la araterístia de

Segre, esto es (α1, . . . , αω1).

Teorema 3.1.19 ( [12℄). En las ondiiones del Teorema 3.1.14, la aplia-

ión:

(k1, . . . , kω1) 7→ V (k1, . . . , kω1) (3.20)

es un isomor�smo de retíulos.
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Ejemplo 3.1.20. Para α omo en el Ejemplo 1.1.11, las posibles tuplas no

triviales son: (1, 1, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1, 0),
(2, 2, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 2, 2, 2, 1).

(3, 3, 2, 2, 2, 1) = F13

(2, 2, 2, 2, 2, 1) = Ker J2

(2, 2, 1, 1, 1, 1) = Im J +Ker J

(2, 2, 1, 1, 1, 0) = Im J (1, 1, 1, 1, 1, 1) = Ker J

(1, 1, 1, 1, 1, 0)Im J ∩Ker J

(1, 1, 0, 0, 0, 0) = Im J2

(0, 0, 0, 0, 0, 0) = {0}

Además, para el aso general de una matriz A ∈ Mn(F) on polinomio

mínimo anulador de la forma:

m(t) = (t− λ1)
α(1,1) . . . (t− λr)

α(r,1),

tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.1.21 ( [12℄). Se umple que:

1. Hinv(A) es distributivo y auto-dual.

2. Hinv(A) es �nito y su número de elementos siempre está omprendido

entre 2 y 2n.
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3. Hinv(A) es omplementado (y por lo tanto un álgebra booleana) si y

sólo si m(t) tiene distintos fatores irreduibles.

4. Hinv(A) es irreduible si y sólo si r = 1.

Cuando F 6= GF (2), en virtud del Teorema 3.1.9, todos los resultados

anteriores son apliables a Chinv(A).

3.2. Subespaios hiperinvariantes unidimen-

sionales

Los subespaios hiperinvariantes de dimensión 1 son los vetores pro-

pios omunes a todas las matries del entralizador de una matriz dada y

permiten un tratamiento direto sin neesidad de usar la araterizaión

general mediante tuplas (Teorema 3.1.14). Además, la araterizaión de

tales subespaios permite la obtenión de resultados pariales para el aso

de subespaios hiperinvariantes de dimensiones superiores que son generali-

zadas en la Seión 3.3. Todo ello está esenialmente reogido en [22℄, si bien

las demostraiones están simpli�adas mediante el uso de la forma anónia

de Weyr siguiendo una sugerenia del Profesor Roger Horn.

3.2.1. Caraterizaión mediante la araterístia deWeyr

Sea A ∈ Mn(F) una matriz reduible a una matriz de Jordan J ∈
Mn(F). Tal y omo hemos visto en el Capítulo 1, podemos limitarnos al

aso nilpotente. En el teorema siguiente se enunia una ondiión neesaria

y su�iente para que todas las matries que onmmutan on A tengan un

vetor propio omún.

Teorema 3.2.1. Sea A ∈ Mn(F) nilpotente on araterístia de Weyr

ω = (ω1, . . . , ωα1), entones:

(1) Las matries B ∈ Z(A) tienen un vetor propio omún si y sólo si

wα1 = 1.

(2) En tal aso, el subespaio de los vetores propios omunes es Ṽ (1, 0, . . . , 0).

Demostraión. Podemos suponer A = W en forma de Weyr. Para denotar

una base asoiada a W usaremos la notaión habitual.

Por el Corolario 2.3.6 tenemos que:

{KW αj−1uj |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωαj
, 0, . . . , 0), (3.21)
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on lo ual, es inmediato que si ωα1 = 1, entones W α1−1u1 es un vetor

propio para todas la matries de Z(W ).
Supongamos ahora que v es un vetor propio para toda K ∈ Z(W ). En

partiular Wv = 0 y por lo tanto:

v = λ1W
α1−1u1 + . . .+ λω1W

αω1−1uω1

En partiular, otra vez apliando el Corolario 2.3.6:

{Kv |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ω1, 0, . . . , 0), (3.22)

y por lo tanto, debe ser λ2 = · · · = λω1 = 0 y por el Corolario 2.3.6,

ωα1 = 1.

Ejemplo 3.2.2. Si onsideramos la matriz de Weyr:

W =




2 0 1 0 0 0
0 2 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 −1 1 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0



, (3.23)

y esribimos {e1, e2, e3, e4, e5, e6} una base asoiada a esta matriz.

El entralizador de W es:

Z(W ) =









x1 x3 x2 0 0 0
0 x5 x4 0 0 0
0 0 x1 0 0 0
0 0 0 x6 x7 0
0 0 0 0 x6 0
0 0 0 0 0 x8



; xi ∈ F






(3.24)

Observemos que r = 3, q1 = 2, q2 = 2, q3 = 1 y:

ω(1, 1) = 2, ω(1, 2) = 1,

ω(2, 1) = 1, ω(2, 2) = 1

ω(3, 1) = 1.

Es pues inmediato ver que e1, e4, e6 son vetores propios omunes a Z(W ).

Corolario 3.2.3. Si A ∈Mn(F) tiene más de un valor propio, el número de

vetores propios omunes linealmente independientes para todas las matries

de Z(A) es
card({i ∈ {1, . . . , r} |w(i, qi) = 1}). (3.25)
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3.2.2. Caraterizaión mediante la araterístia de Se-

gre

En el teorema siguiente se enunia una ondiión neesaria y su�ien-

te respeto a la araterístia de Segre para que todas las matries que

onmutan on una matriz dada tengan un vetor propio omún.

Teorema 3.2.4. Sea A ∈ Mn(F) una matriz nilpotente on araterístia

de Segre α = (α1, . . . , αω1), entones:

(1) Las matries B ∈ Z(A) tienen un vetor propio omún si y sólo si

ω1 = 1 o bien

α1 > α2. (3.26)

(2) En tal aso, el onjunto de vetores propios omunes es V (1, 0, . . . , 0).

Demostraión. Se dedue fáilmente por onjugaión de partiiones del Teo-

rema 3.2.1 (para una demostraión autónoma ver [22℄). En efeto, si se um-

ple la ondiión neesaria y su�iente del Teorema 3.2.1, esto es, ωα1 = 1 y

onsideramos la partiión onjugada de:

(ω1, . . . , ωα1)

resulta la araterístia de Segre:

(α1, . . . , αω1)

y por lo tanto tenemos que:

ωα1 = 1 ⇔





ω1 = 1
ó

α1 > α2

Ejemplo 3.2.5. Si onsideramos la siguiente matriz:

A =




3 −1 1 −2 0 0
1 1 −2 4 0 0
0 0 11 −18 0 0
0 0 6 −10 0 0
2 −1 8 −14 −2 −1
−3 4 −17 30 2 1




(3.27)



3.2 - Subespaios hiperinvariantes unidimensionales 67

on forma de Jordan J y base de Jordan S:

J=




2 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 −1 0 0
0 0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0 0



, S=




2 1 1 0 0 0
1 1 1 −1 0 0
0 0 2 3 0 0
0 0 1 2 0 0
1 0 1 −1 −1 −1
−1 1 −1 −1 1 2




(3.28)

El entralizador de J es:

Z(J) =








x1 0 0 0 0 0
x2 x1 x3 0 0 0
x4 0 x5 0 0 0
0 0 0 x6 0 0
0 0 0 x7 x6 0
0 0 0 0 0 x8



; xi ∈ F





(3.29)

En este aso, r = 3, m1 = 2, m2 = 1, m3 = 1 y:

α(1, 1) = 2, α(1, 2) = 1,

α(2, 1) = 2,

α(3, 1) = 1.

Si una base asoiada a J es:

u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2, u2,1, (A+ I6)u2,1, u3,1.

Es inmediato ver que (A − 2I6)u1,1, (A + I6)u2,1, u3,1 son vetores propios

omunes a Z(J) y haiendo el ambio de base orrespondiente obtenemos

que: 


1
1
0
0
0
1



,




0
0
0
0
−1
1



,




0
0
0
0
−1
2




(3.30)

son vetores propios omunes de Z(A).



68 Subespaios hiperinvariantes

Corolario 3.2.6. Si A ∈Mn(F) tiene más de un valor propio, el número de

vetores propios omunes linealmente independientes para todas las matries

de Z(A) es

card({i ∈ {1, . . . , r} |mi = 1 o mi > 1 y α(i, 1) > α(i, 2)}). (3.31)

Observaión 3.2.7. Si onsideramos sólo dos matries T1, T2 ∈ Z(J) que
tienen un vetor propio omún v (es deir, T1v = λv, T2v = µv para al-

gún λ, µ ∈ F), entones T1 y T2 tienen omo vetores propios omunes

Jv, J2v, . . . , Jkv si Jkv 6= 0.

Ejemplo 3.2.8. Consideremos la matriz J del Ejemplo 3.2.5 y T1, T2 ∈
Z(J):

T1 =




2 0 0 0 0 0
0 2 −1 0 0 0
0 0 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0



, (3.32)

T2 =




−5 0 0 0 0 0
0 −5 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 8 0 0
0 0 0 0 0 0



. (3.33)

Es inmediato ver que T1u1,1 = 2u1,1 y que T2u1,1 = −5u1,1, además;

T1Ju1,1 = JT1u1,1 = 2Ju1,1, T1J
2u1,1 = J2T1u1,1 = 2J2u1,1, . . .

T2Ju1,1 = JT2u1,1 = −5Ju1,1, T2J
2u1,1 = J2T2u1,1 = −5J2u1,1, . . .

Corolario 3.2.9. Sea V un subespaio hiperinvariante d−dimensional, on

d ≥ 2. Entones, todas las matries de Z(A) tienen un vetor propio o-

mún que pertenee a V si y sólo si la restriión de A sobre V umple las

ondiiones del Teorema 3.2.4.

Demostraión. Podemos remitirnos al aso A = J matriz de Jordan.

Si onsideramos {u1, . . . , ud} una base ualquiera de V , las matries de

Z(J) en una base de Fn
, {u1, . . . , ud, ud+1, . . . , un}, son de la forma:

[
X1 X2

0 X3

]
X1 ∈Md(F), X3 ∈ Mn−d(F), (3.34)

on X1 ∈ Z(J|V ) y X3 ∈ Z(J|G), siendo G un subespaio vetorial omple-

mentario V .
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Ejemplo 3.2.10. Si onsideramos la siguiente matriz:

J =




2 0 0 0
1 2 0 0
0 0 2 0
0 0 1 2


 (3.35)

y esribimos una base asoiada a J omo:

u1,1, (J − 2I4)u1,1, u1,2, (J − 2I4)u1,2.

El entralizador de J es:

Z(J) =








x1 0 x2 0
x3 x1 x4 x2
x5 0 x6 0
x7 x5 x8 x6


 ; xi ∈ F, 1 ≤ i ≤ 8





(3.36)

Tenemos que V = span{(J − 2I4)u1,1, (J − 2I4)u1,2} es un subespaio inva-

riante de dimensión 2 para todas las matries de Z(J). Si onsideramos la

base {(J − 2I4)u1,1, (J − 2I4)u1,2, u1,1, u1,2}, las matries de Z(J) son de la

forma: [
X1 X2

0 X3

]
(3.37)

Como J|V =

[
2 0
0 2

]
y Z(J|V ) =

{[
x1 x2
x3 x4

]
; xi ∈ F

}
, entones no

existe ningún vetor propio omún para las matries de Z(J|V ) y por lo

tanto las matries de Z(J) no tienen ningún vetor propio omún que esté

en V .

3.2.3. Criterios elementales para la existenia de subes-

paios hiperinvariantes d−dimensionales

De las onstruiones anteriores se deduen riterios elementales para

la existenia de subespaions hiperinvariantes de dimensión d ≥ 2. En la

Seión 3.4. obtendremos riterios generales.

Teorema 3.2.11. Con las notaiones de la De�niión 1.1.3, supongamos

que existe i ∈ {1, . . . , r}, de manera que se umple una de las siguientes

ondiiones:

(i) mi = 1 y α(i, 1) ≥ d ≥ 2,

(ii) mi > 1 y α(i, 1) ≥ α(i, 2) + d, d ≥ 2.
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Entones un subespaio hiperinvariante de dimensión d es el generado por

(A− λIn)
α(i,1)−dui,1, . . . , (A− λIn)

α(i,1)−2u1,1, (A− λIn)
α(i,1)−1ui,1

Demostraión. Podemos suponer A = J en forma de Jordan. El subespaio

vetorial

(A− λiIn)
α(i,1)−dui,1, . . . , (A− λiIn)

α(i,1)−2u1,1, (A− λiIn)
α(i,1)−1ui,1

es laramente un subespaio Ti-invariante, donde Ti ∈ Z(J(λi)) y por lo

tanto es T -invariante para todo T ∈ Z(J).

Ejemplo 3.2.12. Si onsideramos otra vez la matriz A en el Ejemplo 3.2.5,

la ondiión (i) del Teorema 3.2.11 se umple para el valor propio λ2 = −1.
Por lo tanto, el subespaio:

span{u2,1, (A+ I6)u2,1}

es hiperinvariante. Mediante álulo direto podemos enontrar todos ellos,

omo se reoge en la tabla siguiente.

d = 2
span{(A− 2I6)u1,1, u1,2}, span{(A− 2I6)u1,1, (A+ I6)u2,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u3,1}, span{u2,1, (A+ I6)u2,1},
span{(A+ I6)u2,1, u3,1}

d = 3
span{u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2}, span{(A− 2I6)u1,1, u1,2, (A+ I6)u2,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u1,2, u3,1}, span{(A− 2I6)u1,1, (A+ I6)u2,1, u3,1},
span{u2,1, (A+ I6)u2,1, u3,1}

d = 4

span{u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2, (A+ I6)u2,1},
span{u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2, u3,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u1,2, u2,1, (A+ I6)u2,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u1,2, (A+ I6)u2,1, u3,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u2,1, (A+ I6)u2,1, u3,1}

d = 5
span{u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2, u2,1, (A+ I6)u2,1},
span{u1,1, (A− 2I6)u1,1, u1,2, (A+ I6)u2,1, u3,1},
span{(A− 2I6)u1,1, u1,2, u2,1, (A+ I6)u2,1, u3,1}

3.3. Caraterizaión general de los subes-

paios hiperinvariantes

En esta seión presentamos nuevas araterizaiones de los subespaios

hiperinvariantes, que en partiular permitirán demostrar fáilmente la ya

onoida del Teorema 3.3.6.
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3.3.1. Caraterizaión mediante la araterístia deWeyr

Consideramos una matriz nilpotente A ∈Mn(F) on forma de Weyr W
y esribimos ω = (ω1, . . . , ωα1) su araterístia de Weyr (la onjugada de

la de Segre α = (α1, . . . , αω1)).
Para la araterizaión de Hinv(A), es útil onsiderar la notaión intro-

duida en la De�niión 1.2.24, en la ual denotamos omo Ṽ j
lj
al subespaio

vetorial generado por los primeros lj vetores de la �la j-ésima del diagrama

de Young orrespondiente, además reordemos que:

Ṽ (l1, . . . , lα1) = Ṽ 1
l1 ⊕ · · · ⊕ Ṽ α1

lα1
.

Lema 3.3.1. Dada una partiión α = (α1, . . . , αω1) y su onjugada ω =
(ω1, . . . , ωα1), entones, para i = 1, . . . , α1, se umple que:

ωαωi
= ωi. (3.38)

Demostraión. Por un lado tenemos que:

ωαωi
= #{l |αl ≥ αωi

} ≥ ωi,

y por otro lado

αωi
= #{l |ωl ≥ ωi} ≥ i⇒ ωαωi

≤ ωi.

Usando la notaión anterior tenemos la siguiente araterizaión de

Hinv(A):

Teorema 3.3.2. Sea A ∈ Mn(F) nilpotente, on araterístia de Weyr

ω = (ω1, . . . , ωα1). Con la notaión introduida en la De�niión 1.2.24,

V ∈ Hinv(A) si y sólo si:

V = Ṽ (ωj1, . . . , ωjk , 0, . . . , 0), (3.39)

on:

1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ α1. (3.40)

Demostraión. Nos podemos remitir al aso en que A = W está en forma

anónia de Weyr. Veamos primero que los subespaios de la forma:

Ṽ (ωj1, . . . , ωjk , 0, . . . , 0),

on:

1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ α1,
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son subespaios hiperinvariantes. Por el Teorema 2.3.11 basta demostrar

que:

máx{ωαωji
, ωαωji+1

−1, . . . , ωαωjk
−(k−i)} = ωαωji

= ωji, (3.41)

donde la última igualdad resulta del Lema 3.3.1. Equivalentemente:

ji ≤ αωji+1
− 1, . . . , αωjk

− (k − i). (3.42)

Esto es, que para i+ 1 ≤ l ≤ k,

αωjl
≥ ji + (l − i), (3.43)

lo ual se deriva del heho de que:

αωjl
= #{s |ωs ≥ ωjl} ≥ jl. (3.44)

Para la impliaión ontraria, supongamos que V ∈ Hinv(W ). Entones
omo onseuenia de la Proposiión 3.1.11 tenemos que:

V = (V ∩ E1)⊕ · · · ⊕ (V ∩ Em) = V (k1, . . . , km), (3.45)

donde

V ∩ Ei = span{W αi−kiui, . . . ,W
αi−1ui}. (3.46)

Veamos que ki−1 ≥ ki. En efeto, por (2) del Teorema 2.3.4:

{KW αi−kiui |K ∈ Z(W )} = ImW αi−ki ∩ kerW ki ⊆ V, (3.47)

donde la última inlusión se deriva de que W αi−kiui ∈ V . Como:

W αi−1−kiui−1 ∈ ImW αi−ki ∩ kerW ki ⊆ V, (3.48)

debe ser ki−1 ≥ ki.
Con ello podemos esribir (ver Observaión 1.2.26):

V = V (k1, . . . , km) = Ṽ (l1, . . . , lα1), (3.49)

l1 ≥ l2 ≥ · · · ≥ lα1 ≥ 0. (3.50)

Por ser Ṽ (l1, . . . , lα1) hiperinvariante, debe ser:
⋃

{KṼ (l1, . . . , lk, 0, . . . , 0) |K ∈ Z(W )} = Ṽ (l1, . . . , lk, 0, . . . , 0), (3.51)

siendo k = máx{j|lj 6= 0}. Por otra parte, por el Teorema 2.3.11:

⋃
{KṼ (l1, . . . , lk, 0, . . . , 0) |K ∈ Z(W )} = Ṽ (ωj1, . . . , ωjk , 0, . . . , 0),

(3.52)
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donde:

ji = mı́n{αli, αli+1
− 1, . . . , αlk − k + i}. (3.53)

Así pues, debe ser li = ωji, esto es:

V = Ṽ (ωj1, . . . , ωjk , 0, . . . , 0). (3.54)

Falta ver �nalmente, que ji < ji+1. Ello es obvio si li > li+1. Si li = li+1,

tendríamos:

ji = mı́n{αli+1
, αli+1

− 1, . . . , αlk − k + i} =

= mı́n{αli+1
− 1, . . . , αlk − k + i} <

< mı́n{αli+1
, αli+2

− 1, . . . , αlk − k + i+ 1} = ji+1.

Ejemplo 3.3.3. Siendo α omo en el Ejemplo 1.1.10, tenemos que ω =
(4, 3, 1, 1, 1) (onjugada de α = (5, 2, 2, 1)). Entones, tenemos los siguientes

subespaios hiperinvariantes no triviales:

Ṽ (1, 0, 0, 0, 0) = V (1, 0, 0, 0),

Ṽ (3, 0, 0, 0, 0) = V (1, 1, 1, 0),

Ṽ (4, 0, 0, 0, 0) = V (1, 1, 1, 1),

Ṽ (1, 1, 0, 0, 0) = V (2, 0, 0, 0),

Ṽ (1, 1, 1, 0, 0) = V (3, 0, 0, 0),

Ṽ (3, 1, 0, 0, 0) = V (2, 1, 1, 0),

Ṽ (3, 1, 1, 0, 0) = V (3, 1, 1, 0),

Ṽ (3, 1, 1, 1, 0) = V (4, 1, 1, 0),

Ṽ (4, 1, 0, 0, 0) = V (2, 1, 1, 1),

Ṽ (4, 1, 1, 0, 0) = V (3, 1, 1, 1),

Ṽ (4, 1, 1, 1, 0) = V (4, 1, 1, 1),

Ṽ (4, 3, 0, 0, 0) = V (2, 2, 2, 1),

Ṽ (4, 3, 1, 0, 0) = V (3, 2, 2, 1),

Ṽ (4, 3, 1, 1, 0) = V (4, 2, 2, 1).
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K =




y2 y15 y16 y28 y1 y27 y17 y10 y3 y18
0 y4 y5 y19 0 y20 y21 0 y6 y22
0 y7 y8 y23 0 y24 y25 0 y9 y26
0 0 0 y11 0 y12 y13 0 0 y14
0 0 0 0 y2 y15 y16 y1 y10 y3
0 0 0 0 0 y4 y5 0 0 y6
0 0 0 0 0 y7 y8 0 0 y9
0 0 0 0 0 0 0 y2 y1 y10
0 0 0 0 0 0 0 0 y2 y1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 y2




.

3.3.2. Caraterizaión mediante hipertuplas (de Segre)

Para su utilizaión posterior, nos onviene araterizar los subespaios

hiperinvariantes a través de la araterístia de Segre.

De�niión 3.3.4. Llamaremos hipertuplas a las partiiones (k1, . . . , kω1)
que apareen en el Teorema 3.1.14, es deir, tales que:

k1 ≥ . . . ≥ kω1 , (3.55)

α1 − k1 ≥ . . . ≥ αω1 − kω1 (3.56)

Cada hipertupla puede verse omo la seleión de una asilla en ada

olumna del diagrama de Young de forma que las alturas y profundidades

sean dereientes. En partiular han de ser onstantes mientras α lo sea.

Ejemplo 3.3.5. Para α = (7, 5, 4, 4, 2, 1, 1), en el primer diagrama de

Young está representada una hipertupla, mientras que el segundo simple-

mente una tupla admisible (orrespondiente a un subespaio marado no

hiperinvariante).
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Presentamos una demostraión alternativa (y notablemente más seni-

lla) a la de [15℄, del Teorema 3.1.14 que enuniaremos usando la terminologia

introduida en la De�niión 3.3.4.

Teorema 3.3.6 ( [15℄). Si A ∈ Mn(F) es una matriz nilpotente y su

araterístia de Segre es α = (α1, . . . , αω1), entones Y ∈ Hinv(A) si y

sólo si Y = V (k1, . . . , kω1) para alguna hipertupla (k1, . . . , kω1).

Demostraión. Podemos suponer que A = J está en forma de Jordan. Basta

on ver que las partiiones del Teorema 3.3.2 son partiiones onjugadas

para las hipertuplas. Sea pues, ω = (ω1, . . . , ωα1) la onjugada de α, y
onsideremos:

(ωj1, . . . , ωjk) (3.57)

1 ≤ j1 < . . . < jk ≤ α1 (3.58)

entones, tenemos que si (k1, . . . , kp) es la onjugada de (ωj1, . . . , ωjk):

k1 = #{i |ωji ≥ 1} = k, α1 = #{i |ωi ≥ 1},
k2 = #{i |ωji ≥ 2}, α2 = #{i |ωi ≥ 2},

. . .

kp = #{i |ωji ≥ p}, αp = #{i |ωi ≥ p}.
Por de�niión de partiión onjugada se umple que:

k1 ≥ · · · ≥ kp

y además

k1 − k2 = #{i |ωji = 1} ≤ α1 − α2 = #{i |ωi = 1},
k2 − k3 = #{i |ωji = 2} ≤ α2 − α3 = #{i |ωi = 2},

. . . . . . . . . . . . . . . ,

kp−1 − kp = #{i |ωji = p− 1} ≤ αp−1 − αp = #{i |ωi = p− 1}.

De este teorema se siguen los resultados de la seión anterior sobre

hiperinvariantes unidimensionales.

Corolario 3.3.7. Con las notaiones anteriores, dada una matriz A ∈
Mn(F), entones todos los elementos de Z(A) tienen un vetor propio omún

si y sólo si, mi = 1 o bien para algun i ∈ {1, . . . , r} se umple que:

α(i, 1) > α(i, 2) ≥ α(i, 3) ≥ . . . ≥ α(i,mi). (3.59)
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Demostraión. Sabemos que existe un vetor propio omún si y sólo si

(1, 0, . . . , 0) es hipertupla para algun valor propio λi de A, y esto es equi-

valente a que mi = 1, esto es, la araterístia de Segre del valor propio λi
sólo tenga un elemento o si mi > 1, se umpla que α(i, 1) − 1 ≥ α(i, 2) y
por lo tanto α(i, 1) > α(i, 2).

3.3.3. Caraterizaión mediante estabilidad estrutu-

ral

De la araterizaión anterior de los subespaios hiperinvariantes se sigue

la siguiente que pone de mani�esto su papel destaado omo subfamilia

de los subespaios invariantes: un subespaio marado es estruturalmente

estable si y sólo si es hiperinvariante.

Intuitivamente, un elemento se die �estruturalmente estable� si iertas

propiedades araterístias no se ven alteradas por pequeñas perturbaio-

nes. De forma preisa, en nuestro aso:

De�niión 3.3.8. Consideremos la variedad difereniable (ver 1.2.16):

{(A, V ) : dim V = d, V es A-invariante} ⊂Mn(C)×Grd(E). (3.60)

Un par (A, V ) se die estruturalmente estable si todos los de un ier-

to entorno U ⊂ Mn(C) × Grd(E) le son equivalentes, esto es, para todo

(A′, V ′) ∈ U existe S ∈ GLn(C) tal que:

S−1AS = A′, S−1V = V ′. (3.61)

En otras palabras (ver 1.2.18), (A, V ) es un punto interior a su órbita

(̃A, V ) =
{
(S−1AS, S−1V ), S ∈ GLn(C)

}
⊂Mn(C)×Grd(E)

Con ello (véase de nuevo 1.2.16):

Lema 3.3.9. (A, V ) es estruturalmente estable si y sólo si:

codim (̃A, V ) = 0. (3.62)

Podemos ya abordar el resultado anuniado. Reordemos (ver 1.3.12)

que la familia de los pares (A, V )marados ontiene a la de hiperinvariantes.

Veamos que éstos son preisamente los estruturalmente estables:

Teorema 3.3.10. En las ondiiones de la De�niión 3.3.8, un par (A, V )
marado es hiperinvariante si y sólo si es estruturalmente estable.
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Demostraión. Esribiremos omo siempre α = (α1, . . . , αω1) la araterís-

tia de Segre de A. Para alular dim (̃A, V ), laramente podemos sustituir

(A, V ) por ualquier otro par equivalente. En partiular, tomando S una

base de E adaptada a V (esto es, obtenida por extensión de una base de

V ) resulta:

S−1V = Cd, S−1AS =

[
A1 A3

O A2

]
≡ A0, dim (̃A, V ) = dim ˜(A0,Cd).

(3.63)

Evidentemente, mediante un nuevo ambio

S ′ =

[
S1 O
O S2

]
,

podemos elegir una nueva base adaptada de forma que A1 = J1 ∈Md(C) y
A2 = J2 ∈Mn−d(C) sean matries de Jordan. En patiular esribiremos las

araterístias de Segre omo:

β = (β1, . . . , βr), γ = (γ1, . . . , γs),

estas araterístias de Segre están adaptadas a α y por lo tanto no son ne-

esariamente dereientes. Más onretamente, denotaremos por p el subin-
die tal que:

β1 ≥ . . . ≥ βp, y βp < βp+1

Reordemos por otra parte (ver 1.1.26) que codim (̃A, V ) es el número

de parámetros de ualquier deformaión miniversal. En [7℄ se demuestra

que, para pares (A0,Cd) una tal deformaión miniversal viene dada por

A0 +

[
X Z
O Y

]
(3.64)

donde X, Y, Z reorren las soluiones de:

J∗
1Z − ZJ∗

2 = 0 (3.65)

[J∗
1 , X ]− ZA∗

3 = 0 (3.66)

[Y, J∗
2 ]− A∗

3Z = 0 (3.67)

Por tanto, el par marado (A, V ) es estruturalmente estable si y sólo

si la únia soluión es X = Y = Z = 0.
Estas euaiones se resuelven en [6℄ en el aso en que la matriz sea

marada y en partiular se arateriza A0 para que la únia soluión sea

X = Y = Z = 0. De heho apareen en un ontexto equivalente al que
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nos oupa, uando se perturban matries maradas A0 (esto es, para las

que el subespaio invariante Cd
es marado) manteniendo el bloque 0 en el

uadrante inferior izquierda.

En ualquier aso, se onluye que las ondiiones en A0 para que la

únia soluión sea X = Y = Z = 0 son las siguientes:

(i) p = mı́n(r, s) .

(ii) βi ≥ βi+1.

(iii) γi ≥ γi+1.

Condiiones que son justamente las que araterizan las hipertuplas.

3.4. Subespaios hiperinvariantes asoia-

dos a una hipertupla on valores pre-

fijados

En las onstruiones del Capitulo 4 neesitaremos pre�jar algunos oe-

�ientes de las hipertuplas que determinan subespaios hiperinvariantes de

la forma V (k1, . . . , km). Veamos por el momento algunos resultados pre-

vios sobre existenia y dimensión. En la próxima seión proederemos a su

ontaje.

Como antes, podemos restringirnos a matries A ∈Mn(F) nilpotentes y
supondremos α = (α1, . . . , αm) su arateristia de Segre. Reordemos que,

si onviene, podemos suponer α1 > α2 > . . . > αm, ya que si αi = αi+1

neesariamente ki = ki+1 en ualquier hipertupla.

Proposiión 3.4.1. Sea A ∈ Mn(F) nilpotente y α = (α1, . . . , αm) su

araterístia de Segre. Dados enteros positivos:

ci1 ≤ αi1, . . . , cir ≤ αir , 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ m, (3.68)

existen subespaios hiperinvariantes:

V (k1, . . . , km) on ki1 = ci1 , . . . , kir = cir , (3.69)

si y sólo si:

ci1 ≥ · · · ≥ cir , (3.70)

αi1 − ci1 ≥ · · · ≥ αir − cir (3.71)
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Demostraión. La ondiión es evidentemente neesaria por el Teorema 3.3.6.

Para la su�ienia basta on onstruir una hipertupla de la forma:

(k1, . . . , kij−1, cij , kij+1, . . . , km). (3.72)

Lo haremos por onatenaión entre los índies 1, i1, . . . , ir, m.

Si 1 < i1, basta tomar:

k1 = · · · = ki1−1 = ci1. (3.73)

Si ir < m, basta tomar para ir < i ≤ m:

ki = máx{αi − (αir − cir), 0}. (3.74)

Finalmente, para ij < i < ij+1, basta tomar:

ki = máx{αi − (αij − cij ), cij+1
}. (3.75)

Ejemplo 3.4.2. Para α = (11, 9, 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1), pre�jamos c3 = 5, c7 = 2,
esto es, nos preguntamos por hipertuplas de la forma:

(k1, k2, 5, k4, k5, k6, 2, k8, k9). (3.76)

Según la demostraión de la proposiión anterior, podemos tomar:

k1 = k2 = 5, (3.77)

k4 = 7− (8− 5) = 4, k5 = 5− (8− 5) = 2, k6 = 2, (3.78)

k8 = 2− (3− 2) = 1, k9 = 1− (3− 2) = 0, (3.79)

que resulta:

(5, 5, 5, 4, 2, 2, 2, 1, 0). (3.80)

Observemos que también podríamos haber tomado:

(8, 6, 5, 5, 5, 3, 2, 2, 1). (3.81)

De heho, omo veremos a ontinuaión, esas hipertuplas orresponden a

los subespaios hiperinvariantes de dimensión mínima y máxima respeti-

vamente (para las restriiones c3 = 5, c7 = 2).



80 Subespaios hiperinvariantes

Como ha mostrado el ejemplo anterior, la hipertupla onstruida en la

Proposiión 3.4.1 no es la únia on las restriiones kij = cij requeridas.

Veamos a ontinuaión uáles de entre ellas orresponden a subespaios

hiperinvariantes de dimensiones máxima y mínima, teniendo en uenta que,

obviamente:

dimV (k1, . . . , km) = k1 + . . .+ km. (3.82)

De heho, veremos que las onstruidas en la demostraión de la Proposi-

ión 3.4.1 orresponden a dimensión mínima. Como allí, podemos proeder

por onatenaión, de modo que basta onsiderar tres asos partiulares:

pre�jar k1 = c1, pre�jar km = cm, pre�jar k1 = c1 y km = cm.

Proposiión 3.4.3. Sea A ∈ Mn(F) nilpotente y α = (α1, . . . , αm) su

araterístia de Segre.

1. Para los subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (k1, . . . , km−1, cm), cm ≤ αm, (3.83)

las dimensiones máxima y mínima resultan respetivamente para las

hipertuplas:

ki = αi − (αm − cm), 1 ≤ i < m, (3.84)

ki = cm, 1 ≤ i < m. (3.85)

2. Para los subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (c1, k2, . . . , km), c1 ≤ α1, (3.86)

las dimensiones máxima y mínima resultan respetivamente para las

hipertuplas:

ki = mı́n{c1, αi}, 1 < i ≤ m, (3.87)

ki = máx{αi − (c1 − α1), 0}, 1 < i ≤ m. (3.88)

3. Para los subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (c1, k2, . . . , km−1, cm), c1 ≤ α1, cm ≤ αm, (3.89)

c1 ≥ cm, α1 − c1 ≥ αm − cm, (3.90)

las dimensiones máxima y mínima resultan respetivamente por las

hipertuplas:

ki = mı́n{c1, αi − (αm − cm)}, 1 < i < m, (3.91)

ki = máx{αi − (α1 − c1), cm} 1 < i < m. (3.92)
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Demostraión. 1. Consideremos hipertuplas de la forma:

(k1, . . . , km−1, cm). (3.93)

Apliquemos el Teorema 3.3.6 por reurrenia (reversa, en este aso):

cm ≤ km−1 ≤ αm−1 − (αm − cm),

cm ≤ km−1 ≤ km−2 ≤ αm−2 − (αm−1 − km−1) ≤ αm−2 − (αm − cm),

. . . . . . . . . . . . . . .

cm ≤ km−1 ≤ · · · ≤ ki ≤ αi − (αi+1 − ki+1) ≤ · · · ≤ αi − (αm − cm),

. . . . . . . . . .

Por tanto, la hipertupla �mínima� es la referida en (3.85) y la �máxi-

ma�, en (3.84).

2. Consideremos hipertuplas de la forma:

(c1, k2, . . . , km). (3.94)

Entones por el Teorema 3.3.6, proediendo omo antes:

ki ≤ αi y ki ≤ c1, (3.95)

ki ≥ 0 y c1 − ki ≤ α1 − ki. (3.96)

3. Consideremos hipertuplas de la forma:

(c1, k2, . . . , km−1, cm). (3.97)

Entones por el Teorema 3.3.6, proediendo omo antes:

ki ≤ c1 y ki − cm ≤ αi − αm, (3.98)

y que:

ki ≥ cm y c1 − ki ≤ α1 − ki. (3.99)

Ejemplo 3.4.4. Siguiendo on el ejemplo anterior, α = (11, 9, 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1),
resulta:

26 ≤ dimV (k1, k2, 5, k4, k5, k6, 2, k8, k9) ≤ 37. (3.100)
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3.5. Contando subespaios hiperinvarian-

tes

Es ya onoido( [15℄) el ómputo del número total de subespaios hi-

perinvariantes para una matriz J . Veremos en esta seión que, graias a

la araterizaión por hipertuplas en 3.1.14, podemos ontar separadamen-

te los de ada dimensión pre�jada. Igualmente los que resultan de pre�jar

algunos valores de las hipertuplas omo en la Seión anterior. En ambos

asos el resultado puede expresarse en términos de los oe�ientes de deter-

minados polinomios generadores.

3.5.1. Contando subespaios hiperinvariantes de dimen-

sión �ja

En primer lugar reordamos la teoría de las funiones generatries (ver

por ejemplo [29℄, [30℄). Reordemos que dada una suesión de números reales

a0, a1, . . . se llama su funión generatriz a la siguiente serie de poténias:

G(x) = a0 + a1x+ . . .

Las funiones generatries son utilizadas para resolver una gran variedad

de problemas de ontaje. En partiular son una herramienta útil para ontar

soluiones de euaiones diofántias, esto es, euaiones en las que sólo

admitimos soluiones enteras. Por ejemplo, el número de soluiones enteras

no negativas de una euaión de la forma:

x1 + x2 + . . .+ xn = C,

donde C es una onstante entera positiva, es el oe�iente de xC en:

(1 + x+ x2 + . . .+ xC)n.

Si tenemos restriiones sobre las variables xi de la forma ai ≤ xi ≤ bi,
entones hay que onsiderar otro polinomio generador:

(xa1 + . . .+ xb1) . . . (xan + . . .+ xbn).

Más en general:

Teorema 3.5.1 ( [30℄). Siendo a1, . . . , an, b1, . . . , bn, C enteros no negati-

vos, el número de soluiones de la euaión diofántia:

c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn = C, (3.101)
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tales que ai ≤ xi ≤ bi, es el oe�iente de xC en:

(xc1a1 + . . .+ xc1b1) . . . (xcnan + . . .+ xcnbn). (3.102)

Veamos que ello permite alular el número de subespaios hiperinva-

riantes para ada dimensión.

Lema 3.5.2. Dada A ∈ Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre α =
(α1, . . . , αm), sean τ , si, di y Si omo en la De�niión 1.1.9. El número de

subespaios hiperinvariantes de dimensión d, 0 ≤ d ≤ n, oinide on el

número de soluiones de la siguiente euaión diofántia:

S1x1 + . . .+ Sτxτ = d (3.103)

on la ondiión 0 ≤ xi ≤ di, 1 ≤ i ≤ τ .

Demostraión. Según el Teorema 3.1.14, �jada una base de Jordan, un

subespaio hiperinvariante viene determinado por una tupla

(
S1)

y1, . . . , y1, . . . ,
Sτ )

yτ , . . . , yτ ),

donde

y1 ≤ n1, . . . , yτ ≤ nτ ,

y1 − y2 ≤ d1, . . . , yτ−1 − yτ ≤ dτ .

Por tanto, los de dimensión d se orresponden on las soluiones enteras no

negativas de la siguiente euaión diofántia:






s1y1 + . . .+ sτyτ = d
y1 − y2 = x1
y2 − y3 = x2
...
yτ−1 − yτ = xτ−1

(3.104)

satisfaiendo que 0 ≤ yi ≤ ni, 0 ≤ xi ≤ di. Para la resoluión de este

sistema despejamos y1, . . . , yτ−1:



yτ−1 = xτ−1 + yτ
yτ−2 = xτ−2 + yτ−1 = xτ−2 + xτ−1 + yτ
...
y1 = . . . = x1 + x2 + . . .+ xτ−1 + yτ

(3.105)

Entones, si sustituimos y1, . . . , yτ−1 en la primera euaión del sistema de

euaiones (3.104) obtenemos que es equivalente a:

S1x1 + S2x2 + . . .+ Sτ−1xτ−1 + Sτyτ = d,

on 0 ≤ xi ≤ di y 0 ≤ yτ ≤ dτ .
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Apliando el Teorema 3.5.1 a la euaión (3.103) resulta:

Teorema 3.5.3. Dada A ∈ Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre

α = (α1, . . . , αm), sean τ , si, di y Si omo en la De�niión 1.1.9. Entones,

el número de subespaios hiperinvariantes de dimensión d, 0 ≤ d ≤ n, es el
oe�iente de grado d del polinomio:

(1+xS1+. . .+xd1S1)(1+xS2+. . .+xd2S2) · · · (1+xSτ +. . .+xdτSτ ). (3.106)

Observaión 3.5.4. En el aso en que la matriz A tenga varios valores

propios: λ1, . . . , λr, (r > 1), omo onseuenia de la Proposiion 3.1.11

el número de subespaios hiperinvariantes puede deduirse a partir de los

resultados anteriores multipliando los polinomios generadores orrespon-

dientes a ada valor propio (ver Ejemplo 3.5.7).

Finalmente, podemos deduir también el siguiente resultado ya onoi-

do:

Corolario 3.5.5 ( [12℄). El número total de subespaios hiperinvariantes

para una matriz A ∈ Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre α =
(α1, . . . , αm) es:

(d1 + 1) · · · (dτ−1 + 1)(dτ + 1), (3.107)

siendo di omo en la De�niión 1.1.9.

Demostraión. El número total de subespaios hiperinvariantes será la su-

ma de todos los oe�ientes del polinomio (3.106), que se obtiene haiendo

x = 1.

Ejemplo 3.5.6. Consideremos una matriz J nilpotente on araterísti-

a de Segre α = (3, 3, 2, 2, 2). A partir del Teorema 3.5.3 podemos alu-

lar el número de subespaios hiperinvariantes de dimensión d sin neesi-

dad de enontrarlos explíitamente. Al ser N(α) = (3, 2), S(α) = (2, 3)
y D(α) = (1, 2), S1 = 2, S2 = 5, entones el número de subespaios hi-

perinvariantes para ada dimensión puede deduirse a partir del siguiente

polinomio generador:

(1 + x2)(1 + x5 + x10) = 1 + x2 + x5 + x7 + x10 + x12

De forma más preisa onstruimos la siguiente tabla:

Dimensión 0 2 5 7 10 12
Núm. de hiper. 1 1 1 1 1 1

Cuadro 3.1: Tabla 1
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En partiular τ = 2 y d1 = 1, d2 = 2. Por lo que apliando el orolario

anterior tenemos que el número total de subespaios hiperinvariantes es

(d1 + 1)(d2 + 1) = 6.
Veamos que en este ejemplo senillo el álulo direto es posible y reobte-

nemos el resultado de la tabla 3.1. De auerdo on la De�niión 3.3.4, tene-

mos uatro hipertuplas no triviales posibles para la matriz J : (1, 1, 0, 0, 0),
(1, 1, 1, 1, 1), (2, 2, 1, 1, 1) y (2, 2, 2, 2, 2). Los subespaios hiperinvariantes

orrespondientes a ada hipertupla son:

V (1, 1, 0, 0, 0) = span{J2u1, J
2u2},

V (1, 1, 1, 1, 1) = span{J2u1, J
2u2, Ju3, Ju4, Ju5},

V (2, 2, 1, 1, 1) = span{Ju1, J2u1, Ju2, J
2u2, Ju3, Ju4, Ju5},

V (2, 2, 2, 2, 2) = span{Ju1, J2u1, Ju2, J
2u2, u3, Ju3, u4, Ju4, u5, Ju5}, que son

los no triviales de la tabla anterior.

Esto es, los uatro anteriores más los dos triviales.

Ejemplo 3.5.7. Consideremos la matriz J de la forma

J =




2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 4




.

La araterístia de Segre del valor propio 2 es (3, 2), y su polinomio gene-

rador es:

1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5,

por lo tanto tenemos la siguiente tabla:

Dimensión 0 1 2 3 4 5
Núm.hiper. 1 1 1 1 1 1

Cuadro 3.2: Tabla 2
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La araterístia de Segre del valor propio 4 es (4, 4, 2). El orrespon-
diente polinomio generador es:

1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x10,

y el número de subespaios hiperinvariantes de ada dimensión viene dado

en la siguiente tabla:

Dimensión 0 2 3 4 5 6 7 8 10
Núm.hiper. 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Cuadro 3.3: Tabla 3

Finalmente, para obtener el número de subespaios hiperinvariantes de

la matriz J para ada dimensión d simplemente hemos de multipliar los

dos polinomios generadores anteriores:

(1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5)(1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7 + x8 + x10) =
= 1 + x+ 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + 5x6 + 6x7 + 6x8 + 5x9 + 5x10 + 4x11

+3x12 + 2x13 + x14 + x15

Dim. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Núm.hiper. 1 1 2 3 4 5 5 6 6 5 5 4 3 2 1 1

3.5.2. Contando hipertuplas on valores pre�jados

En esta subseión, dada una araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm)
vamos a dar un método para ontar los subespaios hiperinvariantes aso-

iados a hipertuplas on oe�ientes pre�jados omo en la Seión 3.4. De

heho, omo haremos notar (Corolario 3.5.14 y Ejemplo 3.5.16), basta on-

siderar hipertuplas on el primer y el último valor pre�jado, es deir, hiper-

tuplas de la forma:

(c1, k2, . . . , km−1, cm), (3.108)

siendo c1 y cm valores pre�jados, on c1 ≥ cm, α1 − c1 ≥ αm − cm.
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De�niión 3.5.8. Dada una araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm), es-
ribiremos:

H∆
m+1−p(c) = {hipertuplas(km+1−p, . . . , km) : km = c, km+1−p = c+∆},

(3.109)

n∆
m+1−p(c) = card(H∆

m+1−p(c)), (3.110)

donde 0 ≤ c ≤ αm, 1 ≤ p ≤ m, 0 ≤ ∆ ≤ αm+1−p − c.

Reordemos que la ondiión de hipertupla es:

km+1−p ≥ · · · ≥ km ≥ 0,

αm+1−p − km+1−p ≥ · · · ≥ αm − km ≥ 0

Esos ardinales n∆
m+1−p(c) serán fáilmente tabulables por reurrenia a

partir del siguiente lema:

Lema 3.5.9. En las ondiiones de la de�niión anterior:

(1) Para todo 0 ≤ c ≤ αm:

n∆
m+1−p(c) = n∆

m+1−p(0). (3.111)

(2) Para ∆ = 0 y para todo 1 < p ≤ m:

n0
m+1−p(0) = 1. (3.112)

(3) Para p = 1 y para ∆ > 0:

n0
m(0) = 1, n∆

m(0) = 0. (3.113)

(4) Para 1 ≤ p ≤ m:

n∆
m+1−p(0) =

αm+1−p−αm+1−(p−1)∑

i=0

n∆−i
m+1−(p−1)(0). (3.114)

Demostraión. Son obvios (1), (2) y (3). Para (4) basta observar que:

km+1−(p−1) ≤ km+1−p ≤ km+1−(p−1) + αm+1−p − αm+1−(p−1), (3.115)

y por tanto:

km+1−p = ∆ ⇒ ∆− (αm+1−p − αm+1−(p−1)) ≤ km+1−(p−1) ≤ ∆. (3.116)
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Ejemplo 3.5.10. Para p = 2, tendremos:

n∆
m−1(0) = 1, si ∆ ≤ αm−1 − αm (3.117)

n∆
m−1(0) = 0, si ∆ > αm−1 − αm (3.118)

Teorema 3.5.11. Dada una araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm), los
valores de n∆

m+1−p(0) en la De�niión 3.5.8 se reogen en la siguiente tabla,

que se obtiene por reurrenia:

La primera �la es: 1, 0, 0, . . .

Cada elemento de la �la p es la suma de los de la �la inmediatamente

superior, situados en las αm+1−p − αm+1−(p−1) olumnas anteriores..

m+ 1− p \∆ 0 1 . . . αm−1 − αm . . . ∆− (αm−p − αm+1−p) . . . ∆
m 1 0 . . . 0 0 0 0 0
m− 1 1 . . . 1 0 0 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

m+ 1− (p− 1) 1
...

... n
αm−1−αm

m+1−(p−1)(0)
... n

∆−(αm−p−αm+1−p)

m+1−(p−1) (0)
... n∆

m+1−(p−1)(0)

m+ 1− p 1
...

... n
αm−1−αm

m+1−p (0)
... n

∆−(αm−p−αm+1−p)
m+1−p (0)

... n∆
m+1−p(0)

... 1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1 1
...

...
...

...
... n∆

1 (0)

Cuadro 3.4: Tabla que nos da el número de hipertuplas pariales on último

valor pre�jado

Corolario 3.5.12. Dada A ∈Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre

α = (α1, . . . , αm), el número de subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (c1, k2, . . . , km−1, cm), c1 ≥ cm, α1 − c1 ≥ αm − cm, (3.119)

viene dado por el valor n∆
1 (0) de la tabla anterior, on ∆ = c1 − cm.

Ejemplo 3.5.13. Para α = (20, 18, 15, 10, 8, 5, 2), obtenemos la siguiente

tabla:
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8− p \∆ 0 1 2 3 4 5 6 7 8
7 1 0 0 0 0 0 0 0 0
6 1 1 1 1 0 0 0 0 0
5 1 2 3 4 3 2 1 0 0
4 1 3 6 9 10 9 6 3 1
3 1 4 10 19 29 38 43 43 38
2 1 5 15 34 62 96 129 153 162
1 1 6 21 54 111 172 287 378 444

Con ello, el número de subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (10, k2, k3, k4, k5, k6, 2) (3.120)

resulta:

n8
1(2) = n8

1(0) = 444. (3.121)

Más en general, el número de hipertuplas de la forma:

(9, k4, k5, k6, 2), (3.122)

es:

n7
3(2) = n7

3(0) = 43. (3.123)

Veamos que los resultados anteriores permiten ontar el número de

hipertuplas on oe�ientes pre�jados ualesquiera, omo en la Proposi-

ión 3.4.1:

(k1, . . . , km), ki1 = ci1 , . . . , cir = kir . (3.124)

De heho (vease Observaión 3.5.15 y Ejemplo 3.5.16), proediendo por

onatenaión omo en la Seión 3.4., basta estudiar los asos partiulares

k1 = c1 o km = cm, además del k1 = c1 y km = cm ya resuelto en el

Corolario 3.5.12. Veamos que, ambos se deduen de éste omo sigue:

Corolario 3.5.14. Sea A ∈Mn(F) nilpotente y α = (α1, . . . , αm) su ara-

teristia de Segre.

1. El número de hipertuplas de la forma:

(k1, . . . , km−1, cm), cm ≤ αm, (3.125)

es:

α1−αm∑

∆=0

n∆
1 (0). (3.126)
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2. El número de hipertuplas de la forma:

(c1, k2, . . . , km), c1 ≤ α1, (3.127)

es:

kMAX
m∑

km=kMIN
m

nc1−km
1 (0), (3.128)

donde kMIN
m = máx{αm − (c1 − α1), 0} y kMAX

m = mı́n{c1, αm}

Demostraión. 1. Por las propiedades de hipertupla es evidente que:

cm ≤ k1 ≤ cm + α1 − αm, (3.129)

y por lo tanto, las hipertuplas que hemos de ontar son las de la forma:

(cm, k2, . . . , km−1, cm), (3.130)

(cm + 1, k2, . . . , km−1, cm), (3.131)

. . . . . . . . . (3.132)

(cm + α1 − αm, k2, . . . , km−1, cm), (3.133)

(3.134)

esto es:

α1−αm∑

∆=0

n∆
1 (cm) =

α1−αm∑

∆=0

n∆
1 (0). (3.135)

2. Aotando a través de las propiedades de hipertupla tenemos que:

kMIN
m = máx{αm − (c1 − α1), 0} ≤ km ≤ mı́n{c1, αm} = kMAX

m ,
(3.136)

y por lo tanto, las hipertuplas que hemos de ontar son las de la forma:

(c1, k2, . . . , km−1, k
MIN
m ), (3.137)

(c1, k2, . . . , km−1, k
MIN
m + 1), (3.138)

. . . . . . . . . (3.139)

(c1, k2, . . . , km−1, k
MAX
m ), (3.140)

(3.141)

esto es:

kMAX
m∑

km=kMIN
m

nc1−km
1 (km) =

kMAX
m∑

km=kMIN
m

nc1−km
1 (0). (3.142)
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Observaión 3.5.15. Como ya hemos diho, el número de hipertuplas

on oe�ientes pre�jados ualesquiera puede alularse a partir del Coro-

lario 3.5.12 y del Corolario 3.5.14 por onatenaión, esto es, multipliando

el de las posibles en ada �tramo�, omo se ilustra en el siguiente ejem-

plo. Nótese que las tablas de álulo en ada �tramo� son distintas, ya que

orresponden a distintas �subpartiiones� de α.

Ejemplo 3.5.16. Para α = (11, 9, 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1), pre�jamos c3 = 5, c7 =
2, esto es, queremos ontar las hipertuplas de la forma:

(k1, k2, 5, k4, k5, k6, 2, k8, k9). (3.143)

1. Empezamos ontando las de la forma (k1, k2, 5). Construimos la tabla

orrespondiente a (α1, α2, α3):

4− p \∆ 0 1 2 3
3 1 0 0 0
2 1 1 0 0
1 1 2 2 1

y el ardinal orrespondiente es:

11−8∑

∆=0

n∆
1 (0) = 1 + 2 + 2 + 1 = 6. (3.144)

2. A ontinuaión ontamos las de la forma (5, k4, k5, k6, 2). Construimos

la tabla orrespondiente a (α3, α4, α5, α6, α7):

8− p \∆ 0 1 2 3 4 5
7 1 0 0 0 0 0
6 1 1 0 0 0 0
5 1 2 1 0 0 0
4 1 3 4 3 1 0
3 1 4 7 7 4 1

y el ardinal orrespondiente es:

n3
1(0) = 7. (3.145)

3. Finalmente ontamos las de la forma (2, k8, k9). Construimos la tabla

orrespondiente a (α7, α8, α9):
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10− p \∆ 0 1 2 3
9 1 0 0 0
8 1 1 0 0
7 1 2 1 0

y el ardinal orrespondiente es:

mı́n{2,1}∑

k9=máx{1−(2−1),0}

n2−km
1 (0) = n2

1(0) + n1
1(0) = 1 + 2 = 3. (3.146)

Con lo ual, onluimos que el número total de hipertuplas de la forma:

(k1, k2, 5, k4, k5, k6, 2, k8, k9), (3.147)

es:

6 · 7 · 3 = 126. (3.148)

La onstruión reurrente en el Teorema 3.5.11 de la Tabla 3.4, reuer-

da la onstruión del Triángulo de Pasal. En efeto, es fáil ver que los

elementos en diha tabla orresponden a los oe�ientes de determinados

polinomios generadores:

Proposiión 3.5.17. En las ondiiones del Teorema 3.5.11, los oe�ien-

tes de la �la p, 2 ≤ p ≤ m en la Tabla 3.4 son los del polinomio:

P2(x) . . . Pp(x), (3.149)

donde:

P2(x) = 1 + x+ · · ·+ xαm−1−αm , (3.150)

. . . . . . . . . . . . . . . , (3.151)

Pp(x) = 1 + x+ · · ·+ xαm+1−p−αm+1−(p−1) , (3.152)

. . . . . . . . . . . . . . . , (3.153)

Pm(x) = 1 + x+ . . .+ xα1−α2 . (3.154)

Ejemplo 3.5.18. Siguiendo on el Ejemplo 3.5.13:

P2(x) = 1 + x+ x2 + x3, (3.155)

P3(x) = 1 + x+ x2 + x3, (3.156)

P4(x) = 1 + x+ x2, (3.157)

P5(x) = 1 + x+ x2 + x3 + x4 + x5, (3.158)

P6(x) = 1 + x+ x2 + x3, (3.159)

P7(x) = 1 + x+ x2. (3.160)
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Así pues:

P2(x) ↔ (1, 1, 1, 1, 1), (3.161)

P2(x)P3(x) ↔ (1, 2, 3, 4, 3, 2, 1), (3.162)

P2(x)P3(x)P4(x) ↔ (1, 3, 6, 9, 10, 8, 6, 3, 1), (3.163)

etc. (3.164)

Corolario 3.5.19. Dada A ∈Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre

α = (α1, . . . , αm).

1. El número de subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (c1, k2, . . . , km−1, cm), c1 ≥ cm, α1 − c1 ≥ αm − cm, (3.165)

viene dado por el oe�iente de grado ∆ = c1 − cm del polinomio:

(1 + x+ · · ·+ xαm−1−αm) . . . (1 + x+ · · ·+ xα1−α2). (3.166)

2. El número de subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (c1, k2, . . . , km−1, km), α1 ≥ c1, (3.167)

viene dado por la suma de los oe�ientes de grados entre cm− kMAX
m

y cm − kMIN
m del polinomio:

(1 + x+ · · ·+ xαm−1−αm) . . . (1 + x+ · · ·+ xα1−α2), (3.168)

donde kMAX
m = mı́n{c1, αm} y kMIN

m = máx{αm−(c1−α1), 0}. Esto es,
el oe�iente de grado cm − kMIN

m del anterior polinomio multipliado

por:

1 + x+ x2 + . . .+ xk
MAX
m −kMIN

m . (3.169)

3. El número de subespaios hiperinvariantes de la forma:

V (k1, k2, . . . , km−1, cm), αm ≥ cm, (3.170)

viene dado por la suma de los oe�ientes del polinomio:

(1 + x+ · · ·+ xαm−1−αm) . . . (1 + x+ · · ·+ xα1−α2), (3.171)

es deir,

(1 + αm−1 − αm) . . . (1 + α1 − α2). (3.172)



94 Subespaios hiperinvariantes

Ejemplo 3.5.20. Siguiendo on el Ejemplo 3.5.16, on α = (11, 9, 8, 7, 5, 4, 3, 2, 1)
y pre�jando c3 = 5, c7 = 2, esto es, queremos ontar las hipertuplas de la

forma:

(k1, k2, 5, k4, k5, k6, 2, k8, k9). (3.173)

1. Para las de la forma (k1, k2, 5), onstruimos el polinomio:

(1 + x)(1 + x+ x2) = 1 + 2x+ 2x2 + x3, (3.174)

y el ardinal orrespondiente es la suma de los oe�ientes de este

polinomio, es deir, 6.

2. Para las de la forma (5, k4, k5, k6, 2), onstruimos el polinomio:

(1+x)(1+x)(1+x+x2)(1+x) = 1+4x+7x2+7x3+4x4+x5, (3.175)

y el ardinal orrespondiente es el oe�iente de grado 5 − 2 = 3, es
deir, 7.

3. Finalmente para las de la forma (2, k8, k9), onstruimos el polinomio:

(1 + x)(1 + x) = 1 + 2x+ x2, (3.176)

y el ardinal orrespondiente es la suma de los oe�ientes de este

polinomio que tienen grado entre 2−máx{1−(2−1), 0} y 2−mı́n{2, 1},
es deir, entre grado 1 y 2, por lo tanto el ardinal busado es 3.



Capítulo 4

Subespaios araterístios no

hiperinvariantes

4.1. Introduión

En el apítulo anterior hemos visto diversas araterizaiones de Hinv(A)
(ver Lema 3.1.12 y Teoremas 3.1.14, 3.3.2, 3.3.10). Asimismo vimos (Teo-

rema 3.1.9) que Chinv(A) = Hinv(A) exepto para F = GF (2). Para este

uerpo, el Teorema de Shoda que enuniamos inmediatamente prueba que si

F = GF (2), Chinv(A) 6= Hinv(A) si y sólo si la matriz de Jordan de A tiene

al menos dos bloques de tamaño únio (es deir, no hay más bloques de este

tamaño) y di�riendo en más de 1. La desripión de Chinv(A) en este aso

es un problema abierto (ver [3℄) que vamos a resolver en este apítulo.

Teorema 4.1.1 ( [35℄). (Shoda, 1930) Sea J ∈ Mn(GF (2)) una matriz de

Jordan nilpotente. Entones, las siguientes a�rmaiones son equivalentes:

(i) Existe un subespaio araterístio no hiperinvariante para J .

(ii) Para dos numeros r y s on s > r+1, la matriz J tiene exatamente

un bloque de Jordan de tamaño r y uno de tamaño s.

Ejemplo 4.1.2. El Ejemplo 3.1.10 muestra que efetivamente Chinv(A) 6=
Hinv(A) para α = (3, 1), que veri�a la ondiión (ii) anterior. Veamos que

todo subespaio araterístio es hiperinvariante para la matriz de Jordan

Subespaios hiperinvariantes y araterístios: Una aproximaión

geométria 95
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on araterístia de Segre α = (3, 2), que no la veri�a:

J =




0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0



. (4.1)

Tenemos que:

Z(J) =








x1 0 0 0 0
x2 x1 0 x6 0
x3 x2 x1 x7 x6
x8 0 0 x4 0
x9 x8 0 x5 x4



, xi ∈ GF (2)





. (4.2)

Las matries inversibles de Z(J) son de la forma:

Z∗(J) =








1 0 0 0 0
x2 1 0 x6 0
x3 x2 1 x7 x6
x8 0 0 1 0
x9 x8 0 x5 1



, xi ∈ GF (2)





. (4.3)

Por lo tanto, si esribimos {e1, e2, e3, e4, e5} una base asoiada a J , ∀T ′ ∈
Z∗(J) tenemos que:

T ′e1 = e1 + x2e2 + x3e3 + x8e4 + x9e5 (4.4)

T ′e2 = e2 + x3e3 + x8e5 (4.5)

T ′e3 = e3 (4.6)

T ′e4 = x6e2 + x7e3 + e4 + x5e5 (4.7)

T ′e5 = x6e3 + e5 (4.8)

Vamos a ver que en este aso todo subespaio araterístio es hiperinva-

riante.

Sea X ∈ Chinv(J), entones:

1. Si e5 ∈ X , ∃T ′ ∈ Z∗(J) tal que T ′e5 = e3 + e5, y por lo tanto e3 ∈ X .

• Si e4 ∈ X , ∃T ′ ∈ Z∗(J) tal que T ′e4 = e2+e4 y por lo tanto e2 ∈ X .

Tenemos pues dos posibilidades:

X = span {e2, e3, e4, e5} = V (2, 2) ∈ Hinv(J) (4.9)
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ó

X = span {e1, e2, e3, e4, e5} = V (3, 2) ∈ Hinv(J). (4.10)

• Si e4 /∈ X , entones e1 /∈ X y por lo tanto tenemos dos posibilidades:

X = span {e3, e5} = V (1, 1) ∈ Hinv(J) (4.11)

ó

X = span {e2, e3, e5} = V (2, 1) ∈ Hinv(J). (4.12)

2. e5 /∈ X , entones e4 /∈ X (si e4 ∈ X ∃T ′ ∈ Z∗(J) tal que T ′e4 = e4+e5
y tendríamos que e5 ∈ X).

Si e3 ∈ X , entones puede pasar que:

e2 ∈ X ⇒ e5 ∈ X (4.13)

ó

e2 /∈ X ⇒






e1 + e2 ∈ X ⇒ e5 ∈ X
e1 ∈ X ⇒ e2 ∈ X

e1 /∈ X ⇒ X ∈ Hinv(J)
(4.14)

En este apítulo se presenta una desripión ompleta de los subespaios

araterístios que no son hiperinvariantes uando A es una matriz nilpo-

tente. Conretamente mostraremos una onstruión algorítmia que nos

permite obtenerlos todos. De heho veremos que tales subespaios pueden

expresarse omo sumas Y ⊕Z, donde Y pertenee a una sublase de subes-

paios hiperinvariantes, y Z es un subespaio que llamaremos minext de Y
(la �extensión� minimal direta de Y que onvierte Y ⊕ Z en no hiperinva-

riante).

A lo largo de este apítulo mantendremos la misma notaión que en a-

pítulos anteriores. Esto es, partiremos de una matriz A ∈Mn(F) nilpotente
y denotaremos por α = (α1, . . . , αm) su araterístia de Segre. Además

(ver De�niión 1.1.9), reordemos que si n1 > . . . > nτ son los distintos

valores de α y s1, . . . , sτ uantas vees ada valor n1, . . . , nτ se repite en α,
de�níamos las siguientes tuplas asoiadas a α:

N(α) = (n1, . . . , nτ ),
S(α) = (s1, . . . , sτ ),
D(α) = (d1, d2, . . . , dτ−1, dτ ),

(4.15)

on di = ni − ni+1, 1 ≤ i ≤ τ − 1 y dτ = nτ .

Además, esribíamos los orrespondientes subespaios monogénios de

la forma:
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Fn = V 1 ⊕ · · · ⊕ V m, V j = span{uj, Auj, . . . }.
Finalmente, usando la notaión anterior teníamos que:

Fn = U1 ⊕ · · · ⊕ U τ ,

U1 = V 1 ⊕ · · · ⊕ V s1, U2 = V s1+1 ⊕ · · · ⊕ V s1+s2, . . .

4.2. El subgrupo Z
∗(J)

Para el estudio de los subespaios araterístios neesitamos una des-

ripión más preisa del subgrupo Z∗(J) formado por las matries no sin-

gulares de Z(J), donde J ∈Mn(F) es una matriz de Jordan nilpotente.

Lema 4.2.1. Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente, on ara-

terístia de Segre α = (α1, . . . , αm). Entones, T ∈ Z(J) es no singular si y

sólo si la submatriz formada por las olumnas α1, α1+α2, . . . , α1+ · · ·+αm

es de rango máximo.

Demostraión. Si TJ = JT , entones T es no singular si y sólo si sus

olumnas forman una base de Jordan. Es bien onoido que esto suede si y

sólo si la submatriz formada por las últimas olumnas de ada bloque tiene

rango máximo. Esto es, si una base de Jordan asoiada a J es:

v1, Jv1, . . . , J
α1−1v1, . . . , vm, Jvm, . . . , J

αm−1vm

entones T ∈ Z∗(J) si y sólo si los vetores Jα1−1v1, . . . , J
αm−1vm son li-

nealmente independientes. Claramente orresponden a las olumnas α1, α1+
α2, . . . de T .

Proposiión 4.2.2. Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente, on

araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm). Dada T ∈ Z(J), partiionada
omo en el Corolario 2.1.9:

T =



T̄1,1 . . . T̄1,τ
...

. . .
...

T̄τ,1 . . . T̄τ,τ


 . (4.16)

Entones:

(1) T es no singular si y sólo si las submatries T̄1,1, . . . , T̄τ,τ son también

no singulares.
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(2) Cada T̄i,i es no singular si y sólo si la matriz ompuesta por los elemen-

tos inferiores de la izquierda de ada bloque en la Ti,j−partiión es no

singular. En partiular, si tenemos algún bloque de tamaño únio αi, el

oe�iente de la diagonal de Ti,i debe ser forzosamente distinto de ero.

Demostraión.

(1) Es inmediato ver que las olumnas α1, . . . , α1+ · · ·+αs1 de T son lineal-

mente independientes si y sólo si también lo son las mismas olumnas de

T̄1,1, esto es debido a que los elementos que hay debajo de T̄1,1 son todos

0. De manera análoga, las olumnas α1, . . . , α1 + · · · + αs1 , α1 + · · · +
αs1+1, . . . , α1+ · · ·+αs1+s2 seran linealmente independientes si también

lo son las mismas olumnas de T̄1,1 y T̄2,2. Y así suesivamente. . .

(2) Notemos que todos los oe�ientes de las olumnas α1, . . . , α1+· · ·+αs1

de T̄1,1 son 0 exepto aquellos orrespondientes a las �las α1, . . . , α1 +
· · ·+ αs1. De forma análoga para T̄2,2, . . .

Ejemplo 4.2.3. La matriz T del Ejemplo 2.1.12 es no singular si y sólo si:

det

[
x1 x4
x14 x17

]
6= 0, det




x31 x33 x35
x42 x44 x46
x53 x55 x57



 6= 0, det
[
x65

]
6= 0.

Para los bloques de tamaño únio el Corolario 2.3.8 puede reesribirse

de la siguiente manera:

Lema 4.2.4. Si F = GF (2) y i ∈ Ω entones,

{T ′Jαi−kui, T
′ ∈ Z∗(J)} =

Jαi−kui + V (k, . . . ,
(i)

k − 1, k + αi+1 − αi, . . . , k + αm − αi).

Demostraión. A onseuenia de la Proposiión 4.2.2(2), si αi es un bloque

de tamaño únio, la diagonal de Ti,i debe ser forzosamente 1.

4.3. Subespaios araterístios no hiper-

invariantes en GF(2)

4.3.1. Criterios generales

Resultados previos que usaremos en este apítulo son los siguientes:
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Teorema 4.3.1 ( [3℄). Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente,

on araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm). Si X ∈ Chinv(J), entones

X̃ = (X ∩ U1)⊕ · · · ⊕ (X ∩ U τ ) (4.17)

es el mayor subespaio hiperinvariante ontenido en X.

Corolario 4.3.2 ( [3℄). Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente,

on araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm) y sea X ∈ Chinv(J). Entones

X es hiperinvariante ⇔ X = (X ∩ U1)⊕ · · · ⊕ (X ∩ U τ ). (4.18)

De forma equivalente,

πU i(x) ∈ X, ∀x ∈ X, i = 1, . . . , τ (4.19)

donde πU i
denota la proyeión sobre el subespaio U i

.

El lema siguiente on�rma que sólo deben interesarnos los bloques de

Jordan de tamaño únio (esto es, hay exatamente un bloque de Jordan de

diho tamaño).

Lema 4.3.3 ( [3℄). Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente, on

araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm) y sea X ∈ Chinv(J). Entones
(4.19) se umple si si > 1.

Por ello de�nimos:

De�niión 4.3.4. Sea A ∈ Mn(F) una matriz on un únio valor propio

y araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm), entones diremos que αij es de

tamaño únio si hay exatamente un bloque de Jordan de diho tamaño y

denotamos:

Ω = {1 ≤ i1 < . . . < il ≤ m : αijes de tamaño únio}. (4.20)

Ejemplo 4.3.5. Si α = (12, 7, 5, 5, 5, 5, 4, 3, 3, 2, 1, 1), entones Ω = {1, 2, 7, 10}.
Siendo α1 = 12, α2 = 7, α7 = 4, α10 = 2 tamaños únios. Observemos que

l = 4 es el número de bloques de Jordan on tamaño únio en α.

Combinando los resultados anteriores on el Teorema de Shoda, obte-

nemos el siguiente punto de partida para nuestra onstruión.

Lema 4.3.6. Dada J ∈ Mn(GF (2)) y X ∈ Chinv(J) \ Hinv(J), entones
existen t ≥ 2, i1, . . . , it ∈ Ω, x1, . . . , xt ∈ X, tales que παij

xj /∈ X, siendo

παij
la proyeión sobre el bloque de Jordan de tamaño αij .
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Demostraión. Si para todo x ∈ X y para todo i = 1, . . . , τ , πU i(x) ∈ X
entones, al ser X ∈ Chinv(J), por el Corolario 4.3.2 tenemos que X ∈
Hinv(J), y esto es una ontradiión.

Por lo tanto, por el Lema 4.3.3, existen i1, . . . , it ∈ Ω tales que παij
xj /∈

X para algún x1, . . . , xt ∈ X.

Por otro lado, podemos suponer 1 ≤ i1 < . . . < it ≤ m y t ≥ 2 ya que si

t = 1, entones X ∈ Hinv(J) (ver [3℄).

4.3.2. Chartuplas

El punto lave en la desripión de los subespaios araterístios no

hiperinvariantes son unas tuplas que denominaremos hartuplas. Cada una

se asoia a una familia de índies orrespondientes a bloques de tamaño

únio, di�riendo entre ellos en por lo menos 2. A su vez, a ada una de

ellas le asoiaremos subespaios vetoriales Y y Z, de manera que Y ⊕Z ∈
Chinv(J) \ Hinv(J).

De�niión 4.3.7. Dada α = (α1, . . . , αm), onsideremos una familia de

subíndies:

Ωt = {i1, . . . , it} ⊆ Ω, t ≥ 2, 1 ≤ i1 < i2 < . . . < it ≤ m,

αi1 ≥ 2 + αi2 , . . . , αit−1 ≥ 2 + αit .
(4.21)

Diremos que una tupla b = (bi1 , . . . , bit) es una hartupla asoiada a Ωt

si:

bi1 > bi2 > . . . > bit > 0,

αi1 − bi1 > αi2 − bi2 > . . . > αit − bit ≥ 0.
(4.22)

Observaión 4.3.8. (1) Para ualquier Ωt omo antes, una hartupla aso-

iada es b = (t, t− 1, . . . , 2, 1).

(2) En sentido ontrario, la ondiión (4.21) es neesaria para la existenia

de tuplas veri�ando (4.22).

Ejemplo 4.3.9. Dada una matriz de Jordan J on araterístia de Se-

gre α = (12, 7, 4, 4, 3, 1), b = (10, 2, 1) es una hartupla asoiada a Ω3 =
{1, 5, 6}.

4.3.3. Hiperinvariantes asoiados a una hartupla

El siguiente lema arateriza las hartuplas omo aquellas tuplas que

admiten iertas hipertuplas asoiadas.
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Lema 4.3.10. Con las notaiones de la De�niión 4.3.7, sea α = (α1, . . . , αm)
y Ωt = {i1, . . . , it} veri�ando (4.21).

(i) Si b = (bi1 , . . . , bit) veri�a (4.22), entones existen ki, 1 ≤ i ≤ m,

i 6= i1, . . . , it, de modo que las siguientes partiiones:

(k1, . . . , ki1−1, bi1 − 1, ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 − 1, ki2+1, . . . , kit−1, bit − 1, kit+1, . . . , km), (4.23)

(k1, . . . , ki1−1, bi1 , ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 , ki2+1, . . . , kit−1, bit , kit+1, . . . , km), (4.24)

son hipertuplas, esto es:

k1 ≥ · · · ≥ ki1−1 ≥ bi1 > ki1+1 ≥ . . . · · · ≥ ki2−1 ≥ bi2 > ki2+1 ≥ . . .

· · · ≥ kit−1 ≥ bit > kit+1 ≥ · · · ≥ km, (4.25)

y

α1 − k1 ≥ · · · ≥ αi1−1 − ki1−1 > αi1 − bi1 ≥ αi1+1 − ki1+1 ≥ . . .

· · · ≥ αi2−1 − ki2−1 > αi2 − bi2 ≥ αi2+1 − ki2+1 ≥ . . .

· · · ≥ αit−1 − kit−1 > αit − bit ≥ αit+1 − kit+1 ≥ . . .

· · · ≥ αm − km. (4.26)

(ii) Reíproamente, si para (bi1 , . . . , bit) existen hipertuplas de ese tipo,

entones neesariamente (bi1 , . . . , bit) veri�a (4.22), es deir, es har-
tupla.

Demostraión. (i) El ejemplo 4.3.11 ilustra la onstruión que sigue. En

primer lugar podemos suponer que α no tiene bloques repetidos, ya

que en aso ontrario las hipertuplas orrespondientes se de�nirían

repitiendo valores en los bloques del mismo tamaño.

a) Si i1 > 1, basta de�nir:

k1 = . . . = ki1−1 = bi1

b) Si it < m, basta de�nir:

kit+l = mı́n{bit − 1, αit+l}, l = 1, . . . , m− it.
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) Para los índies intermedios, laramente podemos reduirnos a

onsiderar los onseutivos en Ωt, ya que a partir de ahí proe-

deremos por simple onatenaión. Podemos por tanto, suponer

t = 2. Denotemos αi1,i2 = (αi1 , . . . , αi2) y ompletémosla a una

partiión 1−dereiente: α̃i1,i2 = (αi1 , αi1 − 1, . . . , αi2 + 1, αi2).
Sea ∆i1,i2 = (αi1 − αi2) − (bi1 − bi2). Entones es inmediato ver

que tomando omo hipertupla (4.24):

(bi1 ,

∆i1,i2︷ ︸︸ ︷
bi1 − 1, . . . , bi1 − 1, bi1 − 2, . . . , bi1 − (bi1 − bi2 − 1), bi2, bi2),

se umplen las ondiiones del lema respeto a α̃i1,i2
, esto es:

bi1 > bi1 − 1 ≥ bi1 − 2 ≥ · · · ≥ bi2 ,

αi1 − bi1 ≥ (αi1 −1)− (bi1 −1) ≥ · · · ≥ (αi1 −∆i1,i2)− (bi1 −1) ≥
≥ (αi1−∆i1,i2+1)−(bi1−2) ≥ · · · ≥ αi1−(∆i1,i2+bi1−bi2−1)−bi2 > αi2−bi2 .

La hipertupla para αi1,i2
se obtiene suprimiendo los términos o-

rrespondientes a las omponentes de α̃i1,i2
que no apareen en

αi1,i2
, on lo ual las desigualdades anteriores se seguirán veri�-

ando.

(ii) Es inmediato a partir de las euaiones (4.25) y (4.26).

Ejemplo 4.3.11. Consideremos α = (19, 14, 11, 11, 10, 7, 7, 7, 6, 4, 3, 1). Va-
mos a seguir la demostraión del Lema 4.3.10 para obtener una hipertupla

omo (4.24) asoiada a esa hartupla. Como allí, trabajaremos on la parti-

ión de bloques de tamaño únio N(α) = (19, 14, 11, 10, 7, 6, 4, 3, 1). Supon-
gamos Ωt = {2, 7} y onsideremos la hartupla b = (b2, b7), b2 = 9, b7 = 3.

1. Como i1 = 2 > 1, basta de�nir:

k1 = b2 = 9.

2. Como i2 = 7 < 9, basta de�nir:

k8 = mı́n{b7 − 1, α8} = 2, k9 = mı́n{b7 − 1, α9} = 1.

3. CompletamosN(α)2,7 = (14, 11, 10, 7, 6, 4), a una partiión 1-dereiente

Ñ(α)2,7 = (14, 13, 12, 11, 10, 9, 8, 7, 6, 5, 4).
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Siendo ∆2,4 = (14−4)− (9−3) = 4, tomamos omo hipertupla (4.24)

para Ñ(α)2,7:

(b2, b2 − 1, b2 − 1, b2 − 1, b2 − 1, b2 − 2, b2 − 3, b2 − 4, b2 − 5, b7, b7) =

= (9, 8, 8, 8, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 3),

Así pues, para N(α)2,7:

(b2, k3, k4, k5, k6, b7) =

= (b2, b2 − 1, b2 − 1, b2 − 4, b2 − 5, b7) =

= (9, 8, 8, 5, 4, 3).

Juntando los resultados anteriores podemos tomar omo hipertupla 4.24:

(k1, b2, k3, k4, k5, k6, b7, k8, k9) = (9, 9, 8, 8, 5, 4, 3, 2, 1)

que umple las ondiiones del lema respeto a N(α).

Y por lo tanto, la hipertupla:

(9, 9, 8, 8, 8, 5, 5, 5, 4, 3, 2, 1)

umple las ondiiones del lema respeto a α.

De�niión 4.3.12. Dada una hartupla b = (bi1 , . . . , bit), llamaremos hi-

pertuplas asoiadas a b (o simplemente b-hipertuplas las de la forma (4.23):

(k1, . . . , ki1−1, bi1 − 1, ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 − 1, ki2+1, . . . , kit−1, bit − 1, kit+1, . . . , km), (4.27)
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veri�ando las ondiiones (4.25) y (4.26).

Igualmente, llamaremos subespaios hiperinvariantes asoiados a b a los
de la forma:

Y = V (k1, . . . , ki1−1, bi1 − 1, ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 − 1, ki2+1, . . . , kit−1, bit − 1, kit+1, . . . , km) (4.28)

on las mismas ondiiones (4.25) y (4.26).

Observaión 4.3.13. Según el lema anterior, también es hiperinvariante

el siguiente subespaio:

V (k1, . . . , ki1−1, bi1 , ki1+1, . . .

. . . , ki2−1, bi2 , ki2+1, . . . , kit−1, bit , kit+1, . . . , km). (4.29)

Ejemplo 4.3.14. En la hartupla onsiderada en el Ejemplo 4.3.9, sólo te-

nemos un subespaio hiperinvariante asoiada a ella: Y = V (9, 5, 2, 2, 1, 0).

4.3.4. Subespaios minext

Como último paso de nuestra onstruión, dada una hartupla vamos

a determinar �extensiones� Z de modo que, para ualquier subespaio hi-

perinvariante Y asoiado a la hartupla, Y ⊕ Z deje de ser hiperinvariante

pero siga siendo araterístio.

De�niión 4.3.15. Sea J ∈ Mn(F) una matriz de Jordan nilpotente, on

araterístia de Segre α = (α1, . . . , αm) y ui, 1 ≤ i ≤ m una familia de

generadores de una base de Jordan. Dada una hartupla b = (bi1 , . . . , bit),
onsideremos z1, . . . , zt de�nidas de la forma

zj = Jαij
−bijuij , 1 ≤ j ≤ t.

Diremos que Z es un subespaio minext asoiado a (bi1 , . . . , bit) si:

1. z ∈ Z ⇒ z = zi1 + · · ·+ zip on 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ip ≤ it, p ≤ t.

2. zj /∈ Z, para j = 1, . . . , t.

3. Cada zj es sumando para algún z ∈ Z, es deir

dim(span{z1, . . . , ẑj, . . . , zt}+ Z) = t, ∀j = 1, . . . , t.
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Ejemplo 4.3.16. Si onsideramos la hartupla del Ejemplo 4.3.9, entones

z1 = J2u1, z2 = Ju5 y z3 = J0u6 = u6. En este aso sólo existen dos

subespaios minext Z asoiados a esta hartupla:

span{z1 + z2 + z3}
span{z1 + z2, z2 + z3}

Observaión 4.3.17.

(1) Por onstruión zj /∈ Y, Z para 1 ≤ j ≤ t y Y, Z omo antes. De heho:

z1, . . . , zt /∈ Z ⊕ Y. (4.30)

Si, por ejemplo, z1 ∈ Z ⊕ Y entones z1 = z + y on παij
z = zj para

algún j 6= 1. Así pues, por una parte παij
z1 = 0, y por otra parte

παij
z1 = παij

(z + y) = zj + παij
y, de manera que zj = −παij

y ∈ Y . En
partiular, si z ∈ Z, para algún 1 ≤ j ≤ t tenemos que:

z ∈ Z ⊕ Y, παij
z = zj /∈ Z ⊕ Y, (4.31)

y por lo tanto Z ⊕ Y no es hiperinvariante.

(2) Observemos que los subespaios Z de la De�niión 4.3.15 son preisa-

mente aquellos que, para ualquier subespaio Y de�nido omo en la

De�niión 4.3.12 y ualquier z ∈ Z, tenemos:

z /∈ Y, Jz ∈ Y, παij
z 6= 0 ⇒ παij

z /∈ Y. (4.32)

En este sentido, Z es una �mínima extensión� direta de Y de manera

que la suma de ambos deja de ser hiperinvariante pero sigue siendo

invariante.

(3) En las ondiiones de la De�niión 4.3.12, el subespaio hiperinvariante:

Y ⊕ span{z1, . . . , zt} (4.33)

es el subespaio hiperinvariante en (4.29)

4.3.5. Construión de subespaios araterístios no

hiperinvariantes

Finalmente veremos que los subespaios araterístios no hiperinvarian-

tes son preisamente los de la forma Y ⊕Z, donde Y, Z son los subespaios

introduidos en los apartados anteriores omo asoiados a una hartupla.
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Teorema 4.3.18 ( [24℄). Sea J ∈ Mn(GF (2)) on araterístia de Segre

α = (α1, . . . , αm), entones:

1. Dada una hartupla (bi1 , . . . , bit), y

(a) Z un subespaio minext asoiado a ella.

(b) Y un subespaio hiperinvariante asoiado a ella.

Entones, X = Z⊕Y es un subespaio araterístio no hiperinvariante.

2. Dada X ∈ Chinv(J) \ Hinv(J), y

(i) Y = (X ∩ U1) ⊕ · · · ⊕ (X ∩ U τ ) el subespaio hiperinvariante

maximal ontenido en X (ver Teorema 4.3.1).

(ii) (k1, . . . , km) la hipertupla tal que Y = V (k1, . . . , km), (ver Teore-
ma 3.1.14).

(iii) Ωt = {i1, . . . , it} ⊂ Ω, t ≥ 2, tal que existen x1, . . . , xt ∈ X, t ≥ 2
on παij

xj /∈ X, (ver Lema 4.3.6). Asumiremos que 1 ≤ i1 <
. . . < it ≤ m.

(iv) bij = kij + 1, 1 ≤ j ≤ t.

(v) zj = Jαij
−bijuij , 1 ≤ j ≤ t y

Z := span{zi1 + · · ·+ ziq ∈ X, 1 ≤ i1, . . . , iq ∈ Ωt, q > 1}.

Entones:

2.1. (bi1 , . . . , bit) es una hartupla.

2.2. Z es un subespaio minext e Y un subespaio hiperinvariante aso-

iados a ella.

2.3. X = Z ⊕ Y .

Demostraión.

1. En primer lugar onsideremos el subespaio X = Z ⊕ Y on Z, Y de-

�nidas omo en el enuniado. Basta on demostrar que este subespaio

es araterístio ya que no es hiperinvariante omo onseuenia de la

Observaión 4.3.17(2).

Probemos pues que X es un subespaio araterístio. Sabemos que todo

vetor x ∈ X puede esribirse de la forma x = z + y on z ∈ Z y y ∈ Y .
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Dada T ′ ∈ Z∗(J) ualquiera, T ′y ∈ Y ya que Y es hiperinvariante.

Además, para todo z ∈ Z tenemos que por el Lema 4.2.4:

T ′z = z + w′.

Por lo tanto, es su�iente ver que w′ ∈ Y . Teniendo en uenta que

z = λ1z1 + . . .+ λtzt, λi ∈ GF (2),

siendo

zj = Jαij
−bijuij ,

y usando el Lema 4.2.4:

T ′zj = zj + yj

donde yj ∈ V (bij , . . . , bij , bij − 1, bij +αij+1−αij , . . . , bij +αm −αij ), y a

onseuenia de la Condiión (4.29) de la De�niión 4.3.12 tenemos que

este subespaio está ontenido en Y .

2. En primer lugar, observemos que en (v): zj /∈ X, 1 ≤ j ≤ t ya que

X ∩ V ij ⊂ Y .

En segundo lugar, vamos a ver que en (iii) podemos tomar x′j ∈ X de

manera que

x′j ∈ X, παij
x′j = zj /∈ X, 1 ≤ j ≤ t.

De heho, tenemos que:

παij
xj = z′j , height(z′j) = b′ij > kij .

Por lo tanto,

xj = (J
αij

−b′ijuij + z′′j ) + wj, height(z′′j ) < b′ij , παij
wj = 0.

Si b′ij > bij , apliando el Lema 4.2.4,tenemos que existe T ′ ∈ Z∗(J) tal
que

T ′J
αij

−b′ijuij = J
αij

−b′ijuij + zj , T ′wj = wj

de modo que

T ′z′′j = z′′j + y′′j , y′′j ∈ Y.

Por lo tanto:

T ′xj = J
αij

−b′ijuij + zj + z′′j + y′′j + wj = xj + zj + y′′j ∈ X,
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lo ual ontradie el heho de que xj , y
′′
j ∈ X , zj /∈ X . Por lo tanto

b′ij = bij , de modo que z′′j ∈ Y , y �nalmente tomamos

x′j = xj − z′′j .

Además, vamos a ver que para algún ih 6= ij tenemos que

x′j = zj + zh + w′
j, παij

w′
j = 0.

Sabemos que,

x′j = zj + wj.

Si esribimos

yj =
∑

i/∈Ωt

παi
wj ∈ Y,

tenemos que

x′j = zj +
∑

i 6=ij

πiwj = zj +
∑

ih 6=ij

παih
wj + yj.

Al tener que zj /∈ X , para algún ih 6= ij , entones:

παih
wj /∈ X

tal y omo queríamos. En partiular,

Z 6= {0}.

2.1. Probemos ahora que (bi1 , . . . , bit) es una hartupla. Sea ij < ih de-

�nidas omo antes, y zj + zh + w ∈ X tal que παij
w = παih

w = 0:

Si bij ≤ bih entones, por el Lema 4.2.4 existe T ′ ∈ Z∗(J) de
forma que

T ′zj = zj, T ′zh = zh + zj , T ′w = w,

y esto implia que T ′(zj+zh+w) = zj+zh+zj+w = zh+w ∈ X.

Por lo tanto zj ∈ X , lo ual es una ontradiión.

Si αij − bij ≤ αih − bih entones, tenemos otra vez que por el

Lema 4.2.4 existe T ′ ∈ Z∗(J) tal que

T ′zj = zj + zh, T ′zh = zh, T ′w = w

y esto implia que T ′z = zj + zh + zh + w = zj + w ∈ X y por

lo tanto zh ∈ X , lo ual es una ontradiión.
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2.2. Tenemos que, por onstruión, Z es un subespaio minext asoiado

a la hartupla (bi1 , . . . , bit), por lo tanto, sólo neesitamos demostrar

que Y es un subespaio hiperinvariante asoiado a la misma har-

tupla. En partiular la ondiión (4.28) de la De�niión 4.3.12 se

umple, por lo ual sólo es neesario demostrar la ondiión (4.29),

esto es:

kij−1 ≥ bij , kij+1 ≥ αij+1 − αij + bij .

La primera desigualdad es evidente uando kij−1 = bij−1
, es deir, si

el bloque preedente también forma parte de la hartupla. En aso

ontrario, existe T ′ ∈ Z∗(J) de manera que:

T ′zj = zj + w, w = Jαij−1−bijuij−1
,

T ′x = x, if παij
x = 0.

Entones, siendo z′ tal que zj + z′ ∈ Z, tenemos que:

T ′(zj + z′) = zj + w + z′ ∈ X.

Así pues, w ∈ X ∩ V ij−1
bij

⊂ Y , y kij−1 ≥ bij .

Un razonamiento análogo tomando w = Jαij
−bijuij+1

, da lugar a la

segunda desigualdad.

2.3. Finalmente, observemos que siempre se umple que Y ⊕ Z ⊂ X .

Para demostrar la inlusión ontraria, notemos que dado ualquier

x ∈ X nos enontramos on los siguientes dos asos:

(a) Si existe παij
x /∈ X para algún ij , entones x = z+y, on z ∈ Z

e y ∈ Y .

(b) Si para todo ij, παij
x ∈ X , entones x ∈ Y .

Corolario 4.3.19. Para J ∈ Mn(GF (2)) nilpotente, X ∈ Chinv(J) \
Hinv(J) si y sólo si X = Z ⊕ Y para algún Z, Y de�nidos omo antes;

es deir, si existe una hartupla de forma que Z e Y son, respetivamente,

un subespaio minext y un subespaio hiperinvariante asoiados a ella.

4.4. Contando subespaios araterísti-

os no hiperinvariantes en GF(2)

En esta seión vamos a desarrollar un método para ontar (para una

base de Jordan �jada) el número de subespaios X ∈ Chinv(J) \ Hinv(J)
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para una matriz de Jordan nilpotente J ∈Mn(GF (2)) on araterístia de

Segre α = (α1, . . . , αm). En la seión anterior hemos desrito la onstru-

ión de tales subespaios mediante los siguientes pasos: nos restringimos a Ω
y �jamos Ωt ⊂ Ω (ver De�niión 4.3.4); para ada hartupla b asoiada a Ωt

(ver De�niión 4.3.7) esogemos un subespaio hiperinvariante Y asoiado

(ver De�niión 4.3.12) y un subespaio minext Z igualmente asoiado a b
(ver De�niión 4.3.15); entones Y ⊕ Z ∈ Chinv(J) \ Hinv(J) (ver Teore-
ma 4.3.18). El mismo teorema asegura que mediante esta onstruión se

obtienen todos los subespaios en Chinv(J) \ Hinv(J). Por onsiguiente en
las próximas subseiones ontaremos suesivamente, �jadas una base de

Jordan y un Ωt ⊆ Ω:

Las hartuplas b asoiadas a Ωt (Subseión 4.4.1).

Los minext Z asoiados a ada hartupla b (Subseión 4.4.2).

Los hiperinvariantes asoiados Y asoiados a ada hartupla b (Sub-
seión 4.4.3).

Obviamente, el produto de estos tres ardinales nos da el número total

de subespaios en Chinv(J) \ Hinv(J) para ada Ωt ⊆ Ω.

4.4.1. Contando hartuplas

En primer lugar observemos que el número de hartuplas asoiadas a Ωt

puede verse omo un aso partiular del Corolario 3.5.5:

Lema 4.4.1. En las ondiiones de la De�niión 4.3.7. Si char(Ωt) es el

onjunto formado por todas las hartuplas asoiadas a Ωt, entones

card(char(Ωt)) = αit(αit−1 − αit − 1) · · · (αi1 − αi2 − 1). (4.34)

Demostraión. El onjunto de hartuplas asoiadas a Ωt pueden verse omo

hipertuplas �estritas� y entones apliando el Corolario 3.5.5 para ada

Ωt ⊂ Ω se tiene que:

card(char(Ωt)) = αit(αit−1 − αit − 1) · · · (αi1 − αi2 − 1).

Observaión 4.4.2. Por tanto, si denotamos por char(α) al onjunto de

todas las hartuplas asoiadas a α y por char(t) las de longitud t, se tiene:

card(char(α)) =
∑

t≥2

card(char(t)) =
∑

t≥2

∑

Ωt⊂Ω

αit(αit−1−αit−1) · · · (αi1−αi2−1).

(4.35)
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Ejemplo 4.4.3. Si α = (α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7) = (12, 7, 6, 4, 4, 3, 1), en-
tones Ω = {1, 2, 3, 6, 7} y:

{Ω2 ⊆ Ω} = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 6}, {1, 7}, {2, 6}, {2, 7}, {6, 7}},
{Ω3 ⊆ Ω} = {{1, 2, 6}, {1, 2, 7}, {1, 3, 6}, {1, 3, 7}, {1, 6, 7}, {2, 6, 7}},
{Ω4 ⊆ Ω} = {{1, 2, 6, 7}, {1, 3, 6, 7}}.

Para t = 2, tendremos:

card(char({1, 2})) = α2(α1 − α2 − 1) = 28,
card(char({1, 3})) = α3(α1 − α3 − 1) = 30,
card(char({1, 6})) = α6(α1 − α6 − 1) = 24,
card(char({1, 7})) = α7(α1 − α7 − 1) = 10,
card(char({2, 6})) = α6(α2 − α6 − 1) = 9,
card(char({2, 7})) = α7(α2 − α7 − 1) = 5,
card(char({6, 7})) = α7(α6 − α7 − 1) = 1.

card(char(2)) = 107.

Para hartuplas de longitud t = 3:

card(char({1, 2, 6})) = α6(α2 − α6 − 1)(α1 − α2 − 1) = 36,
card(char({1, 2, 7})) = α7(α2 − α7 − 1)(α1 − α2 − 1) = 20,
card(char({1, 3, 6})) = α6(α3 − α6 − 1)(α1 − α3 − 1) = 30,
card(char({1, 3, 7})) = α7(α3 − α7 − 1)(α1 − α3 − 1) = 20,
card(char({1, 6, 7})) = α7(α6 − α7 − 1)(α1 − α6 − 1) = 8,
card(char({2, 6, 7})) = α7(α6 − α7 − 1)(α2 − α6 − 1) = 3.

card(char(3)) = 117.

Finalmente, para t = 4:

card(char({1, 2, 6, 7})) = α7(α6 − α7 − 1)(α2 − α6 − 1)(α1 − α2 − 1) = 12,
card(char({1, 3, 6, 7})) = α7(α6 − α7 − 1)(α3 − α6 − 1)(α1 − α3 − 1) = 10.

card(char(4)) = 22.

Y el número total de hartuplas es

card(chartup(α)) = 107 + 117 + 22 = 246.
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4.4.2. Contando subespaios minext Z

Sea Ωt = {i1, . . . , it} ⊆ Ω y b = (bi1 , . . . , bit) una hartupla asoiada a Ωt.

Dados z1, . . . , zt omo en la De�niión 4.3.15 nos proponemos determinar

el número de subespaios minext de dimensión d (1 ≤ d ≤ t) ontenidos en
span{z1, . . . , zt}.

De�niión 4.4.4. Sea b = (bi1 , . . . , bit) una hartupla y {z1, . . . , zt} omo

en la De�niión 4.3.15. Denotaremos por Zd(b) al onjunto formado por los

subespaios minext de dimensión d asoiados a b y por Nd(b) su ardinal.

Ejemplo 4.4.5. Para ualquier hartupla b, es N1(b) = 1, ya que el únio

subespaio minext de dimensión 1 es z1 + · · ·+ zt.

Observaión 4.4.6. Como span{z1, . . . , zt} ∼= (GF (2))t, Nd(b) no depende
de las omponentes bi1 , . . . , bit de b (ni tampoo de las de Ωt), sino sólo de

su longitud t. Podemos por tanto esribir:

Nd(t) = Nd(b), on t=longitud de b. (4.36)

En partiular,

Nd(Ωt) = Nd(t) card(char(Ωt)), (4.37)

donde Nd(Ωt) india el número total de subespaios minext de dimensión d
asoiados a Ωt.

Se tiene la siguiente dualidad:

Lema 4.4.7. Con las notaiones de la De�niión 4.4.4, dada una hartupla

de longitud t, tenemos:

Nd(t) = Nt−d(t). (4.38)

Demostraión. Sea Z = span{w1, . . . , wd} ⊆ span{z1, . . . , zt} ∼= (GF (2))t

y z1, . . . , zt omo en la De�niión 4.3.15. Consideremos un produto es-

alar de manera que {z1, . . . , zt} sea una base ortonormal. Entones, si

Fi = span{z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zt} = {(x1, . . . , xt) ∈ (GF (2))t | xi = 0},
tenemos que F⊥

i = span{zi}.
Si Z un subespaio minext, las ondiiones 2 y 3 de la De�niión 4.3.15

se pueden esribir:

• span{zi} * Z.

• Z * Fi.

Dualizando estas ondiiones obtenemos que:
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• Z⊥ * span{zi}⊥ = Fi.

• F⊥
i = span{zi} * Z⊥

.

y por lo tanto Z⊥
es también minext.

Corolario 4.4.8. Nd(d+ 1) = 1. Conretamente:

Zd(d+ 1) = {span{z1 + z2, . . . , zd + zd+1}}. (4.39)

Demostraión. Como onseuenia del lema anterior tenemos que Nd(d +
1) = N1(d+ 1) y es evidente que N1(d+ 1) = 1 ya que el únio subespaio

minext 1-dimensional en este aso es {z1 + . . .+ zd+1}.

Para el álulo de Nd(b) introduimos las siguientes notaiones:

De�niión 4.4.9. Sea b = (bi1 , . . . , bit) una hartupla y z1, . . . , zt omo en

la De�niión 4.3.15. EsribiremosZ1
d (b) (respetivamente Z1,2

d (b)) al onjun-
to formado por los subespaios vetoriales de span{z1, . . . , zt} de dimensión

d que veri�an la ondiión 1 (respetivamente las ondiiones 1 y 2) de

la De�niión 4.3.15. Su ardinal lo notaremos por N1
d (b) (respetivamente

N1,2
d (b)). Obviamente:

Zd(b) ⊂ Z1,2
d (b) ⊂ Z1

d(b). (4.40)

Como en la Observaión 4.4.6, tenemos:

N1
d (t) = N1

d (b) yN
1,2
d (t) = N1,2

d (b) on t=longitud de b. (4.41)

ClaramenteN1
d (b) es el número de subespaios de dimensión d de (GF (2))t,

que es el llamado oe�iente binomial gaussiano

(
t
d

)
2
(ver, por ejemplo [27℄):

Lema 4.4.10. Con las notaiones de la De�niión 4.4.9, para toda har-

tupla b de longitud t, se tiene:

N1
d (b) = N1

d (t) =

(
t

d

)

2

=
(2t − 1)(2t − 2) · · · (2t − 2d−1)

(2d − 1)(2d − 2) · · · (2d − 2d−1)
. (4.42)

Observaión 4.4.11. Esribiremos

(
t
k

)
2
= 0 uando k < 0 y esribiremos(

t
0

)
2
= 1.

Calulemos ahora N1,2
d (b):
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Proposiión 4.4.12. Con las notaiones de la De�niión 4.4.9, para toda

hartupla b de longitud t, se tiene::

N1,2
d (b) = N1,2

d (t) =
d∑

k=0

(−1)k
(
t

k

)(
t− k

d− k

)

2

. (4.43)

Demostraión. Sea Zi ⊂ Z1
d el subonjunto formado por los subespaios

vetoriales en Z1
d que ontienen a zi. Entones, tenemos que:

N1,2
d (t) = card(Z̄1∩. . .∩Z̄t) = card(Z1 ∪ . . . ∪ Zt) =

(
t

d

)

2

−card(Z1∪. . .∪Zt),

y además:

card(Z1 ∪ . . . ∪ Zt) =

t∑

i=1

card(Zi)−
∑

i,j:1≤i<j≤t

card(Zi ∩ Zj)+

+
∑

i,j,k:1≤i<j<k≤t

card(Zi ∩ Zj ∩ Zk)− . . .+ (−1)t+1 card(Z1 ∩ · · · ∩ Zt).

Observemos que todo subespaio ontenido en:

Zj1 ∩ . . . ∩ Zjk ,

ontiene los elementos zj1 , . . . , zjk y por lo tanto podemos deduir:

card(Zj1 ∩ . . . ∩ Zjk) =

(
t− k

d− k

)

2

.

En partiular, al ser:

(
t− k

d− k

)

2

= 0 si k > d,

tenemos que:

card(Z1 ∪ . . . ∪ Zt) =

t∑

i=1

(
t− 1

d− 1

)

2

−
∑

i,j:1≤i<j≤t

(
t− 2

d− 2

)

2

+

+
∑

i,j,k:1≤i<j<k≤t

(
t− 3

d− 3

)

2

− . . .+ (−1)d+1
∑

i1,...,id:1≤i1≤···≤id≤t

(
t− d

0

)

2

=
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=

(
t− 1

d− 1

)

2

t∑

i=1

1−
(
t− 2

d− 2

)

2

∑

i,j:1≤i<j≤t

1+

+

(
t− 3

d− 3

)

2

∑

i,j,k:1≤i<j<k≤t

1− . . .+ (−1)d+1
∑

i1,...,id:1≤i1≤···≤id≤t

1 =

=

(
t− 1

d− 1

)

2

(
t

1

)
−

(
t− 2

d− 2

)

2

(
t

2

)
+

(
t− 3

d− 3

)

2

(
t

3

)
− . . .+ (−1)d+1

(
t

d

)
=

=
d∑

k=1

(−1)k+1

(
t

k

)(
t− k

d− k

)

2

.

Por tanto:

N1,2
d (t) =

(
t

d

)

2

−
d∑

k=1

(−1)k+1

(
t

k

)(
t− k

d− k

)

2

=

=

d∑

k=0

(−1)k
(
t

k

)(
t− k

d− k

)

2

.

Finalmente, imponiendo la ondiión 3, obtenemos el número de subes-

paios minext Z.

Proposiión 4.4.13. Para toda hartupla b de longitud t, el número de

subespaios minext de dimensión d asoiados a b viene dado por:

Nd(b) = Nd(t) = N1,2
d (t)−

t−1∑

k=1

(
t

k

)
Nd(k). (4.44)

Demostraión. Tal y omo hemos diho antes, Zd(b) ⊂ Z1,2
d (b) y por lo

tanto los subespaios no minext son los elementos de Z1,2
d (b) que no perte-

neen a Zd(b) y son preisamente aquellos subespaios Z ′
que no umplen

la ondiión 3.

De heho, estos Z ′ ∈ Z1,2
d (b) \ Zd(b) pueden interpretarse omo subes-

paios minext asoiados a una hartupla de longitud k < t y teniendo en

uenta que card({Ωk ⊆ Ωt}) =
(
t
k

)
tenemos que el ardinal de estos minext

es

(
t
k

)
Nd(k). Por lo tanto,

Nd(t) = N1,2
d (t)−

t−1∑

k=1

(
t

k

)
Nd(k) (4.45)

y la proposiión queda demostrada.
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De los resultados anteriores, onluimos:

Teorema 4.4.14. Dada una hartupla b de longitud t, el número de subes-

paios minext de dimensión d asoiados a esta hartupla viene dado por la

siguiente reurrenia:

Nd(t) = 0, t ≤ d, Nd(d+ 1) = 1, (4.46)

Nd(t) =

d∑

k=0

(−1)k
(
t

k

)(
t− k

d− k

)

2

−
t−1∑

k=d+1

(
t

k

)
Nd(k). (4.47)

Ejemplo 4.4.15. Para t = d+ 2:

Nd(d+ 2) =

[
d∑

k=0

(−1)k
(
d+ 2

k

)(
d+ 2− k

2

)

2

]
− (d+ 2). (4.48)

Ejemplo 4.4.16. Si t = 4 sabemos que N3(4) = 1 = N1(4). Vamos a

alular pues N2(4):

N2(4) =
2∑

k=0

(−1)k
(
4

k

)(
4− k

2− k

)
−

3∑

k=3

(
4

k

)
N2(k) =

= 13− 4 = 9.

Explíitamente:

Z1 = span{z1 + z2, z3 + z4}, Z2 = span{z1 + z3, z2 + z4},
Z3 = span{z1 + z4, z2 + z3}, Z4 = span{z1 + z2 + z3, z3 + z4},
Z5 = span{z1 + z2 + z3, z2 + z4}, Z6 = span{z1 + z2 + z3, z1 + z4}
Z7 = span{z1 + z2 + z4, z1 + z3}, Z8 = span{z1 + z2 + z4, z2 + z3}
Z9 = span{z1 + z3 + z4, z1 + z2}.

Ejemplo 4.4.17. La siguiente tabla reoge Nd(t) para 2 ≤ t ≤ 10, 1 ≤ d ≤
8:
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t\d 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 0 0 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0 0 0
3 1 1 0 0 0 0 0 0
4 1 9 1 0 0 0 0 0
5 1 35 35 1 0 0 0 0
6 1 115 445 115 1 0 0 0
7 1 357 3985 3985 357 1 0 0
8 1 1085 31157 87705 31157 1085 1 0
9 1 3271 229579 1583607 1583607 229579 3271 1
10 1 9831 1646185 26048985 62907909 26048985 1646185 9831

4.4.3. Contando subespaios hiperinvariantes asoia-

dos a una hartupla

Finalmente, nos falta ontar el número de subespaios hiperinvariantes

Y asoiados a una hartupla b = (bi1 , . . . , bit), esto es (ver De�niión 4.3.12),
de las hipertuplas asoiadas a b.

De�niión 4.4.18. Dada una hartupla b = (bi1 , . . . , bit).

(1) Llamaremos hyp(b) al onjunto de b-hipertuplas, esto es, de las hi-

pertuplas:

(k1, . . . , ki1−1, bi1−1, ki1+1, . . . , ki2−1, bi2−1, ki2+1, . . . , kit−1, bit−1, kit+1, . . . , km)

que veri�an las ondiiones siguientes, donde 0 < j < t:

k1 ≥ · · · ≥ ki1−1 ≥ bi1 ,

α1 − k1 ≥ · · · ≥ αi1−1 − ki1−1 > αi1 − bi1 . (h0)

bij > kij+1 ≥ · · · ≥ kij−1 ≥ bij+1
,

αij − bij ≥ αij+1 − kij+1 ≥ · · · ≥ αij+1−1 − kij+1−1 > αij+1
− bij+1

.
(hj)

bit > kit+1 ≥ · · · ≥ km,

αit − bit ≥ αit+1 − kit+1 ≥ · · · ≥ αm − km. (ht)
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(2) Igualmente, llamaremos:

hyp(∗, bi1) = {(k1, . . . , ki1−1, bi1 − 1) que veri�an (h0)},
hyp(bij , bij+1

) = {(bij − 1, kij+1, . . . , kij+1−1, bij+1
− 1) que veri�an (hj)},

hyp(bit , ∗) = {(bit − 1, kit+1, . . . , km) que veri�an (ht)},

donde 0 < j < t.

Lema 4.4.19. En las ondiiones de la de�niión anterior:

card(hyp(b)) = card(hyp(∗, bi1))
t−1∏

i=1

card(hyp(bij , bij+1
)) card(hyp(bit, ∗)).

(4.49)

Ejemplo 4.4.20. Consideremos α = (30, 25, 23, 20, 18, 15, 10, 8, 5, 2, 1),
Ω2 = {4, 10} y b = (13, 1). Entones:

card(hyp(b)) = card(hyp(∗, b4)) card(hyp(b4, b10)) card(hyp(b10, ∗)).
(4.50)

Observaión 4.4.21. Nótese que si ij+1 = ij + 1, entones:

card(hyp(bij , bij+1
)) = 1. (4.51)

Para el primer fator, tenemos:

Proposiión 4.4.22. En las ondiiones de la de�niión anterior, si i1 >
1:

card(hyp(∗, bi1)) = (α1 − α2 + 1) . . . (αi1−2 − αi1−1 + 1)(αi1−1 − αi1).

(4.52)

Demostraión. Basta on observar que ki1−1, ki1−2, . . . , k1 han de veri�ar:

bi1 ≤ ki1−1 ≤ bi1 + (αi1−1 − αi1 − 1),

ki1−1 ≤ ki1−2 ≤ ki1−1 + (αi1−2 − αi1−1),

. . . . . . . . .

k2 ≤ k1 ≤ k2 + (α1 − α2).

Ejemplo 4.4.23. Para el Ejemplo 4.4.20, tenemos que:

card(hyp(∗, b4)) = (30− 25 + 1)(25− 23 + 1)(23− 20) = 54. (4.53)



120 Subespaios araterístios no hiperinvariantes

Para ada ardinal en el segundo fator:

card(hyp(bij , bij+1
)), 0 < j < t, (4.54)

laramente podemos reduirnos a onsiderar hipertuplas de la forma:

(b1 − 1, k2, . . . , kr−1, br − 1),

b1 > k2 ≥ · · · ≥ kr−1 ≥ br,

α1 − b1 ≥ α2 − k2 ≥ · · · ≥ . . . αr−1 − kr−1 > αr − br.

De formamás preisa, el álulo de diho fator se redue al aso reogido

en el siguiente lema:

Lema 4.4.24. Para 0 < j < t, de�nimos:

r = ij+1 − ij + 1,

ᾱ = (αij , . . . , αij+1
),

b̄ = (bij , bij+1
).

Entones:

card(hyp(bij , bij+1
)) = card(hyp(b̄)). (4.55)

Veamos primero un ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 4.4.25. Consideremos la situaión anterior on r = 5:

(b1 − 1, k2, k3, k4, b5 − 1),

b1 > k2 ≥ k3 ≥ k4 ≥ b5,

α1 − b1 ≥ α2 − k2 ≥ α3 − k3 ≥ α4 − k4 > α5 − b5.

Si ignorásemos b1 podríamos proeder por reurrenia omo en la proposi-

ión anterior:

b5 ≤ k4 ≤ b5 + α4 − α5 − 1,

k4 ≤ k3 ≤ k4 + α3 − α4,

k3 ≤ k2 ≤ k3 + α2 − α3.

Pero las desigualdades on b1 obligan por una parte a limitar la eleión

iniial de k4:

máx{b5, b1 + α1 − α4} ≤ k4 ≤ mı́n{b1 − 1, b5 + α4 − α5 − 1}, (4.56)

y por otra parte a onsiderar sólo aquellas reurrenias para las que resulte

b1 + α2 − α1 ≤ k2 < b1. (4.57)
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Generalizando el ejemplo anterior, resulta:

Proposiión 4.4.26. Las hipertuplas de la forma hyp(b1, br), esto es:

(b1 − 1, k2, . . . , kr−1, br − 1) (4.58)

b1 > k2 ≥ · · · ≥ kr−1 ≥ br (4.59)

α1 − b1 ≥ α2 − k2 ≥ · · · ≥ . . . αr−1 − kr−1 > αr − br, (4.60)

pueden obtenerse de la manera siguiente:

(1) Considerar los valores kr−1 que veri�an:

máx{br, b1−α1+αr−1} ≤ kr−1 ≤ mı́n{b1−1, br+αr−1−αr−1}. (4.61)

(2) Para ada uno de ellos, onsiderar las tuplas (k2, . . . , kr−2) onstruidas
por reurrenia reversa mediante:

kr−1 ≤ kr−2 ≤ kr−1 + αr−2 − αr−1, (4.62)

. . . . . . . . .

k3 ≤ k2 ≤ k3 + α2 − α3.

(3) Seleionar aquellas para las que:

b1 + α2 − α1 ≤ k2 < b1. (4.63)

Ejemplo 4.4.27. Para α = (20, 18, 15, 10, 8, 5, 2), onsideremos Ω2 =
{1, 7} y la hartupla asoiada b = (b1, b7) = (13, 1). Por lo tanto, busamos

k2, k3, k4, k5, k6 de manera que las hipertuplas veri�quen:

(12, k2, k3, k4, k5, k6, 0),

13 > k2 ≥ k3 ≥ k4 ≥ k5 ≥ k6 ≥ 1,

20− 13 ≥ 18− k2 ≥ 15− k3 ≥ 10− k4 ≥ 8− k5 ≥ 5− k6 > 2− 1.

En este aso r = 7, por lo tanto, siguiendo los pasos de la proposiión

anterior onsideraremos los valores de k6 que veri�an:

máx{b7, b1 − α1 + α6} ≤ k6 ≤ mı́n{b1 − 1, b7 + α6 − α7 − 1},

esto es:

máx{1, 13− 20 + 5} ≤ k6 ≤ mı́n{12, 1 + 5− 2− 1},
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por tanto:

1 ≤ k6 ≤ 3.

Por otra parte:

b1 + α2 − α1 ≤ k2 < b1,

esto es:

11 ≤ k2 ≤ 12.

Veamos que el ómputo de las hipertuplas hyp(b1, br) puede realizarse a
partir de la Tabla 3.4 en el Teorema 3.5.11.

Teorema 4.4.28. En las ondiiones de la Proposiión 4.4.26:

card(hyp(b1, br)) =
cmax∑

c=cmin

b1−1−c∑

∆=b1+α2−α1−c

n∆
2 (0), (4.64)

donde n∆
2 (0) está tabulado en la Tabla 3.4 y:

cmin = máx {br, b1 − α1 + αr−1} , (4.65)

cmax = mı́n {b1 − 1, br + αr−1 − αr − 1} . (4.66)

Demostraión. Basta tener en uenta que:

hyp(b1, br) =

mı́n{b1−1,br+αr−1−αr−1}⋃

kr−1=máx{br,b1−α1+αr−1}

b1−1−kr−1⋃

∆=b1+α2−α1−kr−1

H∆
2 (kr−1), (4.67)

donde H∆
2 (kr−1) es omo en la De�niión 3.5.8 y que:

card(H∆
2 (kr−1)) = n∆

2 (kr−1) = n∆
2 (0). (4.68)

Ejemplo 4.4.29. Siguiendo on el Ejemplo 4.4.27, la Tabla 3.4 para α =
(20, 18, 15, 10, 8, 5, 2) es:

r − p \∆ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
6 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
4 1 2 3 3 2 1 0 0 0 0 0 0
3 1 3 6 9 11 12 11 9 6 3 1 0
2 1 4 10 19 29 38 43 43 38 29 19 10
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card(hyp(b1, br)) =
3∑

c=1

12−c∑

∆=11−c

n∆
2 (0) =

= (n10
2 (0) + n11

2 (0)) + (n9
2(0) + n10

2 (0)) + (n8
2(0) + n9

2(0)) =

= n8
3(0) + 2n9

2(0) + 2n10
2 (0) + n11

2 (0) =

= 38 + 2 · 29 + 2 · 19 + 10 = 144.

Corolario 4.4.30. Para ada ardinal en el segundo fator del Lema 4.4.19,

se tiene:

card(hyp(bij , bij+1
)) =

cmax∑

c=cmin

bij−1−c∑

∆=bij+αij+1−αij
−c

n∆
ij+1(0), (4.69)

donde n∆
ij+1(0) está tabulado en la Tabla 3.4 y:

cmin = máx
{
bij+1

, bij − αij + αij+1−1

}
, (4.70)

cmax = mı́n
{
bij − 1, bij+1

+ αij+1−1 − αij+1
− 1

}
. (4.71)

Finalmente:

Teorema 4.4.31. Para el último fator del Lema 4.4.19:

card(hyp(bit, ∗)) =
cmax∑

c=cmin

bit−1−c∑

∆=bit+αit+1−αit
−c

n∆
it+1(0), (4.72)

donde n∆
it+1(0) está tabulado en la Tabla 3.4 y:

cmin = bit − αit − αm, (4.73)

cmax = bit − 1. (4.74)

Demostraión. Para j=t, de�nimos:

r = m− it + 1,

ᾱ = (αit , . . . , αm),

b̄ = (bit).

Resulta:

card(hyp(bit, ∗)) = card(hyp(b̄)). (4.75)
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El estudio de hyp(bit, ∗) se dedue fáilmente de la Proposiión 4.4.26:

Las hipertuplas de la forma hyp(b1, ∗):

(b1 − 1, k2, . . . , kr−1),

b1 > k2 ≥ · · · ≥ kr−1,

α1 − b1 ≥ α2 − k2 ≥ · · · ≥ · · · ≥ αr−1 − kr−1,

pueden obtenerse omo antes sustituyendo (1) por:

(1')

máx{b1 − α1 + αr−1, 0} ≤ kr−1 ≤ mı́n{b1 − 1, αr−1}. (4.76)

En las ondiiones de la Proposiión 4.4.26:

card(hyp(b1, ∗)) =
cmax∑

c=cmin

b1−1−c∑

∆=b1+α2−α1−c

n∆
2 (0), (4.77)

donde:

cmin = máx{b1 − α1 + αr−1, 0}, (4.78)

cmax = mı́n{b1 − 1, αr−1}. (4.79)

Ejemplo 4.4.32. Consideremos α = (11, 9, 8, 5, 2) y b1 = 8. Busamos

alular card(hyp(b1, ∗)):

(b1 − 1, k2, k3, k4, k5). (4.80)

Apliando las fórmulas anteriores tenemos que:

0 ≤ k5 ≤ 2,

y

6 ≤ k2 ≤ 7.

Por lo tanto, onstruimos la orrespondiente tabla:

r − p \∆ 0 1 2 3 4 5 6 7
5 1 0 0 0 0 0 0 0
4 1 1 1 1 0 0 0 0
3 1 2 3 4 3 2 1 0
2 1 3 5 7 7 5 3 1
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Finalmente, tenemos que:

card(hyp(b1, ∗)) =
2∑

c=0

7−c∑

∆=6−c

n∆
2 (0) =

= (n6
2(0) + n7

2(0)) + (n5
2(0) + n6

2(0)) + (n4
2(0) + n5

2(0)) = 24.

Veamos �nalmente que los ardinales en la Proposiión 4.4.22, en el Teo-

rema 4.4.28, en el Corolario 4.4.30 y en el Teorema 4.4.31, pueden obtenerse

mediante polinomios generadores omo en la Seión 3.5.

Corolario 4.4.33. Dada A ∈Mn(F) nilpotente on araterístia de Segre

α = (α1, . . . , αm) y b = (bi1 , . . . , bit) una hartupla asoiada a α. Entones:

1. card(hyp(bij , bij+1
)), oinide on la suma de los oe�ientes de grados

entre bij + αij+1 − αij − c y bij − 1− c del polinomio:

(1 + x+ · · ·+ xαij+1−2−αij+1−1) . . . (1 + x+ · · ·+ xαij+2−αij+3), (4.81)

uando c = cmin, . . . , cmax, donde:

cmin = máx
{
bij+1

, bij − αij + αij+1−1

}
, (4.82)

cmax = mı́n
{
bij − 1, bij+1

+ αij+1−1 − αij+1
− 1

}
. (4.83)

2. card(hyp(bit , ∗)), para it < m, oinide on la suma de los oe�ientes

de grados entre bit + αit+1 − αit − c y bit − 1− c del polinomio:

(1 + x+ · · ·+ xαm−2−αm−1) . . . (1 + x+ · · ·+ xαit+2−αit+3), (4.84)

uando c = cmin, . . . , cmax, donde:

cmin = máx{bit − αit + αm−1, 0}, (4.85)

cmax = mı́n{bit − 1, αm−1}. (4.86)

3. card(hyp(∗, bi1)), para i1 > 1 viene dado por la suma de los oe�ien-

tes del polinomio:

(1+x+· · ·+xαi1−1−αi1
−1)(1+x+· · ·+xαi1−2−αi1−1) . . . (1+x+· · ·+xα1−α2),

(4.87)

es deir,

(αi1−1 − αi1)(1 + (αi1−2 − αi1−1)) . . . (1 + (α1 − α2)). (4.88)
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