He encontrado una prueba
realmente maravillosa, que este
margen, demasiado angosto, no puede
contener.

PIERRE DE FERMAT (1601-1665)
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FORMULACION TRADICIONAL
PARA DERIVACION DE INTEGRALES




Al.1 INTRODUCCION

Sea el dominio de referencia E;CR3, y sea X el vector de
variables de disefio. Para cada X, supongamos que se puede definir la
transformacién suficientemente regular

T(x):{—r

(T, x) (al.1)

"~ 1
]
i

E(x)=p(E,x), E(x)CR’

donde r es el vector de coordenadas materiales asociadas por la
variables de disefio x al punto de coordenadas de referencia ZZ Sean
las superficies I'y frontera del dominio Eg, y I (x) frontera del
dominio transformado suficientemente regqulares; las coordenadas de
referencia de un punto de la frontera Iy las expresaremos en la
forma paramétrica

2 = Z(u.V)

Sean m y n los campos de normales exteriores unitarias de las
superficies I'f y I'.(x) respectivamente.

Por hipétesis el dominio E; y su frontera I'; no dependen de las
variables de disefio x.

{(Fig. Al.1l)

Definimos las funciones reales

P(x)= J J [ _p(r,x)dV (al.2)
E (x)
r
Q(x)= J [ _q(r, x)dQ (al.3)
n(x)
F(;)-J _ f(r, x)ds (al.a)
C (x)

r

donde p,qyf son funciones suficientemente regulares de sus
argumentos y definidas respectivamente en el dominio _Er( X), su
frontera I'.(x), y la curva material C,.(x) incluida en E,(x).

Supondremos que un punto genérico de la curva Cei
suficientemente regular, de E; cuya transformada es Cr.(x), se
expresard en la forma paramétrica.

Z = Z(t)
al-1
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Figura Al.l1.- Transformacién del espacio de referencia en el
espacio material.
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Al.2 PUNTOS PREVIOS

Sea ,‘! la matriz Jacobiana de la transformacidn T(;)

g=2f (al.5)
y sea J su determinante.
Sea \y la matriz
W= ?-g (al.6)
~ X
y sea Wj su columna j-ésima, es decir
W.= _8__(_) (al.?)
J ox,
J
Al.2.1 Derivacion del determinante Jacobiano de la transformacidn
Siendo J el determinante Jacobiano, su derivada es:
ad _ ad g
ax aJuB Ix,
donde
adJ
=cof (J__)
ad ap
af
5 =P
af ~
acg
y por definicidén de cofactor
acp
cof (Jap)= J a_r—
a
luego
ad BCB a apa acp d apa 9 apu . =
—_— = 3——;—— — )= — — | — )= —| — =Jd1v(Wi)
Ix r, ox GCB 6ru acp axi ara axi
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por tanto

ad —
— = Jdiv(W,) (al.8)
axi 1

Al.2.2 Derivacidn del vector normal a una superficie

Sea

r=p(L(u,v),x)

el vector de posicién de un punto de la superficie I (x). E1 versor
n, normal exterior a la superficie en un punto arbitrario, se obtiene
en la forma:

zl|-

siendo

N=rAr.
u

u

y desarrollando el producto vectorial en notacién tensorial resulta

r, ar, arj ar, ﬂ ?_11

J
N, =ze,,, — — =e,,, — —07
i~ Cijk gu gv ijk a(s ocv du dv

multiplicando ambos términos por

ar,
-1

g

a

y sumando en i

ar, ar, ar; arkacpalv

—— p— — — —— — ——

N, =e,.
g, ! ijk 3¢, ac‘3 acy du v

an BCY
=e — —

afy ~ gu 9Jv

Escribiendo la expresién anterior en forma vectorial.

JTN =J(Z;/\Z;)
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luego

llamemos

2|
L}
~!
>
NI

y por tanto

3
i
EIE

por lo que concluimos

N=dJgT

~

Derivando esta Ultima expresién

aN

X, 49x, ax,
1 1

M

o po— o __
—=—@J H)M=—J T M

=3

aJT
== JTM -J(J‘T =~ _g-T
ax, ~ ~ ax, "~
1 1
w v 1-T & -T "
=Jdiv(iW)dJ T M=-J J° T =g
e ~ ax, ~
o= o< gt o
= div(W.)N-J =~ N
1 ~ axi
luego
- T
aN — — T L
— =divwW.N-J T =_N
axi 1 ~ axi
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Al.2.3 Derivacién del vector tangente a una curva

Sea:
r=p({(v), x)
el vector de posicién de un punto de la curva Ce(x)

El versor tangente a la curva en un punto arbitrario ¢, se
obtiene en la forma

=1

~ 1
"

derivando r'y

a — a4l & — arag
= — (W )—S = —Tz(vvl)"Tf'"_ =
EX 4 et Jr ag ot
3 — ar — -
= — (W )—=—=(W,)r
ar 1"t Jr o
luego
ar. s _  _, (al.10)
La—(W)r
ax. ar '
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Al.3 DERIVACION DE INTEGRALES DE VOLUMEN

Sea:

P(;)=III _ p(r,x)dv
Er(x)

realizando el cambio de variable r = p({,x) se obtiene

P(x)= ”I p(E(Z. ;),;)Jdcld(zd(s
E
Derivando la expresién anterior,

]
axX,
1

- F - - - =
P(x):IJIEcs;-;[p(p(C, x), x)d d¢, d(zd(3

La funcién subintegral puede escribirse en la forma:

2 1@, %)% op . ap 9p 3J
—|lp(p (&, x),x)J|=—d+—=—J + p—
axi Oxi dr axi axi

ap —_ ) ad

=| — + grad W . |J +p —

(aﬁ g Jp) 1 paxi
Empleando la férmula

div(p Wi)=gradr(p).Wi+pdiv(Wi) (al.11)

y sustituyendo la derivada del determinante jacobiano J obtenida en
(al.8) resulta

- - - - P —_ —_
"'a"[P(P(C,x).x)J =[-£+div(pW.)]J-pdiv(W.)J+
axi axi i i

J

— F —
+pdiv(W.)Jd = [ P odivip W)
1 axi 1

Sustituyendo este desarrollo en la derivada de la integral,

ap(;)—”J lfﬁ+d'( W)]Jdc dz, d
ax, - E, Ix, RALIAE 1 96 d G

y deshaciendo el cambio de variable,
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3P (x) a _
- J I J N diV(PW.)]dV (al.12)
¥x, E (x) Ix, i
Aplicando por dltimo el teorema de la divergencia,
aP (x s o
(X)=IJI - —p_dV"']J _ pW..ndQ (al.13)
axi Er<,)axi r (1) i
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Al.4 DERIVACION DE INTEGRALES DE SUPERFICIE

Sea:
Q(E):” _ q(r, x)dQ
Fr(x)

realizando los cambios de variable

r=p(,x)

{=(u,v)

se obtiene

Q(§)=” q(p (Z(u,v), x), x)|N|du dv
r
4

siendo
N=r Ar.
u v

Derivando la funcién Q(x)

du dv

x 3 - - - = -
aQ(X)=JJ — |q(p ({ (u, v), x), x)|N]
axi rcaxi

La funcién subintegral puede escribirse en la forma:

9 - = T 9 —
P [q(p(((u,V), x), X)INI] = 22 N+
ax, axX,

dqap — a|N

2920 5. AN L

r axi axi

3 — = \=, . 3N|
={— + grad (q). W, ||N|+q—

axi axi

Empleando la férmula (al.ll), resulta
2 [ (p (L (u, v) §)|E|] [aq +div (q W ,)||IN|
PO ’ ) = - 1 . -
axi qlp axi viq i
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ademas

@
2|

3|N| ~- 4N
— =n, —
X, |N| X, axi

1 -
= — N.

-0

y sustituyendo la expresién (al.9) resulta

T
-t 9d

X,
1

3|N|
X,

1

z|
0

div(W ) N-J

= n.

Z|

W V(T Ny o —TaJT
=diviW.,)(n.N)=-n.|d = —=—
! ~ JIx,

teniendo en cuenta gue

e (-

~ axi axi" aﬁ L/ ar
(S -(FCE) (%)
ag \ 9%, /ar ar \ 9% ar |

resulta finalmente

P N — - _ /W \T _ _
IN| =div (W, )|N|-< n<—_—'> n >|N| (al.14)
ax. ! ar

1

y por lo tanto

3 - - - -
-—[q(p(l(u.V), X)INI] =
6xi

[——+div(qW.)]|N|—q<n,(—-:—) n >|N|
Ix, ! ar

sustituyendo este desarrollo en la derivada de la integral,

- oW \T

é 2 — - - —
Q(X)=I[ [-i+div(qw.)—q<n,(—_l) n>]|N| du dv
Ix, r‘ Ix, 1

y deshaciendo el cambio de variable,
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8(2(;) P _ _ /OW \T _
=JI —q+div(qW.)—q<n,(—_—l> n >
ax, r - lox. 1 ar
1 I‘(X) 1
y finalmente
9Q(x) H [aq = oW, _
= — + di W.)-q<—, >
X, r - lax ivig ') 1 an n dg
1 I’(X) [}
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Al.5 DERIVACION DE INTEGRALES DE LINEA

Sea
F(;)=I f(r, x)ds
C -

r(x)
realizando los cambios de variable
r=p(g, x)
¢=q(v)

se obtiene

F(§)=[C £(p (§(x)x), x)|r |d
4

Derivando la expresiéon anterior

aF(x)
axi

a — - el - -
=J _"[f(P(C(E)'X)’ x)lrtl]dt
ccaxi

La funcién subintegral puede excribirse en la forma

i [f("(Z()') ol =255
— t), x), x)|r =—]|r
Bxi p v axi T
af ap -+ alr |
+-:-—p|r |+f ! =
ir X v 6xi
it — . er]
= (5;] + grad r(f).wi)ll“l +f BXi

empleando la férmula (al.ll) resulta

é - = T T afF . — .-
;{i[“f’(“‘)’x)’x)lrtl —[5-;;+dnv(fwi) Ir |-

dr |

fdiv(W)|r | +f Py
1

ademas
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alr | _

-

1 -
=-—-r._.
Ix, |r t| v o9x, Ix,

y sustituyendo la expresidén (al.l0) resulta

r | _ sOW. _ _ AW, _

T 1 . t -
=t |—r |J=<t, t>|r |

X, T

i or v
y por tanto
2 [r("(im') 2));'|]
- ’x ’ =
axi p T
of —_ - - a??i _ -,
[-—-—-+div(fW.)-fdiv(W.)+f< t, — t > |r |
axi i i r T

y sustituyendo este desarrollo en la derivada de la integral y
deshaciendo el cambio de variable, obtenemos

aF(x af — — _ W, (al.16
(x)-_-[ [———+div(fw.)—fdiv(w.)+f<t,———'> ds| 2 )
c - lox i i at

)

) &
1

r{x
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Al.6 BREVES COMENTARIOS SOBRE LA EXTENSION DE LOS RESULTADOS
PRECEDENTES

- Son independientes de la dimensién del espacio las ecuaciones
(al.13) y (al.l6), es decir las férmulas de derivacién para las
integrales de volumen y linea respectivamente.

- La ecuacién (al.l5) es valida para derivacidén de integrales
extendidas a superficies suficientemente regulares en E.(x).
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