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Apéndice A

Complementos de MSR

Comentaremos en este primer apéndice solamente algunos aspectos especificos a
los que hemos referido en los capitulos anteriores, dentro del contexto del diseno de
experimentos y de la Metodologia de Superficie de Respuesta, MSR. Lo que aqui presen-
tamos a modo de resumen complementario servird para fundamentar algunos aspectos
que hemos comentado en secciones precedentes. La amplia bibliografia citada en las
referencias y a lo largo de todo el trabajo sirve para exponer de forma completa el
tema, que excede los alcances de este trabajo.

A.1. El método clasico de MSR

En un problema general de estudio de una cierta “expectation function”!, cuya

expresién en general puede denotarse como f(&,8), al experimentador le resultard de
enorme valor conocer cudl es la forma que realmente tiene esta funcién, ya que la
misma es desconocida®. La idea bésica es utilizar funciones de aproximacién del tipo
g(x,8) ~ f(&,0) para ir explorando secuencialmente la funcién desconocida a través
de disenios sucesivos, en donde x representard un vector columna de factores elegido
por el experimentador de un grupo de mayor dimensién, &, y 3 serd el vector columna
de pardmetros del modelo asi elegido, también como subconjunto de otro mayor, 6.
Ya que en la generalidad de los casos esta funcién no se conoce, mediante este
enfoque se irdn realizando una serie de experimentos, secuencialmente disenados. El
pasaje de un disenio a otro estard por lo general ligado al comportamiento que tengan
los valores de los factores x de tal modo que se observe qué valores de dicho vector van
condiciendo a obtener valores mayores o menores del valor esperado de la respuesta.

'Por lo general —aunque esto no resulta excluyente de otras formas derivadas de la funcién
respuesta— se pretende que esta “expectation function” sea expresada como el wvalor esperado de
la respuesta, con lo cual, el conocimiento que se gane durante todo este proceso sea més particular-
mente enfocado en E(y | x) que en la respuesta en si misma o que en algin otro momento de la
respuesta.

2§i, en cambio, f(x,B) furea conocida, el estudio subsiguiente resultarfa inmediato: se deriva par-
cialmente la funcién con respecto a cada una de las componentes de 3, luego se igualan a cero todas
las derivadas y se hallan las coordenadas del punto critico, utilizando ademds la derivada segunda
para averiguar la naturaleza del mismo (méximo, minimo o punto minimax). Vid. p. e¢j. CHRISTENSEN
(2001), p. 345.
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A. Complementos de MSR 228

La estrategia suele comenzar ajustando modelos de primer orden, los cuales parten
de la hipdtesis que la zona de experimentacién se encuentra relativamente alejada del
valor critico de la funcién. Entonces, el valor esperado de la respuesta se va aproxi-
mando mediante aproximaciones polinémicas de primer orden, que permiten averiguar
cudl es la direccién —dentro del plano de los factores— en donde aquella funcién crece
maés rapidamente. Esto se va repitiendo secuencialmente, considerando nuevos puntos
de x en la direccién precitada. Al ajustarse el modelo siguiente, se buscard nueva-
mente otra direcciéon de maximo crecimiento de la funcién, que definird la pauta para
establecer nuevos puntos de diseno. De esta forma, se continia hasta que se detecte
falta de ajuste de los modelos de primer orden, lo cual seguramente serd indicativo que
se esté en presencia de curvaturas en la funcién tedrica que se estd explorando. En las
etapas siguientes, se utilizardn entonces aproximaciones polinémicas de segundo orden
para g(x, 3) para seguir ganando conocimiento acerca de f(&,8), lo que redundars en
funciones polinémicas que ajusten cada vez mejor a la funcién verdadera.

Finalmente, a través del llamado andlisis candnico de la superficie ajustada, se
podra identificar a qué forma geométrica corresponde la superficie estudiada, luego de
lo cual, serd necesario verificar el cumplimiento de las hipdtesis tenidas en cuenta a la
hora de comenzar el estudio.

El siguiente diagrama de flujo que mostramos en la fig. A.1 —modificado de Box
et al. (1978)— resume de modo muy claro una forma de proceder ordenada y sis-
temdtica para el avance secuencial del conocimiento de sistemas cuyo funcionamiento
se desconoce y se desea conocer mediante la experimentacién secuencial:

A.2. Los modelos de regresién en MSR

En general, para los sistemas en los que intervienen cantidades variables y el objeto
de estudio consiste en medir los efectos de un conjunto de factores de variabilidad que
afectan presumiblemente el comportamiento de una variable respuesta, es frecuente
hacer uso de los Modelos de Regresién?, cuyas aplicaciones cubren un muy amplio
espectro de disciplinas.

Los métodos de Superficie de Respuesta constituyen unas técnicas utilizadas antes,
durante y después que son considerados los modelos de regresién como formas de ajus-
tar relaciones funcionales a los datos*. En una etapa inicial, serd muy conveniente
realizar un diseno del experimento, en donde se seleccionan los factores intervinientes
y los valores que ellos tomardn —o “niveles”— durante la experimentacién. Y poste-
riormente al andlisis de regresién, son consideradas ciertas técnicas de optimizacion,
de tal forma que el foco de la MSR persigue conseguir el mayor conocimiento del
funcionamiento del sistema bajo estudio.

*Vid. p. ej. CORNELL (1990).

4Sin embargo, aunque los modelos de regresién son itiles para ajustar modelos de superficies de
respuesta, ambas cosas no son lo mismo, ya que los primeros son una herramienta que sirve tanto
para estudios observacionales como experimentos disefiados, mientras que la MSR tiene su principal
contexto dentro del segundo grupo de estudios mencionado.
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Figura A.1: Esquema simplificado de la estrategia secuencial de experimentacién en
el contexto de la Metodologia de Superficie de Respuesta. [Adaptado de Box et al.
(1988)].
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A.3. Sobre los factores

Los factores de variabilidad —que mencionamos abreviadamente como “factores” —
son considerados como aquellos posibles influenciadores de la respuesta. Los mismos,
desde el punto de vista del andlisis de regresién, podrédn ser tanto cuantitativos como
cualitativos. Numerosos ejemplos de estos casos pueden encontrarse en un gran niimero
de aplicaciones, tanto en ambientes de experimentacion cientifica, industrial, ciencias
sociales, negocios®, etc. Utilizamos la notacion & = (&;,&,, ... ,&,)" para referirnos a al
vector columna de k elementos que represente a los factores considerados en el estudio
de estos problemas, llamados cominmente factores naturales. Diremos también que,
como todo modelo de regresion, se considerard un vector de pardmetros desconocidos
0 = (01,09,... ,0p)' asociado al vector de factores, &.

Con respecto a los distintos niveles que puedan tomar los factores, hemos supuesto
mientras no se haya indicado lo contrario, que serdn cantidades fijas en el sentido
en que las mismas estardan controladas por el experimentador®. Diremos que cada
uno de los elementos del vector de factores &, de k dimensiones, podrd tomar un
nimero controlado de niveles. Asi, por ejemplo, representaremos con el simbolo x =
(x1,29,...,x1)" al vector columna compuesto por los niveles que toma el vector de
factores &, en donde es frecuente asumir que dim(&€) > dim(x).

Una forma habitual y practica de manejar los niveles de los factores, que prescinde
de sus unidades de medida es mediante la definicién de variables codificadas. La forma
de expresar un conjunto de k factores en forma de variables codificadas suele hacerse
definiendo el vector x = (x1,2,...,7;)’, en donde la componente z; representa la
variable codificada correspondiente al factor £;. Desde el punto de vista de los disenos
factoriales a dos niveles, y suponiendo que en la regién experimental definida para
el factor £, éste puede tomar dos valores ;;np ¥ §jgup, €s frecuente expresar esta
codificacién mediante la transformacion:

& -§;

q;j:77

Sj
en donde 1
§ = 5(5jSUP +&nF)
1
Sj = §(ijUP —&iInF)

De este modo, las variables asf transformadas permiten tomar niveles 0 6 1, poseyen-
do entonces la misma meétrica —y adimensional— dentro del espacio de factores y
facilitando la aplicacién de los disefios factoriales. Este aspecto resulta especialmente
util a la hora de la planificacién de los disenos y de los célculos de los efectos.

> Vid. p. ej. Vasul, VipyuT H.; BiENsTOCK, CAROL C. Y MENTZER, JOHN T. (1995). “The use
of Response Surface Methodology to Optimize Logistics Simulation Models”. Journal of Business
Logistics, vol. 16, N° 2, pp. 197 et seq.

% Vid. p. ej. CORNELL (1990).



A. Complementos de MSR 231

A.4. Sobre la funcion respuesta

Es frecuente encontrar en MSR la consideracién de un cierto valor que toma la
respuesta en ausencia total de errores de medicién. En términos de los modelos a estu-
diar, esto refiere a que se supone que existe un cierto valor de la “respuesta verdadera”,
7, que serd funcién de todas las fuentes de variabilidad que pudieran considerarse. Para
senialar la dependencia entre la respuesta verdadera y los factores, es frecuente la no-
tacion n = f (€, 0), en la cual la funcién f resulta desconocida. Al lugar geométrico de
los valores esperados de la respuesta se lo suele llamar superficie de respuesta’.

Ya que perseguir tal modelo que considerara a todos los factores resultarfa un tanto
imposible, serd necesario no perder de vista que el vector de factores x representa una
especulacién suficientemente razonable de lo que ha considerado la experiencia del
experimentador a la hora de definir un cierto conjunto potencial de factores en el
problema, que no consideraremos que sea exhaustiva. Es por ello que, en ciertos casos,
puede resultar conveniente considerar una cierta cantidad e, llamada cominmente
“error experimental” o “perturbacién aleatoria”, que serd una cantidad vectorial re-
presentativa de las demds fuentes de variabilidad que afectan a la respuesta y que no
han sido tenidas en cuenta al definir x. De este modo, la respuesta verdadera n diferird
de la respuesta observada en dicha cantidad e. Asi, si se cuenta con un cierto nimero n
de observaciones de la respuesta, denotadas mediante el vector y = (y1,ya, .. . ,yn)', lo
precitado puede expresarse mediante la relacion y =n+e = f (&, 60) + . Esto puede
interpretarse del modo méds simple como: la respuesta observada resultard como la
superposicién de dos efectos® desconocidos: una funcién respuesta verdadera f (€, )
y una cantidad aleatoria, e. Queda claro que, desde el punto de vista dimensional,
la respuesta verdadera n = f (€, 0) resulta una magnitud escalar, y que serd también
posible considerar términos de mayor orden, como interacciones, términos cuadréticos,
etc. En lo que venimos llamando “modelo cldsico de MSR” se siguen las hipétesis de
linealidad y normalidad para f (£, 0) y €, respectivamente.

A.4.1. Aproximaciones polinémicas para la respuesta

Haciendo uso del Célculo Diferencial, es sabido que si la respuesta verdadera re-
sultara “suave”?, serd posible realizar aproximaciones locales de la misma por medio
de desarrollos en Serie de Taylor alrededor de un cierto punto de la representacién
k-dimensional de n = f(&,60). La naturaleza de dicha aproximacién de la funcién
des-conocida f estard asociada en alguna medida con el orden del polinomio a partir
del cual se desprecien términos de orden superior'?. De esta manera, se perseguird
obtener experimentalmente funciones del tipo g (x,3), de modo que la aproximacién
f(&,0) ~ g(x,0) resulte suficiente considerando modelos de primero o segundo or-

"Vid. p. ¢j. CORNELL (1990).

8 Al menos, en el sentido fisico.

9Desde el punto de vista experimental, suele considerarse que es resulta infrecuente encontrar
aspectos “rugosos” para los modelos de superficies de respuesta. Vid. p. e¢j. PRAT et al. (1997 Y
2004).

0Una muy clara ilustracién sobre estos conceptos puede verse en CHRISTENSEN (2001).
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dent!.

Resumiendo, diremos que la estrategia experimental secuencial consiste en ir lle-
vando a cabo diferentes experimentos en una cierta secuencia, para los cuales se con-
sideran distintos niveles de los factores de variabilidad, de modo que en cada uno de
ellos se realicen observaciones de la respuesta. A partir de estas iltimas, se irdn cons-
truyendo modelos que permitan conocer el aspecto que presenta la funcién g (x, 8),
como aproximacién de f (&,8). Para el caso del modelo logistico, tendremos que las
funciones de aproximacién serdn, por ejemplo, de la forma g (x,3) = logit[r (x, 8)].

Ejemplo de aproximacién de primer orden

Al comenzar la experimentacién y cuando la regiéon de experimental se encuen-
tra “suficientemente lejos” del 6ptimo, una primera hipdtesis a considerar es que la
superficie verdadera f (&, 6) presenta un aspecto lineal (p. ej.: plano)'?. Para ello, se
utilizardn aproximaciones de primer orden para aquella funcién.

La aproximacién en Serie de Taylor de primer orden para f (&, 8), centrada alrede-
dor del punto p(0) = E(y | z), que serd representativo del centro de los datos, z = 0,
serd, de la forma!3:

() = i { = >]}sz0 3,

en donde % [p(x)] ;=0 ©8 el vector de derivadas parciales evaluado en el punto 0 =

(x1=0,...,2% =0). Como la funcién pu(z) es desconocida, también lo serdn sus
derivadas. A partir de esto, se define el vector 3 de componentes desconocidas, con
tantas dimensiones como tenga el vector de factores x4, cada una de las cuales corre-
spondiendo a las derivadas desconocidas:

/6 = {/BO = M(O)aﬂl = 88331 [,u,(.’L‘)]xl:O g 75]9 = 8?% [M(.’L’)}xkzo} :

Lo anterior se podra reescribir como:

k
p(x) = By + Zﬁjl‘j,

=1

LEl hecho de la dificultad que aparece tanto en el control como en la interpretacién de términos
de orden mayor a dos —ya sean éstos cibicos puros o interacciones cuadrético-lineal o lineal triple—
hace que los mismos se descarten, resultando los de segundo orden, por lo general razonables para
obtener modelos ttiles.

128in embargo, aunque esto no fuera del todo cierto, esta consideracién se encuentra en consonancia
con el objetivo del experimentador: concentrar el estudio en las inmediaciones del punto critico de la
funcién verdadera.

13 CHRISTENSEN (2001), p. 346 et seq.

4 Queda claro que este caso aplica en modelos de naturaleza lineal, ya que para los no lineales no
siempre es cierto que haya un pardmetro asociado a cada factor de variabilidad. Un ejemplo de ello
es el llamado doble modelo exponencial, que es de la forma f(x,0) = 61 e79%2% 4 03 ¢7%4 funcién que
depende de un sélo factor y que tiene 4 pardmetros distintos. [Fuente: BATES Y WATTS (1988), p. 73].
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vy que al tener en cuenta cada observacién ¢ = 1,...,n, conduce a escribir:
k
g<xi718):/80+ E 5j$2j7
=1

que, expresado matricialmente, sera:

B
g(Xvﬁ):BO+X/b:BO+<X17"-7Xk) )
B
o bien:
1 z11 221 ... w1 Bo
oXp=Xp=| 1T
1 Zin ZTon - Tkn Bk

siendo X la matriz de diseno, de dimensién n x (k+1) =n X p.

Las anteriores son las formas con que el valor esperado de la respuesta se aproxima
mediante modelos lineales de primer orden, cuyos pardametros 3 = (8,81, --,0%)
requerirdn ser estimados, para lo cual, serd necesario contar con puntos experimentales.
La forma mads general del modelo de aproximaciéon de primer orden serd cuando se
incluyen en el mismo los términos cruzados del tipo x;z;, ¢ # j, lo cual implicard
agregar un término adicional en el desarrollo en serie de Taylor visto anteriormente.
En sintesis, se llegard a un modelo del tipo:

2 k
9(xi,B) =By + Y Bymij + Y Biwij
j=1 i<j

La validacién de la bondad del modelo suele considerar que la regién experimental
presenta un aspecto lineal —ya sean planos o hiperplanos—, y que aprovechan métodos
para la exploracién eficiente de la superficie, como por ejemplo, el método de la maxima
(minima) pendiente de crecimiento. Dentro de los disenos experimentales que emplean
estos modelos, encontramos los Disenos Factoriales, tanto los Completos como los
Fraccionales.

Ejemplo de aproximacién de segundo orden

Cuando los modelos de primer orden comienzan a ser inadecuados —esto es, cuan-
do comienzan a evidenciar curvaturas y se alejan de zonas lineales— es necesario
considerar modelos que contemplen términos de segundo orden. Siguiendo el mismo
razonamiento que el hecho para los modelos de primer orden, se agregardn términos al
desarrollo en Serie de Taylor alrededor del punto 0, que contendran derivadas segundas
de p(x). Se demuestra ficilmente!> que el modelo de segundo orden al que se llega serd
del tipo:

k k k
9(x,8) = By + Zﬂjxj + Zﬂijxixj + Zﬂjjx?
j=1 J=1

1<j

% Vid. CHRISTENSEN (2001), p. 347.
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El aspecto matricial que toma, esta funcién, al considerar todos los puntos de diseno

i=1,...,n, se podrs escribir de la siguiente forma!'®:

g9(x,8) = By + x'b + x'Bx,

en donde:
[z ] [ B4 ] i B11 %ﬂm %51]' %51k 1
X2 52 522 t %52]' t %5%
e |t P Bi | b= Bij - 3B
[ Tk [ Bk | sim. Brr

La consideracién de estos modelos pretenderd continuar explorando la superficie
para intentar conocer localmente el aspecto de la misma en las proximidades del lla-
mado punto estacionario (en caso que exista), y de esta forma, averiguar su naturaleza
(méximo, minimo o punto de silla). Mediante disenos de segundo orden, como los Di-
senios Centrales Compuestos —entre otros— serd posible continuar aproximéndose al
o6ptimo de forma experimental, y mediante métodos de exploraciéon de la superficie,
como el Anadlisis Candnico, serd posible conocer la naturaleza del punto estacionario
de forma sistemética y eficiente.

A.4.2. El modelo estimado: la superficie de respuesta

El vector de coeficientes desconocidos 3 se estima mediante métodos exactos cuan-
do el modelo es de naturaleza lineal y normal'”, considerando un conjunto de n ob-
servaciones de la respuesta, y teniendo en cuenta la restriccién segin la cual este
tamaifio debe ser igual o superior al niimero de pardmetros considerados'®, es decir,
n > k. Una vez estimados sus valores y decididos cudles de ellos resultan estadfs-
tAicamgntg\ Signiﬁgativos para explicar la respuesta, se reemplazan sus estimaciones,
B = (81,82 ---,8) en el modelo verdadero, para llegar al modelo ajustado, que serd
de la forma y = g(x,3), en donde ¥ representa el vector de respuestas estimado. Que-
da también claro que si kg de los k factores resultan significativos, se obtendrd una
superficie de respuesta que serd kg + 1 dimensional.

Una vez conseguido el modelo que parezca méds adecuado y razonable para la
situacién en estudio, bajo ciertas condiciones'? sera posible obtener regiones de con-
fianza para nuevos valores de la respuesta. Asimismo, suele resultar muy util el estudio
de las curvas de nivel, es decir, de representaciones de g(x,3) = cte., que permitird
mejorar el conocimiento del comportamiento de la respuesta.

Y5 Vid. p. ¢j.: BoX Y DRAPER (1987), p. 333.

"Por ejemplo, mediante Minimos Cuadrados o Méxima Verosimilitud, que son los que emplean la
mayor parte de los paquetes informéticos. Cuando el modelo es de naturaleza no lineal, las estimaciones
utilizan los mismos métodos, aunque serdn de naturaleza asintética y no exacta.

8 Vid. p. ej. MONTGOMERY et al. (2001) o MYERS (1990), entre otros.

YVid. p. ej. Box Y DRAPER (1987) o MYERS Y MONTGOMERY (2002).
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A.4.3. El punto estacionario

Cuando ya se ha dado el modelo por “bueno”, interesa conocer las coordenadas
del llamado punto estacionario, que serd un cierto vector x¢ = (o1, To2,...,Zox)
formado por aquellos niveles de los factores para los cuales la primera derivada parcial
del modelo ajustado con respecto a los factores sea nula en todas las direcciones de
dicho espacio. En este sentido, y para el caso particular de puntos de minimo o de
méximo, el punto estacionario definird las condiciones 6ptimas del sistema, en su caso.
Para el caso de tratarse de un punto de silla, frecuentemente es un indicador de la
presencia de dos regiones distintas que contienen puntos méximos, lo cual implica que
se estd en presencia de dos mecanismos bien definidos y diferentes de comportamiento
del sistema?".

La interpretacion del modelo ajustado puede realizarse bdsicamente de dos formas.
(a) Cuando los factores que intervienen en el modelo son 3 o menos, puede hacerse un
método grifico para determinar la forma de la superficie y la localizaciéon del punto
estacionario. En este tipo de andlisis, interesa representar las curvas de nivel de la
superficie, a partir de las cuales se determinan los gradientes de méximo crecimiento
de la superficie de respuesta. Cuando el nimero de factores es alto, el andlisis grafico
resulta complicado, con lo cual es necesario otro criterio. (b) Surge asi un método
analitico de estudio de la superficie de respuesta, que es utilizado luego por el llamado
analisis candnico de la superficie de respuesta, el cual permite analizar la forma de
la superficie ajustada en la vecindad del punto estacionario. Mediante este segundo
enfoque, se determinan aquellos niveles de los factores tales que %[g(x, B)]x=x, = 0,
en donde x( representa el punto estacionario.

Nota bene: en el caso en que el punto estacionario sea hallado dentro de la regién
experimental, serd conveniente describir su naturaleza (méximo, minimo o punto de
silla), al mismo tiempo de analizar la forma de la superficie de respuesta en la vecin-
dad del mismo. Si, en cambio, el punto estacionario no estuviese dentro de la regién
de experimental, serd entonces necesario continuar experimentando con vistas a re-
cabar mayor informacién. Un método utilizado en este sentido es el llamado método
de andlisis de tejas®', cuyos detalles no profundizaremos en este trabajo.

A.4.4. Analisis candnico de la superficie ajustada

Las superficies cuadréticas por lo general resultan dificiles de conocer en cuanto a
su forma geométrica, con lo cual suelen hacerse unas transformaciones de manera que la
forma transformada tenga una interpretacién més fécil y conveniente. Cuando el punto
estacionario se encuentra dentro de la regién experimental, estas formas resultantes
suelen clasificarse segin su forma candnica , la cual comprende dos transformaciones
fundamentales: las llamadas formas candnicas “A” y “B”. Ver por ejemplo BoX Y
DRrRAPER (1987), p. 332.

De acuerdo con lo que venimos desarrollando, el contexto de este punto no pertenece
tanto al &mbito del diseno como si al de andlisis de experimentos disenados, capitulo
que supera los alcances de esta tesis y que no ahondaremos.

20Vid. p. ej.: KHURI Y CORNELL (1996), pp. 165 et seq.
21 lamado originariamente “ridge analysis”. Vid. p. ej.: KHURI Y CORNELL (1996), entre otros.
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Los puntos comentados en este primer apéndice complementan lo que hemos citado
en los capitulos de la tesis referidos a MSR, aunque de forma claramente no exhaustiva.
Las referencias que citamos a lo largo de toda la tesis referidas a MSR conforman con
creces el estado del arte de este tema a la fecha en que fue elaborado.





