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caPiTULO 4

FORMULACION DEL PROBLEMA INVERSO EN GEOTECNIA.

4.1 INTRODUCCION.

En los capitulos precedentes se ha desarrollado la metodologia
clésica para la  identificacién de paraAmetros en problemas
generales, y se ha formulado un esquema numérico de resolucidn
utilizando el método de los elementos finitos. En este capitulo se
trata de establecer las bases para la formulacién del problema

inverso en aplicaciones tipicas de Ingenieria Geotécnica.

La importancia de la identificacién de par&metros en Mecénica
del Suelo y de Rocas se ha comentado anteriormente. En GeomecAnica
es a menudo imposible obtener muestras de terreno representativas
de la estructura del conjunto del subsuelo. Factores diversos como
la macrofadbrica, el tamafio de las particulas, la heterogeneidad del
terreno y la alteracién y relajacidn de tensiones en el proceso de
extraccién de la muestra, obligan con frecuencia a considerar los
resultados de laboratorio sbélo de forma orientativa. Existen
ademas algunos parametros (como por ejemplo Ko, que define las
tensiones iniciales) cuya determinacidn es muy dificil, incluso con

ensayos "in situ®, y para los que los métodos de identificacién
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ofrecen mejores posibilidades. En estas condiciones, las medidas
de campo adquieren un mayor protagonismo, puesto que junto con las
modernas técnicas de identificacidén, presentan nuevas perspectivas
en la determinacién de los paradmetros que reflejan la respuesta "in

situ* del terreno.

Bajo este punto de vista, se plantea un problema tipico en
Geotecnia en 1los siguientes términos: Se dispone de una serie de
medidas de campo relativas a una actuacién humana sobre el terreno
(por ejemplo, una excavacidén, o cualquier tipo de obra). Se supone
conocido el modelo de comportamiento del material o materiales
afectados, y 1la geometria del problema. Con estos supuestos, se
trata de obtener los pardmetros del modelo escogido que “mejor"

corresponden a las medidas realizadas.

El problema asi definido es un ejemplo tipico de “problema
inverso", planteable en términos matemdticos utilizando las
formulaciones desarrolladas en apartados anteriores. Sin embargo,
los aspectos fisicos del caso y 1las peculiaridades del mismo
permiten presentar una formulacién particular para problemas

"geomecanicos".

El ejemplo de aplicacién utilizado en este trabajo es el de la
excavacién de un tanel. Esta es una de 1las obras de tipo
geotécnico en la que con frecuencia se realizan medidas de los
movimientos del terreno. En la actualidad, 1los medios de
instrumentacién disponibles permiten medir con precisién aceptable
los desplazamientos del terreno ogiginados por la excavacidén de un

tinel. Por motivos précticos, es preciso distinguir, en este tipo
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de obras, entre movimientos horizontales (medibles con
inclinémetros) y movimientos verticales (medibles con extensbémetros
o con micrémetros). Cada uno de estos aparatos proporciona un
error de medida diferente e independiente, que se deberd considerar

en el proceso de identificacién.

La formulacibén general que se presenta en este capitulo es
aplicable a este caso, y tiene en cuenta el hecho de que las
medidas se pueden realizar con varios instrumentos diferentes,
considerando el error cometido con cada uno de ellos y admitiendo

las posibles correlaciones entre medidas de un mismo instrumento.

Como criterio de identificacién se ha escogido el de maxima
verosimilitud, por 1los motivos indicados en el capitulo segundo.
Este criterio admite una generalizacién en el caso de que se
disponga de informacién previa sobre los parametros, y por esta
razé4n la formulacién que se desarrolla también considera esta

posibilidad.

La importancia de conocer el error de las medidas se pone de
manifiesto en varios ejemplos tedbricos, por lo que se incluye en la
formulacién la posibilidad de que se tome la estructura de error
(en términos de varianzas de las medidas) como un pardmetro mas a
identificar. Por otra parte se demuestra 1la influencia gque una
adecuada eleccibn del modelo ejerce sobre el proceso de

identificacién.

El capitulo finaliza con la determinacién de las matrices de
covarianza de 1los errores de 1las observaciones para algunos
instrumentos usados habitualmente en Geotecnia en la medida de

desplazamientos. Estas matrices, que aparecen de modo natural en
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la formulacibén propuesta, se utilizan en algunos de 1los ejemplos

tedéricos mencionados.

4.2 DESCRIPCION DEL PROBLEMA EN TERMINOS ESTADISTICOS.

Planteado el problema fisico, el método matemdtico de
resolucibédn debe escogerse entre las diferentes opciones presentadas
en el capitulo segundo. El criterio de identificacibén escogido, de
maxima verosimilitud, es suficientemente general (engloba al de
minimos cuadrados), permite un tratamiento estadistico coherente de

la informacidén y es aplicable a los problemas que nos ocupan.

En cuanto al método numérico de resolucidén, se ha elegido el
de Gauss-Newton con 1la modificacién de Levenberg-Marquardt y con
otras modificaciones particulares propuestas para modelos no
lineales (capitulo sexto). La caracteristica basica de los métodos
escogidos es que requieren el cAlculo de las derivadas de las
variables de estado medidas (en este caso desplazamientos) respecto
a los parametros a identificar. Por otra parte, en el capitulo
tercero se ha propuesto una metodologia de calculo de estas
derivadas utilizando el método de 1los elementos finitos, usado

también para resolver el problema directo.

Se dispone entonces de todos los elementos necesarios para
expresar el criterio de mAxima verosimilitud en los problemas en
estudio. La funcién de verosimilitud, definida en el capitulo

segundo, tiene la expresibén [2.5]:

L(p)=KP(x,p)=KP(x)P(p)
[4.1]
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donde K es una constante, y el resto de las variables siguen la
nomenclatura utilizada en el capitulo segundo. Se vio que

maximizar [4.1] era equivalente a minimizar la funcidn

S = —ZInL(p)
[4.2])

gue con las hipdtesis realizadas sobre normal idad de las
distribuciones de probabilidad de 1los errores, proporciona la

funcibén objetivo a minimizar [2.10] :

s =(an)c]H(ax) +(Ap")CY T (Ap%) + In|C |+ in|C|
{4.3)
A efectos de la formulacién del problema, es util considerar

las matrices de covarianza compuestas de dos factores:

_ .2
(Cx)‘.— o‘.(Ex)‘.

2 o
C%). =0 (E?),
( P)J J( P)J
[4.4]
donde o? ’ o? son valores gque representan una varianza

J
media de 1las medidas o de los parametros estimados inicialmente y

(E,)i ., (E ). son matrices que representan la estructura de

o
P
error de las medidas o de los parametros. Estas matrices son fijas
para cada problema: en el caso de las medidas, (E,)i dependeré
sblo del tipo de instrumento utilizado y no del valor de la medida.
Es precisamente la técnica de medida empleada la gque introduce unas

determinadas correlaciones en los errores de medida. Por supuesto,

si éstos son independientes entre si dicha matriz es la identidad.
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Ya se ha indicado anteriormente la conveniencia_de considerar
la estructura de error de las medidas de campo disponibles. Como
éstas se llevan a cabo con instrumentos muy variados, serd preciso
agruparlas en funcidén del instrumento utilizado para obtenerlas.
MatemAticamente esta _distincibn puede considerarse tomando una
matriz de covarianzas diferente para cada conjunto de medidas

relacionadas entre si.

De la misma forma se puede considerar que, en un caso general
en el que se dispone de cierta informacién previa sobre los
paraAmetros, algunos de ellos estAn relacionados por una matriz de
covarianzas, de manera dque C: representa la relacibdn

existente "a priori" entre los parémetros.

En estas condiciones, suponiendo que se disponen de “r"
instrumentos de medida independientes, y que existen "s" grupos de
parAmetros relacionados entre si, la expresidén [4.3]), utilizando

las relaciones [4.4]), se puede escribir como:

r (E)7! : (ED)7!
S= 2 () ——(ax)+ > ap ) —EL-(ap)+
i=1 o; j=1 Oj

r 8 r d
+ 2 e+ Y nneh) + D In(E)|+ D In|(ED) |
i=1 i=1 i=1 j=1

[4.5])
Con esta nomenclatura, los dos ultimos términos de [(4.5) son
constantes para cada problema, y a efectos de minimizacién no
influyen. Por ello la funcién objetivo definitiva se puede

expresar en la forma:

119




-1 s (E°)7?

r (E N
§= 3 (' —5—@an+ Y ap =L ap)+

i=1 o; ji=1 0

r s
+ Z n'.ln(of)+ Z njln(olz.)
i=1 j=1 (4.6])

donde se cumple

8
Sa=m 3> n=p
i=1 ji=1
(4.7)

siendo "m" y "p" el numero total de medidas y de parametros

respectivamente.

La expresién [4.7) representa la funcién a minimizar buscada
para el problema planteadd. Incluye 1los sumandos debidos a la
informacién previa de los parametros, y la estructura de error

tanto de medidas como de los par&metros:

4.3 APLICACION A UN PROBLEMA DE EXCAVACION DE TUNELES.

4.3.1 Metodologia Dtilizada.

A continuacién se presenta un ejemplo ilustrativo de 1la
metodologia expuesta, relativo a la excavacién de un t(nel en la
que se realizan medidas de desplazamientos del terreno. A efectos
de mostrar la formulacién y los detalles tebricos de la misma, se
ha desarrollado un ejemplo tebrico en el que las supuestas medidas
corresponden a los desplazamientos proporcionddos por un cAlculo en
elementos finitos para unos pardmetros conécidos. El proceso de
identificacién debe conducir de manera natural a la obtencién de

dichos parémetros.
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Se ha seleccionado la geometria utilizada por Mair (1979) vy
Taylor (1984) que reproduce el prototipo de un ensayo en

modelo reducido en el aparato centrifugo de Cambridge.

En la excavacién de tuneles en suelos, los movimientos
verticales mads importantes se producen, en general, sobre su clave,
y los desplazamientos horizontales mayores se generan en la zona de
 hastiales. Por este motivo la disposicibébn tipica de 1la
instrumentacidén para estos casos consiste en extensbmetros sobre la

clave (E) e inclindmetros en la zona del hastial (I) (figura 4.1).

El material se supone elastico, homogéneo e isdtropo en el
modelo, y se tra£a el problema en deformacidn plana. Las tensiones
iniciales verticales corresponden al peso de tierras, y las
horizontales se obtienen a partir de la tensibdn vertical, mediante
el coeficiente de empuje al reposo, trabajando en tensiones

totales.

A efectos de demostrar la viabilidad de la metodologia
propuesta, la adopcidén de este tipo de modelo es valida. El
estudio de este problema en el caso de modelos no lineales se
realiza en el capitulo sexto. Hay que tener en cuenta, ademds, que
la linealidad entre tensiones y deformaciones (modelo eldstico) no
implica necesariamente linealidad entre variables de estado medidas

(desplazamientos) y pardmetros.

Los par&metros del modelo que se desean identificar son el
médulo de elasticidad y el coeficiente de empuje al reposo. Se
supone fijo el médulo de Poisson, e igual a 0.49, intentando

representar el caso de carga o descarga no drenada (material casi

121



Q.

7.5m

@

el o ©

L

OB ONCICH O
45

90m

13.5m

Figura 4.1. Malla de elementos finitos utilizada para desarrollar
diferentes ejemplos tedricos sobre un tinel circular. La geometria
coincide con la utilizada por Mair (1979) y Taylor (1984) para
representar un ensayo en modelo reducido en el aparato centrifugo
de Cambridge. Se indican los doce puntos considerados como puntos
de medida.
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incompresible). La ventaja de escoger sblo dos par&metros para
identificar radica en que la funcién objetivo a minimizar puede ser
dibujada, y permite ilustrar el proceso de identificaciébn. Por
otra parte, se supone en este ejemplo que no se dispone de
informacidén previa sobre los parametros del modelo. La geometria
utilizada se ha representado en la figura 4.1, con las condiciones
de contorno consideradas. Debido a la simetria sblo se ha modelado

la mitad de la geometria.

El camino a seguir para resolver un problema inverso de tipo

geotécnico, y en concreto, el caso planteado, es el siguiente:

a) Definicién de la malla de elementos finitos que modela el
problema directo (figura 4.1). Por conveniencia, se ha hecho
coincidir los puntos de medida con nodos de la malla, si bien no
existe conceptualmente ningun problema si esto no es asi. En el
capitulo tercero se han comentado las pequefias variaciones que se
introducirian en el calculo en el caso de que no se cumpliera esta

condicién.

b) Resolucién del problema directo. Para ello se supone un
conjunto de par&metros iniciales, punto de partida del algoritmo de
bisqueda del minimo definido por el criterio de identificacién de
maxima verosimilitud. Se utiliza el método de los elementos
finitos, calculando por tanto la matriz de rigidez del problema vy
resolviendo en la forma:
x=K!f

[4.8)

El vector de fuerzas exteriores est& formado por las fuerzas

introducidas sobre el contorno de la excavacién y calculadas a
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partir de las tensiones iniciales (apartado 3.3.1).

c) CAlculo de las diferencias entre desplazamientos medidos y los

calculados con los parmetros en el problema directo b):
Ax =(x* -x)

d) CAlculo de las derivadas de la matriz de rigidez respecto a los
parametros, siguiendo la metodologia desarrollada en el capitulo
tercero. Los algoritmos propuestos requieren el célculo de las
derivadas de las variables medidas respecto a los parametros, que a
su vez dependen de las derivadas de la matriz de rigidez respecto a
los paréametros, calculables segun [3.15). Las expresiones [3.16])
indicéh la forma, de calcular la derivada de la matriz de rigidez
respecto al mbédulo de elasticidad y al mbédulo de Poisson, y las
ecuaciones [3.17) y [3.18) lo indican para la derivacién respecto

al coeficiente Ko.

En el ejemplo propuesto este calculo es relativamente
sencillo: sblo es necesario calcular las derivadas de las matrices
al principio del proceso iterativo. Como la matriz de rigidez
depende linealmente de E, y el vector de fuerzas exteriores también
depende de forma lineal de Ko, las derivadas correspondientes son

constantes en todo el proceso.

Sin embargo, en un caso general (por ejemplo, con modelos de
material no 1lineales, o0 en el supuesto de que se identifique el
médulo de Poisson), la relaciébn entre matriz de rigidez y
parametros no es lineal, y estas matrices deben evaluarse en cada

iteracién.

e) Calculo de la matriz de sensibilidad, de derivadas de 1los
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desplazamientos respecto a los parémetros A=0dx/dp '

usando la expresién [3.13] :

K af
a—x = —K-l -_—X 9 x = K—l
0 oE aKo aKo

puesto que identificamos el mbddulo de elasticidad y el
coeficiente de empuje al reposo. En este caso se utilizan las
circunstancias de que el vector de fuerzas nodales no depende dei
mbédulo de elasticidad, y de que la matriz de rigidez no depende del

coeficiente de empuje al reposo.

f) Utilizacién del algoritmo de Gauss-Newton-Marquardt, presentado
en el capitulo segundo ([2.88) y [2.89])), para obtener el vector
incremento de parametros a aplicar a los parametros de la
iteracibn:

Py =P +A4p,

TnH-1 =1 o, T ~-1
API::(Aka Ak+pkl) Akcx Axk

donde se utiliza la matriz de covarianza de los errores de las
medidas. Si estos errores son independientes entre si, esta matriz
adopta la forma 021 donde 02 es la varianza de las medidas.

En ese caso la denominada "matriz de error® es la identidad.

g) Comprobacidén de convergencia. En cada iteracibén comprobar si el
incremento de par&metros es muy pequefio, o la funcién objetivo,
evaluada como norma del vector de diferencias calculado en c), es

estable. S8i no se cumplen las condiciones de convergencia, se
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vuelve al punto b) con 1los nuevos pardmetros obtenidos en la
iteracién. Si se ha prbducido la convergencia, puede determinarse
la matriz de covarianzas "a posteriori* de los parémetros, gque

proporciona las varianzas de los parémetros identificados:
—(ATA=-1,4,\-1
Cp—(A Cx A)

También puede evaluarse la matriz densidad de informacidén y
los valores y vectores propios de 1la descomposicidén singular

explicada en el apartado 2.4.4.

Esta es la metodologia propuesta para este tipo de ejemplos,
pero puede adaptarse sin dificultad a cualquier otro problema de
tipo geotécnico, resoluble por elementos finitos, en el gue se

midan desplazamientos.

4.3.2 Ejemplo Tebrico.

Utilizando la malla de elementos finitos definida en la figura
4.1 y las caracteristicas del problema antes expuestas, se procedid
a la identificacidén de los dos parémetros: E y Ko, sin considerar
informacién previa sobre sus wvalores. Se ha supuesto que los
desplazamientos obtenidos eran 1los correspondientes al problema
directo definido por E= 10 MPa y Ko =1 , que en este caso son:

Movimientos horizontales.

Punto 1. 0.3157 cm Punto 2. 0.556 cm
Punto 3. 2.038 cm Punto 4. 3.550 cm
Punto 5. 4.550 cm Punto 6. 3.92 ocm

Punto 7. 2.427 cm
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Movimientos verticales.
Punto 8. -3.598 ocm Punto 9. -3.905 cm
Punto 10. -3.905 cm Punto 11. -6.327 cm
Punto 12. -7.048 cm

[(4.9]

El proceso de identificacidn deberd conducir a los parémetros

E = 10 MPa, Ko = 1 , partiendo de las medidas anteriores.

Si se supone, en primer lugar, que las medidas son exactas, la
funcién objetivo, en el minimo, deberd ser nula, salvo errores de
redondeo. Por otra parte, la matriz de covarianzas de las medidas
seré -ia identidad, al considerar las medidas independientes. En
apartados posteriores se verd la influencia de utilizar una matriz
de covarianzas diferente de 1la identidad en el proceso de
identificacién. Para este ejemplo se tomaron 12 medidas en los
puntos senalados en la figura 4.1, de las que 7 son horizontales y
5 verticales. La funcibén objetivo "J", equivale en este caso al
primer término de 1la funcibén "S* definida en [4.3], ya que no se
considera informacidn previa y la matriz de covarianzas es fija en
todo el proceso:

J=(ax) ¢l (ax)

f4.10]
Como el numero de parAmetros escogidos es sblo de dos, la funcién
objetivo "J" admite una representacidén grafica simple que ilustra
muy bien el proceso iterativo. En 1la figura 4.2 se representa
mediante curvas de nivel esta funcidén. Cada punto de la funcién
objetivo requiere el cllculo de un problema directo con los
parAmetros E y Ko correspondientes, para evaluar la norma del

vector de diferencias entre desplazamientos medidos y calculados.
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5

J(m?2)

Figura 4.2. Representacién de la funcidn objetivo correspondiente
al ejemplo en estudio (12 medidas), en las cercanias del minimo.
Se indican los caminos seguidos por dos procesos iterativos
dependiendo del pardmetro de Marquardt inicial elegido. También se
sefialan las direcciones de maxima y minima curvatura en el minimo.
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En principio, la forma de la funcién objetivo dibujada en la figura
4.2, hace suponer que no surgirdn problemas de identificacién,
puesto gque el minimo estd bien definido, y la funcidén se asemeja a

un paraboloide.

En la misma figura 4.2 se ha representado el camino seguido en
el proceso iterativo. Puede observarse que con pocas iteraciones
se llega al minimo, partiendo del punto inicial: E=5 MPa vy
Ko=0.5 . Se han dibujado dos caminos partiendo de ese punto, uno
de ellos con el pardmetro inicial de Marquardt nulo y el otro con
dicho pardmetro igual a 10. Récuérdese (capitulo segundo) que al
aumentar U , el vector de avance se acerca a la direccién del
gradiente y en sentido descendente, y su mbdulo se reduce. Esta

tendencia puede observarse directamente en la figura 4.2.

En la figura 4.3 se representa la' variacién de 1la funcibn
objetivo correspondiente a este problema con el namero de
iteraciones, comparando el método de Gauss-Newton vy el de
Marquardt. El pardmetro de Marquardt decrece de forma mondtona
debido a que el valor de la funcién objetivo en cada paso también
decrece. Al ser las medidas exactas, el valor de J tiende a cero

(salvo los errores de redondeo propios del ordenador).

La figura 4.4 representa la evolucién de cada uno de los
parametros con las iteraciones. En este problema no hay
diferencias sustanciales en la velocidad de convergencia, entre los
dos métodos utilizados. Es preciso sefialar que este ejemplo
teérico corresponde a un caso sencillo, sin problemas de
identificabilidad, y que por tanto el algoritmo de Gauss—-Newton ha
sido adecuado (no se ha requerido la utilizacién del algoritmo de

Marquardt).
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Figura 4.3. Variacién de la funcidn objetivo con las iteraciones
para el algoritmo de Gauss-Newton y de Marquardt. Para este ultimo
caso se indica también la variacién de U

130



E Ko
(MPa) 10f -—
o———o 4 10
9..
4 09
8r 4108
4 0.7
7}—
p:0
n M =0
4 06
6L Mi=10
ﬁ.li=10
- 4 05
5._
i i 1 | H 1 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8
Iteracion

Figura 4.4. Variacién de los pardmetros a identificar con las
iteraciones, utilizando el algoritmo de Gauss—-Newton ( u o= 0) y
el de Marquardt para el ejemplo en estudio.
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Por Ultimo, se han dibujado algunas de las filas de la matriz
densidad de infomacidén, definida en el apartado 2.4.4. En la
figura 4.5 pueden observarse las filas correspondientes a dos
puntos de medidas horizontales y dos verticales. Se comprueba que
unas y otras son poco dependientes entre si: una variacién en la
medida numero 5, por ejemplo, influye poco sobre las medidas
verticales. Esto implica que los grupos de medidas horizontales y
verticales son relativamente independientes y que por tanto hacen
falta los dos tipos de medidas para identificar bien los parametros
del modelo. Por otra parte, la figura 4.5 permite suponer que los
resultados variarian probablemente muy poco si se hubieran empleado
s6lo los puntos 5 y 12 (y alguno mis para obtener redundancia, si
se consideraran errores en las medidas). La utilidad del estudio
de esta matriz radica en que refleja la estructura del modelo e
indica la interrglacién entre las medidas de desplazamientos en

unos puntos y en otros.

El método de identificacién propuesto permite obtener también
informacién acerca de la "calidad" de la solucibén encontrada. En
este caso, teniendo en cuenta que la matriz de covarianzas de las
medidas es proporcional a la identidad, la matriz de covarianzas de

los pardmetros ("a posteriori") que se obtiene en el minimo es:

6702 568
c_=(ATc'ay!t - o2
P 568 198

{4.11]
utilizando las unidades MPa y m. La diagonal principal de esta
matriz proporciona directamente las varianzas de los parametros
jdentificados. Obsérvese que las varianzas de las medidas ya se

introducen en el cAlculo a través de Cx . Si las medidas son
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Figura 4.5. Representacidén gréfica de los valores de algunas de
las filas de la matriz densidad de informacién en el minimo de la

funcién objetivo, para el ejemplo en estudio.
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exactas, su varianza es nula y la matriz Cp también.

La matriz [4.11), que define las varianzas de los pardmetros,
es consecuencia de la forma de la funcién objetivo "J" en el
minimo. En efecto, en ese punto J puede aproximarse por un
paraboloide de ecuacibn

J(p)=%pTGp
[4.12)
(ecuacién [2.21)), donde @G es el hessiano de 1la funcién
objetivo, expresable en la forma (apartado 2.4):
G=2ATc 'A
[4.13)
La expresién [2.25]) muestra que los vectores propios
correspondientes a 1los valores propios de @G en el minimo, son
las direcciones de midxima y minima curvatura de un paraboloide
tangente a la funcién objetivo. Las varianzas de los parametros
son, por tanto, proporcionales a 1los inversos de estos valores
propios (figura 2.2). Recuérdese que el nimero de condicién es el
cociente entre el valor propio mAximo y minimo, y que cuanto mayor
es su valor, mAs aumentan unas varianzas respecto a otras y méas
dificil se suele hacer el proceso iterativo. Geométricamente, el
aumento del numero de condicién indica una gran excentricidad en la

forma del paraboloide en el minimo.

Por otra parte, si 1los vectores propios tienen la misma
orientacién que 1los ejes coordenados, la matriz de covarianzas

[4.13] es diagonal.
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El estudio de la funcién objetivo en el minimo proporciona los

siguientes resultados:

E(MPa) Ko

Vectores propios:

(0.349,

Valores propios:

Numero de condicién:

Estos vectores propios definen las

principales de

(-0.

937, 0.349)

0.937)

6751.8 148.7

45

direcciones de 1los ejes

la elipse dibujada en el entorno del minimo en la

figura 4.2. El numero de condicidén es relativamente bajo, 1lo dque
asegura un proceso iterativo sin problemas. No se pueden dar
valores generales del niGmero de condicién que impliquen una

convergencia f&cil, aungue para problemas de este tipo, segun la

experiencia adquirida, Y
excentricidad y permiten

dificultades en la convergencia.

En él supuesto de que 1los
dimensionalmente distintos y sus
es aconsejable realizar un cambio
valores numéricos
de los resultados. En este caso,
de elasticidad puede medirse en

minimo se situa en el punto Ko=1,

El ejemplo analizado permite

factores en la identificabilidad

estudiarse qué ocurre cuando se aumenta el
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mayores de

esperar

10°® reflejan una gran

una alta posibilidad de

pardmetros a identificar sean
valores numéricos muy diferentes,

de dimensiones de forma que sus

sean similares, facilitdndose la interpretacién

Ko es adimensional, y el médulo
unidades de 10 MPa, con lo que el
E=1.

estudiar la influencia de otros
del problema.

Por ejemplo, puede

nimero de medidas, o



cdmo influye 1la estructura de las matrices de covarianza en el

proceso de identificaciébn.

4.3.3 1Influencia Del Nimero De Medidas.

Es de esperar que si se aumenta el nimero de medidas, se
facilitaré la resolucidn del problema. En efecto, si se
consideran, ademds de las medidas 1 a 12 de la figura 4.1, las
medidas 13 a 24 sefialadas en la figura 4.6 (15 horizontales y 9
verticales), la funcibén objetivo que se obtiene, representada en la
figura 4.7, discrimina mejor sus puntos del minimo. Este minimo
correséonde, por supuesto, a los valores E=10 MPa, Ko=1l, tomados
como verdaderos para estos ejemplos. Es 16gico suponer que la
mayor o menor mejora en la forma de la funcién J dependerd del tipo
de medidas que se afadan. En este caso, las 12 medidas adicionales
no representan cualitativamente una mejora en el tipo de
informacibn que proporcionan, puesto gque pueden considerarse

“redundantes" respecto a las 12 medidas iniciales.

Si se decide anadir a las 24 medidas anteriores, los
movimientos horizontales y verticales de los nodos del contorno de
la excavacidén del tinel, se obtienen un total de 55 medidas. En
este caso es de esperar que los valores de los desplazamientos del
contorno discriminen mas la funcién objetivo, en el sentido de que
proporcionan informacién adicional cualitativamente diferente a las
24 medidas anteriores. En la figura 4.8 se ha representado la
funcidén objetivo correspondiente a este caso. La funcién J
presenta en general mayores pendientes, Yy permite una

identificacién mAs rapida. En dicha figura se ha representado el
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Pigura 4.6. Situacién de los puntos de medida en la malla de
elementos finitos, en los ejemplos en los que el nimero de medidas
era de 24.
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Pigura 4.7. Representacién grafica de la funcibn objetivo en 1la
zona del minimo, para el ejemplo propuesto con 24 medidas.
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15

(MPa) 10

Figura 4.8. Representacién grafica de la funcién objetivo en las
cercanias del minimo, para el ejemplo propuesto, en el caso de que
se tomen 55 medidas
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camino seguido por el algoritmo de identificacién de Marquaradt,
comenzando desde el punto E=5 MPa y Ko =0.5. En tres iteraciones

se sitia practicamente en el minimo.

Los tres ejemplos estudiados (12, 24 y 55 medidas), permiten
presentar en forma comparativa en la figura 4.9 (columnas 1, 2 y 3)
las caracteristicas del minimo de la funcidén objetivo identificado
en cada caso. Obsérvese gque disminuyen 1las varianzas de los
pardmetros identificados y el numero de condicién al aumentar el
numero de medidas. En general puede concluirse que afadir medidas
es en cualguier caso positivo, si bien hay que tener en cuenta que
el “valor* o la "calidad" de las medidas afnadidas tiene influencia

en la identificabilidad del problema.

4.3.4 1Influencia De Las Matrices De Covarianza.

Otros factores, ademis del numero de medidas, pueden alterar
la forma de la funcibén objetivo. En particular, las diferentes
formas que puede adoptar la matriz de covarianzas puede alterar

mucho la identificabilidad de nuestro problema.

En efecto, no sélo la cantidad de medidas es importante: la
“calidad" de las mismas puede ser un factor decisivo en la
resolucién del problema inverso. La forma matemidtica de expresar
esta "calidad" es a través de los valores de las componentes de las

matrices de covarianza.
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Supdngase de nuevo que se utiliza el ejemplo con 24 medidas,
15 de ellas horizontales y 9 verticales. Cada tipo de medidas
requiere la utilizacién de un aparato y una técnica distinta, por
lo que sus varianzas ser&n diferentes. Si por ejemplo se supone
que las medidas verticales tienen 16 veces mAs varianza que las
horizontales (4 veces mAs desviacién tipica), el proceso de
identificacibn concederd poca importancia a las medidas verticales
frente a las horizontales. En el limite, la importancia de las
medidas verticales serd practicamente nula, y el propio método
intentard identificar parametros con las medidas horizontales
solamente. Obsérvese que la funcidn objetivo en su expresidén mas
simple.(sin informacién previa de pardmetros) esta definida por
J=(ax) c l(ax)
[4.14])
y la matriz de covarianzas inversa puede interpretarse como una
matriz de pesos para las medidas. Por ejemplo, si las medidas
horizontales y verticales son independientes entre si, (entre
grupos y dentro de cada grupo de medidas), la matriz de covarianzas

sera del tipo:

(C,) =

me

y la matriz inversa que aparece en [4.14] dard un peso menor a

las medidas con mayor varianza.
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El efecto de que las varianzas horizontales y verticales sean
mayores O menores puede ilustrarse también mediante el dibujo de la
funcién objetivo. Asi, en la figura 4.10 se ha dibujado esta
funcién, J, utilizando 24 medidas exactas correspondientes a E=10
MPa y Ko=1 y tomando la varianza de las medidas verticales 16 veces
la de las horizontales. En este caso précticamente no se da peso a
las medidas verticales frente a las horizontales en la
identificacién, pero a pesar de ello se ha conseguido identificar
sin problemas, lo que indica que las medidas horizontales son
suficientes para identificar el mbédulo E y el coeficiente de empuje
al reposo. Esto coincide con el comportamiento del modelo eléstico

para este rango de parmetros y con esta geometria.

En dicha figura se ha representado también un proceso
iterativo posible, comenzando, al igual que en 1los casos
anteriores, desde el punto E=5 MPa y Ko =0.5, con un parédmetro
inicial de Marquardt de 1.0. En cinco iteraciones se llega al
minimo, que por otra parte proporciona la matriz de covarianzas de

los parAmetros siguiente:

42737 3866
C, = (ATcla)y = o
x 3866 427

{4.15]
donde hay que tener en cuenta gue la matriz de covarianzas de las

medidas que se ha usado es:

16
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FPigura 4.10. Representacién grafica de la funcidén objetivo, cerca
del minimo, en el caso de que se tomen 24 medidas (15 horizontales
y 9 verticales), y las medidas verticales tengan 16 veces mas
varianza que las horizontales.
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y para poder comparar con matrices de covarianzas anteriores,
hay que considerar que Cx interviene multiplicando en Cp r Y el
resultado numérico depende de la matriz Cx utilizada. A efectos
inicamente comparativos pueden dividirse las componentes de la
matriz [4.15] por el valor:

ng (02) + n, (o))

nE + n,I
[4.161]

que pondera el nimero de medidas verticales y horizontales por su
respectivas varianzas. Para este ejemplo se obtiene oi'=6.6250%

Yy la matriz de covarianzas normalizada queda:

. 9 6451 584
(C /o = 2
P m
584 64

y sus términos son comparables a los obtenidos en €l apartado
anterior. Los vectores propios que se obtienen en el minimo
indican la direccién del valle aproximadamente a 45 grados en la

figura 4.10.

Si se toma el ejemplo contrafio, es decir, se supone que las
medidas horizontales tienen 16 veces mAs varianza que las
verticales, el problema s6lo dependera de éstas. Manteniendo las
medidas "exactas" se ha obtenido para este caso la funcidén objetivo
dibujada en la figura 4.11. Como puede verse, el minimo se
presenta en un valle paralelo al eje de Ko, si bien la apariencia
de la funcibn objetivo depende de la escala utilizada para cada
parmetro en el dibujo. Por este motivo en la figura 4.9 (columnas
4 y 5) se muestran los valores numéricos normalizados de valores y

vectores propios y de matrices de covarianzas en el minimo para
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Figura 4.11. Representacién gradfica de la funcidén objetivo, cerca
del minimo, en el caso de que se tomen 24 medidas (15 horizontales
y 9 verticales), y las medidas horizontales tengan 16 veces mas
varianza que las verticales.
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cada uno de los casos estudiados.

En general la existencia de un valle marcado en el dibujo de
la funcidén objetivo, reflejado por un nimero de condicién muy alto,
dificulta la identificabilidad del problema, ya que los algoritmos
de identificacién conducen raApidamente al valle, pero es mas
dificil moverse segin el mismo, debido a los pequefios gradientes de
la zona.v ﬁste problema es importante en el caso de que se usen
algoritmos de identificacidén basados exclusivamente en el método

del gradiente.

Como se ha podido comprobar, el conocimiento de 1las matrices
de covarianza de las medidas es importante, puesto que pueden
variar de forma considerable la forma de la funcién objetivo. Por
este motivo en los apartados posterioges se estudia la estructura

de estas matrices y la forma de evaluarlas.

4.4 LA ESTRUCTURA DE ERROR COMO VARIABLE A IDENTIFICAR.

4.4.1 Metodologia.

En el apartado 4.2 se ha formulado el problema inverso en
términos de 1la funcién de verosimilitud. Para ello ha sido
necesario suponer una funcidén de distribucién de probabilidad para
las medidas y los pardmetros. La hipdtesis de distribucidn
gaussiana es razonable, pero en cualquier caso se introducen nuevas
variables en el problema: las varianzas de los errores de las
medidas y de 1los pardmetros. Lbégicamente al introducir méas

variables se intenta reproducir mejor el problema real, pero en
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este caso no siempre es facil evaluar "a priori* esas nuevas
variables. Por este motivo, pueden considerarse las varianzas de
las medidas como otros parémetros a identificar, junto con los
propios del modelo., BEste problema, planteado por primera vez por
Theil (1963), se ha resuelto para algunas aplicaciones concretas
(por ejemplo para identificacién de pardmetros en hidrologia

subterrdnea -Carrera, 1984-).

La resolucidén del problema inverso considerando las varianzas
de las medidas como par&metros del modelo, exigiria, en principio,
minimizar la funcidén objetivo respecto a todos los parémetros
(incluyendo, por tanto, la minimizacién respecto a dichas
varianzas). Sin'embargo, en este apartado se demuestra gque para
resolver el problema asi planteado, puede desacoplarse 1la
minimizacién de J respecto a los par&metros propios del modelo
exclusivamente, y 1la minimizacién respecto a las varianzas de las
medidas. Este "desacoplamiento" facilitar4, légicamente, el

proceso de identificacién.

Para plantear el problema inverso en estos nuevos términos,
puede partirse de la expresién de la funcién objetivo definida en
[4.6]:

_1 . 0 —l

(B
Z (an)T———(ax)+ > (Ap ) —5—(ap)+

i=1 % j=1 oj

r L
+ 2 ndned+ Y nlneh)
i=1 J=1
[4.17]

donde se considera, para mayor generalidad, gque existe una

informacién previa de los parametros.
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Esta ha sido la funcidén a minimizar respecto a los parametros
en los ejemplos estudiados. Veamos si la minimizacidén respecto a
las varianzas puede realizarse utilizando los métodos anteriores de

minimizacibén respecto a los parAmetros exclusivamente.

Supbngase en primer lugar que las varianzas se consideran
fijas, es decir, se supone fijada la estructura de error, tanto de
las medidas como de los parfmetros. En ese caso, pueden eliminarse
algunos términos de [4.17], a efectos de minimizacién, con lo que

resulta la expresién habitual:

-1
r (E)7! s 3"
J= Y T2 (an+ 3 @p”) 2L (ap)
i=1 o; i=1 oj

o lo que es lo mismo, introduciendo cualquiera de las

. Y, .
varianzas como factor comin, ¢ 2 :

r *2 f ] *2
o o -
J= — (AT(E)"Ax + 3 —(ap”T(ED; ! (Ap)
i=1 Oi J=1 0}.
[4.18]
y por facilidad de nomenclatura se hace:
o2 ol
M= ’ M=
i 2 J
°; 9j
Demostraremos que si se supone fijo el cociente
o+?
M=
O
[4.19]

el minimo de la expresidn [4.17) coincide con el de [4.18]. Para
ello, basta tomar [4.19] como ligadura y utilizar el método de los
multiplicadores de Lagrange minimizando [4.17]). La 1ligadura seré

del tipo:
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[o“2 - ,uko:] =0
[4.20)

donde ﬂh puede ser cualquier cociente entre varianzas de los que
aparecen en [4.18]). Si se afiade la 1ligadura a la funcién a

minimizar, se obtiene la expresibn:

8

r J 8 r
Lag= Z _2 Z _; Zl"ih(oi)+ .Zlnjln(oj)+ %Ak[o‘ "”hok]
i=1 l = J 1= J=

[4.21]
donde, por comodidad de notacidn, se ha hecho J“. Y J” igual
a los sumandos de la funcién objetivo debidos a medidas y a
parAmetros respectivamente. Derivando 1la funcién asi definida,
respecto a o*2 Y o: . prefijados de antemano, resultaréi,

suponiendo que estas dos varianzas escogidas corresponden a las

medidas:
6Lag Jx‘ n’t
2 - " a2 tAT
do* o* o*
L J" n
dLa k k
g = - — 4 — A =0
602 04 o2 k
k k k

[4.22)
donde se han igualado a cero para imponer la condicibén de extremo.

Si se deriva respecto a otra varianza cualquiera ¢7l2 se tendrA:

Jx
dLa l l
=t =0
aol 9, 9,
[4.23])
Es preciso indicar gue 0‘2 y 02 pueden escogerse

k

arbitrarjamente entre 1las medidas o los par&metros. Derivando la
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funcién aumentada con la ligadura, se obtienen tantas ecuaciones
como varianzas tenga el problema. Multiplicando cada ecuacidn por

su varianza respectiva y sumando todas ellas, resulta:

J Jz Jp
2 k ._h - 2:
——-—+n‘+Ao‘—Z—-—2 —Z 2+Z";h+2"1h “‘hoh 0
o* R O, k Op & 3

[4.24])

y como se cumple la ecuacidédn [4.20] de la 1ligadura, se obtiene,

reagrupando términos:
. + 25" t2=:J + zzlj J +-§Ell.l =J'
_An +Znik jk x* . k Ik Y kPh
' k

de manera que la condicién de minimo implica:

J' J'

~
|
3
+
©

o*? J
gil=—=

A K (m+p)

[4.25])

para cualquier valor de k. Sustituyendo finalmente estos valores

en la definicién de S dada por [4.17]) se obtiene una expresidn del

minimo de S, fijado [4.19]:

r J' 8 ( J' )
_ in| ————
s "‘+P+i§l"il"(#i(m+p))+ngnl K (m +p)

[4.26])

En consecuencia, minimizar § es equivalente a minimizar J', ya que

[4.26] es una funcién monbétona. Esto facilita el cAlculo, puesto
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que pueden identificarse varianzas utilizando los procedimientos de

minimizacién usados para la funcién objetivo J.

El método utilizado para identificar varianzas consiste en
variar para diferentes casos los valores de My o obtener los
pardmetros que minimizan J' y encontrar el valor de S par& ese
caso. La relacibén de varianzas y los pafémetros mAs verosimiles
seran aquellos que minimicen S. Por ejemplo, si sblo se identifica
una, relacién de varianzas (k=1), bastard con dibujar la curva § -

My obtener el minimo de forma directa. Un minimo que 1lo seré&
tanto respecto a los paradmetros como respecto a las relaciones de

varianzas.

4.4.2 Aplicacibén Al Problema De Excavacién De Tineles.

La metodologia expuesta se aplica al problema de excavacibdn de
un tunel descrito en el apartado 4.3, considerando que se dispone
de 24 medidas, 15 horizontales y 9 verticales, realizadas con
aparatos y procedimientos diferentes. Para este andlisis se
perturbaron las medidas “exactas" sumandoles una componente
aleatoria distribuida segin una funcié4n de probabilidad normal de
media cero y varianza prefijada. Por otra parte, se supone que no
se tiene informacién previa sobre los parAmetros, en cuyo caso la
funcién objetivo definida en [4.6] se expresa en la siguiente

forma, distinguiendo entre medidas horizontales y verticales:

(E,);' (E);!
s =(ax)f ’2E (Ax) + (Ax)T 5 (Ax), +
Of 1

2 2
+ ng In (oE) + n, ln(o,)
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que puedé escribirse asi:

JI JI
E

S= —?I + — + n[ln(o?)+nEln(o§:)
o] op

Si se utiliza la formulacién definida por [4.26], la funcibén S
definitiva, sustituyendo 1los valores del nimero de medidas, queda

en la forma:

s=24+151n(i)+91n(—J—)
24

un24
J'=Jd +ud _ .2, 2
i E p=o;log
[4.27]
ya que 15 es el nimero de medidas horizontales de varianza of Yy
9 es el de horizontales, de varianza o2 . J y J son
E x[ IE

respectivamente la contribucién de 1las medidas horizontales y

verticales a la funcién objetivo.

Estableciendo una equivalencia con la notacién utilizada en el

apartado anterior, puede escribirse:

La simulacién del error de medida se llevd a cabo, como ya se
ha indicado, sumando un valor aleatorio a las medidas disponibles.
Siguiendo el desarrollo anterior, la metodologia propuesta debe ser
capaz de identificar la varianza introducida en 1las medidas
exactas, distinguiendo entre varianzas de medidas horizontales y

verticales.
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Las medidas consideradas como exactas, correspondientes a
E = 10 MPa y Ko = 1, fueron:

Horizontales:

Punto 1. 0.3157 cm Punto 2. 0.2997 cm
Punto 3. 0.3562 cm Punto 4. 0.5560 cm
Punto 5. 0.8824 cm Punto 6. 1.3392 cm
Punto 7. 2.0379 cm Punto 8. 2.7259 cm
Punto 9. 3.5499 cm Punto 10. 4.1039 cm
Punto 11. 4.5494 cm Punto 12. 4.3606 cm
Punto 13. 3.9199 cm Punto 14. 3.1008 cm

Punto 15. 2.4270 cm

Verticales:
Punto 16. -5.5983 cm Punto 17. -3.7342 cm
Punto 18. -3.9053 cm Punto 19. -4.1187 cm
Punto 20. —4.4923 cm "~ Punto 21. -5.1053 cm
Punto 22, -6.3276 cm Punto 23. -6.6659 cm

Punto 24. -7.0481 cm

y la perturbacién a estas medidas se aplicd considerando tres
posibilidades, en funcién de 1la varianza de los errores de las

. 2 . 2
medidas horizontales O, y verticales Op :

a) Andlisis con 9, = 0,06 m, Og = 0.015m ( M4 = 16)

b) Anélisis con O, 0.03m, O0p =0.03m ( u =1)

c) Andlisis con O; = 0.015m, O =0.06m ( 4 = 0.0625)

Estas desviaciones tipicas son relativamente importantes
respecto a 1la magnitud de los desplazamientos "exactos", pero se
tomaron asi con el fin de comprobar 1la identificabilidad del

problema incluso en ejemplos con errores considerables.
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Para ello se calculd la funcién de objetivo segiin la expresidn

[4.27) y variando las matrices de covarianza, que eran del tipo:

-

me

Cada relacién entre varianzas horizontales y verticales
proporcionaba un valor de la funcién 8. Estos valores se
representan en la figura 4.12 en funcién de u = c?/oz . Puede
observarse que en los tres casos escogidos, el minimo de la funcidn
S se obtiene en su correspondiente valor de u , coincidente con
la relacibén de varianzas de los errores con que se perturbaron las
medidas. Es decir, se identifica la relacidén de varianzas de las
medidas horizontales y verticales minimizando 1la funcién 8§,

obteniendo también unos parametros identificados.

Con esto se comprueba la metodologia presentada y se verifica
la posibilidad de introducir 1la relacién de varianzas entre
instrumentos como un parémetro mds a identificar. En todos los
casos se llegb a identificar 1los valores del mbédulo y del
coeficiente de empuje al reposo con una precisién aceptable (de
forma similar a los ejemplos de "medidas exactas®), si bien en el
caso de que los errores sean muy importantes, es de esperar que

disminuya la identificabilidad del problema.

En la figura 4.13 se representa el error cometido al
identificar los parémetros E y Ko (calculado como norma euclidea),

teniendo en cuenta que los reales son E = 10 MPa y Ko= 1. En esta
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figura se comprueba gque el minimo no coincide exactamente con el
valor de u que corresponde a cada curva, aunque se situa muy
cerca de él. Esta circunstancia no puede generalizarse, y puede
atribuirse al poco numero de valores que se utilizan como medidas,
y que hace que no quede definido en buenas condiciones un error de
tipo normal. Gracias a las propiedades asintéticas del estimador
de mAxima verosimilitud, si se aumenta el nimero de medidas, el
minimo se acercard mas al valor de u que 1le corresponde. Por
otra parte, en la elaboracién de esta figura no se ha considerado
el valor de Hu . Estrictamente deberia considerarse como un
parAmetro mAds que ha sido identificado, junto con E y Ko, e
introducirlo en el cAlculo del error dibujado en la figura 4.13.
Se ha preferido sin embargo separarlos, para destacar 1la

importancia de los parametros propios del modelo.

En la figura 4.14 se han representado estos dos parametros, E
y Ko , obtenidos para cada valor de My en cada uno de los tres
casos estudiados. Puede observarse que para una amplia =zona de
relaciones entre desviaciones tipicas cercanas a la unidad, los
valores de los par&metros identificados no son muy diferentes entre

.

s1.

Finalmente, en la figura 4.15 se representan las varianzas de
los pardmetros, obtenidas a partir de su matriz de covarianzas en
el minimo, en funcién de 4 . De nuevo hay que tener en cuenta
que debido a la estructura de la propia metodologia de cdlculo, se
consideran dos parémetros en todo el proceso iterativo, mientras
que desde un punto de vista matemdtico son tres: E, Ko y u .
Por este motivo, las varianzas dibujadas en la figura 4.15 no son

comparables entre si en forma directa. En esta figura se
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representan las varianzas de los parametros fijado‘ un valor de
4 , y para cada uno de estos valores fijados, la estimacién de
mAxima verosimilitud es también asinté4ticamente una estimacidén de

minima varianza.

El proceso de determinacién del minimo de la funcién S puede
acelerarse si en vez de dibujarla toda para hallar su minimo, se
usa un criterio de convergencia adicional. Un criterio heuristico
que se ha usado en algunas ocasiones con buenos resultados
(Carrera, 1984) consiste en partir de un valor inicial de

u =:of/og , calcular la funcibén objetivo, y seguir un proceso

iterativo con un nuevo u definido por:

:/n,

de forma sucesiva se comprueba empiricamente que se 1llega al

valor de M4 correspondiente al minimo buscado.

Como conclusién, 1la aplicacién del método propuesto para
estimar varianzas de las medidas en un problema concreto de
identificacidén demuestra la viabilidad de todo el proceso. La
estimacién correcta de las varianzas de las medidas era una
condicién importante para la aplicabilidad de 1la metodologia
indicada, puesto que, como ya se ha visto, estas varianzas pueden

influir mucho en la forma de la funcién objetivo.

4.4.3 1Influencia Del Modelo.

En todo el desarrollo del apartado anterior no se ha hecho
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referencia alguna al modelo. Se ha considerado que éste es fijo, y
que toda la fuente de error procede de las técnicas de medida. Sin
embargo, es 16gico pensar que el modelo gue se usa juega un papel
fundamental en el problema inverso y en especial en Geotecnia,
donde se reconoce habitualmente una especial dificultad, frente a
otros materiales, en modelar adecuadamente el comportamiento del

terreno.

Se comprende gque si nuestro modelo representa muy mal el
problema fisico, los pardmetros gque se identifiquen no serén
representativos, ni siquiera para el propio modelo usado. Con el
fin de ilustrar esta afirmacién, supbngase gue las medidas
utilizadas en el ejemplo de excavacién del tunel anterior,
corresponden a un modelo eldstico anisbdtropo, y que se intenta
identificar con un modelo elastico isbtropo. Supdngase asimismo
gue no existe informacién previa de 1los parametros. Se trata
entonces de estudiar cuales son los pardmetros que se identifican

con estas condiciones.

Para ello se han utilizado 12 medidas que corresponden a un
modelo elastico anisdtropo y lineal definido por los parémetros
siguientes: Eh= 10 MPa, Ev= 5 MPa, Gv= 20 MPa y U vh= 0.49. El
resto de los pardmetros queda predeterminado. El valor del mbdulo
de Poisson intenta reproducir el caso de carga no drenada

(incompresibilidad).

Las relaciones tensién - deformacién para el modelo con

anisotropia vertical y horizontal son:
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% y o
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) o, o o, Y%y ( vh)
== _y A = —7 =
z hv vh xy xy
E, E E, G, E,

%he _ T
vvh Ev
[4.28)
donde debe cumplirse para carga no drenada
vh =1- vhv
(4.29)

La malla utilizada y la posicién de los puntos de medida fue 1la
misma gque en el ejemplo definido por la figura 4.1, siendo por
tanto un problema en deformacién plana. Al igual gque en los
ejemplos anteriores se tombd Ko = 1. Por otra parte, se anadid a
los desplazamientos una componente aleatoria con funciébn de
distribucién normal de media cero y desviacién tipica 0.03 m.
igual para todas las medidas, tanto horizontales como verticales,
que coincide con 1la utilizada en el andlisis b) del apartado
anterior. En condiciones normales, el método de 1identificacién
deberia proporcionar esos pardmetros y una relacién de varianzas
horizontales y verticales x4 =1 ., 8in embargo, al tomar ahora
como modelo de identificacién el elastico e isbtropo, se
distorsionan los resultados. Como en ejemplos anteriores, se tomd
E y Ko como parémetros a identificar, conociendo que 1la
identificacién de un solo mbdulo E carece de sentido si las medidas

corresponden a un modelo anisdétropo. El par&metro Ko aparece, sin
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embargo, en los dos modelos.

Los resultados del proceso se indican en las figuras 4.16 vy
4.17. Como era de esperar, la utilizacién de un modelo equivocado
da lugar a resultados muy diferentes de 1los verdaderos. En
concreto, el valor de u que se identifica es aproximadamente 16,
cuando deberia ser 1. Por otra parte, la magnitud de Ko que
corresponde a ese valor es de 1.47. En definitiva, si se tomase
como modelo el eldstico isdétropo se adoptarian los valores E=19.5
MPa, Ko =1.47 y M1 =16, mientras gque los valores reales son

M =1 y Ko =1.0. Obsérvese, por otra parte, que en la figura
4.17, el valor de Ko mas cercano al real se identifica con el
modelo isotrdpico para u menores de 0.01 . Se produce por tanto
una disociacién importante entre el valor de M que proporciona
mejores parametros, el minimo de S y los valores reales. En
realidad el proceso de identificacidén tiende a asignar a las
medidas el eiror en la eleccién del modelo, de manera que la

estimacién de u es fundamentalmente errénea.

Se comprueba, por tanto, que definir adecuadamente el modelo
es también importante (en especial si se desea identificar
varianzas), ya que se considera fijo en todo el proceso. La
identificacién del propio modelo, como ya se ha comentado, entraria
dentro de 1la teoria de identificacidon de sistemas, en fase

incipiente de desarrollo, y fuera del objeto de este trabajo.
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4.5 DETERMINACION DE LAS MATRICES DE COVARIANZA DE LAS MEDIDAS.

4.5.1 Instrumentos Para Medida De Desplazamientos.

Ya se ha mostrado en el apartado 4.3 la importancia de las
matrices de covarianza en la definicién de la funcién objetivo.
Por este motivo se ha propuesto en el apartado 4.4 una metodologia
de identificacién de las varianzas de las medidas. En todo ese
desarrollo se ha trabajado con matrices de covarianza diagonales, y
no se ha hecho referencia alguna a su estructura interna. Por ello
se estudia a continuacién la forma de evaluar esta estructura
interna. De esta forma, el problema planteado inicialmente quedaréd

completamente definido en su forma mas general.

En principio la estructura de 1las matrices de covarianza
dependerd de 1la forma en que se hagan las medidas de campo. Por
ejemplo, si un instrumento permite realizar medidas independientes,
la matriz de covarianzas correspondiente serd diagonal. Sin
embargo, si 1los desplazamientos se obtienen a partir de
observaciones medidas de forma incremental, los valores obtenidos
son dependientes entre si. En este 0Oltimo caso la matriz de

covarianzas no sera diagonal.

En el tipo de problemas gque aqui se tratan se utilizan
instrumentos de los dos tipos: algunos permiten realizar
observaciones de forma incremental, otros proporcionan medidas
independientes entre si. En cualgquier caso las lecturas suelen
realizarse a lo largo de un sondeo por el gque se hace pasar el

instrumento de medida, o en el que se instalan los sistemas fijos
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de lectura. Esta filosofia de trabajo responde al concepto de
observacién & }o largo de un sondeo, muy propio de la Ingenieria

Geotécnica.

Kovari y Amstad (1984) desarrollaron este concepto tebébrico de
"observacién lineal", aplicAndolo a algunas técnicas de medida
usadas en Geotecnia. De esta forma sistematizaron y

clasificaron los diferentes métodos disponibles hasta entonces.

Bajo esta filosofia, se evalua a continuacién ia estructura de
las matrices de covarianza de cuatro tipos de aparatos de medida,
utilizados para observar movimientos del terreno en obras muy
variadas, y en concreto en la excavacibén de tineles: extensdmetro
de varillas y micrometro deslizante, usados para medir movimientos
ve?ticales, e inclinémetro y deflectbmetro, usados para medir los

movimientos horizontales.

4.5.2 ExtensOmetros De Varillas.

Consisten en unas varillas que se introducen en un sondeo y se
anclan al terreno a diferentes profundidades, de manera gue
midiendo el desplazamientp lohgitudinal de la cabeza de la varilla,
se obtiene el del anclaje. El desplazamiento de la cabeza se
refiere después a un punto fijo. La matriz de covarianzas es en
este caso diagonal, pues puede suponerse que la medida de cada

varilla es independiente de las otras.

La medida es directa, Yy sblo reguiere sumarle el
desplazamiento absoluto del punto tomado como referencia (que suele

ser un punto de la superficie, en el propio cabezal del
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extensbmetro). El valor definitivo del desplazamiento se

compondr&, por tanto, de dos sumandos:
— t
ui—-ui+-Q

donde u; es el desplazamiento de la varilla "i", y @ es

el desplazamiento del punto tomado como referencia.

Como las medidas son independientes entre si, la matriz de
covarianzas serd diagonal:
. e.. =8 .
Cij=°"8; ij i
[4.30]
donde 'eti es la matriz que refleja inicamente la estructura del
error. 8i se considera 1la posible varianza en la medida del
movimiento absoluto del punto de referencia, resulta:
var(Q)

e.. . .
6 e 2
o [4.31)

4.5.3 Micrdémetro Deslizante.

El micrémetro deslizante consiste en una torpedo gque se
introduce en un sondeo sobre el que previamente se ha instalado un
tubo con marcas a longitudes conocidas. El torpedo mide con
precisién la distancia entre las marcas una vez se ha movido el
terreno. De esta forma puede obtenerse el desplazamiento
longitudinal relativo entre las marcas, y luego referirlo a un
valor absoluto. Se puede utilizar para medir movimientos
verticales. Se supone gque la 1linea sobre la gue se mide esté

dividida en "n" tramos de longitud ! (figura 4.18), con 1o gque
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el desplazamiento en el punto "n" seréa:
n
u, = Z £i+A
i=1
el valor de “A" es una constante gue permite pasar a

movimiento absoluto (puede COnsiderarse como el movimiento

longitudinal del primer punto respecto a un punto fijo).

Un elemento de la matriz de covarianzas, para este caso, sera

de la forma:

Cl.j=cov[ul., uj]

y desarrollando:

C'-=c°"[ i & » i 81]: i i covle,, g]

k=1 i=1 k=1 Il=1
{4.32]

Es razonable suponer gque las medidas primarias £ si que
son independientes entre si, con lo que este valor serd cero
excepto para k=1!, y se tiene:

2 d 4
_ - .2 . ..
Cij =0 Z z 8“-0 min (i, j)
k=1 Il =1
donde 02 es la varianza de una medida realizada con el

micrémetro deslizante.

La matriz (Ex) definida anteriormente, seré:

e .=min(i, J)
ij

[ 1 1 1
£ = 1 2
(E) = 1 2 3
| "'J [4.33]
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Si se considera la varianza de la constante inicial de referencia,

esta matriz tiene la expresibn:

var(A)

o2

e.. =min(i, j)+
ij
[4.34)

4.5.4 Inclindmetro.

Se utiliza para obtener movimientos horizontales del terreno.
Consiste también en un torpedo que se introduce en un tubo ranurado
que ;e sirve de guia en un sondeo. El instrumento proporciona el
&ngulo que forma con la vertical. Integrando estos &ngulos se
obtiene el desplazamiento horizontal (figura 4.18). El1 movimiento
transversal se calcula, por tanto, con la férmula:

n
v,= 2 al +B
=1 [4.35]

donde de nuevo 1la constante "B" representa el desplazamiento

horizontal del primer punto, referido a un punto fijo.

La matriz de covarianzas para este instrumento seréi:
C.. —cov[v v, ]-cov[ z a l., z “tlt]
Y k=1 k=1
y desarrollando:

i J
=.z ,z covla,, q, ll—ozz Zl.’zsu
=1l=1

k=1 1=1
[4.36])

donde se ha supuesto que las medidas iniciales de &ngulos son

independientes entre si y de varianza 02 .
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Se obtiene entonces:

min(i,J) min(i,Jj)

=0 .2 4 %~ 2

k=1 k=1

P Y

y la expresibén matricial de esta férmula es:

o
S ¥
S Y

2 2
| B BE Be
x 2 2. 2 2
a8 B+ zf+t§+z3

Si se tiene en cuenta la varianza de la medida de referencia,

resulta:

min (i, j)
var(B)
€= 2 ht—s—

k= [0}
(4.37]

4.5.5 Deflectbmetro.

Es un instrumento que permite medir movimientos transversales
a la direccibn del sondeo en el gque se ha colocado el
correspondiente tubo guia. El torpedo mide en este caso la
curvatura en el punto de medida, comparando las variaciones de
&ngulo en cada tramo (figura 4.18). El movimiento transversal se

obtiene con la expresidn:

k
w,=2 B,L+C
Jj=1
n ' n n
v=> p‘.zi( > zj)+cz I +D
: i=1 j=1 Q=1 (4.38])

donde Bj es la curvatura en el punto "j* (variacién de Aangulo
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dividido por variacidén de distancia), w es el Angulo recorrido

k

hasta el tramo "k", y v, es el desplazamiento transversal del

tramo *n".
La matriz de covarianzas serd, para este caso:

C,; =cov[v‘.,vj]=cov{ i B;.‘;.( > ‘,)» i p,zl(

k=l r=bk l= s

y desarrollando, se obtiene:

6y 3 3 (S i £ Wastteon -

k=11

(4.39]

De la misma forma que para 1los instrumentos anteriores, se

obtiene wuna matriz (Ex) que indica 1la estructura del error de

medidas:
- _ 2
e =h €5 = BUL+ LU + L+ 1) + Bl + 1))
e, o= Ll +1y) €3, = B + 1+ 1)

2
e 3= DL +1,+1) e32=zl(zl+12)(zl+12+13)+zg(12+13)

e, = Bl +1,) €3 =G + L+ L2+ 12+ 1

2
ey, = U+ 1) +1;
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Si se consideran las varianzas de 1los desplazamientos de

referencia, la expresién definitiva para esta matriz es:

&; =M‘:§;j)t:( Z' zr)( i l')+( i zl)(lél lz) va;iC) + va;iD)

r=k% s=k [=1

[4.40]

4.5.6 Aplicacidén Al Problema De Excavacién De Tineles.

Las matrices de covarianza determinadas anteriormente pueden
incorporarse directamente al andAlisis del problema utilizando el
criterio de mAxima verosimilitud. Conviene destacar que unicamente
se ha ﬁtilizado el concepto bdsico del instrumento correspondiente.
Cualquier otro efecto debido a la instalacidén de los aparatos, o a
la posible interaccién suelo - instrumento no se ha tenido en

cuenta, debido a su origen no sistematico.

Como ejemplo de aplicacidn de las matrices de covarianza no
diagonales, se ha tomado el problema definido en anteriores
apartados, cuya geometria se especifica en la malla de elementos

finitos de la figura 4.1.

Para esta simulacidén se tomaron las 12 medidas habituales (7
horizontales Yy 5 verticales). Las medidas verticales se
perturbaron con un ruido aleatorio de distribucién normal, de media
nula y varianza 0.01 m . Por su parte, las medidas horizontales se
contaminaron con un ruido generado teniendo en cuenta la expresidn
del movimiento horizontal en funcié4n de la medida del &ngulo con el
inclinbémetro (ecuacién [4.35]). La varianza asignada a la medida

del Aangulo fue de 0.01, y la matriz de covarianzas resultante esté
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42.74 28.68 18.12 15.87 14.31 12.06 9.
28.686 28.68 186.12 15.87 14.31 12.06 9.
18.12 18.12 18.12 15.87 14.31 12.06 9.
15.87 15.87 15.87 15.87 14.31 12.06 9.

14.31  24.31 14.31 14.31 14.31 12.06 9.

I
I
I
I
I
I
(]5 ) = 12.06 12.06 12.06 12.06 12.06 12.06 9. :
X
I
I
|
I
|
I
|

0.07 -0.07
-0.07 0.16 -0.09
~0.09 0.54 -0.45
-0.45 1.08 -0.63
-0.63 1.08 -0.63

-0.45 0.77 -0.32

-1
(Ex) =

Figura 4.19. Matriz de estructura de error utilizada en el ejemplo
en estudio, incluyendo el efecto de un inclinbdmetro (submatriz
superior) y de un extensbémetro (submatriz inferior). Se indica
también la matriz invertida.
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indicada en la figura 4.19. Obsérvese que se tomd una varianza
inicial para la medida horizontal inferior, ya que no puede
considerarse como punto fijo. En la misma figura se indica 1la
matriz de covarjanzas inversa, que presenta una estructura en banda
y que indica que lo gue en realidad se “"penaliza® son los errores
en los incrementos de desplazamientos. Las medidas utilizadas como
base correspondian como en otros ejemplos a los parametros E= 10

MPa y Ko=l.

Fijado el problema, se deberia demostrar que se identifica
me jor si se considera la matriz de covarianzas adecuada.
Efectivamente esto es asi, y en la figura 4.20 puede observarse la
evolucién del proceso iterativo cuando se considera la matriz
completa y cuando se supone que es diagonal. En este (ltimo caso
se comprueba gque los parametros idéntificados son peores. En
particular, el valor de Ko identificado asi es de 1.33, frente a

1.02 si se identifica con la estructura de error correcta.

La utilizacibén de la estructura de error adecuada es, por
consiguiente importante, si se quiere obtener una mayor fiabilidad

en el proceso de identificacién.

En la figura 4.21 se ha representado de nuevo una funcidn
objetivo calculada con una matriz de covarianzas completa
correspondiente a las 24 medidas habituales en el problema de
excavaciébn del tinel estudiado (15 horizontales y 9 verticales).
En este caso se tomaron las medidas exactas correspondientes a E=10
MPa y Ko =1.0, para observar el efecto diferenciado de la matriz de
covarianzas completa sobre la funcibén objetivo. Para el célculo de

J se usbd una matriz de covarianzas evaluada de la misma forma que
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Figura 4.20. yalor de los paradmetros identificados en el ejemplo
propuesto, en funcién del proceso iterativo en el caso de que se
use una matriz de covarianzas de las medidas diagonal o llena.
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E
(MPa) 10

Pigura 4.21. Representacién de 1la funcibén objetivo en las
cercanias del minimo, para el ejemplo propuesto (24 medidas),
evaluada considerando una matriz de covarianzas de las medidas

llena.
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la indicada en la figura 4.19, pero extendida a las 24 medidas. El
efecto diferenciador de esta matriz se reduce a una pequeia
distorsibétn de la forma respecto a la correspondiente al caso
representado en la figura 4.7, que es el egquivalente a este pero
con matriz de covarianzas igual a la identidad. Las diferencias en
este ejemplo no son importantes, por 1o que la identificabilidad de
ambos problemas ha sido parecida, pero en un caso general, estas
diferencias dependerdn de 1la propia matriz de covarianzas que se

utilice.

4.6 RECAPITULACION.

Este capitulo constituye el nicleo de este trabajo, ya que
propone una metodologia concreta para identificar parAmetros en

problemas geotécnicos.

En los capitulos precedentes se ha definido matemaAticamente el
problema inverso y se ha indicado un método de cdlculo, acoplado al
de elementos finitos, que permite evaluar la matriz de
sensibilidad. El ejemplo base utilizado ha sido la excavacién de
un tunel en un suelo en el que se miden desplazamientos y del que
se desea conocer los parametros de su modelo de comportamiento.
Por otra parte, la consideracibé4n adecuada de la estructura de error
de las observaciones requiere distinguir entre medidas horizontales
y verticales, que en la préctica se realiza con instrumentos
diferentes. Se realiza un estudio comparativo de la
identificabilidad del problema tebrico variando el numero y la
localizacién de las observaciones, y la relacién entre las

varianzas de las medidas horizontales y verticales.

180



Dada la importancia que el conocimiento de la estructura de
error de las medidas tiene en el proceso de identificacibén, se
desarrolla una metodologia que considera esta estructura como una
variable més a identificar. Finalmente, las matrices de
covarianzas de los errores de las medidas, fundamentales en este
andlisis, se calculan para diferentes tipos de instrumentos

utilizados habitualmente en Geotecnia.

La aplicacidén de esta metodologia a los ejemplos tebricos
descritos ha permitido validar la formulacién propuesta, y en el

siguiente capitulo se pone en préactica en un caso real.
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