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Memòria presentada per Gisela Pujol Vazquez per optar al grau de
Doctor en Matem̀atiques per la Universitat Politècnica de Catalunya.
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proporcionar-me tots els mitjans al seu abast, mitjans que m’han servit per a dur
a bon terme la tesis.

Als Dr. Antonio Huerta i Dr. Eusebi Jarauta per donar-me les condicions neces-
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Introducci ó

L’objectiu global de la tesíes contribuir al control descentralitzat d’una classe de
sistemes interconnectats, que es descriuran en temps continu i amb una estructura
lineal, on les matrius del sistema i de control inclouen incerteses que varien amb
el temps. La metodologia que se seguirà per al disseny dels controladors serà la
del control robust amb cost garantit, juntament amb les tècniques d’inequacions
lineals matricials (LMI), per tal d’obtenir algorismes de control implementables.
Es tractar̀a tamb́e la q̈uestío de la fiabilitat en diferents escenaris de fallades totals
o parcials d’alguns dels controladors descentralitzats.

L’interès del control descentralitzat ve motivat pel fet que, a la pràctica, gran nom-
bre de sistemes de gran escala estan composats per subsistemes interconnectats.
Per exemple, tenim les centrals elèctriques, els sistemes econòmics, la planifi-
cacío del tr̀ansit, etc. Quan es vol dissenyar un controlador global centralitzat,és
necessari definir la realimentació depenent de totes o la majoria de les variables
d’estat. Aquest disseny es torna sovint impossible degut justament al gran nombre
de variables o b́e a la gran dimensió d’aquestes. A ḿes a ḿes, aquests sistemes
poden tenir par̀ametres desconeguts, dels quals només se’n coneix el seu rang.
Aquestes incerteses no només apareixen en els subsistemes locals, sino també en
les connexions entre ells.

En un esquema de control descentralitzat, cada subsistemaés controlat de ma-
nera independent, amb un mı́nim intercanvi d’informacío entre subsistemes. En
combinar les solucions, cal asegurar-se que s’obté un rendiment satisfactori en el
sistema global controlat. Les incerteses fan que es plantegi el problema del control
robust: trobar un control que asseguri l’estabilitat del sistema malgrat les incerte-
ses. A ḿes a ḿes, en tot disseny del control es demana que aquest no només
estabilitzi el sistema, sino que també asseguri un cert nivell de rendiment o de
cost. Per a sistemes lineals, el disseny clàssic del control amb cost garantit es basa
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ii Introduccío

en la teoria de Lyapunov i en el concepte de controlòptim lineal i quadr̀atic (LQ),
que d́ona una cota per a la funció de cost. Quan es tenen sistemes amb incerteses,
el controlòptim verifica una equació de Riccati algebraica parametritzada, difı́cil
de resoldre. Aquesta dificultat es pot superar usant la teoria d’inequacions lineals
matricials (LMI). L’avantatge de les tècniques LMÍes que converteixen problemes
de teoria de sistemes i teoria de control en problemes estàndards d’optimització
convexa o quasiconvexa on apareixen inequacions matricials. I aquestes es poden
resoldre de manera eficient per tècniques num̀eriques, com ho demostra la quan-
titat de resultats obtinguts en elsúltims anys.

Un altre aspecte important en un sistema de control descentralitzat és la q̈uestío
de la fiabilitat (reliable control) quan falla algun dels controladors individuals. Es
tracta de poder assegurar en quina mesura es manté l’estabilitat i el rendiment del
sistema global. En aquest treball es plantegen tant el cas defallada total (out-
age: la llei de control s’anul·la) com els casos de fallada parcial. En aquestúltim
cas, cal predeterminar, quin tant per cent de fallada presenta cada subsistema. Per
això, caldr̀a definir un model de fallada que tingui l’estructura adequada per tenir
presents tots aquests casos.

Finalment, tamb́e tractem sistemes amb pertorbacions externes. En aquest cas,
utilitzem la teoriaH∞. Sota la seva forma ḿes simple, el problemaH∞ és un
problema de rebuig de pertorbacions. Es tracta de minimitzar l’efecte prodüıt
per una pertorbació sobre el comportament del sistema, i en particular sobre la
sortida. Per aix̀o, caldr̀a sintetitzar una llei de control que estudı̈i l’impacte de la
pertorbacío sobre la sortida, tot i mantenint estable el sistema. Aquest impacte es
mesura fent-ne el quocient de les seves normes.



Objectius

El treball d’aquesta tesi se centra en l’estudi d’una classede sistemes descom-
posats enN subsistemes interconnectats amb incerteses. La seva descripció ge-
neralés de la seg̈uent manera:

ẋi = ∆Ai xi + ∆Bi ui +
N
∑

j = 1

j 6= i

∆Gij(xj) , i = 1, . . . , N (1)

onxi ∈ R
ni representa el vector d’estat del sistemai, mentre queui ∈ R

si repre-
senta el vector de control del sistemai. La matriu∆Ai ∈ R

ni×ni representa la ma-
triu d’estat, mentre que∆Bi ∈ R

ni×si és la matriu de control. Les interconnexions
entre els diferents sistemes venen representades pels vectors ∆Gij ∈ R

ni×nj .
Totes aquestes matrius tenen incerteses, que depenen de la variable d’estat. Tin-
drem en compte tres models generals d’incerteses:

(i) Normat. Es tracta de descomposar les matrius que contenen les incerteses
en un producte de tres matrius, on només una cont́e les incerteses. La norma
d’aquesta matriúes acotada.

(ii) Politòpic. Aquest model descomposa les matrius d’incerteses en una com-
binacío convexa d’un conjunt finit de matrius conegudes amb paràmetres
incerts constants. Aquests paràmetres es troben definits en un sı́mplex uni-
tari.

(iii) Multiconvex. Aquestés un model ḿes general que l’anterior. També pre-
senta una descomposició convexa de les matrius d’incerteses, però els par̀a-
metres que defineixen aquesta combinació poden variar en el temps.

Es considera que els actuadors que realimenten el sistema poden patir fallades.
Aquestes fallades poden ser totals, provocant una realimentació nul·la en el sis-
tema, o parcials. També tenim present que cada actuador de cada subsistema pot
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iv Objectius

fallar de manera independent. Aquestes fallades ens portaran a tractar el concepte
de fiabilitat.

L’objectiu principal de la tesíes el de dissenyar un conjunt de controladors des-
centralitzats amb realimentació d’estat, que verifiqui certes especificacions, per
a la classe de sistemes interconnectats amb incerteses descrita per 6.1 i sota la
pres̀encia de fallades en els actuadors. De fet, ens plantegem resoldre dos proble-
mes:

1. El primerés el problema del control descentralitzat que asseguri l’estabilitat
del sistema global tot i mantenint cert nivell de rendiment,tenint en compte
les fallades dels actuadors. Aquest rendiment vindrà definit per una funció
de cost quadràtica. Anomenarem aquest problema de control fiable amb
cost garantit com problema del control RGC (Reliable Guaranteed Cost).

2. El segon problema tracta la sı́ntesi del control descentralitzat per a sistemes
sota la pres̀encia de pertorbacions externes. Per això, utilitzem la teoŕıa
del controlH∞ per a dissenyar el control robust que mantingui estable el
sistema i que minimitzi l’efecte de les pertorbacions.

Per a resoldre ambdos problemes ens marquem els següents objectius especı́fics:

1. Obtenir una caracterització general del conjunt de controladors descentralit-
zats, independent del model d’incerteses. Aquesta caracterització resultar̀a
en forma d’una inequació matricial no lineal.

2. Traduir les inequacions matricials no lineals anteriorsen termes de la teoria
LMI, obtenint un problema lineal resoluble amb tècniques i algorismes ja
existents.

3. Dissenyar, per a cada model d’incerteses, el conjunt de controladors descen-
tralitzats.



Estructura de la tesi

La tesi s’estructura en 10 capı́tols i 2 annexos. En el primer capı́tol fem una pre-
sentacío dels resultats tèorics principals relacionats amb els models d’incerteses,
el cost garantit, els sistemes interconnectats, la fiabilitat i la teoriaH∞, que for-
men els quatre pilars teòrics d’aquest treball. Aquest capı́tol té un complement en
l’Annex A, on s’introdueixen les sı́ntesi LQ i LQG. En el Caṕıtol 2 presentem la
teoria de les inequacions lineals matricials (LMI), particularitzant en el seúus en
la teoria de control. Aquest capı́tol es troba refoçat per l’annex B, que presenta
els m̀etodes num̀erics existents per a resoldre les inequacions lineals matricials.

A partir del Caṕıtol 3, apareixen els resultats inèdits de la tesi. El Capı́tol 3 pre-
senta una relació matricial entre inequacions lineals i no lineals, que tindran un
paper fonamental en la deducció del disseny LMI per a controls descentralitzats
i fiables amb cost garantit. El Capı́tol 4 tracta el problema del control descen-
tralitzat i fiable amb cost garantit, per a sistemes interconnectats amb incerteses,
sense especificar-ne el tipus.

En els Caṕıtols 5, 6 i 7 presentem la sı́ntesi del control descentralitzat i fiable amb
cost garantit, per a sistemes interconnectats amb incerteses normades, politòpiques
i multiconvexes, respectivament. En el Capı́tol 8 donem m̀etodes per a obtenir
una cota del cost̀optima i independent de les condicions inicials. En el Capı́tol
9 tractem el problema del disseny del controlH∞, en el cas de control estàtic.
Finalment, en el Capı́tol 10 presentem les conclusions de la tesi, aixı́ com algunes
de les futures lı́nies de treball.
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vi Estructura de la tesi

Notació

• MT indica la transposta de la matriuM .

• En matrius sim̀etriques o expressions llargues de matrius, usem∗ per a de-
notar els termes induı̈ts per simetria,́es a dir:





S + (∗) ∗

M Q



 ≡





S + ST MT

M Q



 .

• diag(M1, . . . ,ML) és la matriu diagonal que té, com a blocs diagonals, les
matriusMi, i = 1, . . . , L (no necess̀ariament quadrades).

• Usem la negreta per indicar que una matriu depèn del par̀ametreα:

X = X(α) .

• Idn representa la matriu identitat de dimensió n.

• Id representa la matriu identitat de dimensió adient.

• tr(A) correspon a la traça de la matriuA.

• M < N indica queN −M és definida positiva.

• co(V ): Conjunt de les combinacions convexes deV .

Acrònims

• AQS: Estabilitat quadràtica i af́ı (Afine Quadratic Stability)

• ARE: Equacío algebraica de Riccati (Algebraic Riccati Equation)

• DME: Desigualtat Matricial Estàndard

• E(·): Mitjana o esperança

• GCC: Control amb cost garantit (Guaranteed Cost Control)

• GCCP: Problema del control amb cost garantit

• LFT: Transformacío lineal fraccional (Linear Fractional Transformation)
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• LMI: Inequacío lineal matricial

• LQR/LQ: Regulador lineal quadràtic (Linear Quadratic Regulator)

• LQG: Regulador lineal quadràtic gaussìa (Linear Quadratic Gaussian)

• PLMI: Inequacío matricial lineal param̀etrica (Parametric Linear Matrix
Inequality)

• PR: Lema real positiu (Positive Real)

• RGC: Fiable amb cost quadràtic garantit (Reliable Guaranteed Cost)
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9.5 Realimentació per la sortida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

10 Conclusions i treball futur 139
10.1 Conclusions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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Caṕıtol 1

Marc Teòric

En aquest capı́tol presentem els fonaments teòrics utilitzats en aquest treball, aixı́
com les definicions i els resultats en els quals ens basem. Com tractem sistemes
amb incerteses, primer presentem els models d’incerteses usats ḿes habitualment
en teoria de control. Degut a que l’objectiu principal que ens hem marcat́es
l’estudi de sistemes interconnectats que es mantinguin estables a pesar de les in-
certeses, assegurant un cert nivell de funcionament, passem a presentar la base
teòrica del control̀optim. Aquest tipus de llei de control es caracteritza per ser
un control que, realimentat per l’estat, manté estable el sistema i assegura cert
nivell de rendiment. Per això, ens caldr̀a la teoria d’estabilitat de Lyapunov. En
el tercer apartat d’aquest capı́tol definim el tipus de sistema que tractem en aquest
treball: sistema format perN subsistemes interconnectats. Però tamb́e demanem
al nostre sistema que es mantingui estable en presència de fallades. En l’últim
apartat, introdüım el concepte de fiabilitat i les seves diferents caracteritzacions,
diferenciant entre fallada total (outage) i fallada parcial dels actuadors.

1.1 Models d’incerteses

Existeixen tres grans models d’incerteses. El primer model, anomenat d’incerte-
ses normades o acotades, es basa en una descomposició de la matriu d’incerteses
com el producte de tres matrius, on només una cont́e les incerteses. Aquesta
matriu d’incerteses, anomenada∆(t), ha de ser acotada. Aquest model permet
obtenir molts resultats en la teoria del control (cost garantit, normaH2 i H∞, con-
trol robust), per̀o és rigid en la seva aplicació, ja que no tots els sistemes reals
es poden caracteritzar per aquest model. Cal dir al seu favor que la descomposi-
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2 Marc Tèoric

ció noésúnica i per tant permet certa llibertat a l’hora d’escollir les matrius que
defineixen les incerteses. El segon model, aixı́ com el tercer, es basa en una des-
composicío politòpica de les matrius d’incerteses. Aquesta descripció és molt
general i permet aplicar resultats de la teoria d’optimització convexa o de la teoria
de grafs que simplifiquen els resultats. Es basa en expressarles matrius com a
combinacío convexa d’un nombre de matrius constants donades.

Aquests tres models s’apliquen tant a les matrius d’estat com de control. En el cas
de les matrius d’interconnexions, per operativitat i poderobtenir controls descen-
tralitzats, les dotem d’un model especial, independent delmodel d’incerteses usat
per les altres matrius. Es tracta de posar les incerteses en un vector desconegut
que dep̀en del temps i de la variable d’estat de la resta de subsistemes. És a dir, t́e
l’estructura seg̈uent:

∆Gij(xj) = Gij gij(t, xj) ,

on les matrius d’interconnexionsGij són conegudes. El vector incertgij(t, xj) ha
de verificar certes especificacions, segons el problema tractat.

1.1.1 Incerteses normades

Les incerteses∆Ai i ∆Bi verifiquen les anomenades condicions equivalents, que
marquen la dependència af́ı en les incerteses







∆Ai = Ai +Di∆i(t)E1i

∆Bi = Bi +Di∆i(t)E2i .

Les matriusDi, E1i i E2i són definides convenientment per a cada problema i
per tant śon conegudes. La matriu d’incerteses∆i(t) és desconeguda però ha de
verificar

∆T
i (t)∆i(t) ≤ Id .

D’aqúı ve el nom d’incerteses acotades onorm-bounded. Aquest tipus de descom-
posicío tamb́e s’anomena descomposició en forma aditiva, que es pot considerar
de forma ḿes general com

∆T
i (t)∆i(t) ≤ ρi Id , ρi ≥ 0 ,

queés equivalent a l’anterior caracterització. Quan es verifica aquesta acotació, es
diu que les incerteses són admissibles. D’entrada, no hi ha cap restricció sobre les
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matrius constantsDi,E1i i E2i i per tant la descomposició noésúnica. L’avantatge
d’aquest modeĺes que dep̀en del temps. Existeixen moltes raons per a assumir
aquesta estructura per a les incerteses. Unaés que la connexió lineal entre la
planta i la incertesa∆(t) és un cas inclòs en aquest model. A ḿes a ḿes, els
sistemes f́ısics satisfent les anomenadesmatching-conditions([53], [24]) poden
ser modelats segons aquest model. Aquestes condicions indiquen que el vector
de control i les incerteses entren en el sistema via el mateixcanal, ja que tots dos
es veuen multiplicats per la matriu de control. L’inconvenientés la rigidesa de la
seva estructura.

1.1.2 Descripcío multiconvexa

Aquestés un model ḿes flexible que el model d’incerteses normades. Té l’avan-
tatge que permet obtenir, en teoria de control, resultats matemàtics menys con-
servadors que en el cas de l’anterior model. Es considera un model d’incerteses
par̀ametric, on les matrius amb incerteses es representen com una combinacío de
matrius constants conegudes amb paràmetres que poden variar en el temps. Sigui
doncs el model d’incerteses paramètric seg̈uent



















∆Ai = Ai0 +
Li
∑

k=1

αikAik

∆Bi = Bi0 +
Li
∑

k=1

αikBik ,

on les matriusAik i Bik són conegudes i constants, per ai = 1, . . . , N, k =

1, . . . , Li, mentre que el vector paramètricαi ∈ R
Li dep̀en det i verifica







αik ∈ [αik
, αik ]

α̇ik ∈ [σik
, σik ] .

Considerem ara, per a cadai = 1, . . . , N , els v̀ertexs d’aquests intervals

Vi =
{

νi =







νi1

...
νiL






, νik ∈ {αik

, αik}, k = 1, . . . , Li

}

,

Ti =
{

τi =







τi1
...
τiL






, τik ∈ {σik

, σik} k = 1, . . . , Li

}

.
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1.1.3 Descripcío politòpica o convexa

Aquestés un cas particular de l’anterior model. Es consideren els par̀ametresαik

independents del temps i que les matrius amb incerteses estan representades per
una combinacío convexa de matrius conegudes. Aixı́ doncs, les matrius d’incerte-
ses pertanyen al domini politòpic d’incertesesPi (veure Figura 1.1). En aquest
cas, qualsevol parella matricial(Ai, Bi) ∈ Pi, i = 1, . . . , N , pot ser descrita de la
seg̈uent manera:



















∆Ai =
Li
∑

k=1

αik Aik

∆Bi =
Li
∑

k=1

αik Bik .

Els par̀ametresαi = (αi1, . . . , αiN) es troben en el sı́mplex

Πi = {
Li
∑

k=1

αik = 1, αik ≥ 0, k = 1, . . . , Li} .

Es pot considerar que les matrius∆Ai(·) i ∆Bi(·) són funcions afins d’un cert
par̀ametreαi ∈ Πi, descrites com a combinació convexa dels v̀ertexs matricials
(Aik , Bik).

Aquest model tamb́e s’adapta al cas∆Ai = Ai0+
Li
∑

k=1

αikAik , ja que per la condició

de convexitat
Li
∑

k=1

αik = 1, tenim que

Ai0 +

Li
∑

k=1

αikAik =

Li
∑

k=1

αik (Ai0 + Aik) .

La matriu∆Bi(t) pot rebre la mateixa descomposició.

Figura 1.1: Politop convexPi
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En aquest treball suposarem queLi := L, per a toti = 1, . . . , N . Si no aix́ı, es
defineixL := maxiLi i es consideren els coeficients per completació.

1.2 Control òptim

Els resultats sobre control garantit de sistemes a gran escala es basen en els ob-
tinguts per a un sistema global (N = 1) amb incerteses. Per això, comencem
l’estudi veient quins resultats s’han obtingut per a sistemes simples amb incerte-
ses, aix́ı com donant les definicions bàsiques sobre cost garantit i estabilització
quadr̀atica. El resultat principaĺes el teorema enunciat per Petersen en [42], on
s’assegura que si certa equació matricial t́e solucío, aleshores es pot dissenyar un
control amb cost garantit que mantigui estable el sistema. Aquest resultat permet
obtenir una caracterització per mitj̀a de les inequacions lineals matricials, que a la
seva vegada permetrà obtenir un resultat molt semblant en el cas de sistemes in-
terconnectats. A ḿes a ḿes, la seva demostració dóna una certa metodologia que
permet enunciar resultats sobre control amb cost garantit,tant en sistemes simples
com en sistemes interconnectats.

En elsúltims 20 anys, han aparegut nombroses maneres d’abordar elproblema
del disseny del control per a sistemes lineals amb incerteses. L’estabilitzacío
quadr̀atica de sistemes amb incerteses, en el context del problemadel control amb
cost garantit (GCCP), va ser vista per primer cop per Chang i Pengl’any 1972, en
[8], trobant cotes superiors del cost quadràtic en sistemes lineals de llaç tancat. El
GCCP ha estat revisat per molts autors, entre els quals destacaPetersen. En [39]–
[40], els autors presenten una tècnica alternativa per a determinar controladors
estabilitzadors que no necessita la satisfacció de les condicions donades en [8].
En aquests articles, es dona un procediment per a determinarun control realimen-
tat per a sistemes amb incerteses d’un determinat tipus, expressats en termes de les
variacions dels paràmetres de la planta. La resolució del GCCP implica en general
resoldre una equació de Riccati matricial, contenint termes addicionals degutsa
les incerteses. Per a sistemes sense incerteses ni pertorbacions, es t́e que l’equacío
de Riccati d́ona la matriuP simètrica i definida positiva que permet calcular la
funció de Lyapunov i per tant assegurar l’estabilitat. D’altra banda, en aquest cas,
la funció de costJ queda determinada perP i l’estat inicialx0: J = xT

0 Px0. Al
tractar sistemes amb incerteses, es perden les igualtats.És a dir, la igualtat en
l’equacío de Lyapunov es transforma en una desigualtat, obtenint aleshores una
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cota de la funcío de cost. A ḿes a ḿes, l’equacío de Riccati aplicada al con-
trol òptim permet construir un m̀etode per a dissenyar un sistema de control que
garanteix estabilitat robusta. En particular, en [42], es presenta un m̀etode per al
disseny del control amb cost garantit que es basa en resoldreuna equacío de Ric-
cati parametritzada. La resolució de la mateixáes molt feixuga, degut justament
a la depend̀encia par̀ametrica. A ḿes a ḿes, no s’obt́e exactament una solució del
problema del control amb cost garantit, sinó una aproximació de la mateixa. Però
assegura com trobar el control amb cost garantit. Se sap que quan es considera
l’estabilitzacío quadr̀atica de sistemes amb incerteses en el context del GCCP, la
clau est̀a en trobar cotes superiors del cost quadràtic. Donat un sistema d’aquest
estil, un pas important́es representar de manera adecuada la matriu d’incerteses.
En general, aquesta tria noésúnica i sovint implica un estudi per tria i error, fins
arribar a una descomposició de les incerteses adequada.

Aix ı́ doncs, en un sistema de control determinat, l’aspecte a determinar en primer
lloc és l’estabilitat. Si el sistemáes lineal i invariant, existeixen molts criteris
d’estabilitat, entre ells el criteri de Nyquist o de Routh. Però quan el sistema no
és lineal o presenta incerteses, aquests criteris no s’apliquen. En aquests casos,
la teoria d’estabilitat de Lyapunov́es la ḿes adequada, ja que permet establir
la base pel disseny del controlòptim quadr̀atic. El segon m̀etode de Lyapunov,
tamb́e conegut com m̀etode de Lyapunov directe,és el m̀etode ḿes general per a
determinar l’estabilitat d’un sistema qualsevol, encara que sovint cal l’experìencia
del dissenyador per a la seva aplicació.

1.2.1 Estabilitat en sentit Lyapunov

Presentem a continuació els resultats b̀asics sobre la teoria de Lyapunov ([34],
[45]). L’interès dels m̀etodes d’aǹalisis dits de Lyapunov́es degut a que permeten
estudiar l’estabilitat d’un sistema sense haver d’integrar les equacions diferen-
cials que descriuen el seu comportament. Aleksander Mikhailovich Lyapunov va
ser company de’n Markov, i ḿes endavant alumne de’n Chebyshev. Cap a 1890,
va realitzar un estudi sistemàtic de l’expansío local i de les propietats contractives
de la diǹamica al voltant d’un atractor. Va treballar amb la idea que un conjunt
invariant d’equacions diferencialsés estable en el sentit que atrau totes les solu-
cions, si es pot trobar una funció acotada inferiorment i que decreix al llarg de les
solucions externes a aquest conjunt invariant. En 1892 va publicar la seva tesiThe
General Problem of the Stability of Motion[28], on analitza la noció d’estabilitat
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de sistemes mecànics. La idea intüıtiva es basa en usar certa funció,V , que pot ser
entesa com una funció d’energia. Aleshores, un sistemaés estable síes dissipatiu,
en el sentit que aquesta funció V decreix.

Per tal de simplificar la notació, tractem el casN = 1, ja que els conceptes són els
mateixos per aN subsistemes inteconnectats. En tot aquest apartat considerem
les incerteses descrites de forma general per∆A i ∆B.

Definició 1.1 (Estabilitat en sentit Lyapunov [34]).Sigui el sistemȧx = f(x, t),
amb punt d’equilibrixe (f(xe, t) = 0,∀t). Aleshores,

• L’estatxe ésestableen sentit Lyapunov si les trajectòries que surten d’un
entornS(δ) dexe no s’allunyen i es queden en un entornS(ε) dexe, a mida
que creixt. És a dir:

∀ε > 0 , ∃δ > 0 tal que‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ > ε , ∀t ≥ t0 .

• L’estat xe ésasimptòticament establesi és estable en sentit Lyapunov i
totes les trajectòries que surten deS(δ) hi tornen, sense sortir deS(ε):

∃δ > 0 tal que‖x(t0)‖ ≤ δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0 .

• Si xe és estable asimptòticament i totes les trajectòries convergeixen axe,
per a qualsevol estat inicial, es diu que l’estat d’equilibri és asimpt̀oticament
estable en sentit general oestable globalment i asimpt̀oticament :

∀x(t0) , lim
t→∞

x(t) = 0 .

És a dir, quan l’origeńes globalment asimptòticament estable, totes les trajectòries
convergeixen a l’origen. L’estabilitat en sentit Lyapunovgaranteix que la tra-
jectòria es quedarà en una bola de radiε si el seu punt de sortida pertany a una bola
de radiδ, amb centre el punt fixxe (veure Figura 1.2). L’estabilitat asimptòtica
inclou aquesta propietat, però a ḿes a ḿes especifica que tota trajectòria inicia-
da en la bola de radiδ convergeix cap axe. Per un ab́us de llenguatge, es parla
d’estabilitat del sistema en lloc d’estabilitat del punt fix. En aquest treball, quan
parlem d’estabilitat ens referim sempre al cas d’estabilitat asimpt̀otica en general.
Abans de presentar el segon mètode de Lyapunov, ens calen certes definicions.
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Figura 1.2: Estabilitat en sentit Lyapunov

Definició 1.2 (Funcío definida positiva [34]). Una funcío escalarV (x) és defini-
da positiva, i es denota perV > 0, en una regío Ω, siV (x) > 0 per a tots els estats
no nuls d’Ω i V (0) = 0. És semidefinida positiva (V ≥ 0) si és positiva enΩ,
excepte en l’origen i en certs estats on s’anul·la.

Ser̀a definida (semidefinida) negativa i es nota perV (x) < 0 si−V (x) és definida
(semidefinida) positiva. Quan la funció V (x) és una forma quadràtica, es pot usar
el criteri de Sylvester, que planteja que les condicions necess̀aries i suficients per
tal que una forma quadràtica sigui definida positiváes que tots els seus menors
principals successius siguin positius. Ho exposem en la següent definicío.

Definició 1.3 (Funcío quadràtica definida positiva [34]). La funció quadr̀atica
V (x) = xTPx, ambPn×n matriu sim̀etrica,és definida positiva si la part real dels
valors propis de la matriuP són estrictament positius:

Re(λi) > 0, ∀λi valor propi deP .

De la mateixa manera, una funció quadr̀aticaés definida negativa si es verifica

P < 0 ⇔

⇔ Re(λi) < 0 , ∀i

⇔ xTPx < 0 , ∀x 6= 0

⇔ STPS < 0 , ∀S invertible .

Les funcions quadràtiques śon usades sovint en l’anàlisis de sistemes dinàmics.
En particular, en sistemes mecànics, l’energia ciǹetica, potencial i total śon fun-
cions quadr̀atiques de l’estat.
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Segon m̀etode de Lyapunov

El segon m̀etode de Lyapunov es basa en el fet que si un sistema té un estat d’equi-
libri asimpt̀oticament estable, aleshores l’energia emmagatzemada en el sistema
es disipa a mida que transcorre el temps, fins que finalment adopta el seu valor
mı́nim en el punt d’equilibri. Aleshores el sistema haurà tornat a un estat d’equi-
libri, sent estable. El m̀etode de Lyapunov es basa en generar una funció escalar
de tipus energia que admeti una derivada temporal negativa.Per tal de generalitzar
el concepte de funció energia, Lyapunov va introduir la funció de Lyapunov, que
dep̀en de l’estatx i del tempst. Aquest fet es tradueix en el següent teorema.

Teorema 1.1 (Segon m̀etode de Lyapunov [34]).Sigui el sistemȧx = f(x, t),
ambf(0, t) = 0,∀t. Si existeix una funció escalarV (x, t) amb derivades parcials
primeres continues satisfent:

1. V (x, t) és definida positiva,

2. V̇ (x, t) és definida negativa,

la funció V (x, t) s’anomena funció de Lyapunov. Aleshores, l’estat d’equili-
bri en l’origen del sistemáes uniforme i asimptòticament estable. Si a ḿes a
mésV (x, t) → ∞ quan |x| → ∞, aleshores l’estat d’equilibríes uniforme i
asimpt̀oticament estable en general.

Per exemple, per a un sistema linealẋ = Ax, tenim que l’origeńes asimpt̀oticament
si i només si els valors propis deA tenen part real negativa. En aquest cas, com a
funció de Lyapunov considerem la funció quadr̀aticaV (x, t) = xTPx. Aleshores,
pel Teorema 1.1, el sistema serà estable si es verifica l’anomenada inequació de
Lyapunov:

ATP + PA < 0 .

En aquest treball, tractarem sistemes controlats d’equació generalẋ = Ax+ Bu.
Volem dissenyar el control realimentat per l’estatu(t) = Kx(t) tal que un cert
ı́ndex quadr̀atic de funcionament o funció de cost es minimitzi. Aquest tipus de
control s’anomenàoptim, i el seu disseny es basa en la sı́ntesi lineal quadr̀atica,
denominada LQR (veure annex A). En general, l’estabilitat dels sistemes de con-
trol s’examina un cop dissenyats. No obstant, també és possible formular primer
les condicions d’estabilitat i després dissenyar el sistema dins de les limitacions
establertes. Si s’utilitza el segon mètode de Lyapunov per tal d’establir les bases
de disseny del control̀optim, es confirma que el sistema funcionarà, és a dir, la
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sortida del sistema va cap al valor desitjat. Per tant, el sistema dissenyat té una
configuracío amb caracterı́stiques d’estabilitat inherents. En la sı́ntesi dels sis-
temesòptims, s’estableix una relació directa entre les funcions de Lyapunov i els
ı́ndexos quadràtics de funcionament amb matrius de pesQ i R, que involucra una
equacío tipus Riccati.

Definició 1.4 (Equacío de Riccati). La matriu sim̀etricaP és solucío de l’equacío
de Riccati si verifica

ATP + PA− PBR−1BTP +Q = 0 .

En l’annex A en presentem la resolució.

1.2.2 Control amb cost quadr̀atic garantit

En aquest apartat generalitzem el concepte de controlòptim al cas de sistemes
amb incerteses. Quan es vol dissenyar un controlador robustòptim per a sistemes
amb incerteses, el model clàssic que s’usáes el d’estabilització quadr̀atica. Es
tracta de trobar una funció de Lyapunov que garanteixi estabilitat asimptòtica del
sistema amb incerteses en llaç tancat, per a totes les incerteses admissibles. Cal
tenir present, doncs, que aquests tipus de sistemes en llaçtancat han de ser estables
en sentit Lyapunov. Degut a aquest fet, veurem que es relacionen les condicions
d’estabilitat quadr̀atica i de cost garantit mitjançant una inequació tipus Riccati.
Considerem el sistema lineal amb incerteses







ẋ(t) = ∆Ax(t) + ∆Bu(t)

x(t0) = x0 ,
(1.1)

on x ∈ R
n és la variable d’estat,∆A ∈ R

n×n és la matriu d’estat,u ∈ R
s és

la variable de control i∆B ∈ R
n×s és la matriu de control. Per simplificar la

notacío, es fa una translació ent i es considera quet0 = 0.

Sigui la funcío de cost

J =

∫ ∞

0

(

xT (t)Qx(t) + uT (t)Ru(t)
)

dt , (1.2)

ambQ ≥ 0 i R > 0 matrius sim̀etriques.
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Definició 1.5 (Estabilitat quadràtica [44]). El sistema amb incerteses (1.1) amb
la llei de controlu(t) = 0 s’anomena quadràticament estable si existeix una matriu
P simètrica definida positiva iα > 0 constant tals que, per a qualsevol incertesa
∆A admissible, la funcío de LyapunovV (x) = xTPx satisf̀a:

V̇ = 2xTP ∆Ax ≤ −α|x|2 ,

per a tot parell(x, t) ∈ R
n × R.

Definició 1.6 (Estabilitzacío quadràtica [44]). El sistema (1.1)́es quadr̀aticament
estabilitzable via realimentació lineal d’estat si existeix un controlu(t) = Kx(t)

tal que el sistema en llaç tancatés quadr̀aticament estable.

En la seg̈uent definicío, s’expressa aix̀o mateix en termes d’una inequació de Lya-
punov matricial (veure [41]).

Definició 1.7 ([39]). El sistema amb incerteses (1.1)és quadr̀aticament estable si
existeix una matriuP simètrica definida positiva tal que

(∆A)TP + P (∆A) < 0 ,

per a tota incertesa admissible.
Rećıprocament, el sistema (1.1)és quadr̀aticament estabilitzable via realimentació
linealu(t) = Kx(t), si el sistema en llaç tancatés quadr̀aticament estable.

Definim a continuacío el concepte de cost garantit.

Definició 1.8 (Cost quadr̀atic garantit [36]). Sigui el sistema (1.1), amb la llei
de controlu(t) = Kx(t) que el fa estable. Si existeixJ0 > 0 tal que per a tota
matriu de guanyK, J(K) < J0, aleshoresJ0 és el cost garantit.

Per tant, tant́es com siguin les incerteses (sempre i quan siguin admissibles), el
sistema en llaç tancatés de cost quadràtic garantit si el valor de la funció de cost
(1.2) és sempre menor queJ0.

Definició 1.9 (Matriu de cost quadr̀atic garantit [36]). Sigui el sistema (1.1)
ambu(t) = Kx(t) i funció de costJ (1.2). La matriu definida positivaPc s’ano-
mena matriu de cost quadràtic garantit si satisfà

Q+KTRK + [∆A+ ∆BK]TPc + Pc[∆A+ ∆BK] < 0 . (1.3)
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Juntant aquestes dues definicions, tenim el següent lema. Recordem que el sistema
és estable.

Lema 1.1.La llei de controlu(t) = Kx(t) defineix un control amb cost quadràtic
garantit, amb matriu de costP definida positiva, per al sistema (1.1) amb funció
de cost (1.2), si per a totx 6= 0, es verifica

xT (Q+KTRK)x+ 2xTP [∆A+ ∆BK]x < 0 . (1.4)

Aix ı́ doncs, el concepte de control quadràticament estable requereix que existeixi
una funcío quadr̀atica de LyapunovV (x, t) = x(t)TPx(t) fixada per a totes les
incerteses admissibles. El següent teorema d́ona una condició per tal que un con-
trol u(t) = Kx(t) tingui cost quadr̀atic garantit, ajuntant el concepte d’estabilitat
quadr̀atica amb el d’exist̀encia de cost garantit. En farem la demostració, ja que
mostra un procediment emprat al llarg de la tesi i convé veure com s’usa a la
pràctica.

Teorema 1.2 ([42]). Sigui el sistema (1.1) amb la funció de cost (1.2). Sigui
la llei de control u(t) = Kx(t) amb cost garantit. Aleshores, el sistemaés
quadr̀aticament estable. A ḿes a ḿes:

J ≤ xT
0 Px0, per a tota incertesa admissible. (1.5)

Rećıprocament, si existeix una llei de controlu(t) = Kx(t) tal que el sistema en
llaç tancat corresponent́es quadr̀aticament estable, aleshores per a tota matriu
Q ≥ 0 i R > 0 simètrica, aquest controĺes de cost quadràtic garantit amb certa
matriu de costP̄ > 0.

Demostracío. S’aplica el Lema 1.1 i cal veure si es verifica la desigualtat de la
Definició 1.5 per au(t) = Kx(t). Es considera la funció de LyapunovV =

xTPx, onP és la matriu de cost garantit. Per a simplificar la notació, treiem la
depend̀encia ent. Aleshores,

V̇ = ẋTPx+ xTPẋ =
(

∆A x+ (∆B)Kx
)T

Px+ xTP
(

∆A x+ (∆B)Kx
)

=
(

xT (∆A)T + xTKT (∆B)T
)

Px+ xTP
(

∆A x+ (∆B)Kx
)

= xT
[(

∆A+ (∆B)K
)T

P + P
(

∆A+ (∆B)K
)]

x .

Com queu(t) defineix una llei de control amb cost garantit, es pot aplicarla
desigualtat (1.4)

V̇ < −xT
(

Q+KTRK
)

x .
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Cal veure ara que−xT
(

Q+KTRK
)

x ≤ −α|x|2. És a dir, cal trobarα > 0 tal
que

xT
(

Q+KTRK
)

x ≥ α|x|2 ,

o bé Q + KTRK ≥ αI. Com que les matriusQ i R són donades i definides
positives, sempre es pot trobar un valor d’α positiu tal que verifiqui aquesta de-
sigualtat, per a cada matriuK. Usant la Definicío 1.5, s’obt́e que el sistemáes
quadr̀aticament estable ja quėV < −α|x|2. A més a ḿes, per estabilitat tenim
quex(∞) = 0. Aleshores, en integrarxTQx + uTRu ≤ −V̇ entre 0 i∞, s’obt́e
queJ ≤ V (x0).

Rećıprocament, si existeixu = Kx tal que el sistemáes quadr̀aticament estable,
per definicío s’obt́e

∃P > 0 i δ > 0 tal que2xTP [∆A+ (∆B)K]x ≤ −δ|x|2 .

Per a tenir la definició de cost quadràtic garantit, cal que existeixiP > 0 tal que

xT (Q+KTRK)x+ 2xTP [∆A+ ∆BK]x < 0 ,

per a totx ∈ Rn no nul i tota incertesa admissible. Per veure-ho, considerem σ

com el valor propi major de la matriuQ + KTRK. Com és definida positiva,
resulta queσ > 0. Per tant,

xT (Q+KTRK)x ≤ σId|x|2 .

Com−δ|x|2 = − δ
σ
σ|x|2, es t́e que

2xTP [∆A+ (∆B)K]x ≤ −δ|x|2 < −
δ

σ
xT (Q+KTRK)x ,

xT (Q+KTRK)x+ 2
σ

δ
xTP [∆A+ (∆B)K]x < 0 ,

queés el que voliem veure. Agafant̄P = σ
δ
P com a matriu de cost,u és el control

amb cost quadràtic garantit i matriu de cost̄P .

Definició 1.10 (Solucío estabilitzadora). La matriuP+ és una solució estabilit-
zadora deA′P + PA− PMP +N = 0 si

1. Verifica l’equacío de Riccati;

2. (A −MP+) és una matriu estable (tots els seus valors propis cauen en el
semipl̀a esquerre obert complex).
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1.3 Sistemes interconnectats

A la pràctica, gran nombre de sistemes de gran escala estan formatsper un con-
junt de subsistemes interconnectats. En general, no es poden incorporar moltes
realimentacions en el disseny del controlador global, degut a les dimensions del
problema. I quan es pot,és feixuc d’implementar. Aquestes dificultats fan que es
desenvolupi l’estudi del control descentralitzat, on cadasubsistemáes controlat
de manera independent usant la informació local disponible. Per altra banda, so-
vint porta molta feina, quan nóes impossible, modelar de manera exacta sistemes
fı́sics, especialment per a sistemes de gran escala, degut a laseva complexitat.
Per aix̀o és tant pr̀actic el disseny dels controls descentralitzats modelant,això śı,
possibles incerteses. Aquestes incerteses apareixen no només en els subsistemes
locals, sino tamb́e en les connexions entre ells.

A partir dels treballs fets per Siljak [48] en 1978, l’estudide sistemes intercon-
nectats de gran escala no ha parat de crèixer. En elśultims anys, s’ha estudiat amb
profunditat el problema del control descentralitzat robust òptim per a sistemes de
gran escala param̀etrics, i s’han estudiat diferentes maneres de solucionar aquest
problema. Aqúı ens interessa particularment l’ús del concepte de cost garantit i
de les t̀ecniques LMI. Per exemple, en [59] es tracta el cas de sistemes amb in-
certeses en les matrius d’interconnexions i en [60] se’n veuuna aplicacío a una
central el̀ectrica, mentre que [29] presenta una aplicació del control descentralitzat
per el tractament d’estructura Benchmark. L’article [25] tracta el cost quadràtic
per a sistemes no lineals. En [16], es tracta el problema quanles incerteses no
verifiquen les condicions anomenadesmatching-conditionsi es d́ona un control
descentralitzat no lineal usant l’equació algebraica de Riccati. De fet, també es
tracta el problema de trobar el controlòptim lineal descentralitzat. Evidentment,
el control lineaĺes ḿes f̀acil d’implementar, ja que té una estructura ḿes senzilla.
Quan s’usa l’equació de Riccati i es volen imposar certes condicions addicionals
com ara la minimització de la cota del cost, es compliquen els càlculs degut als
par̀ametres que apareixen en aquesta equació.

Les dues estructures bàsiques de control són el control centralitzat (Figura 1.3) i
el control descentralitzat (Figura 1.4, ambCi control,Pi planta iSi sistemai). En
la configuracío centralitzada, un controlador monitorizaN plantes separades però
interconnectades, que representen lesN parts d’una mateixa planta. Quan s’usa
l’estructura descentralitzada per a la mateixa planta, tots els subsistemes tenen un
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Figura 1.3: Control centralitzat

Figura 1.4: Control descentralitzat

controlador particular. La subplanta i el seu controlador formen un subsistema.
Una pregunta que un es fa de manera naturalés perqùe usar un control per a cada
subsistema i no un de general per a tot el sistema. La respostano és senzilla i
dep̀en de les dimensions i de l’estructura interna de la planta. La idea b̀asicaés
que l’ús de controls descentralitzats minva la complexitat del problema, ja que
s’obt́e una resposta ràpida a problemes locals de la planta. Per exemple, un avan-
tage de l’́us de controls descentralitzatsés el seg̈uent. Quan el controĺes central
i té una fallada, falla tot el sistema. Mentre que si el controlés descentralizat i
falla un d’aquests controls, només deixa de funcionar (o funciona incorrectament)
aquest subsistema. Quan un subsistema es desconnecta, en elcas centralitzat el
control general deixa de funcionar, mentre que siés descentralitzat el sistema total
pot continuar funcionant.

En aquest apartat considerem el problema del control descentralitzat amb cost
garantit per al cas de sistemes de gran escala amb incertesesacotades. En el
seg̈uent apartat tractarem el problema de fiabilitat, en el sentit de conservar l’esta-
bilitat a pesar que falli un controlador o part d’un subsistema. Els conceptes que
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s’exposen a continuació śon trets del llibre de Siljak [48] (conceptes bàsics) i de
l’article [30]. En primer lloc, adaptarem els conceptes i resultats presentats en els
dos apartats anteriors.

Sigui el sistema format perN subsistemes, definit per



















ẋi(t) = ∆Ai xi(t) + ∆Bi ui(t) +
N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj)

xi(0) = xi0, i = 1, . . . , N ,

(1.6)

on xi ∈ R
ni és el vector d’estat del subsistemai, ui ∈ R

si és el control del sub-
sistemai. Les matrius∆Ai ∈ R

ni×ni , ∆Bi ∈ R
ni×si són les matrius d’estat i de

control, mentre que la matriu constantGij ∈ R
li×ni és la matriu de connexió entre

el subsistemai i la resta de subsistemes (veure Figura 1.5).

Figura 1.5: Subsistema interconnectatSi

El vector d’incerteses en les relacions entre sistemes ve donat pergij(t, xj) ∈ R
li ,

que suposem continu i suficientment diferenciable enxj i continu a trossos ent.
És necessari imposar certa estructura en les interconnexions, per tal de simplificar
la presentació dels resultats. La primera condició indica quées necessari dotar al
vector d’interconnexionsgij(t, xj) de certa estructura lineal.
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Condicío 1.1. Existeixen matrius constantsWij tals que∀xj ∈ R
nj es verifica que

‖gij (t, xj)‖ ≤ ‖Wij xj‖, ∀i, j amb t ≥ 0 . (1.7)

La seg̈uent condicío és necess̀aria per a simplificar la notació i poder assegurar
estabilitat.

Condicío 1.2. Per a toti,Wi :=
∑N

j=1W
T
ji Wji > 0.

La funció de cost que es consideraés la suma de les funcions de cost de cada
subsistema

J =
N
∑

i=1

∫ ∞

0

(

xT
i (t)Qixi(t) + uT

i (t)Riui(t)
)

dt , (1.8)

onQi = QT
i ∈ R

ni×ni i Ri = RT
i ∈ R

si×si són matrius constants semidefinides i
definides positives, respectivament. A continuació donem la definicío de control
amb cost garantit (GCC) per a un sistema format perN subsistemes interconnec-
tats amb incerteses.

Definició 1.11 (GCC [30]). Els controlsui(t) = Kixi(t), i = 1, . . . , N formen
un conjunt de control amb cost quadràtic garantitJ̄ i matrius de costPi > 0 per al
sistema (1.6) i funcío de cost (1.8) si el sistema en llaç tancatés quadr̀aticament
estable.És a dir,

N
∑

i=1

(

d

dt
xT

i (t)Pixi(t) + xT
i (t)

(

Qi +KT
i RiKi

)

xi(t)

)

< 0 , (1.9)

i per a totes les incerteses admissibles es té queJ ≤ J̄ .

1.4 Fiabilitat

Sempreés interessant dissenyar un control realimentat per l’estat que garanteixi
cert nivell de funcionament a pesar de fallades locals dels actuadors o contro-
ladors. Un control dissenyat per a tolerar fallades, mentrees conserven certes
propietats del sistema, s’anomena control fiable. En l’àrea del disseny del control
fiable, s’han desenvolupat diferents mètodes per tal que el sistema resultant en llaç
tancat toleri fallades i verifiqui certes imposicions. La fiabilitat és un tema tractat
en un gran ventall de problemes. Per exemple, en [65], es tracta usant controls
redundants, en [57] en el problema del cost garantit, en [14]en el cas d’optimit-
zacío de la normaH2. D’altra banda, en [58] l’autor utilitza l’equació algebraica
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de Riccati per tal de desenvolupar un procediment per a dissenyar els controls re-
alimentats per l’estat, que poden tolerar la fallada total (outage) en un subconjunt
donat d’actuadors o controladors, mentre es manté l’estabilitat i una cota conegu-
da del cost. Pel cas del disseny del control fiable centralitzat, en [63] els autors
cobreixen els casos de funcionament normal, fallada parcial i fallada total. La
fiablitat est̀a tractada en tot un ventall de sistemes de control. En [19], els autors
tracten la fiabilitat per a sistemes simètrics, mentre que en [25] es tracten sistemes
no lineals, per̀o el model de fiabilitat emprat́es el d’outage. En l’article [18], els
autors tracten el problema del control fiable amb saturació en els actuadors. Un
article on es presenta una classificació dels diferents tipus de falladaés [52], on
l’autor fa una sistematització força exhaustiva i clara de l’estudi de la fiabilitat en
el camp de la teoria de control.

Una definicío àmpliament acceptada del terme fiabilitat (reliability) és la seg̈uent,
treta del IEEE Dictionary of Electrical and Electronic Terms:

”Reliability is the probability of a device performing its purpose ade-
quately for the period of time intended under the operating conditions
encountered.”

És una definicío donada en termes probabilı́stics, on s’equipara fiabilitat a la pro-
babilitat que tot funcioni segons les condicions establertes i complint certes es-
pecificacions imposades pel disseny del sistema. El termeperiod of timecorres-
pon a la mitjana de temps abans que es detecti una fallada. Si consideremF (t)

com la probabilitat que el control funcioni a l’instantt, la mitjana de temps fins
fallar (MTTF: Mean Time To Failure)́es una mesura de fiabilitat

MMTF =

∫ ∞

0

F (t) dt .

En l’Apartat 1.3 hem presentat dues maneres per a controlar un sistema de gran
escala format per subsistemes. O bé es dissenya uńunic control global per a tot
el sistema, o b́e es genera un control especı́fic per a cada subsistema de tal man-
era que les interaccions l’afectin el menys possible. Ja hemjustificat que aquesta
última maneráes la que ens sembla més eficaç quan hi ha incerteses en els subsis-
temes. Ara cal plantejar-se el cas on hi hagin errades o fallades en la planta, o en
la interconnexío entre les subplantes o que tingui lloc una desconnexió total d’un
subsistema respecte de la resta. També poden haver-hi fallades en el controlador,
ja siguin parcials o totals (outage). És a dir, poden fallar algunes connexions entre
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el controlador i la planta óes possible que tot el controlador quedi desconectat de
la subplanta (Figura 1.6). Majoritàriament, s’ent́en per fallada una fallada total,
és a dir, una desconnexió on no funciona el control (u(t) ≡ 0). En aquest treball,
considerem tant fallades parcials com totals en l’actuador.

Figura 1.6: Fallada del control descentralitzat

Cal resoldre el problema de fer que el sistema en llaç tancat sigui estable sota les
incerteses admissibles en el sistema i respecte el funcionament del controlador.
Per tant, cal que el sistema sigui asimptòticament estable no només quan el con-
trol funciona, sino tamb́e quan no. Hi ha el cas, però, de subsistemes en els quals
no est̀a perm̀es que falli el controlador. Quan això passi, caldr̀a tenir una eina
de suport: un altre control que suporti el primari. En aquests casos es parla de
redund̀ancia ([49]).

És necessari fer un estudi de com ha de ser el model de falladesi com ser̀a
aleshores el control que mantingui l’estabilitat, obtenint aix́ı controls fiables,́es
a dir, que mantenen estable el sistema sota pertorbacions, en el sentit ḿes ampli
d’aquest terme. El m̀etode tradicional noḿes t́e en compte el cas de fallada total.
Aquest model assigna un nombre binari a cada controlador, donant una estructura
dicotòmica al control (veure [26], [50]). Per ai = 1, . . . , N , es considera la funció

ci =







1, el control i funciona

0, el control i falla .

Cal aclarir el concepte de funcionament: s’entén que el controlui funciona quan
cap part del subsistemai queda sense controlar,és a dir, es controlen tots els estats
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del subsistema. El vectorc = (c1, . . . , cN)T determina l’estat de tots els contro-
ladors, i per tant la fiabilitat de tot el sistema. S’assumeixque els controladors
funcionen o fallen de manera aleatòria i independent. L’estatci del controli és
una variable aleatòria amb llei de probabilitat

P (ci = 1) = pi = E(ci), i = 1, . . . , N .

El valor pi s’anomena fiabilitat del controladori. Aquesta probabilitat segueix
una llei de Bernouilli de paràmetrepi. Si es considera que cada component del
controlui pot fallar de manera independent, obtenim un model més complex. Per
a cada controlui, considerem

cij =







1, la componentj del controlui funciona

0, la componentj del controlui falla ,

per a cadaj = 1, . . . , si. Considerant la matriu de falladesCi
si

= diag(ci1, . . . , cisi
),

s’adopta el model següent
uF

i (t) = Ci
si
ui(t) .

El vectoruF
i (t) és el control després que hagin tingut lloc les fallades. Aleshores,

es considera el sistema (1.6) i es treballa amb


















ẋi(t) = ∆Ai xi(t) + ∆Bi u
F
i (t) +

N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj)

xi(0) = xi0, i = 1, . . . , N .

El problema que es plantejaés el de dissenyar un control tal que el sistema sigui
estable per a tota matriu aleatòria Csi

i per a qualsevol pertorbació admissible.
Per̀o aquest model noḿes t́e en compte el casoutage. Per tal de considerar també
els casos de fallada parcial, presentem un nou model de fallada que t́e en compte
totes les possibilitats.

Model general de fallada

El model general que adoptem es basa en el donat en l’article [63], on es considera
tant el cas de fallada total com parcial. Es defineix el control despŕes de fallada
com la suma de dos factors. El primer correspon a un escalar pel control u, que
permet plantejar les fallades parcials. El segon termeés una funcío desconeguda
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per̀o acotada, que depèn de la variable de controlu, i fa possible considerar el cas
d’outage.

En el nostre cas, com tractem sistemes interconnectats, tenim que els actuadors
poden fallar de manera independent. Per tant, considerem aquest mateix model
per a cada subsistema. Però encara ḿes: tenim en compte la possibilitat que, per a
un determinat subsistemaSi, fallin les components de l’actuador de manera inde-
pendent, de manera parcial o total. Per tant, el model presentat en [63]és aplicat
per a cada componentj del vectoruij , adaptant-ne les condicions al nostre cas,
tal com mostra la Figura 1.7.

Figura 1.7: Model de fiabilitat

Considerem que el control, després de fallada, es troba en un entorn de fiabilitat,
al voltant del valor exacte. Per això, expresem el control com un factor deui més
un cert error. Per ai = 1, . . . , N , sigui doncsuF

i el control despŕes que l’actuador
del sistemaSi hagi fallat:

uF
i = Λiui + φi(ui), i = 1, . . . , N , (1.10)

sent la matriuΛi=diag(λi1, . . . , λisi
)∈ R

si×si diagonal i definida positiva,́es a dir,

λij > 0, ∀j = 1, . . . , si .

Aquest factor representa el percentatge de fallada de l’actuadorj del controlador
del sistemaSi, on cada component del controlui falla independentment. D’atra
banda, cada component de la funció φi(ui) = (φi1(ui1), . . . , φisi

(uisi
)) satisf̀a:

φij(uij)
2 ≤ γ2

ij u
2
ij , (1.11)
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onγij ≥ 0. D’aquesta relació obtenim la seg̈uent propietat sobre la funció φi(ui):

‖φi(ui)‖
2 ≤ ‖Γiui‖

2, i = 1, . . . , N , (1.12)

onΓi =diag(γi1, . . . , γisi
)∈ R

si×si és una matriu semidefinida positiva.

El factorλij indica el percentatge de fallada permès en la realimentació del con-
trol, considerant que cada component del controlui pot ser realimentada errònia-
ment. Anem a veure que efectivament es contemplen tots els possibles casos de
fallada:

• Si λij = 1 i γij = 0, obtenim que l’actuadorj del sistemai no es troba mo-
dificat i per tant correspon al funcionament normal:uF

ij = uij. Si aquest fet
és cert per a totj, resulta queΛi = Isi

i Γi = 0, i correspon al funcionament
correcte de tot el controladori (uF

i = ui).

• El cas de fallada total s’obté siγij = λij, ja que aleshoreśes possible que
φij = −λijuij i aleshoresuF

ij = 0 i obtenim el cas d’outage. La Condicío
(1.11) contempla aquesta possibilitat. En general, quanφi(ui) = −Λiui,
s’obt́e el cas de fallada total (uF

i = 0) per l’actuadori.

• Pels altres valors deλij i γij, s’obtenen els casos de fallada parcial, tant a
nivell de cada componentj com a nivell de tot el canali.

En les equacions (1.10)–(1.12), acabem de definir el model defiabilitat o de falla-
da que usarem al llarg d’aquest treball.

1.5 TeoriaH∞

Sota la seva forma ḿes simple, el problemaH∞ és un problema de rebuig d’una
pertorbacío w. Se suposa que el senyalw és d’energia finita. El fet de tractar
aquest tipus de problema, i no el problemaH2, que sembla el ḿes natural en el
desenvolupament d’aquest treball,és degut a que el problemaH∞ tracta amb un
tipus ḿes general de pertorbació, plantejant-se el pitjor cas. En canvi, el problema
H2 tracta el cas de pertorbació tipus soroll blanc, amb covariància coneguda, fet
que noés prou general. El problemaH∞ tracta el problema de minimitzar l’efecte
prodüıt per una pertorbació w sobre el comportament del sistema, i en particular
sobre la sortidaz. Per aix̀o, caldr̀a sintetitzar una llei de control que estudı̈i l’im-
pacte dew sobrez, tot i mantenint estable el sistema. Aquest impacte es medeix
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fent-ne el quocient de les seves normes. Per això cal definir aquesta norma, ano-
menada normaH∞, que representa l’increment màxim en energia, entre l’entrada
i la sortida del sistema.

El control robust ha estat tractat en molt treballs, per exemple en [9], [22], [35]. En
[11], es d́ona una sistematització del tractament del control robust sota tècniques
LMI. Per exemple, en [38], s’apliquen les tècniques LMI per a resoldre un pro-
blema de controlH∞ per a una classe determinada de sistemes, mentre que en
[27] es tracten els sistemes de tranformació lineal fraccional (LFT). En el Capı́tol
9 fem una presentació més extensa d’aquesta teoria.

Aqúı acabem el capı́tol introductori, on hem presentat els tres models diferents
d’incerteses que contemplarem, el model de fiabilitat adoptat i els dos tipus de
problema que considerarem: el problema del control descentralitzat fiable amb
cost quadr̀atic garantit (control RGC) i el problema de comportamentH∞.
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Caṕıtol 2

Inequacions lineals matricials

En aquest capı́tol presentem les tècniques anomenades en anglèsLinear Matrix In-
equalities(LMI) o inequacions matricials lineals. La utilitat de les tècniques LMI
és la de convertir problemes de teoria de sistemes i teoria decontrol en problemes
est̀andards d’optimització convexa o quasiconvexa, on surten inequacions matri-
cials lineals. L’avantatgées que aquests problemes es poden resoldre fàcilment
per t̀ecniques num̀eriques, en particular utilitzant el LMI Control Toolbox delpro-
grama Matlab. Aquest fet en fa la seva importància en sistemes amb incerteses.
Primer farem una breu ressenya històrica, per passar després a presentar els resul-
tats b̀asics de la teoria LMI i com s’aplica en la teoria de control, en particular en
sistemes interconnectats.

2.1 Introducció

L’aparició de les LMI en l’aǹalisi de sistemes diǹamics es remonta a finals del
segle XIX. La seva història comença en 1890, quan Lyapunov publica el seu tre-
ball on introdueix el que actualment s’anomena la teoria de Lyapunov. Se sap que
per a sistemes determinats, Lyapunov va demostrar que l’equació diferencial

d

dt
x(t) = Ax(t) , (2.1)

és estable en sentit Lyapunov si i només si existeix una matriuP , definida positiva,
tal que es verifica la inequació de Lyapunov

ATP + PA < 0 . (2.2)

Lyapunov tamb́e va demostrar que aquesta LMI es pot resoldre de manera ex-
plı́cita. Ho va fer considerant una matriuQ > 0 simètrica i resolent l’equació

25
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lineal enP : ATP + PA = −Q. Aquesta matriuP ser̀a definida positiva si el
sistema (2.1)́es estable. Per tant, la primera LMI usada per a estudiar l’estabilitat
d’un sistema diǹamic va ser l’inequació de Lyapunov (2.2), que pot ser resolta
anaĺıticament mitjançant un conjunt d’equacions lineals.

En 1940 es va produir el següent resultat crucial. Lur’e, Postnikov, i altres inves-
tigadors de la Unío Sovìetica, van aplicar els m̀etodes de Lyapunov a problemes
pràctics espećıfics de la teoria control en enginyeria. Es van dedicar especialment
al problema d’estabilitat en sistemes de control sense linealitat en l’actuador. En-
cara que no van obtenir LMIs de manera explı́cita, els seus criteris d’estabilitat
tenen la forma de LMIs. Aquestes inequacions van ser reduı̈des a inequacions
polinomials, que van resoldre a mà (per a dimensions petites). A pesar de tot,
van entusiasmar-se en veure que es podia aplicar la teoria deLyapunov a casos
complexos i aplicats a l’enginyeria. Es considera que Lur’ei seu equip van ser els
primers en aplicar els m̀etodes de Lyapunov a problemes pràctics de control en
enginyeria. Les LMI resultants són resoltes analı́ticament, a m̀a, limitant la seva
aplicacío a sistemes d’ordre petit (segon o tercer ordre).

El seg̈uent resultat important va sorgir a principis de 1960. En aquells anys,
Yakubovich, Popov i Kalman van aconseguir reduir la solució de les LMI del
problema de Lur’e en un criteri gràfic, usant el que ara es coneix com el Lema re-
al positiu (PR). Aquest resultat té altres noms: criteri de Popov, criteri del cercle,
criteri de Tsypkin. Aquest criteri es pot aplicar a sistemesd’ordre major, per̀o no
pot ser ext̀es de maneráutil a sistemes que continguin no linealitats. El Lema PR i
corol·laris van ser estudiats de manera exhaustiva en la segona meitat dels anys 60.
Se’n va veure la seva relació amb el criteri de guany petit (introduı̈t per Zames i
Sandberg) i control̀optim quadr̀atic, queés justament el tema d’aquest treball. Va
ser sobretot Yakubovich ([62]) qui va veure la importància de les t̀ecniques LMI
en teoria del control. Cap a 1970, se sabia que les LMI que surten en el Lema PR
poden ser resoltes no només gr̀aficament, sino també resolent una certa equació
algebraica de Riccati (ARE). En 1971, Willems presenta un treball on estudia la
LMI següent





ATP + PA+Q PB + CT

BTP + C R



 ≥ 0 ,

i apunta que es pot solucionar estudiant les solucions simètriques de l’ARE:

ATP + PA− (PB + CT )R−1(BTP + C) +Q = 0 ,
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que, a la seva vegada, es pot resoldre fent una descomposició segons els valors
propis de certa matriu hamiltoniana. Aquesta connexió, per̀o, ja va ser trobada en
l’Uni ó Sovìetica anys abans, on l’equació ARE era anomenada equació resolvent
de Lur’e.

Als voltants de 1971, els investigadors coneixien diversosmètodes per a resoldre
tipus determinats de LMI: m̀etodes directes (dimensió petita), m̀etodes gr̀afics o
bé resolent les equacions de Lyapunov o de Riccati. Aquests mètodes śon consi-
derats m̀etodes analı́tics o propers a analı́tics que es poden usar per a determinades
LMI. En aquest sentit, molts investigadors i enginyers consideren que l’equació
de Riccati t́e solucío anaĺıtica, ja que els algorismes estàndards que la solucionen
són robustos. L’esforç per a solucionar Riccati depèn quasi per complert de la
dimensío del problema i no tant de les dades particulars del problemaen concret.
Per̀o si el sistemáes de dimensió 5 o major, no pot resoldre’s de manera exacta en
un nombre finit de passos.

El resultat que marca un punt d’inflexió en l’ús de les LMIs es pot resumir en la
seg̈uent observació: les inequacions lineals matricials que apareixen en la teoria
de sistemes i de control poden ser formulades com un problemad’optimitzacío
convexa, que a la seva vegada pot ser abordat numèricament. Molts autors van
observar que aquesta afirmació permet resoldre LMIs de les quals no es pot trobar
una solucío anaĺıtica, en el sentit anterior. Pyatnitskii i Srodinskii van ser pos-
siblement els primers en adonar-se’n. Van reduir el problema original de Lur’e
(ext̀es al cas de no linealitats múltiples) a un problema d’optimització convexa in-
volucrant LMIs, que es poden resoldre aleshores usant l’algorisme el·l ı́ptic (aquest
problema ja va ser tractat abans, però les solucions involucraven matrius escalars
arbitr̀aries). Pyatniskii i Skorodinskii van ser els primers, que se s̀apiga, en for-
mular la cerca de la funció de Lyapunov com un problema d’optimització convexa
i aplicar aleshores un algorisme que garanteixi la resolució del problema. Tamb́e
s’han de mencionar altres precursors. En 1976, Horisbergeri Belanger ([17]) van
escriure un article on veien que l’existència d’una funcío quadr̀atica de Lyapunov,
que d́ona l’estabilitat de sistemes lineals,és un problema convex on apareixen
LMIs. De fet, la idea de trobar una solució num̀erica de la funcío de Lyapunov ja
va ser tractada en 1965 per Schultz.

L’ últim caṕıtol d’aquesta hist̀oria és relativament recent i de gran aplicació: el
desenvolupament dels mètodes del punt interior per a resoldre LMIs que sorten
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en teoria de sistemes i de control (veure annex B). En 1984, Karmarkar [21] va
introduir un nou algorisme lineal que resolt programes lineals, com el m̀etode
el·l ı́ptic, molt ḿes eficient a la pràctica. Essencialment, el seu treball de recerca
se centra en algorismes per a programes lineals i quadràtics (convexos). En 1988,
Nesterov i Nemirovsky [32], van desenvolupar el mètode del punt interior que van
aplicar directament a problemes convexos on intervenien LMIs, i en particular, a
problemes que treballarem en aquest treball. Van demostrarque els m̀etodes del
punt interior per a programació lineal podien ser extesos a problemes d’optimit-
zacío convexa. L’element claúes el coneixement de la funció barrera verificant
la propietat anomenadaself-concordance. Les inequacions lineals matricials són
una classe important de restriccions convexes, per a les quals aquestes funcions
són conegudes. El treball de Nesterov i Nemirovsky ofereix unmètode simple per
a resoldre força problemes d’optimització convexa (veure [33], [56]).

Aquestsúltims anys, la teoria LMI ha aparegut en molts camp de la teoria de
control. Per exemple, en [31] es treballen les tècniques LMIs en el context de sis-
temes amb retard i pertorbacions en la matriu de guany. En [37], s’usen les LMIs
per a resoldre el problema del filtre robust per a sistemes neurals amb incerteses.
Finalment, en [61], es fa uńus de les LMIs per a dissenyar el control amb cost
garantit per a sistemes amb retard i incerteses. El problemade cost garantit també
es tracta en sistemes discrets, aixı́ com les t̀ecniques LMI ([43], [66], [64]). En els
últims anys, tamb́e es treballen amb tècniques de xarxes neuronals ([20]).

Es pot dir que Yakubovich́es el pare d’aquest camp d’investigació, mentre que
Lyapunov n’́es l’avi.

2.2 Definicions

En aquest apartat fem una introducció general a la teoria de les inequacions lineals
matricials. Els resultats i definicions exposats a continuació es troben en [7], [13] i
[47]. D’entre les definicions, cal destacar els complementsde Schur, que permeten
relacionar una equació matricial quadr̀atica (per exemple, de tipus Riccati) amb
una LMI. Els algorismes usats habitualment són els m̀etodes del punt interior, el
mètode dual del punt interior i els m̀etodes no diferenciables (veure annex B). El
software existent́es ampli, per̀o en aquest treball utilitzem el paquet LMI Control
Toolbox del programari Matlab (veure [13]).
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Definició 2.1 (LMI [47]). Una inequacío matricial lineal t́e la forma seg̈uent:

F (x) = F0 +
m
∑

i=1

xiFi > 0 , (2.3)

on x ∈ R
m és la variable. Per a cadai = 1, . . . ,m, Fi ∈ R

n×m són matrius
simètriques.

Recordem que la matriuF (x) és definida positiva si per a totu 6= 0, uTF (x)u > 0,
o bé si els menors principals deF (x) són positius (veure Definició 1.2). Tamb́e
es considera LMI si la inequació (2.3) noés estricta.

La inequacío (2.3) s’ent́en com un sistema den inequacions polinomials enx. El
conjuntFc = {x ∈ R

n|F (x) > 0} és convex ja que verifica que, per a qualsevol
x, y ∈ Fc, i qualsevolθ ∈ [0, 1], es t́e queθx+ (1 − θ)y ∈ Fc. En efecte,

F (θx+ (1 − θ)y) =

= F0 +
∑m

i=1(θxi + (1 − θ)yi)Fi

= F0 + θ
∑m

i=1 xiFi + (1 − θ)
∑m

i=1 yiFi

= θ(F0 +
∑m

i=1 xiFi) + (1 − θ)(F0 +
∑m

i=1 yiFi) > 0 ,

ja queθ > 0, 1 − θ > 0 i F0 = θF0 + (1 − θ)F0.

Definició 2.2 (Sistema LMI [47]). Un sistema de inequacions matricials lineals
és un conjunt format perp inequacions lineals matricials:

F (1)(x) > 0, . . . , F (p)(x) > 0 .

De fet, si considerem la matriu diag(F (1)(x), . . . , F (p)(x)) > 0, s’obt́e unaúnica
LMI. Un altre tipus de LMIés el format per una combinació param̀etrica de LMIs
(PLMIs). Considerem el sı́mplexΠ definit en l’Apartat 1.1.3:

Π = {
L
∑

k=1

αk = 1, αk ≥ 0, k = 1, . . . , L} .

Definim a continuacío la combinacío politòpica de LMIs (PLMI).
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Definició 2.3 (PLMI [4]). SiguiLk(P ) una LMI respecteP . Aleshores,

L
∑

k=1

αkLk(P ) < 0 , ∀α ∈ Π ⇔ Lk(P ) < 0 , k = 1, . . . , L .

Una propietat important de les inequacions linealsés que es poden incorporar res-
triccions afins. Considerem el subconjunt afı́ deR

m definit perM = x0 + M0.
El problema de trobarx ∈ M solucío deF (x) > 0, és equivalent a resoldre
F̄ (x̄) > 0, on x̄ = x− x0. Per tant, en afegir una restricció de tipus af́ı en la LMI,
seguim tenint una LMI.

Una altra propietat́es que les inequacions no lineals convexes es converteixen en
una LMI usant els complements de Schur.

Lema 2.1 (Complements de Schur).Considerem la matriu sim̀etrica

P =





P1 P2

P T
2 P3



 .

SiP1 és invertible, el complement de Schur deP1 enP ésS = P3 − P T
2 P

−1
1 P2.

Aleshores,

1. P > 0 ⇔ P1 > 0 i S > 0.

2. SiP1 > 0, aleshoresP ≥ 0 ⇔ S ≥ 0.

3. Considerem el complement deP3 enP , queésS̄ = P1 − P2P
−1
3 P T

2 , sent
P3 invertible. Aleshores, es té queP > 0 ⇔ P3 > 0 i S̄ > 0.

Els complements de Schur són certs per a matrius sim̀etriques definides negatives.
És a dir, siP3 és invertible, aleshoresP < 0 si i només siP3 < 0 i S̄ < 0.

Demostracío. D’una banda, per a qualsevol matriuF , la matriuP verifica

P =

(

Id −F

0 Id

)T (
Id F

0 Id

)

P

(

Id F

0 Id

)(

Id −F

0 Id

)

=

=

(

Id −F

0 Id

)T (
P1 P1F + P2

F TP1 + P T
2 F TP1F + F TP2 + P T

2 F + P3

)(

Id −F

0 Id

)

,
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queés definida positiva si hóes la matriu central. Per tant,

P > 0 ⇔

(

P1 P1F + P2

F TP1 + P T
2 F TP1F + F TP2 + P T

2 F + P3

)

> 0 .

AgafantF = −P−1
1 P2, obtenim

P > 0 ⇔

(

P1 0

0 S

)

> 0 ,

que es verifica si i noḿes siP1 > 0 i S > 0. Per tant, hem obtingut queP > 0 ⇔

P1 > 0 i S > 0, queés el que volı́em demostrar.

Per tant, una LMI no lineal:

Q(x) −R(x)W (x)−1R(x)T > 0 ,

es converteix en una de lineal:




Q(x) R(x)

RT (x) W (x)



 > 0 , (2.4)

sempre i quanW (x) > 0, ambQ(x) i W (x) simètriques iR(x) una funcío af́ı en
x. A continuacío presentem tres problemes tipus on s’usen les tècniques LMI.

Exemple 2.1. Suposem que volem calcular els valors dex que verifiquen que
‖Z(x)‖ < 1, ambZ(x) ∈ R

p×q. Aquesta desigualtat serà certa si i noḿes si
Id−Z(x)ZT (x) > 0. ConsiderantW (x) = Q(x) = Id > 0 simètriques en (2.4),
s’obt́e una LMI equivalent:

‖Z(x)‖ < 1 ⇔





Id Z(x)

ZT (x) Id



 > 0 .

Exemple 2.2.Una restriccío del tipusc(x)TP−1(x)c(x) < 1, amb les condicions
P (x) > 0 simètrica ic(x) ∈ R

n, pot convertir-se en

P−1 < (cT )−1c−1 = (ccT )−1 ⇔ ccT < P ⇔ P − ccT > 0 ,

on per estalvi de notació, hem eliminat la dependència enx.
Aplicant el complement de Schur aP1 = 1 > 0, P2 = c i P3 = P , s’obt́e

cTP−1c < 1 ⇔





1 c

cT P



 > 0 .
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Exemple 2.3.Per a resoldre la restricció tr(RTP−1R) < 1, on la matriuP > 0

és sim̀etrica, s’introdueix una matriuX simètrica, obtenint aleshores una LMI en
les variablesP i X

tr(X) < 1 ,





X RT

R P



 > 0 . (2.5)

En efecte,




X RT

R P



 > 0 ⇔







P > 0

X −RTP−1R > 0 .

Tenim queP > 0 per hip̀otesi. D’altra banda, siX −RTP−1R > 0, aleshores

RTP−1R < X ⇒ tr(RTP−1R) < tr(X) < 1 (per suposicío) .

Per tant, el problema de trobarP > 0 tal quetr(RTP−1R) < 1 es transforma en
trobarX i P > 0 tals que verifiquen (2.5).

2.3 Teoria del control i LMI

En aquest apartat presentem dues de les inequacions més b̀asiques en teoria del
control, que tenen la seva expressió equivalent en termes LMI.

2.3.1 Inequacío de Lyapunov

Considerem la inequació de LyapunovATP +PA < 0, onP = P T ∈ R
n×n és la

matriu inc̀ognita iA ∈ R
n×n és coneguda. Per a expressar-la com LMI, construim

una base perP . EscollimP1, . . . , Pm base de les matrius simètriquesn × n, on

m = n(n+1)
2

. En aquest cas,P =
m
∑

i=1

xiPi onxi són les components incògnites de

P .

Es defineix aleshoresF0 = 0, Fi = −ATPi − PiA. D’on:

ATP + PA =
∑

i

xi(A
TPi + PiA) < 0 ⇔ F0 +

∑

i

xiFi > 0 ,

on les matriusFi són sim̀etriques

F T
i = (−ATPi − PiA)T = −P T

i A− ATPi = Fi, ja que Pi = P T
i .
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Si a ḿes a ḿes de la inequació es t́e una restriccío lineal, per tal d’obtenir l’
expressío en LMI s’imposa aquesta restricció en la base de l’espai deP . Per
exemple, suposem que tenim el problema de trobarP > 0 tal queA′P +PA < 0

i tr(P ) = 1. Es considera aleshores la baseP1, . . . , Pm de les matrius sim̀etriques
n × n amb traça nul·la, on aram = n(n+1)

2
− 1. Hem de fixar certa matriuP0

simètrican × n de traça 1. Cal tenir present que es té llibertat per a escollir
aquestes matriusPi. Aleshores, siP =

∑m
i=0 xiPi, es t́e que

Fi =





Pi 0

0 −A′Pi − PiA



 , i = 0, . . . ,m ,

d’on la LMI corresponent seràF (x) = F0 +
∑

i xiFi = −A′P − PA > 0. De
fet, es considera LMI a la inequació junt amb la restricció.

2.3.2 Inequacío de Riccati

Sigui la inequacío matricial de Riccati quadràticaATP + PA + PBR−1BTP +

Q < 0, ambA, B, Q = QT i R = RT > 0 donades iP = P T incògnita. Per
Schur, veiem que la LMI equivalentés

F (P ) =





−ATP − PA−Q PB

BTP R



 > 0 ,

que ser̀a definida positiva siR > 0 i −ATP − PA−Q− PBR−1BTP > 0. La
primera condicío es t́e per hip̀otesi. I la segonáes equivalent a l’equació inicial.
La LMI F (P ) > 0 tamb́e es pot expressar com





ATP + PA+Q PB

BTP −R



 < 0 .

Aquest resultat indica que els problemes de control basats en Riccati es poden
resoldre usant les tècniques LMI. De fet, tamb́e permet veure que la inequació
de Riccatiés convexa enP . En efecte, anem a veure que la LMI equivalentés
convexa. Sigui doncsα > 0 i P = P T i P̄ = P̄ T tals queF (P ) > 0 i F (P̄ ) > 0.
Aleshores,
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F (αP + (1 − α)P̄ ) =

=





−AT (αP + (1 − α)P̄ ) − (αP + (1 − α)P̄ )A−Q (αP + (1 − α)P̄ )B

BT (αP + (1 − α)P̄ ) R





=





α(−ATP ) + (1 − α)(−AT P̄ ) − αPA+ (1 − α)P̄A− αQ− (1 − α)Q |

BTαP + (1 − α)BT P̄ |

| αPB + (1 − α)P̄B

| αR + (1 − α)R



 .

Aleshores,

F (αP + (1 − α)P̄ ) = αF (P ) + (1 − α)F (P̄ ) > 0 .

Per tant, el conjunt{F (P ) > 0} és convex enP .

2.4 Classes de problemes LMI

Com la inequacío lineal matricialF (x) > 0 defineix una restricció convexa en
x, els problemes d’optimització que involucren la minimització o maximitzacío
d’una funcío f : S → R, ambS = {x/F (x) > 0}, pertanyen a la classe de pro-
blemes d’optimitzacío convexa. Suposem queF,G,H, V : V → S són funcions
afins. Existeixen tres tipus genèrics de problemes relacionats amb l’estudi de les
LMIs (veure [47], [56]).

1. Viabilitat (feasibility): Correspon al test per a veure si existeix o no solució
deF (x) > 0. La LMI s’anomena viable si existeixx ∈ V que verifica
aquesta inequació. En cas contrari,F (x) > 0 no és viable (infeasible).
El problema d’estudiar quan un sistema format perN interconnectatśes
estable, correspon a aquest tipus de problemes LMI.

2. Optimitzacío: Sigui f : S → R, on S = {x/F (x) > 0}. El problema
d’optimitzacío amb restriccío LMI és el de determinar:

Sopt = inf
x∈S

f(x) .
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La resolucío d’aquest problema requereix determinarSopt i, per aε > 0

qualsevol, calcular almenys una solució òptimax que satisfagix ∈ S amb:

Sopt ≤ f(x) ≤ Sopt + ε .

El problema de cost garantit correspon a aquesta classe de problema LMI,
ja que cal minimitzar la cota del cost respecte totes les solucions estabilit-
zadores.

Un problema molt habituaĺes el problema de minimitzar una funció lin-
eal subjecte a una inequació lineal matricial, que s’anomenasemidefinite
programming(SDP):

minimitzarbTy
subjecte aF (y) ≤ 0 .

3. Problema generalitzat del valor propi: Cal trobar el mı́nim escalarλ ∈ R

verificant les restriccions:






λF (x) −G(x) > 0

F (x) > 0

H(x) > 0 .

2.5 Eines per a obtenir LMIs

En aquest apartat presentem els resultats que permeten obtenir l’expressío LMI
d’inequacions matricials generals. Ja hem presentat una eina: els complements de
Schur, definits en l’Apartat 2.1. També tenim els lemes de projecció, que permeten
identificar una inequació no lineal amb una LMI.

Lema 2.2 (Lema de projeccío [54]). Donada la matriuΨ simètrica i matriusP
i Q, existeixX tal que es verifica la següent equival̀encia:

Ψ + P TXTQ+QTXP < 0 ⇔







N T
P ΨNP < 0

N T
Q ΨNQ < 0

(2.6)

sentNP i NQ bases qualssevol dels subespaisP i Q, respectivament.

Tamb́e necessitem aplicar una modificació d’aquest Lema de projecció (2.2), pel
cas de desigualtat major o igual.
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Si ψ + P TXTQ+QTXP ≥ 0 té solucío⇒

{

W T
P XWP ≥ 0

W T
QXWQ ≥ 0

.

En efecte, comPWP = 0, resulta que:

W T
P (ψ + P TXTQ+QTXP )W T

P = W T
P ΨWP ,

i per tantW T
P XWP ≥ 0. De la mateixa manera es veu queW T

QXWQ ≥ 0, usant
en aquest cas queQWQ =.

Lema 2.3 (Lema de projeccío rećıproc [54]). Per a tota matriuP > 0, tenim
queΨ + S + ST < 0 si i noḿes si existeixW tal que





Ψ + P − (W +W T ) ST + P T

S +W −P



 < 0 . (2.7)

La variableW afegeix flexibilitat en la resolució del problema, al no trobar-se
multiplicant les dades.

2.5.1 Procediment S

El mètode anomenat procediment S (S-Procedure) transforma una restricció qua-
dràtica d’un problema resoluble en un problema lineal resoluble, afegint variables
auxiliars. Siguin les matrius sim̀etriques donades{Qi}i=1,...,L. Considerem les
funcions quadr̀atiquesFi(x) = xTQix. Aleshores, ens plantegem resoldre el
problema de trobarx tal queF0(x) < 0 sobreFi(x) ≤ 0, i = 1, . . . , L. Aquesta
teoria assegura que aquest problema té solucío sempre i quan existeixin escalars
si tals que

F0(x) −
L
∑

i=1

siFi(x) < 0 ,

o bé, en notacío LMI:

Q0 −
L
∑

i=1

siQi < 0 .

Els escalarssi són les noves variables auxiliars.
Considerem, per exemple, les matriusΨ = ΨT , N i M i suposem que hem de
determinar si, per a totx no nul, es verifica

xT (Ψ +NT ∆TM +MT ∆N)x < 0 ,
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per a tot∆ tal que||∆|| ≤ 1. Consideremp = ∆Nx. Aleshores,

xT Ψx+ pTMx+ xTMTp < 0 ⇔ (xT , pT )

(

Ψ MT

M 0

)(

x

p

)

< 0 . (2.8)

D’altra banda, com||∆|| ≤ 1, tenim pTp ≤ xTNTNx. Per tant, cal que es
verifiqui (2.8) sota la condició pTp− xTNTNx ≤ 0, per a tot(x, p) 6= (0, 0). Per
tant, aquest́es un problema al qual se li pot aplicar la S-procedure, amb

Q0 =

(

Ψ MT

M 0

)

, Q1 =

(

−NTN 0

0 Id

)

,

d’on obtenim que cal trobar el valor de les variables auxiliarsλ > 0 tal que
(

Ψ MT

M 0

)

− λ

(

−NTN 0

0 Id

)

< 0 ,

(

Ψ + λNTN MT

M −λId

)

< 0 .

Aquestaés una LMI, que t́e solucío enλ. Aquest tipus de tècnica s’usa per a
sistemes amb incerteses normades.

2.5.2 Multiconvexitat

Aquesta teoria permet convertir LMIs que depenen de paràmetres en un sistema
de LMIs independents paramètricament.És una condicío menys restrictiva que la
convexitat i noḿes imposa que la diagonal del hessià d’una funcío f(α1, . . . , αL)

sigui no negativa. S’usa en sistemes que depenen politòpicament dels paràmetres
(veure Apartats 1.1.2 i 1.1.3). Cadaαk pertanyen a un interval donat deR

αk ∈ [αk , αk] , k = 1, . . . , L .

Considerem ara el conjunt dels vèrtexs d’aquests intervals:

V = {v ∈ R
L , vk ∈ {αk, αk} , k = 1, . . . , L} .

Ens centrem en el cas en que els paramètresα = (α1, . . . , αL)T són constants
(α̇ ≡ 0). Sigui la seg̈uent funcío de segon ordre enα ∈ R

L, on ak, bk, ck són
coeficients reals donats:

f(α1, . . . , αL) = a0 +
L
∑

k=1

ak αk +
L
∑

k=1 , k<j

bkj αk αj +
L
∑

k=1

ck α
2
k .

Aleshores, definim la multiconvexitat de la següent manera.



38 Inequacions lineals matricials

Definició 2.4 (Multiconvexitat [3]). La funció realf(α), ambα ∈ R
L, és multi-

convexa si existeixen les seves derivades parcials segonesi veriquen

∂2f

∂α2
k

(α) = 2ck ≥ 0 , k = 1, . . . , L .

Aleshores, tenim que una funció multiconvexáes definida negativa si hóes en els
seus v̀ertexs. És a dir, si considerem co(V ) com el conjunt de les combinacions
convexes sobreV , tenim que

f(α) < 0 enco(V ) ⇔ f(v) < 0 , ∀v ∈ V .

Sigui el sistema lineal amb incerteses paramètriques

ẋ(t) = A(α)x(t) , x(0) = x0 , (2.9)

ambA(α) = A0 +
∑L

k=1 αkAk. Considerem la funció de Lyapunov polit̀opica

V (x, α) = xT (t)P (α)x(t) ,

on P (α) = P0 +
∑L

k=1 αkPk. Per tal que sigui funció de Lyapunov, cal que es
verifiqui queV (x, α) > 0 i d

dt
V (x, α) < 0. De la primera condició, treiem que

P (α) > 0, mentre que de la segona condició, tenim que:

AT (α)P (α) + P (α)A(α) < 0 .

D’aquestes condicions, usant la definició de multiconvexitat, obtenim el següent
concepte d’estabilitat quadràtica af́ı (AQS).

Definició 2.5 ([12]). El sistema (2.9)́es quadr̀aticament estable i afı́ si existeix
V (x, α) funció de Lyapunov associada al sistema.

Tenint en compte les caracteritzacions anteriors, s’enuncia el seg̈uent lema.

Lema 2.4 ([12]).Sigui el sistema (2.9). SiA0 estable i existeixen matrius definides
positivesP0, . . ., PL tals que

1. A(v)TP (v) + P (v)A(v) < 0 , v ∈ V

2. AT
kPk + PkAk ≥ 0 , k = 1, . . . , L,

aleshores el sistemáes AQS amb funció de Lyapunov

V (x, δ) = x(t)T (P0 +
L
∑

k=1

αkPk)x(t) .
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Demostracío. Per tal queV (x, α) sigui funcío de Lyapunov, cal queV > 0. Això
és cert ja que siA0 és estable, existeixV0 = xTP0x tal queV0 > 0. Per tant,
al voltant deP0, la funcío es mant́e positiva, tenint queP (α) > 0. La segona
condicío que ha verificaŕes: f(α) = A(α)TP (α) + P (α)A(α) < 0. Per la
hipòtesi 2 d’aquest lema, comprovem queés multiconvexa:

∂2f

∂δ2
= 2

L
∑

k=1

(AT
kPk + PkAk) ≥ 0 .

Per tant,f(α) < 0 ⇔ f(v) < 0, sentv vèrtex del politop del paràmetreα.
La inequacío f(v) < 0 ve donada per la hip̀otesi 1 del lema. Acaba aixı́ la de-
mostracío.

En aquest apartat no hem tractat el cas de paràmetres dependents del temps ja que
no l’hem considerat en el nostre problema. Aquı́ acabem el capı́tol, on hem fet
una breu ressenya històrica i una presentació dels resultats principals de la teoria
de les inequacions lineals matricials.
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Caṕıtol 3

Caracterització LMI

En aquest capı́tol presentem el primer resultat central d’aquest treball. Es trac-
ta de donar l’equivalència entre una inequació matricial no lineal i una LMI.
Aix ò s’aconsegueix introduı̈nt certes variables matricials que separen els termes
quadr̀atics. Utilitzarem aquest resultat en els casos d’incerteses convexes i politò-
piques, per̀o no en el cas d’incerteses normades, ja que en aquest cas aprofitarem
les cotes de les incerteses. Primer presentem els resultatsmés rellevants exis-
tents a la literatura fins a l’actualitat, per després passar a exposar els resultats que
permeten establir una equivalència entre inequacions lineals i no lineals.

3.1 Introducció

En aquest apartat presentem els resultats en que ens basem per dedüır el nostre
teorema. Es tracta dels enunciats de dos teoremes que donen l’equival̀encia entre
determinades inequacions lineals no lineals, tı́piques en teoria de control, i in-
equacions matricials. Les demostracions d’aquests teoremes es poden trobar en
els articles [4] i [54], i es basen en l’aplicació dels lemes de projecció 2.2 i de
projeccío rećıproc 2.3. Com veurem, aquests resultats són especialment́utils quan
les incerteses dels sistemes són convexes, aix́ı com quan es treballa amb funcions
de Lyapunov param̀etriques.

Teorema 3.1 ([4]). Per a matriusX i Y simètriques, i matrius qualssevolW i V
matrius, les seg̈uents afirmacions śon equivalents:

(i) El sistemaẋ(t) = Ax(t) és estable;

41
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(ii) ExisteixX simètrica tal que:





ATX +XA 0

0 −X



 < 0 ;

(iii) ExisteixenY simètrica,W tals que:





Y − (W +W T ) AY +W T

Y AT +W −Y



 < 0 ;

(iv) ExisteixenX simètrica,V tals que:











−(V + V T ) V TA+X V T

ATV +X −X 0

V 0 −X











< 0 .

Els avantatges d’aquest teoremaés que els termesAY i Y AT estan separats per
la matriuW . Desapareix el terme clàssicXA+ ATX, és a dir, la variableX que
busquem no es troba multiplicada per la matriu d’estatA. La resolucío és ḿes
feixuga ja que s’introdueix una nova variableV , per̀o tot i aix́ı és avantatj́os ja
que comporta una reducció del conservadurisme del mètode tradicional. Anem
a veure a continuació la millora que comporta aquesta seperació. Per aix̀o, ens
fixarem en un cas particular de sistema. Considerem el sistemalineal amb in-
certeses convexes

ẋ(t) = A(α)x(t) =
L
∑

k=1

αkAkx(t) , (3.1)

onαk ≥ 0,
L
∑

k=1

αk = 1. La matriuA(α) és una combinació convexa de{Ak}k=1,...,L.

Volem estudiar l’estabilitat d’aquest sistema. El mètode cl̀assic usa una funció de
LyapunovV (x, t) = xTPx. Per̀o aquest tipus de funció no sempre permet veure
l’estabilitat del sistema. Hi han casos on noés evident com definir la funció de
Lyapunov associada, mentre que si es considera una funció param̀etrica

V (x, α) = x(t)TX(α)x(t) =
L
∑

k=1

x(t)TαkXkx(t) ,
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aquesta classe de funció de Lyapunov śı que permet demostrar l’estabilitat del
sistema param̀etric. Aixı́ doncs, considerem aquest cas general de funció de Lya-
punov param̀etrica. Tenim doncs que el sistema (3.1)és estable si existeix una
funció de Lyapunov param̀etricaV (x, α) associada al sistema. Usant el Teorema
3.1, tenim que existeixen matriusX(α) simètriques i matriusV tals que











−(V + V T ) ∗ ∗

AT (α)V +X(α) −X(α) ∗

V 0 −X(α)











< 0 . (3.2)

És important ressaltar que si la funció de Lyapunov́es param̀etrica, aquesta in-
equacío és lineal en el paràmetreα, aix́ı com en la variable matricialX(α). Per

tant, tenint en compte que
L
∑

k=1

αk = 1 i expressantA(α) i X(α) respecte el seu

conjunt convex associat, (3.2)és equivalent al sistema LMI











−(V + V T ) ∗ ∗

AT
k V +Xk −Xk ∗

V 0 −Xk











< 0 , k = 1, . . . , L . (3.3)

Fixem-nos que la matriuV és comuna a totes les LMIs.

Per tant, el sistema (3.1)́es estable si i noḿes si existeixen matriusXk > 0

simètriques,k = 1, . . . , L, i V tals que fan viable (3.3). Separant la matriu (3.3)
com a suma d’una matriu enXk més una matriu contenintV i aplicant despŕes el
Lema de projecció 2.2, s’obt́e que (3.3)́es equivalent a

AT
kXk +XkAk < 0 , (3.4)

per a cadak = 1, . . . , L. Aquestaés la condicío que ha de verificar la fun-
ció V (x, α) per a ser de Lyapunov. Normalment s’usa una funció de Lyapunov
V̄ (x) = x(t)TXx(t), obtenint la condicío seg̈uent

AT
kX +XAk < 0 .

Que aquesta funció sigui menys conservadora que la funció param̀etrica queda
comprovat per exemples numèrics, on determinats sistemes són estables per a
V (x, α), per̀o no es pot establir estabilitat amb una funció de Lyapunov de la
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forma V̄ (x) (veure [4]). Com a conseqüència de (3.3), en [4], s’obté un resultat
per al problema de control realimentat per l’estat. Sigui elsistema param̀etric
ẋ(t) = A(α)x(t) + B(α)u(t). Busquem el controlu(t) = Kx(t) tal que fagi
estable aquest sistema. Introduı̈nt una nova variableN := KV , cal trobar les
matriusYk > 0, V i N que fan viable el sistema LMI











−(V + V T ) ∗ ∗

AT
k V + Yk +BkN −Yk ∗

V 0 −Yk











< 0 , k = 1, . . . , L . (3.5)

La funció de Lyapunov està definida perV (x, α) =
L
∑

k=1

x(t)TαkY
−1
k x(t).

Abans de generalitzar aquest resultat al cas de sistemes interconnectats, enunciem
el teorema definit en [54], que presenta una nova equivalència entre inequacions
matricials.

Teorema 3.2 ([54]).ExisteixX > 0 solucío de










ATX +XA ∗ ∗

BTX Q11 ∗

C QT
12 Q22











< 0 , (3.6)

si i noḿes si existeix un escalarµ > 0 tal que la seg̈uent LMIés resoluble respecte
V i X



























−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

ATV +X −µX ∗ ∗ ∗

BTV 0 Q11 ∗ ∗

0 C QT
12 Q22 ∗

V 0 0 0 − 1
µ
X



























< 0 . (3.7)

De fet, (3.7)́es una generalització de les inequacions del Teorema 3.1. Comparada
amb la inequació (3.6), l’avantatge de (3.7)́es que la variable de LyapunovX no
es troba multiplicant les matrius donadesA i B, que contenen la informació del
sistema. Aquest fet aporta una major llibertat a l’hora d’usar diferents variables
de Lyapunov segons les especificacions del problema. La inequacío (3.7) noés
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lineal enµ, queés un par̀ametre de disseny.

Si tenim un sistema convex, en virtut de
L
∑

k=1

αk = 1, la inequacío (3.7) es con-

verteix enL inequacions matricials


























−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

AT
k V +Xk −µXk ∗ ∗ ∗

BT
k V 0 Q11 ∗ ∗

0 C QT
12 Q22 ∗

V 0 0 0 − 1
µ
Xk



























< 0 , k = 1, . . . , L . (3.8)

El par̀ametreµ permet imposar queXk > 0. Si C = 0, tenim que (3.8) es
converteix en



























−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

AT
k V +Xk −Xk ∗ ∗ ∗

BT
k V 0 Q11 ∗ ∗

0 0 QT
12 Q22 ∗

V 0 0 0 −Xk



























< 0 ,

junt aXk > 0 per a totk = 1, . . . , L. Tenim certa restricció sobreQ11 i Q22, ja
que cal que siguin definides negatives, encara que són matrius qualssevol. Quan
se soluciona l’equació (3.8) num̀ericament, les matriusQ11 i Q22 s’introdueixen
com a variables de la inequació matricial, optimitzant aix́ı el resultat.

3.2 Resultats

En aquest apartat enunciem i demostrem dos resultats d’aquesta tesi que perme-
ten linealitzar les inequacions matricials obtingudes en el Caṕıtol 4, aconseguint
sintetitzar el control RGC mitjançant LMIs. Aquest fet permetr̀a dissenyar i cal-
cular num̀ericament aquest control. Aquesta caracterització és sobretot́util quan
el model d’incerteses empratés el model multiconvex, o en particular el model
politòpic. Els resultats que presentem són una millora dels obtinguts fins ara en el
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sentit que obtenim efectivament una LMI, en treure el paràmetreµ. Per̀o aleshores
hem d’afegir una segona LMI, obtenint per a cadai i k un sistema de dues LMIs.
Per̀o tot i aix́ı, el resultat́es ḿes robust, ja que no depèn del valor d’un par̀ametre
sobre el qual no tenim cap informació a priori.

Proposició 3.1. Siguin les matriusA, B, G, C i Q =

(

Q11 ∗

Q21 Q22

)

donades.

Aleshores, les següents afirmacions śon equivalents:

(i) Existeixen matriusX > 0 simètrica iK tals que





(A+BK)TX + (∗) ∗ ∗

GTX Q11 ∗

C Q21 Q22



 < 0 ; (3.9)

(ii) ExisteixenY > 0 simètrica,V i N tals que














−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

AV + Y +BN −Y ∗ ∗ ∗

0 GT Q11 ∗ ∗

CV 0 Q21 Q22 ∗

V 0 0 0 −Y















< 0 , (3.10)





−Y ∗ ∗

GT Q11 ∗

0 Q21 Q22



 < 0 ; (3.11)

(iii) Existeix un escalarµ > 0 i matriusY > 0 simètrica,V i N tals que














−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

AV + Y +BN −µY ∗ ∗ ∗

0 GT Q11 ∗ ∗

CV 0 Q21 Q22 ∗

V 0 0 0 − 1
µ
Y















< 0 . (3.12)

Per tal que les LMIs (3.10)-(3.12) siguin resolubles, cal que els termes diagonals
de la matriuQ siguin definits negatius.

Demostracío. Per tal de veure l’equivalència entre (i) i (ii), considerem la variable

N := KV .
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Aplicarem els resultats del Lema de projecció 2.2 a (3.10). En efecte, considerem
la matriuĀ = A+BK i fem la descomposició seg̈uent de (3.10)















0 ∗ ∗ ∗ ∗

Y −Y ∗ ∗ ∗

0 GT Q11 ∗ ∗

0 0 Q21 Q22 ∗

0 0 0 0 −Y















+















−Id

Ā

0

C

Id















V (Id, 0, 0, 0, 0) + (∗) < 0 .

ConsideremP = (Id, 0, 0, 0, 0),Q =
(

−Id, ĀT , 0, CT , Id
)

i

ψ =















0 ∗ ∗ ∗ ∗

Y −Y ∗ ∗ ∗

0 GT Q11 ∗ ∗

0 0 QT
21 Q22 ∗

0 0 0 0 −Y















.

Com a bases dels espais nuls associats aP i Q, considerem

NP =















0 0 0 0

Id 0 0 0

0 Id 0 0

0 0 Id 0

0 0 0 Id















, NQ =















ĀT 0 CT Id

Id 0 0 0

0 Id 0 0

0 0 Id 0

0 0 0 Id















.

En imposarN T
P ψNP < 0, obtenim











−Y ∗ ∗ ∗

GT Q11 ∗ ∗

0 Q21 Q22 ∗

0 0 0 −Y











< 0 . (3.13)

Aplicant-hi el complement de Schur, (3.13)és certa si i noḿes si





−Y ∗ ∗

GT Q11 ∗

0 Q21 Q22



 < 0 ,

queés justament l’equació (3.11) i per tant es verifica.
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De la condicíoN T
QψNQ < 0 treiem










ĀY + Y ĀT − Y ∗ ∗ ∗

GT Q11 ∗ ∗

CY Q21 Q22 ∗

Y 0 0 −Y











< 0 .

Aplicant-hi els complements de Schur, obtenim que es verifica aquesta inequació
si i només si





ĀY + Y ĀT ∗ ∗

GT Q11 ∗

CY Q21 Q22



 < 0 . (3.14)

Tornant a aplicar el complement de Schur a l’inequació (3.14)

ĀY + Y ĀT − (G, Y CT )Q−1

(

GT

CY

)

< 0 .

Utilitzant ara queX = Y −1, i pre i post-multiplicant perX, obtenim

XĀ+ ĀTX − (XG,CT )Q−1

(

GTX

C

)

< 0 ,

que, pels complements de Schur,és justament (3.9), ambQ < 0. Per tant, acabem
de veure (i) i (ii) śon equivalents.

Per veure que (ii) implica (iii), noḿes cal considerarµ = 1.

Per tal de veure que (iii) implica (i), cal seguir els mateixos passos que acabem de
fer per veure l’equival̀encia entre (i) i (ii). Aleshores, obtenim que (3.12)és certa
si es verifiquen (3.9) i





−µY ∗ ∗

GT Q11 ∗

0 Q12 Q22



 < 0 .

Si µ és suficientment petit, es verifica aquesta inequació ja queQ < 0. Per
tant, hem vist que (i)⇔ (ii) ⇒ (iii) ⇒ (i), acabant aix́ı la demostracío d’aquesta
proposicío.

El seg̈uent teoremáes una generalització del resultat anterior.
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Teorema 3.3. Siguin les matriusA, B, C, E, F i Q = QT < 0 donades.
Aleshores, les següents afirmacions śon equivalents:

(i) Existeixen matriusX > 0 simètrica iK tals que resolen



















(A+BK)TX + (∗) ∗ ∗ ∗

ETX Q11 ∗ ∗

C Q21 Q22 ∗

FK Q31 Q32 Q33



















< 0 ; (3.15)

(ii) Existeixen matriusY > 0 simètrica,V i N que verifiquen

































−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AV + Y +BN −Y ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET Q11 ∗ ∗ ∗

CV 0 Q21 Q22 ∗ ∗

F TN 0 Q31 Q32 Q33 ∗

V 0 0 0 0 −Y

































< 0 , (3.16)











−Y ∗ ∗ ∗

ET Q11 ∗ ∗

0 Q21 Q22 ∗

0 Q31 Q32 Q33











< 0 ; (3.17)

(iii) CasC = 0. Existeixen matriusX > 0 simètrica iK tals que











(A+BK)TX + (∗) ∗ ∗

ETX Q11 ∗

FK Q21 Q22











< 0 ,
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si i noḿes si existeixen matriusY > 0 simètrica,V i N tals que


























−(V + V T ) ∗ ∗ ∗ ∗

AV + Y +BN −Y ∗ ∗ ∗

0 ET Q11 ∗ ∗

F TN 0 Q21 Q22 ∗

V 0 0 0 −Y



























< 0





−Y ∗ ∗

ET Q11 ∗

0 Q21 Q22



 < 0 .

Demostracío. Per tal de veure aquesta equivalència, seguirem els passos de la
demostracío anterior. Per aix̀o, apliquem el Lema de projecció 2.2 a (3.16). Con-
sideremĀ = A+BK,N := KV i fem la seg̈uent descomposició de (3.16)


















0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Y −Y ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET Q11 ∗ ∗ ∗

0 0 Q21 Q22 ∗ ∗

0 0 Q31 Q32 Q33 ∗

0 0 0 0 0 −Y



















+



















−Id

Ā

0

C

F TK

Id



















V (Id, 0, 0, 0, 0, 0)+(∗) < 0 .

SiguiP = (Id, 0, 0, 0, 0, 0),Q = (−Id, ĀT , 0, CT , KTF, Id) i

ψ =



















0 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Y −Y ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET Q11 ∗ ∗ ∗

0 0 Q21 Q22 ∗ ∗

0 0 Q31 Q32 Q33 ∗

0 0 0 0 0 −Y



















.

DeN T
P ψNP < 0 treiem que











−Y ∗ ∗ ∗

ET Q11 ∗ ∗

0 Q21 Q22 ∗

0 Q31 Q32 Q33











< 0 ,
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queés justament la condició (3.17).

De la condicíoN T
QψNQ < 0 obtenim











Y ĀT + ĀY ∗ ∗ ∗

ET Q11 ∗ ∗

CY Q21 Q22 ∗

F TKY Q31 Q32 Q33











< 0 .

Usant el complement de Schur i substituı̈nt X−1 = Y , es veu f̀acilment que a-
questa desigualtat matricialés equivalent a (3.15). En efecte, si fem aquestes
operacions, obtenim

X−1ĀT + ĀX−1 − (E,X−1CT , X−1KTF )Q−1





ET

CX−1

F TKX−1



 < 0 .

Multiplicant per la dreta i per l’esquerra perX, treiem que

XĀ+ ĀTX − (XE,CT , KTF )Q−1





ETX

C

F TK



 < 0 ,

que pel complement de Schurés equivalent a (3.15), ambQ < 0. Per tant, acabem
de veure que (i) i (ii) śon equivalents. QuanC = 0, obtenim un cas particu-
lar de (ii), i per tant acabem de veure l’equivalència de (iii). Conclüım aix́ı la
demostracío d’aquest teorema.

Hem de fer notar que si bé existeix certa llibertat sobre la matriuQ, cal que sigui
definida negativa per tal de poder tenir aquestes equivalències. Quan se’n fa la
implementacío num̀erica, cal tenir present aquesta restricció, ja que sovint, per
donar ḿes llibertat en la resolució, es consideraQ com una variable ḿes. Per̀o
sempre cal imposar que sigui definida negativa, si no la LMI corresponent no serà
resoluble. Fixem-nos que la desigualtat matricial (3.15)és del mateix tipus que la
desigualtat (4.14), que caracteritza el control RGC. Les equivalències del teorema
tamb́e es verifiquen si tenim inequacions matricials semidefinides positives,́es a
dir, quan tenimM ≥ 0. Utilitzarem aquests resultats en els casos d’incerteses
convexes i polit̀opiques, per̀o no en el cas d’incerteses normades, ja que en aquest
cas aprofitarem les cotes de les incerteses.
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Acabem aqúı aquest caṕıtol, on hem presentat dos dels resultats principals d’a-
questa tesi, ja que permeten obtenir condicions lineals quedonen el disseny de la
llei de control RGC i del controlH∞ per a sistemes interconnectats amb incerte-
ses.



Caṕıtol 4

Control fiable amb cost garantit

En aquest capı́tol presentem el segon eix d’aquest treball. Donem primer la ca-
racteritzacío dels controls descentralitzats fiables i amb cost garantit, que anome-
narem control RGC (Reliable Guaranteed Cost Control). Aquesta caracterització
ser̀a independent del model d’incerteses. Veurem que obtenim una condicío sufi-
cient d’exist̀encia, lligada a la resolució d’una inequacío matricial no lineal. Per
tal de poder-la resoldre, ens caldrà linealitzar-la. Aquesta linealització la durem
a terme utilitzant els resultats del capı́tol 3, tenint present el model d’incerteses
emprat. El resultat que presentem a continuació ser̀a utilitzat en els caṕıtols pos-
teriors per tal de dissenyar el control fiable amb cost garantit.

4.1 Introducció

En aquest apartat presentem el teorema que permet fer el disseny dels controls
descentralitzats fiables i amb cost garantit per a sistemes interconnectats amb in-
certeses i en presència de fallades. Recordem primer els models d’interconnexions
i de fiabilitat ja definits en el Capı́tol 1.

Condicions sobre les interconnexions

Considerem les condicions 1.1 i 1.2, definides en l’Apartat 1.3, sobre el vector
desconegut d’interconxionsgij(t, xj). La primera condicío permet donar al vector
gij certa estructura lineal enxj:

‖gij(t, xj)‖ ≤ ‖Wijxj‖ . (4.1)
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La Condicío 1.2és necess̀aria per tal de facilitar la presentació dels resultats:

Wi :=
N
∑

j=1, j 6=i

W T
ji Wji > 0 . (4.2)

Usarem aquest model d’interconnexió al llarg de tot el caṕıtol.

Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en l’Apartat 1.4, on denot̀avem
peruF

i (t) el control despŕes de fallada i l’expressàvem com una part lineal enui(t)

més una part desconeguda acotada (veure les equacions (1.10)i (1.12)), tal com
reprodüım aqúı:







uF
i (t) = Λiui(t) + φi(ui)

‖φi(ui)‖ ≤ ‖Γiui‖ ,
(4.3)

ambΛi > 0 i Γi ≥ 0 matrius diagonals.

Funció de cost

En l’Apartat 1.3, l’equacío (1.8) defineix la funcío de cost associada a un sistema
format perN subsistemes interconnectats. Després de fallada, l’expressió del cost
és

J =
N
∑

i=1

∫ ∞

0

(

xT
i (t)Qi xi(t) +

(

uF
i (t)

)T
Ri u

F
i (t)

)

dt , (4.4)

on Qi ∈ R
ni×ni i Ri ∈ R

si×si són matrius sim̀etriques semidefinida i definida
positiva, respectivament.
Definim finalment qùe entenem per control fiable amb cost quadràtic garantit. Per
això, ens remetem a la Definició 1.11.

Definició 4.1 (Control RGC). Sigui el sistema format perN sistemes intercon-
nectats després de fallada definit per

ẋi(t) = ∆Aixi(t) + ∆Biu
F
i (t) +

N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj) , (4.5)

on uF
i (t) verifica (4.3). Els controlsui(t) = Kixi(t), i = 1, . . . , N formen un

conjunt de controls fiable amb cost quadràtic garantit (RGC) amb matriu de cost
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Pi > 0 pel sistema (4.5) i amb funció de cost (4.4) si es verifica la següent de-
sigualtat:

N
∑

i=1

(

d

dt
xT

i (t)Pixi(t) + xT
i (t)Qi xi(t) +

(

uF
i (t)

)T
Ri u

T
i (t)

)

< 0 . (4.6)

4.2 Disseny del control RGC

L’objectiu d’aquest caṕıtol és sintetitzar el conjunt de lleis de control fiable des-
centralitzat amb cost quadràtic garantit, realimentades per l’estat:ui(t) = Kixi(t),
i = 1, . . . , N , per al sistema format perN subsistemes interconnectats amb in-
certeses. Cal escollir, per a cada subsistemai, una matriu de guanyKi que as-
seguri que el sistema en llaç tancat sigui estable i amb costacotat. El seg̈uent
teorema presenta la condició suficient per a l’exist̀encia del control realimentat
per l’estat, fiable i de cost garantit, per a subsistemes interconnectats amb incerte-
ses admissibles, independentment del model escollit.

Teorema 4.1 (Disseny RGC).Sota la condicío sobre les interconnexions (4.1),
sigui el sistema (4.5), amb el model de fallada (4.3). Suposem que existeixen
Pi ∈ R

ni×ni matrius sim̀etriques definides positives i matriusKi ∈ R
ni×si , tals

que es verifica la inequació matricial

Mi :=



























Πi ∗ . . . ∗ ∗

GT
i1Pi −Ili . . . ∗ ∗

...
...

. . .
...

...

GT
iNPi 0 . . . −Ili ∗

ΨT
i 0 . . . 0 Ri − Isi



























< 0 , (4.7)

onMi ∈ R
N̄×N̄ , N̄ = ni + (N − 1)li + si, amb

Πi = ĀT
i Pi + PiĀi +Wi +KT

i Γ2
iKi + R̄i ,

Āi = ∆Ai + ∆BiΛiKi ,

R̄i = Qi +KT
i ΛiRiΛiKi ,

Ψi = PiB̄i +KT
i ΛiRi .
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Aleshores el conjunt de lleis de controlui(t) = Kixi(t) és fiable amb cost garantit.
A més a ḿes, si tenim fixat els valors inicialsxi(0) = xi0, el valor corresponent
de la funcío de cost (4.4) satisfà la seg̈uent cota:

J < J̄ =
N
∑

i=1

xT
i0Pixi0 . (4.8)

Nota4.1. En la matriuMi no existeix el termePiGii, per ai = 1, . . . , N .

Nota4.2. Per a cadai, la matriuPi dep̀en de les matrius de fiabilitatΛi i Γi, i per
tant la cotaJ̄ en dep̀en tamb́e.

Demostracío. Si utilitzem el control realimentat per l’estatui(t) = Kixi(t), ob-
tenim que el sistema (4.5)és de fet el sistema en llaç tancat

ẋi(t) = ∆Ai(t) xi(t)+

+∆Bi(t)
(

ΛiKixi(t) + φi (Kixi(t))
)

+
∑N

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj) .

(4.9)

Suposem ara que existeix una matriu simètrica definida positivaPi > 0 tal que la
LMI (4.7) es verifica per a tota incertesa admissible. Per talde demostrar l’estabi-
litat asimpt̀otica del sistema (4.9), considerem la candidata a funció de Lyapunov

V (x(t)) =
N
∑

i=1

xT
i (t)Pixi(t) , (4.10)

onxT (t) = (x1(t)
T , . . . , xN(t)T ). Cal que es verifiquiV (x(t)) > 0 i d

dt
V (x(t)) <

0. A partir d’ara, per a simplificar la notació, ometem la dependència en la variable
temps,t. La condicío V (x) > 0 és certa per hip̀otesi, ja quePi > 0 per a tot
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i = 1, . . . , N , sempre i quanx 6= 0. D’altra banda, tenim que

d
dt
V (x) =

N
∑

i=1

ẋT
i Pixi + xT

i Piẋi

=
N
∑

i=1

[(

∆Aixi + ∆Bi(ΛiKixi + φi) +
N
∑

j=1,j 6=i

Gij gij

)T

Pixi+

+xT
i Pi

(

∆Aixi + ∆Bi(ΛiKixi + φi) +
N
∑

j=1,j 6=i

Gij gij

)]

=
N
∑

i=1

xT
i

[(

∆Ai + ∆BiΛiKi)
TPi + Pi

(

∆Ai + ∆BiΛiKi

)]

xi+

+
N
∑

i=1

φT
i ∆BT

i Pixi + xT
i Pi∆Biφi

+
N
∑

i=1

(

∑

j 6=i

Gij gij

)T

Pixi + xT
i Pi

(

∑

j 6=i

Gij gij

)

.

(4.11)
Considerem ara el vectorzT

i = (xT
i , g

T
i1, . . . , g

T
iN , φ

T
i ), que no cont́e el termegii.

Aquest vectorzi ens permet expressar l’equació (4.11) com una forma bilineal

d

dt
V =

N
∑

i=1

zT
i Ωizi +

∑

j 6=i

gT
ij gij + φT

i φi , (4.12)

onΩi queda definida per

Ωi =



























ĀT
i Pi + PiĀi ∗ . . . ∗ ∗

GT
i1Pi −Idli ∗ . . . ∗

...
...

. ..
...

...

GT
iNPi 0 . . . −Idli ∗

B̄T
i Pi 0 . . . 0 −Idsi



























.

Per tal de verificar qued
dt
V < 0, anem a acotar els termes quadràtics

∑

j 6=i g
T
ij gij

i φT
i φi. Per la Condicío 4.1, tenim que

gT
ij gij ≤ xT

j W
T
ijWijxj .
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Per tant, fent-ne la suma respectei i j,

N
∑

i=1

∑

j 6=i

gT
ij gij ≤

N
∑

i=1

∑

j 6=i

xT
j W

T
ijWijxj .

Si desenvolupem els sumatoris del terme de la dreta, obtenimla seg̈uent igualtat:

N
∑

i=1

∑

j 6=i

xT
j W

T
ijWij xj =

= xT
2W

T
12W12x2 + xT

3W
T
13W13x3 + . . .+ xT

NW
T
1NW1NxN+

+xT
1W

T
21W21x1 + xT

3W
T
23W23x3 + . . .+ xT

NW
T
2NW2NxN + . . .

+xT
1W

T
N1WN1x1 + xT

2W
T
N2WN2x2 + . . .+ xT

N−1W
T
N N−1WN N−1xN−1

= xT
1

(

W T
21W21 + . . .+W T

N1WN1

)

x1 + . . .

=
N
∑

i=1

xT
i

(

∑

j 6=i

W T
jiWji

)

xi .

Per tant, tenim que els vectors d’interconnexió gij estan acotats perxi:

N
∑

i=1

∑

j 6=i

gT
ij gij −

N
∑

i=1

xT
i Wixi ≤ 0 .

Aquestaúltima igualtatés la que ens facilita establir l’estabilitat, ja que permet
incloure aquest terme en la matriuΩi, ja que finalment s’acota el vectorgij(t, xj)

per un factor dexi. D’aqúı la import̀ancia d’imposar la Condició 1.1 sobre les
interconnexions. Anem a acotar ara el tercer terme de (4.12). Usant el model de
fallada (4.3), obtenim que

φT
i (ui)φi(ui) ≤ uT

i Γ2
iui .

Comui = Kixi, tenim
φT

i φi ≤ xT
i K

T
i Γ2

i Kixi .

Aleshores,
φT

i φi − xT
i K

T
i Γ2

i Kixi ≤ 0 .

Per tant, ja tenim el tercer terme de (4.12) acotat per un terme depenent dexi.
PosantWi i KT

i Γ2
iKi en la matriuΩi, l’equacío (4.12) queda transformada en la
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seg̈uent equacío:

d

dt
V =

N
∑

i=1

zT
i Ω̄izi+

N
∑

i=1

(

∑

j 6=i

gT
ij gij−

N
∑

i=1

xT
i Wixi

)

+
N
∑

i=1

(

φT
i φi−x

T
i K

T
i Γ2

i Kixi

)

on araΩ̄i correspon a l’ampliació de la matriuΩi i es defineix per:

Ω̄i =



























ĀT
i Pi + PiĀi +Wi +KT

i Γ2
iKi PiGi1 . . . ∗ ∗

GT
i1Pi −Ili ∗ . . . ∗

...
...

. ..
...

...

GT
iNPi 0 . . . −Ili ∗

B̄T
i Pi 0 . . . 0 −Isi



























.

Per tant, si veiem quēΩi < 0, aleshores tindrem qued
dt
V < 0 ja que els altres

termes śon negatius i el sistema serà asimpt̀oticament estable. Anem a comprovar
que efectivament̄Ωi < 0. En efecte, considerem la següent expressió de la matriu
Ω̄i:

Ω̄i = Mi − zT
i











Qi +KT
i ΛiRiΛiKi ∗ ∗

0 0 ∗

RiΛiKi 0 Ri











zi .

Tenim per hip̀otesi queMi < 0. Per tant, cal comprovar que el segon terme restant
és semidefinit positiu, que ho serà si la matriu interioŕes definida positiva. Com
Ri > 0, podem aplicar-hi els complements de Schur, obtenint

Qi +KT
i ΛiRiΛiKi − (KT

i ΛiRi)R
−1
i (RiΛiKi) = Qi ≥ 0 .

Per tant,́es cert quēΩi < 0 i els subsistemes en llaç tancat (4.9) són asimpt̀otica-
ment estables.

Falta veure ara que el controlés de cost garantit i fiable. Per això, cal que es
verifiqui l’acotacío (4.6) de la Definicío 4.1. Sigui doncs l’expressió del cost
respecte el controluF

i (t):

J =
N
∑

i=1

∫∞

0

(

xT
i Qixi + (uF

i )TRiu
F
i

)

dt

=
N
∑

i=1

∫∞

0

(

xT
i Qixi + (φT

i + uT
i Λi)Ri(Λiui + φi)

)

dt .
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Com el control es troba realimentat per l’estat,és a dirui = Kixi, l’expressío
anteriorés de fet

J =
N
∑

i=1

∫ ∞

0

(

xT
i (Qi +KT

i ΛiRiΛiKi)xi + φT
i Riφi+

+φT
i RiΛiKixi + xT

i K
T
i ΛiRiφi

)

dt .

Un cop tenim el cost expressat en funció del model de fiabilitat, cal verificar la
inequacío (4.6). Per tant, cal verificar si la següent inequacío és certa:

N
∑

i=1

d

dt
(xT

i Pixi) + xT
i

(

Qi +KT
i ΛiRiΛiKi

)

xi + φT
i Riφi+

+φT
i RiΛiKixi + xT

i K
T
i ΛiRiφi =

N
∑

i=1

zT
i Mizi < 0 , (4.13)

queés cert per hip̀otesi. Encara ḿes, a partir de l’equació (4.13), es verifica la
seg̈uent desigualtat:

N
∑

i=1

xT
i Qixi + (uF

i )TRiui < −
N
∑

i=1

d

dt
(xT

i Pixi) .

Integrant ambdues bandes entre0 i ∞, i usant queV (x(t)) → 0 quant tendeix a
∞ per estabilitat asimptòtica, tenim que el cost està acotat en la forma

J(xi, u
F
i ) <

N
∑

i=1

xT
i0Pixi0 .

Això completa la demostració del Teorema 4.1.

Acabem de donar el teorema que ens permet dissenyar el control RGC per a sis-
temes interconnectats amb incerteses, que contempla tant fallades parcials com
totals en els subsistemes.

Presentem a continuació una proposicío que expressa la desigualtat (4.7) del Teo-
rema 4.1 d’una manera ḿes aplicable, sobretot quan es treballa amb el model
d’incerteses polit̀opic o convex. Per a dur a terme aquest pas, ens cal suposar que
la matriu de costRi verifica que

Ri − Idsi
< 0 ,

mentre queQi ha de ser invertible. Per això, suposarem queQi > 0.
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Proposició 4.1. Sota la condicío sobre les interconnexions (4.1), sigui el sistema
(4.5), amb el model de fallada (4.3). Siguin les matriusQi > 0 i Ri > 0 tal que
Ri − Idsi

< 0. Si existeixen matriusPi simètriques definides positives i matrius
Ki verificant la seg̈uent desigualtat matricial:



































(∆Ai + ∆Bi(Λi + (Id−Ri)
−1RiΛi)Ki)

TPi + (∗) ∗

(

GT
i

∆BT
i

)

Pi

(

−Id ∗

0 Ri − Id

)

Id 0





Γi

Λi

RiΛi



Ki 0

∗ ∗

∗ ∗

(

−Q−1
i ∗

0 −W−1
i

)

∗

0





−R−1
i ∗ ∗

0 −Id ∗

0 0 Ri − Id



































< 0 , (4.14)

aleshores, les matriusPi i Ki verifiquen la desigualtat (4.7) i el conjunt de con-

trols ui = Kixi, i = 1, . . . , N , és RGC amb cota del cost̄J :=
N
∑

i=1

xT
i0Pixi0.

Demostracío. ConsideremGT
i = (Gi1, . . . , GiN)T . Aleshores, la matriuMi en

(4.7) s’expressa de la següent manera:









(∆Ai + ∆BiΛiKi)
T Pi + (∗) + Wi + Qi + KT

i

(

Γ2

i + ΛiRiΛi

)

Ki ∗ ∗

GT
i Pi −Id ∗

∆BT
i Pi + RiΛiKi 0 Ri − Id









< 0 .

(4.15)
Usant els complements de Schur, convertirem (4.15) en (4.14). Hem de fer dues
modificacions. Primer descomposem el termeKT

i (Γ2
i + ΛiRiΛi)Ki deMi de la
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seg̈uent manera, aplicant els complements de Schur (obviem la resta dels termes
de (4.15)),

KT
i (Γ2

i + ΛiRiΛi)Ki ⇒













. . . KT
i (Λi,Γi)





Λi

Γi



Ki

(

−R−1
i 0

0 −I

)













.

El segon paśes linealitzar el terme mixte∆BT
i Pi +RiΛiKi, que necessitarà més

manipulacío. Aplicant els complements de Schur a tota la inequació (4.15), obte-
nim el terme

(Pi∆Bi +KT
i ΛiRi)(I −Ri)

−1(∆BT
i Pi +RiΛiKi)

queés equivalent a

Pi∆Bi(I −Ri)
−1∆BT

i Pi +KT
i ΛiRi(I −Ri)

−1RiΛiKi+

+Pi∆Bi(I −Ri)
−1RiΛiKi +KT

i ΛiRi(I −Ri)
−1∆BT

i Pi . (4.16)

Per Schur, podem afegir aquest terme en la posició 1-1 de (4.15) i obtenir aixı́ la
inequacío matricial (4.14). En efecte, l’equació (4.16) permet expressar (4.15) de
la seg̈uent manera:











. . .+ (∆Bi(I −Ri)
−1RiΛiKi)

TPi + (∗) ∗ ∗

∆BiPi Ri − I ∗

RiΛiKi 0 Ri − I











.

Obtenim aix́ı que siPi i Ki verifiquen (4.14), tamb́e verifiquen (4.7). Recordem
que per poder aplicar els complements Schur, cal que els termes diagonals siguin
definits negatius, fet que es verifica en aquest cas. Aixı́ queda demostrada aquesta
proposicío.

En aquest apartat hem enunciat i demostrat el teorema que caracteritza el control
RGC realimentat per l’estat, anomenat aixı́ ja que a ḿes a ḿes d’assegurar el cost
del sistema, tamb́e permet un cert nivell de fallades. En aquest teorema, la carac-
teritzacío es basa en suposar que certa inequació matricial no lineal t́e solucío. Cal
tenir present que obtenim una condició suficient,és a dir, que poden existir con-
trola fiables amb cost garantit que no verifiquin aquesta inequacío matricial. La
import̀ancia d’aquest resultat radica en donar una condició en forma de inequació
matricial, independentment del model d’incerteses escollit.



Caṕıtol 5

Incerteses normades

En aquest capı́tol desenvolupem metodologies pel disseny del control fiable i des-
centralitzat amb cost quadràtic garantit, usant la realimentació d’estat, per aN
sistemes interconnectats amb incerteses acotades o normades. Tractem el proble-
ma de fiabilitat davant d’una fallada del controlador, junt amb el problema del cost
garantit. Investiguem dos problemes que no tenen encara unasolucío complerta
per a aquests tipus de sistemes. Els resultats claus i originals śon la definicío i de-
mostracío d’una proposicío que caracteritza, per mitjà de les inequacions lineals
matricials, el control descentralitzat fiable amb cost quadràtic garantit. Per aix̀o,
recollim tots els resultats obtinguts fins el moment i referenciats en els capı́tols
anteriors, aix́ı com els que hem obtinguts nosaltres, en particular el Teorema 4.1.

Ens centrem en el model d’incerteses normades, deixant l’estudi dels dos altres
models d’incerteses per a capı́tols posteriors. Aquesta separació per m̀etodeśes
deguda a que l’estructura de les incerteses varia força d’un model a l’altre. Per tal
d’aprofitar al m̀axim aquesta estructura, la metodologia empradaés diferent. En
aquest caṕıtol, aprofitem l’acotacío que verifiquen les matrius d’incerteses∆(t)

per tal d’obtenir una caracterització LMI. Primer fem una breu introducció on
definim els sistemes i els models d’incerteses i de fiabilitat, per passar després a
enunciar i demostrar la proposició central d’aquest capı́tol.
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5.1 Introducció

Considerem el sistema format perN subsistemes interconnectats d’equació


















ẋi(t) = (Ai + ∆Ai(t)) xi(t) + (Bi + ∆Bi(t)) ui(t) +
N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj)

xi(0) = xi0 , i = 1, . . . , N ,
(5.1)

on xi ∈ R
ni és l’estat del subsistemai, ui ∈ R

si és el control del subsistemai,
Ai ∈ R

ni×ni és la matriu d’estat,Bi ∈ R
ni×si és la matriu de control. El vector

desconegutgij(t, xj) ∈ R
li representa les interconnexions sobre el subsistemai,

mentre queGij ∈ R
ni×li és la matriu constant d’interconnexió entre el subsistema

i i el subsistemaj. S’assumeix que els vectorsgij(t, xj) són continus i suficient-
ment diferenciables enxj i continus a trossos ent.

Model d’interconnexió

Considerem el model d’interconnexió presentat en l’Apartat 1.3, on hem donat
les Condicions 1.1 i 1.2 que verifica sobre el vector desconegut d’interconxions
gij(t, xj):

‖gij(t, xj)‖ ≤ ‖Wijxj‖ . (5.2)

Wi :=
N
∑

j=1, j 6=i

W T
ji Wji > 0 . (5.3)

Condicions sobre les incerteses

El model d’incerteses que consideremés el definit en l’Apartat 1.1.1:






∆Ai(t)) = Di∆i(t)E1i

∆Bi(t)) = Di∆i(t)E2i .
(5.4)

Les matriusDi, E1i i E2i són matrius donades, constants, reals de dimensions
ni × mi, pi × ni i pi × si, respectivament. Les matrius desconegudes∆i(t) ∈

R
mi×pi satisfan∆T

i (t)∆i(t) ≤ Idpi
. Degut a aquesta condició, aquest model rep

el nom de model d’incerteses acotades o normades. Cal tenir present que aquesta
descomposició noésúnica.
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Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en l’Apartat 1.4, on denot̀avem
peruF

i (t) el control despŕes de fallada i l’expressàvem com una part lineal enui(t)

més una part desconeguda acotada (veure les equacions (1.10)i (1.12)), tal com
reprodüım aqúı:







uF
i (t) = Λiui(t) + φi(ui)

‖φi(ui)‖ ≤ ‖Γiui‖ ,
(5.5)

ambΛi > 0 i Γi ≥ 0.

Funció de cost

En l’Apartat 1.3, l’equacío (1.8) defineix la funcío de cost associada a un sistema
format perN subsistemes interconnectats. Després de fallada, l’expressió del cost
queda

J(x, uf ) =
N
∑

i=1

∫ ∞

0

(

xT
i (t)Qi xi(t) + uF

i (t)T Ri u
F
i (t)

)

dt , (5.6)

onQi ≥ 0 i Ri > 0 són matrius sim̀etriques.

5.2 Disseny del control RGC

Presentem a continuació l’aproximacío LMI que permet construir les lleis de con-
trol descentralitzat fiables amb cost garantit. L’objectiud’aquest apartat́es obtenir
una LMI que no depengui de la matriu d’incerteses∆i(t) i asseguri cost quadràtic.
Veurem, durant la demostració d’aquest resultat, quées necessari imposar una cer-
ta condicío entre la matriu de costRi i E2i. Això ens implica que si volem obtenir
cert nivell de fiabilitat, perdem llibertat en escollir la funció de cost, i per tant no
podem considerar qualsevol funció de rendiment. Tampoc podrem fer qualsevol
descomposició de la matriu de control∆Bi.

Condicío 5.1. Existeix una constantδi > 0 tal que

0 < E2i(Idsi
−Ri)

−1ET
2i < δiIdpi

, (5.7)

on existeix(Idsi
−Ri)

−1.

Aix ò fa certa la condició Ri − Idsi
< 0. Necessitem també una condicío extra

sobre les incerteses.
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Condicío 5.2. Les matrius d’incerteses verifiquen, per a tott,

∆i(t)∆
T
i (t) ≤ Idmi

. (5.8)

Per tant, si volem fiabilitat, no noḿes obtenim restriccions sobre la matriuRi,
sino tamb́e sobre la descomposició de les incerteses de la matriu de control∆Bi.
Com tenim llibertat per a escollir les matriusE2i, això no implica ḿes dificultat
en la resolucío del problema, però śı que amplia el sistema LMI, ja que afegeix
una LMI. En efecte, la Condició 5.1és equivalent a





δiIdpi
∗

ET
2i Ri − Idsi



 > 0 . (5.9)

Enunciem a continuació la proposicío que caracteritza el RCCControl per mitjà
de les t̀ecniques LMIs.

Proposició 5.1. Sigui el sistema (5.1) amb el model de fiabilitat (5.5), les condi-
cions (5.2)–(5.3) sobre les interconnexions, i les condicions adicionals (5.7)–
(5.8). Sigui la funcío de cost (5.6). Suposem que existeixen paràmetres cons-
tantsβ1i > 0, β2i > 0, β3i > 0, β4i > 0, matrius sim̀etriques definides positives
Xi ∈ R

ni×ni i matriusYi ∈ R
si×ni , tals que per a cadai = 1, . . . , N , la LMI





Pi1 Pi2

P T
i2 Pi3



 < 0 (5.10)

és viable. Els termes d’aquesta LMI són

Pi1 = XiA
T
i +AiXi + BiΛiYi+Y

T
i ΛiB

T

i +
∑

j 6=i

Gij G
T
ij + BiRiB

T
i + µiDiD

T
i ,

amb
Ri = (Idsi

−Ri)
−1

Bi = Bi(Idsi
+RiRi)

µi = δi + β1i + β2i + β3i

Pi2 =
(

XiE
T
1i , Xi , Xi , YiΛiE

T
2i , Y T

i Γi , Y T
i Λi , Y T

i ΛiRi , Y T
i ΛiRiRiE

T
2i , BiRiE

T
2i

)
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Pi3 =



























−β1i 0 . . . 0

0 −W−1

i

−Q−1

i

−β2i

... −Idsi

...
−R−1

i

Ri − Idsi

−β3i 0

0 . . . 0 −β4i



























.

Aleshores, el conjunt de controls descentralitzats lineals

ui(t) = Kixi(t) = YiX
−1
i xi(t), i = 1, . . . , N , (5.11)

formen un conjunt de controls RGC i es verifica que

J(x, uF ) <
N
∑

i=1

xT
i0X

−1
i xi0 . (5.12)

Demostracío. Volem aplicar el Teorema 4.1 per tal de poder afirmar que el control
és RGC. Per aix̀o, a partir de les hip̀otesis de la Proposició 5.1, cal obtenir la
inequacío matricial linealMi < 0, definida en (4.7). Calculem els complements
de Schur deMi:

Si := Πi − (PiGi1, . . . , PiGiN ,Ψi)











−Idli

.. .

−Idli

Ri − Idsi











−1









GT
i1Pi

...
GT

i1Pi

ΨT
i











,

Si = Πi +
∑

j 6=i

PiGijG
T
ijPi − Ψi(Ri − Idsi

)−1ΨT
i . (5.13)

Pel Lema de Schur, tenim queMi < 0 ⇔ Si < 0 i els termes diagonals deMi

són definits negatius. Si veiem que, per les hipòtesis del present teorema,Si < 0,
aleshores tindrem queMi < 0 i podrem aplicar la tesi del Teorema 4.1. Per veure
comésSi en el nostre cas, hi substituı̈m el model d’incerteses normades 5.4. Per
claretat en la notació, ometem la dimensió de la matriu identitat:Idsi

= Id.
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Aleshores,

Si =
(

Ai +Di∆i(t)E1i

)T

Pi + Pi

(

Ai +Di∆i(t)E1i

)

+
[(

Bi +Di∆i(t)E2i

)

ΛiKi

]T

Pi + Pi

[(

Bi +Di∆i(t)E2i

)

ΛiKi

]

+Wi +KT
i Γ2

iKi +Qi +KT
i ΛiRiΛiKi + Pi

(

∑

j 6=iGijG
T
ij

)

Pi

−
[

Pi(Bi +Di∆i(t)E2i) +KT
i ΛiRi

]

(Ri − Idsi
)−1
[

Pi(Bi +Di∆i(t)E2i) +KT
i ΛiRi

]T

(5.14)
Usant que−(Ri − Idsi

)−1 = (Idsi
− Ri)

−1 = Ri i desenvolupant els primers
termes de l’equació (5.14), obtenim

Si = AT
i Pi + PiAi +

(

BiΛiKi

)T

Pi + Pi

(

BiΛiKi

)

+
(

Di∆i(t)E1i

)T

Pi + Pi

(

Di∆i(t)E1i

)

+Pi

(

Di∆i(t)E2iΛiKi

)

+
(

Di∆i(t)E2iΛiKi

)T

Pi

+Wi +KT
i Γ2

iKi +Qi +KT
i ΛiRiΛiKi + Pi

(

∑

j 6=iGijG
T
ij

)

Pi

+
[

Pi

(

Bi +Di∆i(t)E2i

)

+KT
i ΛiRi

]

Ri

[

Pi

(

Bi +Di∆i(t)E2i

)

+KT
i ΛiRi

]T

.

(5.15)
Usem ara la desigualtat matricial estàndard (DME):

∀A,B matrius, β > 0 ⇒ ATB +BTA ≤ βATA+
1

β
BTB .

Aquesta propietat ens permet treure la dependència de la inequació (5.15) en la
matriu d’incerteses∆i(t) i acotar-la. Considerem els termes en∆i(t) de (5.15) i
anem a acotar-los usant DME.

Siguin els dos primers termes en∆i(t) de (5.15) i siguiβ1i > 0. Aleshores,

Pi(Di∆i(t)E1i) + (Di∆i(t)E1i)
TPi = (DT

i Pi)
T ∆i(t)E1i + (∆i(t)E1i)

TDT
i Pi

≤ βi1PiDiD
T
i Pi + 1

β1i
ET

1i∆
T
i (t)∆i(t)E1i

≤ βi1PiDiD
T
i Pi + 1

β1i
ET

1iE1i .
(5.16)
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Considerem ara el següent terme en∆i(t), i tornem a utilitzar la desigualtat
DME per treure’n la dependència en l’incertesa. Per això, consideremβi2 > 0.
Aleshores,

(Di∆i(t)E2iΛiKi)
TPi + Pi(Di∆i(t)E2iΛiKi) =

= (∆i(t)E2iΛiKi)
TDT

i Pi + PiDi(∆i(t)E2iΛiKi)

≤ βi2PiDiD
T
i Pi + 1

βi2
KT

i ΛiE
T
2i∆

T
i (t)∆i(t)E2iΛiKi

≤ βi2PiDiD
T
i Pi + 1

βi2
KT

i ΛiE
T
2iE2iΛiKi .

(5.17)

Considerem ara l’últim terme de (5.15) i en fem l’expansió:

PiBiRi(PiBi)
T +KT

i ΛiRiRi(K
T
i ΛiRi)

T +

+PiBiRi(K
T
i ΛiRi)

T +KT
i ΛiRiRi(PiBi)

T

+PiDi∆i(t)E2iRi(K
T
i ΛiRi)

T +KT
i ΛiRiRi(PiDi∆i(t)E2i)

T

+PiBiRi(PiDi∆i(t)E2i)
T + PiDi∆i(t)E2i(PiBiRi)

T

+PiDi∆i(t)E2iRi(PiDi∆i(t)E2i)
T .

(5.18)

Anem ara a acotar els termes en∆i(t) de (5.18), per ordre d’aparició. El primer
és doncs:

PiDi∆i(t)E2iRi(K
T
i ΛiRi)

T +KT
i ΛiRiRi(PiDi∆i(t)E2i)

T

= (DT
i Pi)

T
(

∆i(t)E2iRiRiΛiKi

)

+
(

∆i(t)E2iRiRiΛiKi

)T

DT
i Pi

≤ β3iPiDiD
T
i Pi + 1

β3i
KT

i ΛiRiRiE
T
2i ∆T

i (t)∆i(t) E2iRiRiΛiKi

≤ β3iPiDiD
T
i Pi + 1

β3i
KT

i ΛiRiRiE
T
2i E2iRiRiΛiKi , (5.19)

per aβ3i > 0 constant i per a tota incertesa admissible.

Anem a acotar ara el seguënt terme en∆i(t) de (5.18). Per aix̀o, considerem
β4i > 0. Aleshores, tenint en compte que∆T

i (t)∆i(t) ≤ Id,

PiBiRi(PiDi∆i(t)E2i)
T + PiDi∆i(t)E2iRi(PiBi)

T

= (DT
i Pi)

T ∆i(t)E2iRiB
T
i Pi +

(

∆i(t)E2iRiB
T
i Pi

)T

DT
i Pi

≤ β4iPiDiD
T
i Pi + 1

β4i
PiBiRiE

T
2i E2iRiB

T
i Pi .

(5.20)
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Finalment, l’́ultim terme de (5.18) a acotarés:

PiDi∆i(t)E2iRi[PiDi∆i(t)E2i]
T .

De les condicions 5.1 i 5.2 sobre les incerteses, treiem que es pot acotar de la
seg̈uent manera:

PiDi∆i(t)E2iRiE
T
2i∆

T
i (t)DiPi

≤ δiPiDi∆i(t)∆
T
i (t)DiPi

≤ δiPiDiD
T
i Pi ,

(5.21)

per a certδi > 0 donat.

De les inequacions (5.16)-(5.21) que acabem d’establir, resulta que l’equació
(5.15) verifica, per aβi1, βi2, βi3 i βi4 positius donats,

Si ≤ AT
i Pi + PiAi + (BiΛiKi)

TPi + Pi(BiΛiKi)+

+βi1PiDiD
T
i Pi + 1

β1i
ET

1iE1i

+β2iPiDiD
T
i Pi + 1

β2i
KT

i ΛiE
T
2iE2iΛiKi

+Wi +KT
i Γ2

iKi +Qi +KT
i ΛiRiΛiKi + Pi(

∑

j 6=iGijG
T
ij)Pi

+β3iPiDiD
T
i Pi + 1

β3i
KT

i ΛiRiRiE
T
2i E2iRiRiΛiKi

+β4iPiDiD
T
i Pi + 1

β4i
PiBiRiE

T
2i E2iRiB

T
i Pi

+PiBiRi(PiBi)
T +KT

i ΛiRiRi(K
T
i ΛiRi)

T

+KT
i ΛiRiRi(PiBi)

T + PiBiRi(K
T
i ΛiRi)

T

+δiPiDiDiPi .

(5.22)

Cal imposar ara que l’equació (5.22)és definida negativa:Si < 0. Abans, intro-
düım les matriusXi > 0 simètrica iYi tals que







Pi = X−1
i ,

Ki = YiX
−1
i .

Substituint-les en (5.22), obtenim la següent inequacío matricial, on

µi = βi1 + βi2 + βi3 + βi4 + δi
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Wi =
∑

j 6=i

W T
jiWji ,

obtenim

Si ≤ AT
i X

−1
i +X−1

i Ai + (BiΛiYiX
−1
i )TX−1

i +X−1
i (BiΛiYiX

−1
i )

+ 1
βi1
ET

1iEi1 + 1
βi2
X−1

i Y T
i ΛiE

T
2i E2iΛiYiX

−1
i

+Wi +X−1
i Y T

i Γ2
iYiX

−1
i +Qi +X−1

i Y T
i ΛiRiΛiYiX

−1
i +X−1

i

(

∑

j 6=i

GijG
T
ij

)

X−1
i

+ 1
β3i
X−1

i Y T
i ΛiRiRiE

T
2i E2iRiRiΛiYiX

−1
i

+ 1
β4i
X−1

i BiRiE
T
2i E2iRiB

T
i X

−1
i

+X−1
i BiRi[X

−1
i Bi]

T +X−1
i Y T

i ΛiRiRi[X
−1
i Y T

i ΛiRi]
T

+X−1
i Y T

i ΛiRiRi[X
−1
i Bi]

T +X−1
i BiRi[X

−1
i Y T

i ΛiRi]
T

+µiX
−1
i DiDiX

−1
i .

(5.23)
Pre- i post-multiplicant totes dues bandes de la desigualtat (5.23) perXi, tenim

Si ≤ XiA
T
i + AiXi + (BiΛiYi)

T +BiΛiYi+

+ 1
β1i
XiE

T
i EiXi + 1

β2i
Y T

i ΛiE
T
2iE2iΛiYi

+XiWiXi + Y T
i Γ2

iYi +XiQiXi + Y T
i ΛiRiΛiYi +

∑

j 6=i

GijG
T
ij

+ 1
β3i
Y T

i ΛiRiRiE
T
2iE2iRiRiΛiYi

+ 1
β4i
BiRiE

T
2iE2iRiB

T
i

+BiRiB
T
i + Y T

i ΛiRiRiRiΛiYi

+Y T
i ΛiRiRiB

T
i +BiRiRiΛiYi

+µiDiDi .
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Reagrupant els termes convenientment, obtenim

Si ≤ XiA
T
i + AiXi + µiDiD

T
i +BiRiB

T
i +

∑

j 6=i

GijG
T
ij

+Y T
i Λi

(

RiRi + Id
)

BT
i +Bi

(

RiRi + Id
)

ΛiYi

+ 1
β1i
XiE

T
1iE1iXi +XiWiXi +XiQiXi

+ 1
β2i
Y T

i ΛiE
T
2iE2iΛiYi + Y T

i Γ2
iYi

+Y T
i ΛiRiΛiYi + Y T

i ΛiRiRiRiΛiYi

+ 1
β3i
Y T

i ΛiRiRiE
T
2iE2iRiRiΛiYi

+ 1
β4i
BiRiE

T
2iE2iRiB

T
i .

(5.24)

Per Schur, veure que l’equació (5.24)és definida negativáes equivalent a que es
verifiqui (5.10). Per tant, com tenim per hipòtesi que (5.10) té solucío, resulta que
Si < 0, d’onMi < 0. Pel Teorema 4.1, el conjunt de controlsui(t), i = 1, . . . , N ,
definit en (5.11)́es doncs fiable i de cost quadràtic garantit i es verifica la cota del
cost (5.12), quedant demostrada la proposició.

Nota 5.1. En (5.23), tenim queSi ≤ AT
i X

−1
i + . . . < 0. Per tal d’obtenir les

hipòtesis del Teorema 5.1, cal fer les pre- i post-multiplicacions perXi. Per tant,
obtenim de fet queXiSiXi ≤ Xi(A

T
i + . . .)Xi < 0. Aquestáultima desigualtat́es

certa aplicant Schur a les hipòtesis del teorema. Per tant, obtenim queXiSiXi < 0

i comXi > 0, això noḿes podr̀a ser cert siSi < 0, es pot aplicar el Teorema 4.1.

Acabem de dissenyar el control fiable amb cost quadràtic garantit, per a sistemes
interconnectats amb incerteses normades. Aquest disseny es basa en trobar ma-
trius Xi i Yi tal que fan viable certa LMI. Aquest fet facilita la seva resolució
numèrica. A continuacío presentem un exemple ilustratiu de l’eficàcia del nostre
mètode.

5.3 Independ̀encia en les condicions inicials

Per tal d’implementar el control descentralitzat que proposem, hem de resoldre el
seg̈uent problema:
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Σi0: Donat un valor inicialxi0, trobar(Xi, Yi, βi1, βi2, βi3, βi4, δi) tal
que (5.9)–(5.10) śon viables.

La cota (5.12) de la funció de cost dep̀en de les condicions inicials. Per tal de
treure’n la depend̀encia, assumim que els valors inicials del vector d’estat són
vectors aleatoris de mitjana zero, amb matriu de covariànciaE(xi0 x

T
i0) = Id, on

E(·) és l’operador esperança. Aleshores, es pot escriure la cota com

E(J) <
N
∑

i=1

tr (X−1
i ) .

Considerem ara la matriu simètricaZi tal queZi > X−1
i . Aquesta matriu permet

transformar el problema anterior en el problema següent:

Σi: Minimitzar tr(Zi) sobre(Xi, Yi, βi1, βi2, βi3, βi4, δi, Zi) satisfent
(5.9)–(5.10) i





−Zi Ini

Ini
−Xi



 < 0 . (5.25)

Aquest problema s’ha de resoldre per a cadai = 1, . . . , N , per tal d’acotar el
cost corresponent a tot el sistema interconnectat. El problemaΣi té una variable
addicional i una LMI de ḿes a resoldre, però el resultat que s’obté és ḿes general
que l’anterior problemaΣi0.

5.4 Aplicació numèrica

Presentem a continuació un exemple num̀eric que demostra l’efic̀acia del m̀etode.
Sigui el sistema interconnectat amb incerteses (5.1), format per tres sistemes 2-
dimensionals:ni = 2, si = 1,∀i = 1, 2, 3. Les matrius del sistema i les matrius
d’incerteses śon les seg̈uents:

S1 :

{

A1 =

[

0.1 0

0 1

]

, B1 =

[

2

1

]

, G12 =

[

0.01

0

]

, G13 =

[

0

0.1

]}

S2 :

{

A2 =

[

0.1 −1

0 1

]

, B2 =

[

1

0.5

]

, G21 =

[

0.04

0

]

, G23 =

[

0

0.1

]}

S3 :

{

A3 =

[

1 −0.1

1 1

]

, B3 =

[

1

1

]

, G31 =

[

0

0.2

]

, G32 =

[

0

0.1

]}

.

Els vectors d’interconnexió gij(t, xj) estan acotats perWij = diag(0.1, 0.1), per
a toti, j. Les matrius d’incerteses estan definides, per a cadai = 1, . . . , N , de la
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seg̈uent forma:

Di =

[

0.1 0

0 0

]

, E1i = [0 1], E2i = [0.1] .

Considerem les matrius de costRi = [0.7], Qi = diag(0.01, 0.01), mentre que
segons el model de fallada considerat, tenim que:

Λ1 = 0.7,Γ1 = 0.1 ,

Λ2 = 0.9,Γ2 = 0.1 ,

Λ3 = 0.9,Γ3 = 0.2 .

Aplicant la Proposicío 5.1 i resolent el problemaΣi0, amb les condicions inicials

xi0 = [1, 0.5]T , i = 1, 2, 3 ,

obtenim les seg̈uents matrius de guany:

K1 = [4.5266,−19.9210] ,

K2 = [2.4168,−18.7301] , (5.26)

K3 = [51.0367,−88.1536] ,

que permeten calcular les lleis de control descentralitzati realimentat per l’estat.
La cota del cost́es, en aquest cas,̄J = 8.9305.

Si volem obtenir una cota independent de les condicions inicials, ens cal resoldre
el problemaΣi, per ai = 1, 2, 3, obtenint:

K1 = [0.4181,−4.2939] ,

K2 = [0.3922,−6.5882] , (5.27)

K3 = [1.2621,−7.6932] .

En aquest cas, la cota del cost valJ̄ = 29.5700.

Amb el toolbox LMI del programa Matlab, hem definit la funció seg̈uent, que ens
permet resoldre la Proposició 5.1.

function [K,J]=resolmi(n,s)

% Definicio de les variables

setlmis([]);

X=lmivar(1,[n,1]); Y=lmivar(2,[s,n]); b1=lmivar(1,[1, 1]);

b2=lmivar(1,[1,1]); b3=lmivar(1,[1,1]); deltai=lmivar (1,[1,1]);
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Zi=lmivar(1,[n,1]);

% Fitxers de dades i definicio matrius

dades; ID=eye(s); Rinv=inv(ID-R); B1=LAM*(ID+R*Rinv)*B ’;

C1=B*Rinv*B’+G1*G1’+G2*G2’;

E2=LAM*E2i’; R1=LAM*R; Q2=-inv(Q); Wi=-inv(W’*W); R2=-i nv(R);

Q5=R-ID;

% lmi 1: LMI (5.10) de la proposici ó 5.1

%Primera fila

lmiterm([1 1 1 X],A,1,’s’);

lmiterm([1 1 1 -Y],1,B1,’s’);

lmiterm([1 1 1 0],C1);

lmiterm([1 1 1 deltai],1,D*D’);

lmiterm([1 1 1 b1],1,D*D’);

lmiterm([1 1 1 b2],1,D*D’);

lmiterm([1 1 1 b3],1,D*D’);

lmiterm([1 1 1 deltai],1,D*D’);

% Segons termes de la fila 1

lmiterm([1 1 2 X],1,E1i’);

lmiterm([1 1 3 X],1,1);

lmiterm([1 1 4 X],1,1);

lmiterm([1 1 5 -Y],1,E2);

lmiterm([1 1 6 -Y],1,GA);

lmiterm([1 1 7 -Y],1,LAM);

lmiterm([1 1 8 -Y],1,R1);

lmiterm([1 1 9 -Y],1,R1*Rinv*E2i’);

lmiterm([1 1 10 0],B*Rinv*E2i’);

%Termes diagonal

lmiterm([1 2 2 b1],-1,1);

lmiterm([1 3 3 0],Wi);

lmiterm([1 4 4 0],Q2);

lmiterm([1 5 5 b1],-1,1);

lmiterm([1 6 6 0],-1);

lmiterm([1 7 7 0],R2);

lmiterm([1 8 8 0],R-ID);

lmiterm([1 9 9 b3],-1,1);

lmiterm([1 10 10 b2],-1,1);

% Variables positives

lmiterm([-2 1 1 X],1,1);

lmiterm([-3 1 1 b1],1,1);

lmiterm([-4 1 1 b2],1,1);
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lmiterm([-5 1 1 b3],1,1);

lmiterm([-6 1 1 deltai],1,1);

lmiterm([-7 1 1 Zi],1,1);

lmiterm([8 1 1 deltai],-1,1);

lmiterm([8 1 1 0],M);

lmiterm([9 1 1 Zi],-1,eye(n));

lmiterm([9 1 2 0],eye(n));

lmiterm([9 2 2 X],-1,1);

lmi1=getlmis;

Per a resoldre el problemaΣi0, utlitzem les intruccions de viabilitat:

[tmin,xfeas]=feasp(lmi1); X1=dec2mat(lmi1,xfeas,X);

Y1=dec2mat(lmi1,xfeas,Y); K=Y1*inv(X1);

%Valor inicial

x0=[1;0.5];

J=x0’*inv(X1)*x0;

Per a resoldre el problemaΣi, cal utilitzar la instruccío mincx , que minitza la
relacío cx sota condicions LMI:

c=mat2dec(lmi1,0,0,0,0,0,0,eye(n)); options=[1e-5 0 0 0 0];

[copt,xopt]=mincx(lmi1,c,options); X1=dec2mat(lmi1,x opt,X);

Y1=dec2mat(lmi1,xopt,Y); K=Y1*inv(X1); Z=dec2mat(lmi1 ,xopt,Zi);

J=trace(Z);

A continuacío, en les figures 5.1, 5.2 i 5.3, presentem la resposta temporal del
sistema amb els control (5.26). Hem escollit els següent valors per a les matrius
d’incerteses, vectors d’interconnexió i vector de fiabilitat, respectivament:

∆i(t) = sin(t)

gij = 0.005 xj

φi = 0.005 ui
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Caṕıtol 6

Model polit òpic

En aquest capı́tol tractem sistemes interconnectats, amb incerteses de tipus poli-
tòpic, dependents d’un vector paramètric α (veure Apartat 1.1.3). Enunciem els
resultats que ens permeten dissenyar el control realimentat per l’estat, que assegu-
ra estabilitat, fiabilitat i cost quadràtic garantit. Aprofitant l’estructura paramètrica
del sistema, utilitzarem funcions de Lyapunov paramètriques. El fet d’usar fun-
cions de LyapunovV (t, α) solventa el problema de la rigidesa de l’estabilitat
quadr̀atica en front a petites variacions dels paràmetres o a param̀etres dependents
del temps.

Donarem un disseny que es basa en les tècniques LMIs. En aquest sentit, usarem
els resultats enunciats en el Capı́tol 3, on hem presentat tècniques per a separar
les variables de Lyapunov de les dades del sistema (Proposició 3.1 i Teorema 3.3).
La majoria de formulació LMI t é que la funcío de Lyapunov usada per a testar
el comportament del sistema apareix multiplicant les variables del controlador.
Aquest fet porta a restriccions innecessàries en el conjunt de solucions i limita
l’ ús pr̀actic d’aquests m̀etodes. Aquesta feblesaés superada usant variables auxi-
liars, tal com hem deduı̈t en el Caṕıtol 3, aix́ı com reemplaçant usant funcions de
Lyapunov param̀etriques per tal d’obtenir eines més acurades i reduı̈r el grau de
conservadorisme inherent als problemes de control robust.

L’avantatge de l’́us de les LMIs que obtenim en front de les LMI clàssiqueśes que
permeten utilitzar funcions de Lyapunov sense perdre la linealitat param̀etrica en
α. Habitualment, quan tant les matrius del sistema com la funció de Lyapunov śon
param̀etriques, s’obtenen equacions quadràtiques en el paràmetreα, que obliga a
emprar t̀ecniques d’optimització convexa que compliquen notablement la resolu-
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ció del problema d’estabilitat.

Al final del caṕıtol presentem una aplicació num̀erica, que permet il·lustrar la
bondat del m̀etode.

6.1 Introducció

Sigui el conjunt deN sistemes interconnectats



















ẋi(t) = ∆Aixi(t) + ∆Biui(t) +
N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj)

xi(0) = xi0 , i = 1, . . . , N .

(6.1)

Per les Condicions 1.1–1.2 de l’Apartat 1.3, les interconnexions verifiquen la
seg̈uent acotacío:

‖gij(t, xj)‖ ≤ ‖Wijxj‖ amb Wi :=
N
∑

j = 1

j 6= i

W T
jiWji > 0 . (6.2)

El model d’incerteses queda definit ara en la forma


















∆Ai := Ai(α) =
L
∑

k=1

αk Aik ,

∆Bi := Bi(α) =
L
∑

k=1

αk Bik .

(6.3)

El par̀ametreα pertany al śımplexΠi definit per

Πi = {α ∈ R
L,

L
∑

k=1

αk = 1, αk ≥ 0, k = 1, . . . , L} , (6.4)

per a cadai = 1, . . . , N . Es pot considerar queAi(α) ∈ co{Ai1 , . . . , AiL} i
Bi(α) ∈ co{Bi1 , . . . , BiL}, conjunt de les combinacions convexes les matriusAik

i Bik , respectivament.

El problema que ens plantegem en aquest capı́tol és el de trobar un control des-
centralitzat realimentat per l’estat, tal que el sistema sigui estable i es garanteixi
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cert rendiment o cost. Per això, cal calcular la funcío de Lyapunov associada al
sistema (6.1) i obtenir una condició tipus LMI. A partir d’ara i al llarg de tot el
caṕıtol, usem la seg̈uent notacío, que permet distingir quan una matriu depèn del
par̀ametreα:

T := T (α) .

Abans de caracterizar el control fiable amb cost quadràtic garantit, presentem
primer el cas d’estabilitat en sistemes interconnectats amb incerteses. Després
hi afegim la fiabilitat, per acabar tractant el problema del control RGC. En cada
cas, obtenim el disseny del control realimentat per l’estat. Per a claretat en la
notacío, ometem la dependència en la variable tempst, és a dir,

xi := xi(t) , ui := ui(t) ,

i denotem perId la matriu identitat de dimensió adequada.

6.2 Estabilitat

Considerem la funció param̀etrica de Lyapunov

V (x, α) =
N
∑

i=1

xT
i Xi(α)xi , (6.5)

on Xi(α) =
∑L

k=1 αkXik , α ∈ Πi. Per tal de tenir estabilitat, cal que sigui
efectivament una funció de Lyapunov:

1. V (x, α) > 0 ⇔ Xik > 0,∀k = 1, . . . , L , ∀i = 1, . . . , N ;

2. d
dt
V (x, α) < 0.

Per tal que es compleixi la Condició 2, cal imposar que la funció V (x, α) sigui
decreixent:

d

dt
V =

N
∑

i=1

ẋT
i Xixi + xT

i Xiẋi < 0 .

Cal veure ara quina condició s’obt́e. Tenint en compte que realimentem per l’estat,
és a dir,ui = Kixi, obtenim

d
dt
V =

N
∑

i=1

xT
i

(

(Ai + BiKi)
T
Xi + Xi(Ai + BiKi)

)

xi+

+
N
∑

i=1

(

∑

j 6=i

gT
ij(t, xj) G

T
ijXi(α)xi + xT

i XiGij gij(t, xj)
)

.
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Seguint els passos de la demostració del Teorema 4.1, acotem el terme engij usant
la Condicío (6.2) i els complements de Schur. Volem obtenird

dt
V < 0. Aquesta

inequacío és certa si la següent desigualtat matricial es verifica per ai = 1, . . . , N :



























(Ai + BiKi)
T
Xi + Xi(Ai + BiKi) ∗ ∗ ∗ ∗

GT
ijXi −Id ∗ ∗ ∗

... 0 −Id ∗ ∗

GT
ijXi 0 0 −Id ∗

Id 0 0 0 −W−1
i



























< 0 .

(6.6)
Volem aplicar ara els resultats obtinguts en el Capı́tol 3, per a obtenir una condició
LMI paramètrica (PLMI) prou eficient. Per això, reescrivim primer la inequació
(6.6) de forma ḿes compacta:











(Ai + BiKi)
T
Xi + Xi(Ai + BiKi) ∗ ∗

GT
i Xi Qi

11 ∗

Ci Qi
21 Qi

22











< 0 , (6.7)

on

Gi = (Gi1, . . . , GiN)

Ci = Id

Qi
11 = diag(−Id, . . . ,−Id)

Qi
21 = (0, 0, 0)

Qi
22 = −W−1

i .

Usant la Proposició 3.1, podem enunciar la següent proposicío.

Proposició 6.1. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, amb elmo-
del d’incerteses donat per (6.3) i (6.4), el sistema (6.1) realimentat pel conjunt
de controladorsui = Kixi, i = 1, . . . , N , és estable amb funció de Lyapunov
V (x, α) =

∑N
i=1 x

T
i Xi(α)xi si existeixen matrius{Yik}k simètriques definides
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positives, matriusVi invertibles iNi que verifiquen


























−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗

Aik + Yik +BikNi −Yik ∗ ∗ ∗

0 GT
i Qi

11 ∗ ∗

CiVi 0 Qi
21 Qi

22 ∗

Vi 0 0 0 −Yik



























< 0 , (6.8)





−Yik ∗

GT
i Qi

11



 < 0 , k = 1, . . . , L , (6.9)

per totk = 1, . . . , L, i = 1, . . . , N . En aquest cas:














Ki = NiV
−1
i ,

Xi(α) =
L
∑

k=1

αkY
−1
ik

.
(6.10)

Demostracío. La demostracío és una aplicació directa de la Proposició 3.1, que
afirma que les inequacions matricials (6.7) i les inequacions



























−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗

Ai + Yi + BiNi −Yi ∗ ∗ ∗

0 GT
i Qi

11 ∗ ∗

CiVi 0 Qi
21 Qi

22 ∗

Vi 0 0 0 −Yi



























< 0 , (6.11)











−Yi ∗ ∗

GT
i Qi

11 ∗

0 Qi
21 Qi

22











< 0 , (6.12)

són equivalents. Com
L
∑

k=1

αk = 1, per les propietats de convexitat i la Definició

2.3 de LMI param̀etrica, tenim que (6.11)́es de fet la inequació (6.8). D’altra
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banda, comQ12 = 0, tenim que (6.12)́es equivalent a (6.9), quedant demostrada
aix́ı l’estabilitat del sistema en llaç tancat. En la demostració del Proposicío 3.1,
hem vist queN := KV . En el cas present, cal tenir en compte que tenim un
sistema format perN subsistemes, i que les condicions les hem descomposat en
N ·L condicions, ambi = 1, . . . , N . Tenim doncs queKi = NiV

−1
i i Xik = Y −1

ik
.

Aix ı́ s’acaba la demostració d’aquesta proposició.

6.3 Estabilitat i fiabilitat

Considerem el següent model de fiablitat donat en el Capı́tol 1 per l’equacío
(1.10)–(1.12):







uF
i = Λiui + φi(ui) ,

‖φi‖ ≤ ‖Γiui‖ .
(6.13)

En pres̀encia de fallades, el sistema (6.1) queda expressat per

ẋi = Aixi + Biu
F
i +

N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij(t, xj) . (6.14)

Cal estudiar l’estabilitat d’aquest sistema. Per això, considerem la funció:

V (x, α) =
N
∑

i=1

xT
i Xi(α)xi .

En imposar les condicions per tal que sigui de Lyapunov, trobem que s’ha de
verificar la seg̈uent desigualtat matricial, per a cadai = 1, . . . , N :











(Ai + BiΛiKi)
T
Xi + (∗) +Wi +KT

i Γ2
iKi ∗ ∗

GT
i Xi −Id ∗

B
T
i Xi 0 −Id











< 0 , (6.15)

onGi = (Gi1, . . . , GiN) és la matriu d’interconnexions. Per tal de dur a terme una
linealitzacío que ens permeti calcular tant la funció de LyapunovV (x, α) com la
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matriu de realimentacióKi, fem les seg̈uents consideracions. Siguin les matrius

Bi = BiΛi

Ei =
(

Gi,Bi

)

Fi = Γi

Ci = Id

Qi
11 = diag(−Id,−Id)

Qi
22 = −Wi

Qi
33 = −Id .

(6.16)

Aleshores, degut al complement de Schur, l’equació (6.15)és equivalent a



















(Ai + BiKi)
T
Xi + (∗) ∗ ∗ ∗

E
T
i Xi Qi

11 ∗ ∗

Ci 0 Qi
22 ∗

FiKi 0 0 Q33



















< 0 . (6.17)

Aleshores, aplicant el Teorema 3.3 i fent com en l’apartat anterior, obtenim una
LMI paramètrica, quées certa si es verifica en cada vèrtex del conjunt convex on
estan definides les matrius del sistema. Aquest fet ens permet dissenyar un control
fiable estable realimentat per l’estat. Considerant les matrius donades en (6.16) i
tenint en compte quēBik = ΛiBik , establim la seg̈uent proposicío.

Proposició 6.2. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, amb elmodel
param̀etric (6.3)–(6.4) i el model de fiabilitat (6.13), el sistema(6.14) realimentat
pel conjunt de controlsui = Kixi, és fiable i estable amb funció de Lyapunov
V (x, α) =

∑N
i=1 x

T
i Xi(α)xi si existeixen matrius{Yik}k simètriques definides
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positives, matriusVi i Ni que verifiquen





































−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AikVi + Yik +BikNi −Yik ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET
ik

Qi
11 ∗ ∗ ∗

CiVi 0 0 Qi
22 ∗ ∗

F T
i Ni 0 0 0 Qi

33 ∗

Vi 0 0 0 0 −Yik





































< 0 , (6.18)





−Yik ∗

Eik Qi
11



 < 0 , (6.19)

per a toti = 1, . . . , N , k = 1, . . . , L. En aquest cas:















Ki = NiV
−1
i ,

Xi(α) =
L
∑

k=1

αkY
−1
ik

.
(6.20)

Demostracío. La demostracío és semblant a la de la Proposició 6.1. Sabem que el
sistema (6.14)́es estable i fiable si existeixen matriusXi i Ki tals que la inequació
(6.17)és viable. Usant el Teorema 3.3, la desigualtat matricial (6.17)és equivalent
a





































−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AiVi + Yi + BiNi −Yi ∗ ∗ ∗ ∗

0 E
T
i Qi

11 ∗ ∗ ∗

CiVi 0 0 Qi
22 ∗ ∗

F T
i Ni 0 0 0 Qi

33 ∗

Vi 0 0 0 0 −Yi





































< 0 , (6.21)
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−Yi ∗ ∗ ∗

Ei Qi
11 ∗ ∗

0 0 Qi
22 ∗

0 0 0 Qi
33











< 0 . (6.22)

Per la propietat de convexitat, tenim que
∑L

k=1 αk = 1. Per tant, la inequació
(6.21) és equivalent a (6.18). D’altra banda, aplicant els complements de Schur
i aquesta propietat de convexitat, la LMI (6.22)és equivalent a (6.19). Per tant,
sota les hip̀otesis de la proposició, el sistema en llaç tancat (6.14)és estable i el
control descentralitzat definit perui = NiV

−1
i xi és fiable.

6.4 Estabilitat, fiabilitat i cost garantit

Contemplem ara el problema de cost quadràtic garantit i fiabilitat. Per aix̀o, sigui
el sistema (6.14) amb la funció de cost

J =
N
∑

i=1

∫ ∞

0

xT
i Qixi + (uF

i )TRiu
F
i dt . (6.23)

Les matrius constantsQi ∈ R
ni×ni i Ri ∈ R

si×si són sim̀etriques definides posi-
tives, per a toti = 1, . . . , N .

En aquest cas, usant el Teorema 4.1 i la caracterització donada per la Proposició
4.1, la condicío que s’ha de verificar per tal de tenir cost garantit i fiablitat és la
seg̈uent:







































(

Ai + Bi(Λi + (Id−Ri)
−1RiΛi)Ki

)T

Xi + (∗) ∗ ∗

(

GT
i

B
T
i

)

Xi

(

−Id ∗

0 Ri − Id

)

∗

(

Id

Id

)

0 0





Γi

Λi

RiΛi



Ki 0 0
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∗ ∗

∗ ∗

(

−Q−1
i ∗

0 −W−1
i

)

∗

0





−R−1
i ∗ ∗

0 −Id ∗

0 0 Ri − Id



































< 0 . (6.24)

Aqúı veiem que cal afegir una restricció sobre la funcío de costRi, ja que cal que
els termes diagonals siguin definits negatius i invertibles. En cas contrari, no es
pot resoldre aquesta desigualtat matricial.

Condicío 6.1. La matriu definida positivaRi verifica queRi − Id és invertible i
que

Ri − Id < 0 .

Aquesta condicío treu llibertat sobre la funció de cost, en pro de la fiabilitat.́Es
a dir, si demanem que el control sigui fiable, perdem llibertat en el cost, encara
que continua sent garantit. Per tant, podem aplicar el Teorema 3.3, obtenint un
sistema deN · L inequacions lineals matricials que permeten calcular el control
descentralizat d’un sistema format perN subsistemes interconnectats. A més a
més, aquests controls són fiables, i s’obt́e una cota de la funció cost.

La seg̈uent proposicío recull aquests resultats. Considerem les matrius

Bi = Bi

(

Id+ (Id−Ri)
−1Ri

)

Λi

Fi =
(

Λi,Γi,ΛiRi

)

Ci =
(

Id, Id
)T

Ei =
(

Gi,Bi

)

Q11 =

(

−Id ∗

0 Ri − Id

)
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Q22 =

(

−Q−1
i ∗

0 −W−1
i

)

Q33 =





−R−1
i ∗ ∗

0 −Id ∗

0 0 Ri − Id



 .

Proposició 6.3. Sota les condicions (6.2) sobre les interconnexions, la Condició
6.1 sobre la matriu de costRi i el model de fiabilitat (6.13), sigui el sistema (6.14)
amb incerteses convexes (6.3)–(6.4) i la funció de cost (6.23).
Aleshores, el conjunt de controls realimentats per l’estatui = Kixi és fiable amb
cost quadr̀atic garantit, amb funcío de LyapunovV (x, α) =

∑N
i=1 x

T
i Xi(α)xi si

existeixen matrius sim̀etriques{Yik}k=1,...,L definides positives, matriusVi i Ni

que fan viables les dues següents LMIs:


















−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AikVi + Yik +BikNi −Yik ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET
ik

Qi
11 ∗ ∗ ∗

CiVi 0 0 Qi
22 ∗ ∗

F T
i Ni 0 0 0 Qi

33 ∗

Vi 0 0 0 0 −Yik



















< 0 , (6.25)

(

−Yik ∗

ET
ik

Qi
11

)

< 0 , (6.26)

per a tot i = 1, . . . , N , k = 1, . . . , L. En aquest cas, la matriu de guany i la
funció de Lyapunov estan definides per















Ki = NiV
−1
i ,

Xi(α) =
L
∑

k=1

αk Y
−1
ik

.
(6.27)

A més a ḿes, tenim que per a qualsevol estat inicialxi(0) = xi0 donat, es verifica
la seg̈uent cota del cost:

J <

N
∑

i=1

xT
i0 Xi(α) xi0 . (6.28)

Si Γi és nul·la, la LMI (6.25) continua essent ben definida. Per tant, es poden
tractar tant els casos de funcionament normal (Λi = I, Γi = 0) com els casos de
funcionament parcial (Γi 6= 0).
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Demostracío. La demostracío és una aplicació directa dels teoremes 4.1 i 3.3,
com en la Proposició 6.2. El Teorema 4.1 d́ona el disseny de la llei de control
RGC, mentre que el Teorema 3.3 en dóna la caracterització LMI. Només cal tenir

present que, en tractar-se d’incerteses convexes, es verifica que
L
∑

k=1

αk = 1.

Cal tenir present que la cota (6.28) del cost depèn de les condions inicials i del
par̀ametreα. Per tal de treure’n la dependència respecte les condicions inicials,
es poden considerar els mètodes presentats en el Capı́tol 8. Per̀o per a obtenir una
cota no param̀etrica, s’ha d’aprofitar l’estructura del model politòpic i considerar
tots els possibles estats inicials no nuls, prenent la mitjana de la cota (6.28):

E(J) <
N
∑

i=1

tr(Xi(α)) =
N
∑

i=1

L
∑

k=1

tr(Xik)αk .

Aquesta inequació permet trobar el valor̀optim de la cota. En efecte, considerant

Zk :=
N
∑

i=1

tr(Xik) i per
L
∑

k=1

αk = 1, tenim

E(J) <
L
∑

k=1

Zkαk <

L
∑

k=1

maxk(Zk)αk < maxk(Zk).

Aleshores, la cota del cost es transforma en:J̄ = maxk(Zk). En conseq̈uència, el
problema que volem resoldreés el seg̈uent:

ProblemaΣ

Trobar el m̀axim respectek deZk :=
∑N

i=1 tr(Xik), tal que les LMIs (6.25) i
(6.26) śon viables.

6.5 Cas particular: interconnexions param̀etriques

El vector d’interconnexionsgij(t, xj) no pot desaparèixer, ja que la Condició 1.1
és la que permet obtenir una LMI ben definida i aixı́ tenir control descentralitzat,
tal i com hem justificat en el Capı́tol 1. Si tenim que els termes que defineixen les
interconnexions tamb́e tenen estructura paramètrica,és a dir,

Gij := Gij(α) =
L
∑

k=1

αk Gijk
,
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s’obtenen les mateixes LMIs enGijk
. En aquest cas, la definició del termeEi

canvia i cal considerar
Ei =

(

Gi,Bi

)

,

onGi correspon a la matriu de les interconnexions:

Gi =
(

Gi1, . . . ,GiN

)

.

Aleshores, es pot aplicar la Proposició 6.3 considerant aquesta nova definició per
al termeEi. Aquestes consideracions no impliquen un augment del nombre de
LMIs a resoldre.

6.6 Aplicació numèrica

Per tal de veure l’eficiència del m̀etode proposat, presentem a continuació un ex-
emple num̀eric. Sigui el sistema interconnectat amb incerteses (6.14), format per
tres subsistemes 2-dimensionals:ni = 2, si = 1,∀i = 1, 2, 3. Las matrius dels
subsistemes són les seg̈uents:

S1 : A11 =

[

−0.5 −0.8

0.2 −0.2

]

, A12 =

[

−0.5 −1

0.2 −0.25

]

, A13 =

[

−0.1 −0.1

0.1 −0.1

]

,

B11 =

[

2

1

]

, B12 =

[

0.1

0

]

, B13 =

[

1

0.1

]

,

G12 = G13 =

[

0.01 0

0 0

]

;

S2 : A21 =

[

−1 −0.5

0.1 −0.3

]

, A22 =

[

−0.5 −1

0.3 −0.5

]

, A23 =

[

−0.1 −0.1

0.1 −1

]

,

B21 =

[

1.1

0.5

]

, B22 =

[

0.1

0.1

]

, B23 =

[

1

0.1

]

,

G21 = G23 =

[

0.1 0

0 0.04

]

;

S3 : A31 =

[

−1 −1

0.1 −1

]

, A32 =

[

−0.1 −0.2

1 −1

]

, A33 =

[

−0.2 −0.1

0.1 −1

]

,

B32 =

[

1.01

1

]

, B33 =

[

1

0

]

,

G31 = G32 =

[

0.1 1

0 0.1

]

,B31 =

[

2

1

]

.
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Per a toti i j, considerem la cota de les interconnexions

Wij =

[

0

0.001

]

,

i les matrius de cost

Ri = [0.7], Qi =

[

0.01 0

0 0.01

]

.

Segons el model de fallada, consideremΛi = 0.9 ,Γi = 0.1, i = 1, 2, 3.

Tal i com hem comentat, la cota del cost (6.28) depèn del par̀ametreα. Com
considerem qualsevol estat inicial no nul, cal prendre la cota sobre tots els possi-
bles estats inicials i resolem el problemaΣ. Per aix̀o, usant el Toolbox LMI del
programari Matlab, calculem els controls descentralitzats lineals associats a cada
subsistema. Obtenim les matrius de guany

K1 = [−0.0457,−0.0334] ,

K2 = [−0.0317,−0.0126] ,

K3 = [−0.0640,−0.0157] .

A continuacío, presentem la funció que ens ha perm̀es calcular aquestes matrius.

function [K,liap]=poliG

%Dades

S3; R=0.7;Q=[0.01 0;0 0.01]; W=[0;0.001]; Lam=0.9; Gam=0. 1;

n=2;s=1;

%

%Inicialitzacio LMI

%

setlmis([]);

V1=lmivar(1,[n,1]);

Y1=lmivar(1,[n,1]);

Y2=lmivar(1,[n,1]);

Y3=lmivar(1,[n,1]);

N1=lmivar(2,[s,n]);

%k=1

B11=B1*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);

lmiterm([1 1 1 V1],-1,1,’s’);

lmiterm([1 2 1 V1],A1,1);
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lmiterm([1 2 1 Y1],1,1);

lmiterm([1 2 1 N1],B11,1);

lmiterm([1 5 1 V1],1,1);

lmiterm([1 6 1 V1],1,1);

lmiterm([1 7 1 N1],Lam,1);

lmiterm([1 8 1 N1],Gam,1);

lmiterm([1 9 1 N1],Lam*R,1);

lmiterm([1 10 1 V1],1,1);

lmiterm([1 2 2 Y1],-1,1);

lmiterm([1 3 2 0],G’);

lmiterm([1 4 2 0],B1’);

lmiterm([1 3 3 0],-1);

lmiterm([1 4 4 0],R-eye(s));

lmiterm([1 5 5 0],-inv(Q));

lmiterm([1 6 6 0],-inv(W’*W));

lmiterm([1 7 7 0],-inv(R));

lmiterm([1 8 8 0],-1);

lmiterm([1 9 9 0],R-eye(s));

lmiterm([1 10 10 Y1],-1,1);

%k=2

B22=B2*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);

lmiterm([2 1 1 V1],-1,1,’s’);

lmiterm([2 2 1 V1],A2,1);

lmiterm([2 2 1 Y2],1,1);

lmiterm([2 2 1 N1],B22,1);

lmiterm([2 5 1 V1],1,1);

lmiterm([2 6 1 V1],1,1);

lmiterm([2 7 1 N1],Lam,1);

lmiterm([2 8 1 N1],Gam,1);

lmiterm([2 9 1 N1],Lam*R,1);

lmiterm([2 10 1 V1],1,1);

lmiterm([2 2 2 Y2],-1,1);

lmiterm([2 3 2 0],G’);

lmiterm([2 4 2 0],B2’);

lmiterm([2 3 3 0],-1);

lmiterm([2 4 4 0],R-eye(s));

lmiterm([2 5 5 0],-inv(Q));

lmiterm([2 6 6 0],-inv(W’*W));

lmiterm([2 7 7 0],-inv(R));

lmiterm([2 8 8 0],-1);

lmiterm([2 9 9 0],R-eye(s));

lmiterm([2 10 10 Y2],-1,1);
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%k=3

B33=B3*(Lam+inv(eye(s)-R)*R*Lam);

lmiterm([3 1 1 V1],-1,1,’s’);

lmiterm([3 2 1 V1],A3,1);

lmiterm([3 2 1 Y3],1,1);

lmiterm([3 2 1 N1],B33,1);

lmiterm([3 5 1 V1],1,1);

lmiterm([3 6 1 V1],1,1);

lmiterm([3 7 1 N1],Lam,1);

lmiterm([3 8 1 N1],Gam,1);

lmiterm([3 9 1 N1],Lam*R,1);

lmiterm([3 10 1 V1],1,1);

lmiterm([3 2 2 Y3],-1,1);

lmiterm([3 3 2 0],G’);

lmiterm([3 4 2 0],B3’);

lmiterm([3 3 3 0],-1);

lmiterm([3 4 4 0],R-eye(s));

lmiterm([3 5 5 0],-inv(Q));

lmiterm([3 6 6 0],-inv(W’*W));

lmiterm([3 7 7 0],-inv(R));

lmiterm([3 8 8 0],-1);

lmiterm([3 9 9 0],R-eye(s));

lmiterm([3 10 10 Y3],-1,1);

%Definides Positives

lmiterm([-4 1 1 Y1],1,1);

lmiterm([-5 1 1 Y2],1,1);

lmiterm([-6 1 1 Y3],1,1);

lmiterm([-7 1 1 V1],1,1);

%Segona LMI

lmiterm([8 1 1 Y1],-1,1);

lmiterm([8 1 2 0],G12);

lmiterm([8 1 3 0],G13);

lmiterm([8 1 4 0],B1);

lmiterm([8 2 2 0],-1);

lmiterm([8 3 3 0],-1);

lmiterm([8 4 4 0],R-eye(s));

lmiterm([9 1 1 Y2],-1,1);

lmiterm([9 1 2 0],G12);

lmiterm([9 1 3 0],G13);

lmiterm([9 1 4 0],B2);

lmiterm([9 2 2 0],-1);

lmiterm([9 3 3 0],-1);
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lmiterm([9 4 4 0],R-eye(s));

lmiterm([10 1 1 Y3],-1,1);

lmiterm([10 1 2 0],G12);

lmiterm([10 1 3 0],G13);

lmiterm([10 1 4 0],B3);

lmiterm([10 2 2 0],-1);

lmiterm([10 2 3 0],-1);

lmiterm([10 4 4 0],R-eye(s));

%

% Resolucio LMI

%

lmi1=getlmis; [tmin,xfeas]=feasp(lmi1); NN=dec2mat(lm i1,xfeas,N1);

VV=dec2mat(lmi1,xfeas,V1); K=NN*inv(VV);

X1=dec2mat(lmi1,xfeas,Y1); X2=dec2mat(lmi1,xfeas,Y2) ;

X3=dec2mat(lmi1,xfeas,Y3);

liap=[inv(X1) inv(X2) inv(X3)];

Cal resoldre aquest programa per a cada sistema i aleshores resoldre el problema
Σ. La cota del cost̀optimaés aleshores̄J = 0.2307.
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Caṕıtol 7

Model multiconvex

En aquest capı́tol estudiem el control descentralitzat, fiable amb cost garantit per
a sistemes interconnectats, amb incerteses multiconvexes. Recollim els resultats
obtinguts en els Capı́tols 4 i 3, aix́ı com la teoria de multiconvexitat presentada
en l’Apartat 2.5.2. Seguim la mateixa estructura que l’emprada en el Caṕıtol
6: primer estudiem l’estabilitat del sistema, per passar a enunciar i demostrar el
resultat principal d’aquest capı́tol, queés una caracterització LMI del control RGC
quan les incerteses són multiconvexes.

7.1 Introducció

Considerem el sistema format perN subsistemes amb incerteses paramètriques.
Usem el mateix model que en els capı́tols anteriors i que hem definit en 1.4. Sigui,
per a cadai = 1, . . . , N , el subsistemaSi definit per l’equacío diferencial lineal



















ẋi = ∆Aixi + ∆Biu
F
i +

N
∑

j = 1

j 6= i

Gijgij(t, xj)

xi(0) = xi0 ,

(7.1)

on uF
i indica el control després de fallada de l’actuador. El model multiconvex

d’incerteses ens diu que


















∆Ai := Ai(αi) = Ai0 +
L
∑

k=1

αikAik ,

∆Bi := Bi(αi) = Bi0 +
L
∑

k=1

αikBik .
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Considerem el paràmetre constantαi = (αi1 , . . . , αiL)T ∈ R
L. Cada una de les

seves components es troba en l’interval

αik ∈ [αik
, αik ] .

Consideremνi com un possible extrem d’aquests intervals.És a dir,νi ∈ Vi, on

Vi =
{

νi =







νi1
...
νiL






, νik ∈ {αik

, αik}, k = 1, . . . , L
}

.

Sigui el sistema en llaç tancat realimentat pels controls descentralitzatsui(t) =

Kixi(t). Volem trobar una condició suficient que ens permeti dissenyar aquests
controls, per a cadai = 1, . . . , N , tal que asseguri fiabilitat i obtinguem certa
cota per a la funció de cost. Primer ens fixarem en el problema de tenir estabilitat
sota fallades parcials o totals,és a dir, estudiarem el cas de fiabilitat i estabili-
tat. L’estudi d’aquest cas ens permetrà veure d’una manera ḿes clara com queden
les especificacions del problema del control RGG, quan el sistema est̀a descrit
en forma multiconvexa. Si hem decidit estudiar per separat els models convex i
multiconvexés per a aprofitar al m̀axim les estructures de cada model. Tal i com
hem vist en el Caṕıtol 6, el model d’incerteses convexes permet caracteritzar el
control RGC per mitj̀a de LMIs. Aquestes LMIs depenen del valor de les matrius
que descomposen les incerteses de les matrius d’estat i de control. La propietat
de convexitat

∑L
k=1 αik = 1 hi juga un paper molt rellevant. Ara tractem el mod-

el d’incerteses multiconvexes, que engloba el model d’incerteses convexes. Però
les condicions que s’obtenen en aquest cas tenen una difı́cil particularitzacío. Per
aquesta ráo hem decidit tractar tots dos models per separat. El model d’incerte-
ses multiconvexes, definit en l’Apartat 1.1.2, permet considerar la variacío dels
par̀ametres respecte el temps. Nosaltres no hem volgut tractar aquest cas, de mo-
ment. Ho deixem com una possible lı́nia de treball futur. A continuació presentem
els models de interconnexió i de fiabilitat que hem vingut usant al llarg de tot el
treball.

Model d’interconnexió

Considerem el model d’interconnexió presentat en l’Apartat 1.3, on hem donat
les condicions 1.1 i 1.2 que verifica sobre el vector desconegut d’interconnexions
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gij(t, xj).














‖gij(t, xj)‖ ≤ ‖Wijxj‖

Wi :=
N
∑

j=1, j 6=i

W T
ji Wji > 0 .

(7.2)

Model de fiabilitat

Reprenem el model general de fallada presentat en l’Apartat 1.4, on denot̀avem
peruF

i (t) el control despŕes de fallada i l’expressàvem com una part lineal enui(t)

més una part desconeguda acotada, tal com reproduı̈m aqúı:






uF
i (t) = Λiui(t) + φi(ui)

‖φi(ui)‖ ≤ ‖Γiui‖ ,
(7.3)

ambΛi > 0 i Γi ≥ 0.

7.2 Estabilitat i multiconvexitat

Considerem la següent candidata a funció de Lyapunov

V (x, α) =
N
∑

i=1

Vi(xi, αi) =
N
∑

i=1

xT
i Xi(αi)xi , (7.4)

on la matriuXi dep̀en del par̀ametre:

Xi(αi) := Xi0 +
L
∑

k=1

αikXik . (7.5)

Per tal d’assegurar l’estabilitat del sistema, cal imposarque efectivament la fun-
ció V (x, α) sigui funcío de Lyapunov. Per aix̀o, cal queV (x, α) sigui definida
positiva i que la seva derivada sigui definida negativa:

1. Funcío definida positiva:

V (x, α) > 0 ⇔ Xi(αi) > 0 , i = 1, . . . , N . (7.6)

2. Funcío decreixent:
N
∑

i=1

d

dt
Vi(xi, αi) < 0 . (7.7)
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Anem a concretar la Condició (7.6). SiAi0 és estable, existeixVi0(xi) = xT
i Xi0xi

funció de Lyapunov associada a aquesta matriu, i aleshoresVi0 > 0. Per tant, al
voltant deXi0, la funcío es mant́e positiva i s’obt́e queVi(xi, αi) > 0 per a cada
i = 1, . . . , N . D’on V (x, α) > 0. Per tant, la Condició (7.6) es modifica de la
seg̈uent manera.

Condicío 7.1 (Definida Positiva).Per a cadai = 1, . . . , N , la matriuAi0 és es-
table.

En desenvolupar la Condició (7.7), obtenim
N
∑

i=1

d
dt
Vi(xi, αi) =

=
N
∑

i=1

ẋT
i Xi(αi)xi + xT

i Xi(αi)ẋi

=
N
∑

i=1

(

Ai(αi)xi +Bi(αi)u
F
i +

∑

j 6=i

Gijgij(t, xj)

)T

Xi(αi)xi + (∗) < 0 .

(7.8)
Cal imposar doncs que aquesta desigualtat es verifiqui per a tot valor del par̀ametre
αi. Com aix̀o ens d́ona infinites inequacions, anem a aplicar la teoria de les fun-
cions multiconvexes (veure 2.5.2).És a dir, si demostrem qued

dt
V (x, α) és multi-

convexa, tindrem que siés definida negativa en els vèrtexs del conjunt on es troba
definit el par̀ametre, ho serà en els punts interiors. Aixı́ obtindrem una condició
que assegurarà queV (x, α) és funcío de Lyapunov. Serà una condicío amb un
nombre finit d’inequacions, ja que l’obtindrem per a un nombre finit de valors (els
extrems dels intervals) i ens permetrà assegurar que es verifica per a qualsevol
valor del par̀ametre.

Considerem, per a cadai = 1, . . . , N , la funcío

fi(αi) :=

(

Ai(αi)xi +Bi(αi)u
F
i +

∑

j 6=i

Gij gij(t, xj)

)T

Xi(αi)xi +(∗) . (7.9)

Aquesta funcío és el sumanti de (7.8). Per tal que sigui una funció multiconvexa,
cal que verifiqui

∂2fi

∂α2
ik

≥ 0 . (7.10)

En el nostre cas, s’ha de verificar una desigualtat de tipus matricial. És el que
anunciem en el següent lema.
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Lema 7.1 (Multiconvexitat). Sigui la funcíofi(αi) definida en (7.9). Si existeixen
matriusXik simètriques definides positives,Ki donades tals que es verifica la
seg̈uent desigualtat matricial





(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) −KT

i Γ2
iKi (∗)

BT
ik
Xik Id



 ≥ 0 , (7.11)

la funció fi(αi) és multiconvexa.

Demostracío. Cal quefi(αi) verifiqui la Condicío de multiconvexitat (7.10):

∂fi

∂αik

=
(

Aikxi +Biku
F
i

)T

Xi(αi)xi+

+
(

Ai(αi)xi +Bi(αi)ui +
∑

j 6=iGijgij(t, xj)
)T

Xikxi + (∗) ,

∂2fi

∂α2
ik

= 2
(

(Aikxi +Biku
F
i )T Xikxi + xT

i Xik (Aikxi +Biku
F
i )
)

. (7.12)

Usant el model de fiabilitat donat en (7.3), tenim queuF
i = Λiui + φi(ui). Com

realimentem per l’estat (ui = Kixi), resulta que

uF
i = ΛiKixi + φi(Kixi) ,

verificant-se les condicions sobre les funcionsφi. Per tant, la derivada segona
(7.12) queda expressada per

∂2fi

∂α2

ik

= 2
(

(Aikxi +Bik(ΛiKixi + φi))
T Xikxi + (∗)

)

= 2xT
i

(

(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) + φT

i B
T
ik
Xikxi + xT

i XikBikφi

= 2(xT
i , φ

T
i )





(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) ∗

BT
ik
Xik 0









xi

φi



 .

(7.13)
Usant el model de fiabilitat en (7.13), trobem

∂2fi

∂α2

ik

= 2(xT
i , φ

T
i )





(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) −KT

i Γ2
iKi ∗

BT
ik
Xik Id









xi

φi



+

+xT
i K

T
i Γ2

iKixi − φT
i φi .
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Per les condicions sobre el model de fiabilitat, tenim quexT
i K

T
i Γ2

iKixi −φ
T
i φi ≥

0. Per tant,∂
2fi

∂α2

ik

≥ 0 si es verifica





(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) −KT

i Γ2
iKi ∗

BT
ik
Xik Id



 ≥ 0 ,

queés justament la Condició (7.11) del lema. Acabem de demostrar que si (7.11)
és certa, alehores∂

2fi

∂α2

ik

≥ 0 i la funció fi(αi) és multiconvexa.

Degut al Lema 7.1, obtenim que
∑N

i=1
d
dt
Vi(αi) < 0 si es verifica en els v̀ertexs:

N
∑

i=1

d

dt
Vi(νi) < 0 .

Anem a veure quina condició treiem d’aquesta desigualtat. Per això, calculem
quina és l’expressío de

∑N
i=1

d
dt
Vi(νi) en el nostre context, usant els models de

interconnexío (7.2) i de fiabilitat (7.3):

N
∑

i=1

d

dt
Vi(νi) =

N
∑

i=1

(

Ai(νi)xi +Bi(νi)u
F
i +

∑

j 6=i

Gijgij(t, xj)

)T

Xi(νi)xi+(∗) .

ConsiderantzT
i = (xT

i , g
T
i1, . . . , g

T
iN , φ

T
i ), obtenim

N
∑

i=1

d
dt

Vi(νi) =

=
N
∑

i=1

zT
i





























(Ai(νi) + Bi(νi)ΛiKi)
T Xi(νi) + (∗) ∗ ∗ ∗ ∗

GT
i1Xi(νi) −Id ∗ ∗ ∗

... 0
. .. ∗ ∗

GT
iNXi(νi) 0 0 −Id ∗

Bi(νi)
T Xi(νi) 0 . . . 0 −Id





























zi

+
∑

j 6=i

gT
ijgij + φT

i φi .

Seguint els passos de l’Apartat 6.2 i usant les acotacions donades pels models
de interconnexío i de fiabilitat, obtenim que si la següent desigualtat matricialés
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viable:




























(Ai(νi) + Bi(νi)ΛiKi)
T Xi(νi) + (∗) + KiΓ

2

i Ki + Wi ∗ ∗ ∗ ∗

GT
i1Xi(νi) −Id ∗ ∗ ∗

... 0
. . . ∗ ∗

GT
iNXi(νi) 0 0 −Id ∗

Bi(νi)
T Xi(νi) 0 . . . 0 −Id





























< 0 ,

(7.14)

aleshores,
N
∑

i=1

d

dt
Vi(νi) < 0 .

Per multiconvexitat, obtenim que si (7.14)és certa, aleshores
N
∑

i=1

d
dt
Vi(αi) < 0.

Per tant, el sistema (7.1)és estable si es verifiquen el Lema 7.1 i (7.14), ja que en
aquest cas la funció V (x, α) definida en (7.4)́es una funcío de Lyapunov per al
sistema interconnectat amb incerteses (7.1).

7.3 Estabilitat, fiabilitat i cost garantit

Aprofitant els resultats obtinguts en el Capı́tol 4, on hem caracteritzat el control
RGC, sabem que per tal de tenir fiabilitat i cost garantit cal quees verifiqui la
seg̈uent desigualtat:

N
∑

i=1

d

dt
Vi(xi, αi) + xT

i Qixi + (uF
i )TRiu

F
i < 0 . (7.15)

La seg̈uent condicío ens permet reduı̈r la comprovacío als extrems o v̀ertexs dels
intervals de definicío del par̀ametreαi.

Condicío 7.2 (Multiconvexitat).La funció fi(αi), definida per:

fi(αi) :=
d

dt
Vi(xi, αi) + xT

i Qixi + (uF
i )TRiu

F
i ,

ser̀a multiconvexa si es verifica que




(Aik +BikΛiKi)
T Xik + (∗) −KT

i Γ2
iKi (∗)

BT
ik
Xik Id



 ≥ 0 .
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En efecte, com els termesxT
i Qixi + (uF

i )TRiu
F
i no depenen del paràmetreαi,

només cal que es verifiqui el Lema 7.1. Aquesta condició permet imposar la de-
sigualtat (7.15) en els vèrtexs del politop param̀etric.

La tercera condició que s’ha de verificar per a obtenir un control RGC, ve donada
directament per l’equació (7.15). Com volem obtenir una condició matricial, cal-
drà desenvolupar aquesta inequació i aprofitar les condicions sobre les intercon-
nexions i el model de fiabilitat, per tal d’obtenir una desigualtat matricial. Aix̀o
és de fet el que hem deduı̈t en el Teorema 4.1. La desigualtat que obtenim es pot
convertir en una LMI usant els resultats presentats en el Capı́tol 3.

Degut al Teorema 4.1, tenim la següent condicío que ens caracteritza la llei de
control RGC.

Condicío 7.3 (Control RGC). Existeixen matriusXi(αi) simètriques definides
positives iKi tals que

Ωi(νi) :=





























Āi(νi)
T Xi(νi) + (∗) + KT

i ΛiRiΛiKi + Wi + Qi ∗ ∗ ∗ ∗

GT
i1Xi(νi) −Id ∗ ∗ ∗

... 0 −Id ∗ ∗

GT
iNXi(νi) 0 0 −Id ∗

BT
i (νi)Xi(νi) + RiΓiKi 0 0 0 Ri − Id





























< 0 ,

(7.16)

on Āi(νi) = Ai(νi) +Bi(νi)ΛiKi.

Fı́xem-nos que imposem aquesta inequació en els v̀ertexsνi, ja que per multi-
convexitat tenim que es verificarà per a tot valor d’αi, i = 1, . . . , N . Juntant
la Condicío 7.2 de multiconvexitat i la Condició 7.3 de control fiable amb cost
garantit dedüıda del Teorema 4.1, podem enunciar la següent proposicío.

Proposició 7.1. Sigui el sistema (7.1), sota les condicions del model de les in-
terconnexions (7.2) i de fiabilitat (7.3). Siguin les matrius sim̀etriques definides
positivesXi0 i Xik , i matriusKi, per ak = 1, . . . , L i i = 1, . . . , N , que verifiquen
les condicions 7.1, 7.2 i 7.3.

Aleshores, el conjunt de controls descentralitzats definitper ui = Kixi, i =

1, . . . , N , és una llei de control fiable amb cost garantit. Encara més, el cost
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es troba acotat:

J <

N
∑

i=1

xT
i0 Xi(αi) xi0 .

Demostracío. Sigui la funcío V (x, α) =
N
∑

i=1

xT
i Vi(xi, αi)xi. La Condicío 7.1 ens

assegura que la funció V (x, α) és definida positiva. La Condició 7.2 ens permet
assegurar que la funció que apareix en (7.15)és multiconvexa i per tant que només
cal imposar que es verifiqui en els vèrtexs dels intervals de definició del par̀ametre
α. La Condicío 7.3és la que ens assegura control fiable amb cost garantit.

Aquesta proposició presenta condicions no lineals del control fiable amb cost
garantit, quan el sistema té incerteses multiconvexes. Cal remarcar que, tal i com
passa amb el model politòpic, la cota del cost depèn tant dels estats inicialsxi0

com dels par̀ametresαi.

7.4 Disseny LMI

És necessari obtenir una condició lineal de poder-ne fer una resolució num̀erica.
Per aix̀o, apliquem el Teorema 3.3 i obtenim la caracterització LMI per a controls
RGC descentralitzats per a sistemes interconnectats amb incerteses multiconvex-
es. Tamb́e necessitem aplicar una modificació del Lema de projecció (2.2), pre-
sentada en el Capı́tol 3:

Si ψ + P TXTQ+QTXP ≥ 0 té solucío⇒

{

W T
P XWP ≥ 0

W T
QXWQ ≥ 0

.

Primer veiem coḿes la linealitzacío de la Condicío 7.3 del control fiable amb cost
garantit. En efecte, pels complements de Schur, tal i com hemdut a terme en la



108 Model multiconvex

Proposicío 4.1, tenim que (7.16)́es equivalent a:


































(Ai(νi) +Bi(νi)(Λi + (Id−Ri)
−1RiΛi)Ki)

TXi + (∗) ∗

(

GT
i

BT
i (νi)

)

Xi

(

−Id ∗

0 Ri − Id

)

Id 0





Γi

Λi

RiΛi



Ki 0

∗ ∗

∗ ∗

(

−Q−1
i ∗

0 −W−1
i

)

∗

0





−R−1
i ∗ ∗

0 −Id ∗

0 0 Ri − Id



































< 0 , (7.17)

sempre i quanRi − Id < 0 i invertible. Fem la seg̈uent assignació de matrius:

Λi := (Λi + (Id−Ri)
−1RiΛi)

Ei :=
(

Gi , Bi(νi)
)

Ci := Id

Fi :=





Γi

Λi

RiΛi





Qi
11 :=

(

−Id ∗

0 Ri − Id

)

Qi
22 :=

(

−Q−1
i ∗

0 −W−1
i

)

Qi
33 :=





−R−1
i ∗ ∗

0 −Id ∗

0 0 Ri − Id



 .
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El Teorema 3.3 ens permet presentar una linealització de (7.16). Usant aquest
teorema, tenim que (7.17)és equivalent a



































−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Ai(νi)Vi + Yi(νi) +Bi(νi)ΛiNi −Yi(νi) ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET
i Qi

11 ∗ ∗ ∗

CiVi 0 0 Qi
22 ∗ ∗

F T
i Ni 0 0 0 Qi

33 ∗

Vi 0 0 0 0 −Yi(νi)



































< 0 ,

(7.18)
(

−Yi(νi) ∗

ET
i Qi

11

)

< 0 .

Obtenim aix́ı una condicío LMI que caracteritza el control RGC, equivalent a la
inequacío (7.16).

Enunciem a continuació la caracterització LMI del control amb cost garantit.

Proposició 7.2 (Caracteritzacío LMI). Sigui el sistema (7.1), sota les condicions
del model de les interconnexions (7.2) i de fiabilitat (7.3).Siguin les matrius
definides positives sim̀etriquesYi0 i Yik , i matriusVi, Ni, per ak = 1, . . . , L i
i = 1, . . . , N . Es verifica que:

(i) La matriuAi0 és estable, per a cadai = 1, . . . , N ;

(ii) Per a i = 1, . . . , N , k = 1, . . . , L, es verifica la seg̈uent inequacío, que
permet assegurar la multiconvexitat:



























−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗

AikVi + Yik +BikΛiNi −Yik ∗ ∗ ∗

0 BT
ik

Id ∗ ∗

ΛiNi 0 0 Id ∗

Vi 0 0 0 −Yik



























≥ 0 , (7.19)
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(iii) Per a cada valor deνi ∈ Vi, i = 1, . . . , N , es verifica la inequació matricial
(7.18).

Aleshores, el conjunt de constrols definit perui = NiV
−1
i xi, i = 1, . . . , N , és un

control RGC. Encara ḿes, el cost es troba acotat per

J < J̄(αi) :=
N
∑

i=1

xT
i0

(

Y −1
i0 +

L
∑

k=1

αikY
−1
ik

)

xi0 .

Demostracío. Sigui la funcío V (x, α) definida per:

V (x, α) =
N
∑

i=1

xT
i Xi(αi)xi

=
N
∑

i=1

xT
i

(

Xi0 +
L
∑

k=1

αikXik

)

xi .

La condicío (i) ens indica que la funcióV (x, α) és definida positiva, tal i com hem
vist en la Condicío 7.1. La condicío (ii) ens assegura que la funció

d

dt
V (x, α) +

N
∑

i=1

(

xT
i Qixi + (uF

i )TRiu
F
i

)

és multiconvexa. En efecte, la inequació (7.19)és equivalent a la Condició 7.2 de
multiconvexitat, degut al resultat obtingut en el Teorema 3.3, ı́tem (iii), aplicat al
cas de desigualtat major o igual. Per tant serà definida negativa per a totαi si ho
és en els v̀ertexs del conjunt de definició de par̀ametres.
La condicío (iii) és equivalent a la Condició 7.3, que ens assegura que el control
és RGC. T́e l’avantatge que noḿes s’ha de verificar en els vèrtexs del conjunt de
definició dels par̀ametresαi.

Nota 7.1. Cal anar amb compte a l’hora de fer-ne la resolució num̀erica, ja que
mentre (ii) t́e com a variablesYik , ambk = 1, . . . , L, la inequacío (iii) t é a ḿes
a més la variableYi0. A més a ḿes, els termes de l’estilAi(νi) de la inequacío
(7.18) cal desenvolupar-los de la següent manera:

Ai(νi) = Ai0 +
L
∑

k=1

νikAik

=
L
∑

k=1

(

1
L
Ai0 + νikAik

)

=
L
∑

k=1

(

Ai0 + νikAikL
)

1
L
.
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Es fa aleshores un canvi convenient d’escala en les matrius

Vi →
1
L
Vi

Ni →
1
L
Ni

Yi0 →
1
L
Yi0

Aik → LAik

Bik → LBik

Ei →
1
L
Ei

Qi
jj →

1
L
Qi

jj , j = 1, 2, 3 .

Obtenim que resoldre (7.18)és redueix a resoldreL inequacions matricials.

Aquesta proposició ens d́ona una cota del cost que depèn tant de les condicions
inicials com del par̀ametreαi. Per tal de treure’n la dependència respecte les
condicions inicials, es poden considerar els mètodes presentats en el Capı́tol 8.
Per obtenir una cota independent del paràmetre, cal resoldre un problema d’opti-
mitzacío. En efecte, caldrà calcular, segons tots els possibles valors del paràmetre,

el ḿınim valor de
N
∑

i=1

xT
i0 Xi(αi) xi0. Per a cadai = 1, . . . , N , caldr̀a resoldre el

seg̈uent problema:

Per axi0 fixat, trobarmin
αi∈Vi

J̄(αi), onXi verifica la Proposicío 7.2.

Aqúı acabem aquest capı́tol, on hem donat una caracterització per mitj̀a de les
inequacions lineals matricials, del control descentralitzat amb cost garantit per a
sistemes interconnectats multiconvexos, sota la presència de fallades en els ac-
tuadors. Els models de interconnexió i de fiabilitat considerats són els que hem
definit i utilitzats al llarg de tot aquest treball.
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Caṕıtol 8

Optimitzaci ó de la cota del cost

En els Caṕıtols 5, 6 i 7, hem obtingut la següent cota del cost:

J̄ :=
N
∑

i=1

xT
i0X

−1
i xi0 . (8.1)

En aquest capı́tol tractem dos problemes: el de minimització d’aquesta cota i el
problema de la independència respecte les condicions inicials. Per a resoldre el
problema d’optimitzacío, es consideren dues aproximacions, que són indepen-
dents del model d’incerteses escollit. La primera tracta lasolucío a partir d’una
minimitzacío dels factorsxT

i0X
−1
i xi0. Es la presentada en el primer apartat. En

el segon apartat es presenten dues maneres clàssiques que es basen en treure la
dep̀endencia d’aquesta cota en les condicions inicialsxi0, i resoldre aleshores el
problema d’optimitzacío.

8.1 Minimització de la cota

El problema plantejat́es un problema de solució convexa respecte les solucions
de les LMIs. Com existeixen diferents algorismes d’optimització convexa, les
seves solucions es poden parametritzar en el conjunt de controls amb cost garan-
tit. Aquesta parametrització es pot usar per a dissenyar controls que minimitzin el
valor del cost garantit, per a sistemes interconnectats ambincerteses en llaç tan-
cat. Per tant, la resolució del seg̈uent problema d’optimització, anomenatΣ0, ens
permet determinar la cotàoptima:

Per a cadai = 1, . . . , N , de la solucío Xi del problema del control

113
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RGC, tal que




−δi xT
i0

xi0 −Xi



 < 0 , (8.2)

es busca el ḿınim de
∑

i δi.

Aquest problema ens diu que cal trobarKi tal que les LMIs corresponents al
problema de control RGC i (8.2) són viables, i a ḿes a ḿes trobem la cotāJ
mı́nima:J∗ = min

Σ0

∑N
i=1 δi. Això mateix s’enuncia en el següent lema.

Lema 8.1. Si el problema d’optimització Σ0 té solucío, aleshores el conjunt de
controlsui(t) = Kixi(t), i = 1, . . . , N és una llei de control RGC.

Aquest control assegura la minimització del cost garantit̄J per a sistemes inter-
connectats amb incerteses.

Demostracío. La inequacío (8.2) equival, per Schur, a




−δi xT
i0

xi0 −Xi



 < 0 ⇒ −δi + xT
i0Xixi0 < 0 ⇒ xT

i0Xixi0 < δi .

Per tant,J < J̄ <
∑N

i=1 δ̄i, on δ̄i = min
Xi

δi.

En el model polit̀opic i multiconvex, cal tenir en compte que tindrem aquests
problemes per a cadak = 1, . . . , L, dimensío dels par̀ametres.

8.2 Independ̀encia respecte les condicions inicials

En general, es té que la cota del cost depèn dexi0. Per treure’n la dependència,
habitualment s’usen dues vies: la manera estocàstica (soroll blanc) i la manera
determinista, que desenvolupem a continuació. En tots dos casos l’avantatgeés
que es pot obtenir una minimització de la cota del cost.

8.2.1 Soroll blanc

La manera estocàstica considera que el vector inicialxi0 és un vector aleatori
guassìa de mitjana 0. Suposem que el problema de control RGC ja està solucionat,
i per tant que tenim les matriusPi que defineixen la funció de Lyapunov associada
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al sistema interconnectat. La matriuPi designa la matriu de guany i ve definida
convenientment, segons el model d’incertesa. Considerant l’esperança de tots els
estats possibles, obtenim que

E(J) <
N
∑

i=1

E
(

xT
i0Pixi0

)

.

Siguix(t) = (xT
1 (t), . . . , xT

N(t)). Si a ḿes a ḿes, la matriu de covariància constant
ésCx(t0) = Id, aquests estats s’anomenen soroll blanc. En aquest cas es té
el seg̈uent resultat, que permet treure la dependència enxi0 de la cota del cost.
Tenim que per a tota matriu simètricaW (t) es verifica que

E{x(t)TW (t)x(t)} = tr(W (t)Cx(t)) .

Per veure-ho, noḿes cal desenvolupar el producte, ambx ∈ RN :

E{xT (t)W (t)x(t)} = E{
n
∑

i,j=1

xT
i (t)Wij(t)xj(t)} =

n
∑

i,j=1

Wij(t)E{x
T
i (t)xj(t)} .

ComW (t) i Cx = (E{xT
i (t)xj(t)}) = (Cij) són matrius sim̀etriques, es té que

aquesta equació representa la traça del producte. En efecte, els elementsde la
diagonal deW (t)C(t) són

∑n
i=1WjiCij, ambj = 1, . . . , n. Per tant,

n
∑

i,j=1

WijCij = tr(W (t)Cx(t)) .

SiW (t) = W i Cx(t) = Id són constants, tal i com passa en el nostre cas, es té

E{xT (t)Wx(t)} = tr(W ) .

Sigui doncs el costJ , del qual se sap queJ ≤
N
∑

i=1

xT
i0Pixi0. Considerant el soroll

blanc com estat inicial, identificantPi ambW i agafant el valor esperat de la
funció de cost, s’obt́e que

J̄ = E(J) ≤
N
∑

i=1

E(xT
i0Pixi0) =

N
∑

i=1

tr(Pi) . (8.3)

D’aqúı s’obt́e una cota del cost independent del valor inicialxi0.
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8.2.2 Manera determinista

La manera determinista es basa en considerar un estat inicial xi0 arbitrari, per̀o
dins el conjuntSi = {xi(0) ∈ R

ni/xi(0) = Πi0vi, vT
i vi ≤ 1}. Considerem

λmax(·) el valor propi m̀axim d’una matriu. Aleshores,

J ≤
∑

i

xT
i (0)Pixi(0) ≤

N
∑

i=1

λmax(Π
T
i0PiΠi0) .

Per tant, com a mesura del rendiment robust i per tant com a mı́nim de la cota del
cost, es considera

J∗ = inf{
N
∑

i=1

λmax(Π
T
i0PiΠi0)/ Pi > 0, Pi matriu de cost quadràtic} .

(8.4)
En aquest capı́tol, hem presentat dues maneres de treure la depèndencia en les
condicions inicials de la cota del cost, obtenint en cada casuna nova inequació
matricial lineal, permetent afegir-la al nostre problema de cost garantit i resol-
dre totes les LMIs al mateix temps. També hem dut a terme una minimització
d’aquesta cota, sempre en termes LMI.



Caṕıtol 9

Control H∞ est̀atic

En aquest capı́tol tractem els sistemes interconnectats amb incerteses treballats
al llarg de tota aquesta tesi, però considerarem també la pres̀encia de pertorba-
cions externes en cada subsistema. Sota aquestes condicions, el nostre objectiu
és dissenyar un conjunt de controls descentralitzats i per això utilitzarem la teoria
H∞. Sota la seva forma ḿes simple, el problemaH∞ és un problema de rebuig
de pertorbacío. El fet de tractar aquest tipus de problema, i no el problemaH2,
que sembla el ḿes natural en el desenvolupament d’aquest treball,és degut a que
el problemaH∞ tracta amb un tipus ḿes general de pertorbació, plantejant-se el
pitjor cas. En canvi, el problemaH2 tracta el cas de pertorbació tipus soroll blanc,
amb covarìancia coneguda, fet que noés prou general.

En aquest capı́tol, primer fem una breu introducció a la teoriaH∞, per passar
despŕes a caracteritzar el comportamentH∞ per a sistemes interconnectats amb
incerteses admissibles i fallades en l’actuador, sense especificar-ne el model d’in-
certeses. Després, per a cada model d’incerteses, presentem el disseny LMI del
control descentralitzat que assegura comportamentH∞.

9.1 Introducció a la teoriaH∞

Sigui el sistema


















ẋ = Ax+Bu+ Fw

y = Ex+Hu

z = Cx+Dw ,
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on x és la variable d’estat,y la variable medible,w la pertorbacío externa,u la
variable de control iz la variable de sortida a controlar. La Figura 9.1 representa
aquest problemaH∞ est̀andard.

Figura 9.1: ProblemaH∞ est̀andard

El problemaH∞ tracta el problema de minimitzar l’efecte produı̈t per una pertor-
bacíow sobre el comportament del sistema, i en particular sobre la sortidaz. Per
això, caldr̀a sintetitzar una llei de control que estudı̈i l’impacte dew sobrez, tot i
mantenint estable el sistema. Aquest impacte es medeix fent-ne el quocient de les
seves normes. Caldrà doncs definir aquesta norma, anomenada normaH∞, que
representa l’increment m̀axim en energia, entre l’entrada i la sortida del sistema.

La connexío entre l’estabilitzacío robusta amb incerteses lineals independents del
temps i la teoriaH∞ va ser establerta per primer cop per Kimura l’any 84 ([23]).
En [10], Francis d́ona una introducció a la teoriaH∞ i cont́e una llarga referència a
l’aproximacío pel domini de freq̈uència a l’estabilitazació quadr̀atica. Una solucío
en l’espai d’estat pel problemaH∞, queés aǹaloga a la resolució d’un problema
LQG (veure annex A), va ser donada per Doyle en [9]. Els resultats que hi pre-
senten śon considerats ja com bàsics en el disseny dels controladorsH∞. La idea
general es resumeix en resoldre dues equacions algebraiques de Riccati per tal
de verificar l’exist̀encia d’aquests controladors. A més a ḿes, es donen fòrmules
expĺıcites per a calcular una solució particular, anomenada controlador central.
Finalment, els controladors són parametritzats via una transformació fraccional
constrüıda al voltant del controlador central i involucrant paràmetres. Però al-
gunes de les restriccions que imposa sobre el sistema tendeix a limitar-ne la seva
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aplicacío. El comportamentH∞ ha estat tractat sota diferents marcs. En [27],
es tracta el controlH∞ per a sistemes de transformació lineal fraccioǹaria (LFT),
mentre que [6] tracta el control LQG i busca una cota del comportamentH∞. En
[12], els autors tracten el problema de les funcions de Lyapunov param̀etriques per
a caracteritzar el problema del comportamentH∞ af́ı quadr̀atic. Aquestśultims
anys, la flexibilitat de les tècniques LMI han perm̀es replantejar-ne el compor-
tamentH∞ dins de problemes clàssics. Per exemple, [38] tracta sistemes amb
retard i n’estudia el filtreH∞ usant t̀ecniques LMI. En [35] i [37], es treballa el
problema d’optimitzacío i cost garantit. En [18] es tracta el cas de fiabilitat local
i control H∞. Cal destacar [2], on els autors presenten una alternativa a la ca-
racteritzacío presentada en [9]: usant la formulació LMI, s’extén el concepte de
parametritzacío convexa en l’espai d’estat dels controladorsH∞.

La principal difer̀encia entre la teoria LQG i la teoriaH∞ és deguda al tractament
i modelitzacío de les pertorbacions externes incertes. Com s’explica en [6], el dis-
seny LQG es basa en pertorbacions estocàstiques amb covariància fixada, mentre
que la teoriaH∞ treballa amb un model determinı́stic, que consisteix de senyals
acotats, de quadrat integrable. Aixı́ com el disseny LQG utilitza el criteri del cost
quadr̀atic, la teoriaH∞ tracta de minimitzar la normaL2 de la resposta al pitjor
cas de pertorbació. Per a sistemes amb un model poc definit de pertorbacions, que
poden tenir una potència significativa en una banda arbitrària,és ḿes eficaçH∞.
Per a sistemes on es coneix la densitat de les pertorbacions,el disseny LQǴes
menys conservatiu.

9.1.1 Definicions

Considerem el casy(t) = x(t), suposant que tots els estats són mesurables. Sigui
el sistema lineal independent del temps

(

ẋ(t)

z(t)

)

=

(

A B

C D

)(

x(t)

w(t)

)

, (9.1)

sentx(t) la variable d’estat,z(t) la sortida iw(t) la pertorbacío en entrada.

Volem estudiar la relació entre la pertorbaciów(t) i la sortidaz(t) del sistema,́es
a dir, com afecta la pertorbació en el comportament del sistema. Es considera que
el sistema t́e un bon comportament si la variació dez(t) és petita en presència de
la pertorbacío w(t). Una manera estàndard de quantificar aquest comportament
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del sistemáes considerar el guany del sistema:

Γ := sup
ω

mida(z)
mida(w)

. (9.2)

Aquesta definicío és equivalent a

Γ := sup
ω

{mida(z) : mida(w) ≤ 1} . (9.3)

La quantitatΓ mesura la mida del senyal de sortidaz com a resposta del pitjor cas
de pertorbacío w, amb estat inicial nul. Per tant, quan més petités el guany del
sistema, millor n’́es el seu comportament. La definició anterior noés prou con-
creta, cal especificar com mesurar la talla dels senyalsz i w. Existeixen diferents
maneres de fer aquesta medició.

MesuraL∞

Si v és un senyal acotat, la seva mida pot ser calculada usant

‖v‖L∞
:= sup

t≥0
‖v(t)‖ .

La quantitat‖v‖L∞
s’anomena normaL∞ del senyalv. La mida d’un senyal-

impulsv(t) = v0δ(t) pot ser quantificada per‖v0‖, on δ(·) és la funcío delta de
Dirac.

MesuraL2

Si v és un senyal integrable, es pot calcular la següent norma:

‖v‖L2
= ‖v‖2 :=

√

∫ ∞

0

‖v‖2 dt ,

on‖ · ‖ és la norma euclı́dea. La quantitat‖v‖L2
s’anomena normaL2 del senyal

v, i tamb́e es considera com l’energia del senyalv. L’espaiL2(R) indica l’espai
de Hilbert de les funcionsw deR+ aR

n, amb normaL2 acotada.

Se suposa que el senyal pertorbadorw es mesura amb la normaL2 i té energia
finita (normaL2 finita). El seu efecte sobre el sistema es mesura també amb la
normaL2 del vectorz. Quan el sistemáes realimentat per l’estat (u = Kx), cal
dissenyar aquesta llei de control tal que minimitzi l’impacte dew sobrez. Es
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mesura aquest impacte acotant el quocient‖z‖2

‖w‖2

. Cal que a ḿes a ḿes s’asseguri
l’estabilitat interna del sistema,és a dir, que la matriuA sigui estable.

Es poden considerar les següents mesures pel comportament del sistema (9.1), que
definiran el guany del sistema.

• Guany impuls/energia:

Γie := sup {‖z‖L2
} respectew(t) = w0δ(t) , ‖w0‖ ≤ 1 .

El seu noḿes degut a que l’entradaés una funcío δ(t), delta de Dirac.

• Guany energia/pic:

Γep := sup {‖z‖L∞
} respecte‖w‖L2

≤ 1 .

S’anomena aix́ı degut a que es fa la normaL∞ de la sortidaz.

• Guany energia/energia:

Γee := sup {‖z‖L2
} respecte‖w‖L2

≤ 1 .

Rep aquest nom ja que es calcula la normaL2 tant de l’entrada com de la
sortida.

Per tal d’analitzar el comportament del sistema, es calculen aquests guanys del
sistema. Recordem que per al sistema (9.1), la funció de transfer̀encia entre la
pertorbacío w i la sortidaz ésT (s) := D + C(sId − A)−1B. Si el sistema
és asimpt̀oticament estable,T (s) és acotada per a tots ∈ C, Re(s) > 0, d’on
σmax(T (s)) < ∞. Els guanysΓie i Γep són anomenats normaH2 de la funcío de
transfer̀enciaT (s), definida en el domini de freqüència com

‖T‖H2
= ‖T‖2 := tr

(

1

2π

∫ ∞

−∞

T ∗(jω)T (jω)dω

)1/2

,

o bé,

‖T‖H2
:= tr

(

1

2π

∫ ∞

−∞

T (jω)T ∗(jω)dω

)1/2

.

El guanyΓee correpon a la normaH∞ de la funcío de transfer̀encia (veure [51]
per ḿes detalls):

‖T‖H∞
:= sup

w
‖T (iw)‖ .

Per veure queΓee = ‖T‖H∞
, s’usa l’identitat de Parseval, tenint en compte que

T (iw) és la transformada de Fourier deCetAB. Presentem a continuació les dues
acceptacions per a la definició de la normaH∞.
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Definició 9.1 (NormaH∞). La normaH∞ de la funcío de transfer̀enciaés el
suprem del m̀axim valor propi singular de resposta en freqüència del sistema:

‖T‖∞ := sup
w∈L2

σmax(T (iw))

Si l’operadorT és la funcío de transfer̀encia entrez(t) i w(t), aleshores la norma
infinit deT és

‖T (s)‖∞ := sup
W (s)∈L2

‖Z(s)‖2

‖W (s)‖2

,

ons és la variable de Laplace.

Per a sistemes amb pertorbacions,és necessari definir el concepte d’estabilitat
interna.

Definició 9.2 (Estabilitat interna). El sistema (9.1)́es estable de manera interna
si la matriuA és estable.

9.1.2 ComportamentH∞ nominal

Es consideren dos tipus de problemaH∞ (veure [1]):

ProblemaH∞ òptim: minimitzar la normaH∞ de la funcío de trans-
ferènciaT sobre el conjunt d’actuadors que estabilitzin internament
el sistema.

El mı́nim s’indica perγopt i s’anomena guanyH∞ òptim. El problema sub-òptim
tamb́e és important íes el que tractarem en aquest treball:

ProblemaH∞ sub-òptim: donatγ > 0, trobar un compensadorK
que estabilitzi el sistema de manera interna i asseguri‖T‖∞ < γ.

Les solucions d’aquest problema s’anomenen controladorsγ-sub̀optims. Tenim
que la quantitat1

γ
defineix la m̀axima amplitud de les incerteses no estructurades

que pot aguantar el sistema en llaç tancat sense desestabilitzar-se (teorema dels
petits guanys). Per tant, minimitzant‖T‖∞, el problemaH∞ òptim consisteix en
calcular una llei de controlK de manera que el sistema en llaç tancat sigui el més
robust possible en presència d’incerteses.

Lema 9.1 ([51]). Si el sistemáes asimpt̀oticament estable iγ > 0, tenim les
seg̈uents equival̀encies:
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(i) ‖T‖∞ < γ, sentT la funció de transfer̀encia entrez i w.

(ii) Sentx(0) = 0, per a totw:

sup
w∈L2

‖z‖

‖w‖
< γ .

(iii) ExisteixP > 0 simètrica solucío de:

(

ATP + PA+ CTC ∗

BTP +DTC −γ2 +DTD

)

< 0 . (9.4)

El seg̈uent lema presenta el recı́proc del Lema 9.1. En farem la seva demostració
degut a la seva importància.

Lema 9.2 ([51]). Sigui el sistema (9.1) ambx(0) = 0. Donatγ > 0, si existeix
una matriuP > 0 solucío de





ATP + PA ∗ ∗

BTP −γ2 ∗

C D −Id



 < 0 . (9.5)

Aleshores, el sistemáes internament estable i amb normaH∞ menor queγ.

Demostracío. Considerem la funció de LyapunovV (x, t) := xTPx. ComP > 0,
tenim queV (x, t) > 0. D’altra banda, el terme(1, 1) de (9.5) porta aATP +

PA < 0, assegurant l’estabilitat interna. Recordem que si una matriu simètricaés
definida negativa, aleshores les matrius diagonals també ho śon. Falta veure que
la normaH∞ est̀a acotada superiorment perγ:

‖z‖2

‖w‖2

≤ γ ,

o béγ2wTw − zT z > 0. Considerem

L :=
d

dt
V + zT z − γ2wTw .

Anem a veure queL < 0.

L = (xT , wT )

(

ATP + PA ∗

BTP 0

)(

x

w

)

+

+ (Cx+Dw)T (Cx+Dw) − γ2wTw

= (xT , wT )

(

ATP + PA+ CTC ∗

BTP +DTC −γ2 +DTD

)(

x

w

)

.
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Per Schur, aquesta matriués definida negativa si hóes (9.5), que resulta ser la
nostra hip̀otesi. Per tant, integrantL entre 0 i∞, obtenim que

V (x(∞)) − V (x(0)) +

∫ ∞

0

zT z − γ2

∫ ∞

0

wTw < 0 .

Com tenim estabilitat interna, resulta quex(∞) → 0 i per tant

∫ ∞

0

zT z − γ2

∫ ∞

0

wTw < 0 ,

queés equivalent a

‖z‖2
2 < γ2‖w‖2

2 ⇒
‖z‖2

‖w‖2

≤ γ ⇒ ‖Tzw‖∞ < γ .

Acabem de demostrar que si (9.5) té solucío, aleshores tenim comportamentH∞

i estabilitat interna, tal i com volı́em.

9.2 Caracteritzacío del control fiable robust

Sigui el sistema format perN subsistemes interconnectats amb incerteses







ẋi(t) = Aixi(t) + Biu
F
i (t) +

∑

j 6=i

Gij gij(xj, t) + Fiwi(t)

zi(t) = Cixi(t) + Diwi(t)
, (9.6)

amb condicions inicialsxi(0) = xi0 , i = 1, . . . , N . Suposarem quexi0 = 0, i si
no és aix́ı, noḿes cal considerar una traslació d’origen. El vectorxi ∈ R

ni és el
vector d’estat, que suposarem mesurable,ui ∈ R

si és el vector de control iwi ∈

R
ri representa la pertorbació que sofreix el sistema. El vectorgij ∈ R

li representa
les interconnexions entre el subsistemaSi i la resta de subsistemes. El vector
zi ∈ R

mi és la sortida controlable, que ens indica l’efecte del soroll o pertorbacío
en el subsistemai. En la Figura 9.2 es presenta l’esquema d’aquest problema
quan hi afegim la possibilitat de fallada en l’actuador, sent uF

i el control despŕes
de fallada de l’actuador. A continuació presentem els models d’interconnexió i de
fiabilitat que hem vingut usant al llarg de tot el treball.



9.2 Caracteritzacío del control fiable robust 125

Model de interconnexío

Per les condicions 1.1–1.2 de l’Apartat 1.3, les interconnexions verifiquen la
seg̈uent acotacío:

‖gij(t, xj)‖ ≤ ‖Wijxj‖ amb Wi :=
N
∑

j = 1

j 6= i

W T
jiWji > 0 . (9.7)

Model de fiabilitat

Considerem el següent model de fiablitat donat en el Capı́tol 1 per les equacions
(1.10)–(1.12):







uF
i = Λiui + φi(ui) ,

‖φi‖ ≤ ‖Γiui‖ .
(9.8)

Recordem que la notació emprada ens indica queT dep̀en de les incerteses. El
primer resultat que obteniḿes independent del model d’incerteses, aixı́ que de
moment no el fixem.

Figura 9.2: ProblemaH∞ en pres̀encia de fallades en el sistemaSi

Determinar condicions necessàries i suficients per al problema de control robust
est̀atic pel sistema (9.6)́es força complex. En aquest capı́tol donem condicions
suficients que asseguren estabilitat i comportamentH∞ acotat per al sistema (9.6)
en llaç tancat. Moltes tècniques per a verificar la robustesa de sistemes amb in-
certeses usen funcions de Lyapunov i les trobem tractades, per exemple, en [2] i
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[54]. Recollint el que hem definit en els apartats anteriors, anem ara a caracte-
ritzar el control robust i fiable, amb normaH∞ acotada. Suposem que existeixen
funcions de Lyapunov quadràtiques i param̀etriquesV (x) = xT

Xx, tal que per a
qualsevolx no nul i qualsevol entradaw, es verifiquen les següents condicions, tal
i com es presenta en el lema 9.2:







V (x) > 0

d
dt
V + zT z − γ2wTw < 0 .

(9.9)

Veurem que el sistema en llaç tancat (9.6), ambui = Kixi, és estable i t́e norma
H∞ acotada, per a tota incertesa admissible. Cal tenir present que tamb́e conside-
rem que poden haver-hi fallades en els actuadors, i per tant de fet tenimuF

i (t) en
lloc deui, onuF

i (t) ve donat pel model definit en l’Apartat 1.4. Volem estudiar
com afecta la pertorbació acotadawi en el comportament del subsistemaSi. Per
això, comparem les normesL2 dewi i de la sortidazi, acotant-les per un cert
valor donatγi > 0. De fet, fem ḿes: considerem el pitjor cas de pertorbació i
busquem el valor deγi que ḿes s’aproxima a la normaH∞ del sistema. Cal tenir
present que es tindrà comportamentH∞ quan existeixiKi tal que es mantinguizi

acotada en front awi. És a dir, cal minimitzar‖Ti‖ := ‖Tziwi
(s)‖∞. Per aix̀o, ens

plantegem el problema sub-òptimH∞:

Volem trobarγi tal que‖Ti‖∞ ≤ γi ⇔ ‖zi‖2 ≤ γi‖wi‖2 i que el
sistema (9.6) sigui internament estable.

El pitjor cas el tindrem en considerar el suprem del quocientde les normes de la
pertorbacío i de la sortida:

sup
wi ∈ L2

acotat

‖zi‖2

‖wi‖2

≤ γi .

Comγi > 0, resulta que el quocient anteriorés equivalent a

γ−1
i ‖zi‖

2
2 − γi‖wi‖

2
2 < 0 , (9.10)

per a cadai = 1, . . . , N . Aquesta condicío ens assegura doncs que la norma in-
finit de la funcío de transfer̀enciaés menor que una certa constantγi > 0. Gràcies
a aquest plantejament, el problema que resolemés el de minimitzar aquesta cons-
tant i trobar aix́ı la matriu de guany tal que que l’efecte de la pertorbació sigui
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mı́nim. Finalment, exposarem aquest problema en termes LMI, per tal de poder
fer-ne una resolució num̀erica eficaç.

A més de voler acotar la normaH∞ de cada subsistema, volem mantenir l’esta-
bilitat asimpt̀otica interna, malgrat de les fallades del sistema. Aquest concepte
d’estabilitat interna es refereix a que el sistema no pertorbat és estable. Per tal
de tenir estabilitat interna, considerem una candidata a funció de Lyapunov, per a
cada subsistemaSi,

Vi(x) = xT
i Xixi .

Per tal que sigui efectivament una funció de Lyapunov, cal queXi > 0 i que
d
dt
Vi < 0. Anem a veure quina condició s’ha de verificar per tal que aquesta

segona condició es verifiqui. Cal tenir present que estem en el cas de fiabilitat i
per tant caldr̀a aplicar el model corresponent. Per tant, per a cadai = 1, . . . , N ,

d

dt
V < 0 ⇔

(

Ai xi + Bi u
F
i +

∑

j 6=i

Gij gij

)T

Xi xi + (∗) < 0 . (9.11)

Per (9.7) i (9.8), tenint en compte que realimentem per l’estat,ui = Kixi i definint

tTi = (xT
i , . . . , g

T
ij, . . . , φ

T
i )

GT
i := (Gi1 , . . . GiN) ,

tenim que (9.11) es verifica si

tTi











(Ai + BiΛiKi)
T
Xi + (∗) +Wi +KT

i Γ2
i Ki ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗

B
T
i Xi 0 −Id











ti +

+ φT
i φi − xT

i K
T
i Γ2

i Kixi +
∑

j 6=i g
T
ij gij − xT

i Wixi < 0 .

Per les condicions sobre la variable de falladaφi i sobre les interconnexionsgij,
tenim queφT

i φi − xT
i K

T
i Γ2

i Kixi < 0 i
∑

j 6=i g
T
ijgij − xT

i Wixi < 0. Per tant,

obtenim el següent resultat. La funció de Lyapunov verificȧV < 0 si

Mi :=











(Ai + BiΛiKi)
T
Xi + (∗) +Wi +KT

i ΓiKi ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗

B
T
i Xi 0 −Id











< 0 .

(9.12)
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El seg̈uent lema resumeix el que acabem de veure.

Lema 9.3. Sigui el sistema no pertorbat (9.6),és a dirFi := 0, ambui = Kixi

per a cadai = 1, . . . , N . SiMi < 0 (9.12), el sistema en llaç tancat té estabilitat
asimpt̀otica interna. En aquest cas,limt→∞ xi(t) = 0.

Ara cal determinar una condició que asseguri estabilitat interna, normaH∞ acota-
da i fiabilitat, quan realimentem el sistema per l’estat:ui(t) = Kixi(t). Per aix̀o,

considerem la funció param̀etrica de LyapunovV (x) =
N
∑

i=1

Vi(x) i imposem la

condicío de comportamentH∞.

Definició 9.3 (ComportamentH∞). Sigui el subsistemaSi (9.6) amb funcío de
LyapunovVi(x) = xT

i Xixi. Aleshores, el subsistemaSi té normaH∞ acotada si
es verifica

d

dt
Vi + γ−1

i zT
i zi − γiw

T
i wi < 0 . (9.13)

El sistema global t́e comportamentH∞ si, per a toti = 1, . . . , N , el subsistemaSi

en t́e. Anem a transformar la condició donada en la Definició 9.3 per tal d’obtenir
una condicío tipus LMI. Encara que els passos a seguir són molt semblants als
que ens han perm̀es definir el Lema 9.3, els tornem a reproduı̈r per al cas de
comportamentH∞, per tal de clarificar l’explicació i la deduccío dels resultats.
Aix ı́ doncs, desenvolupem (9.13):

d
dt
Vi + γ−1

i zT
i zi − γiw

T
i wi =

= ẋT
i Xixi + xiXiẋi + γ−1

i zT
i zi − γiw

T
i wi

=

(

Aixi + Biu
F
i +

∑

j 6=i

Gij gij + Fiwi

)T

Xixi + (∗)

+ γ−1
i (Cixi + Diwi)

T (Cixi + Diwi) − γiw
T
i wi < 0 .

(9.14)

Considerem ara el model de fiabilitat (9.8) i la realimentació. Per tant, tenim que

uF
i = ΛiKixi + φi(Kixi) . (9.15)

Posant (9.15) en (9.14) i defininttTi = (xT
i , . . . , g

T
ij, . . . , φ

T
i , w

T
i ), obtenim que la
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normaH∞ estar̀a acotada perγi si es verifica la seg̈uent inequacío:

tTi















(Ai + BiΛiKi)
T
Xi + (∗) + Wi + KT

i Γ2

i Ki + γ−1

i C
T
i Ci ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗

F
T
i Xi + γ−1

i D
T
i Ci 0 0 −γi Id + γi D

T
i Di















ti+

+ φT
i φi − xT

i K
T
i Γ2

iKi xi +
∑

j 6=i

gT
ij gij − xT

i Wi xi < 0

Utilitzem ara les condicions imposades sobre les interconnexions (9.7) i sobre la
variable de fiabilitatφi (9.8). Per tant, la inequació (9.13)és certa si es verifica
que

M i :=















Ā
T
i Xi + (∗) + Wi + KT

i Γ2

i Ki + γ−1

i C
T
i Ci ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗

F
T
i Xi + γ−1

i D
T
i Ci 0 0 −γi Id + γi D

T
i Di















< 0

(9.16)
on Āi := Ai + BiΛiKi.

Si M i < 0, obtenim qued
dt
Vi + γ−1

i zT
i zi − γiw

T
i wi < 0, per ai = 1, . . . , N . Si

veiem que aquesta mateixa condició tamb́e implica queMi < 0 (9.12), aleshores
tindrem estabilitat asimptòtica interna i aleshores, integrant (9.13) entre 0 i∞,
obtenim

xT
i0 xi0 + γ−1

i ‖zi‖
2
2 − γi‖wi‖

2
2 < 0 .

Si tenim que les condicions inicials són nul·les,xi0 = 0, per toti, obtenim que la
normaH∞ del subsistemai es troba acotada perγi:

‖zi‖
2
2

‖wi‖2
2

< γ2
i ⇒ sup

wi∈L2

‖zi‖2

‖wi‖2

< γi .

Per tant, si demostrem queM i < 0 ⇒ Mi < 0, tindrem estabilitat degut al Lema
9.3, i comportamentH∞ perM i < 0. Abans de veure aquesta implicació, anem a



130 ControlH∞ est̀atic

obtenir una altre expressió deM i. Per aix̀o, considerem la següent matriu:

M i :=





















Ā
T
i Xi + (∗) + Wi + KT

i Γ2

i Ki ∗ ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗ ∗

F
T
i Xi 0 0 −γi Id ∗

Ci 0 0 Di −γi Id





















.

ConsideremM i i apliquem el complement de Schur al terme−γi Id:



















Ā
T
i Xi + (∗) +Wi +KT

i Γ2
iKi ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗

F
T
i Xi 0 0 −γi Id



















+

+



















C
T
i

0

0

D
T
i



















γ−1
i (Ci 0 0 Di) < 0 .

Aquesta operació correspon justament aM i. Per̀o el complement de Schur també
demana que el primer terme sigui definit negatiu:



















Ā
T
i Xi + (∗) +Wi +KT

i Γ2
iKi ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗

F
T
i Xi 0 0 −γi Id



















< 0 ,

d’on tenim queMi < 0, ja que cont́eMi. Per tant, acabem de demostrar la següent
proposicío.

Proposició 9.1 (Control fiable robust). Siguin els models de interconnexió (9.7) i
de fiabilitat (9.8). Si existeixen matriusXi > 0 simètriques iKi tals queM i < 0,
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per a cadai = 1, . . . , N , aleshores el sistema (9.6)és fiable sota fallades dels
actuadors, t́e estabilitat asimpt̀otica interna i t́e normaH∞ acotada perγi > 0.
És a dir,

M i < 0 ⇒







Mi < 0

M i < 0 .

Els resultats enunciats en el Capı́tol 3 es poden aplicar a la matriuM i i aixı́ se-
parar les matrius que depenen dels paràmetres. Cal tenir present queM i < 0

no és una inequació matricial lineal, ja que conté factors quadràtics. Els resultats
del Caṕıtol 3 permeten linealitzar aquest tipus d’inequació, usar funcions de Lya-
punov param̀etriques i a ḿes a ḿes caracterizen les matrius de guanyKi. Com
seguim el mateix tipus de raonament que pel cas de control fiable amb cost garan-
tit (veure Caṕıtol 4), ho ometem aquı́. El seg̈uent lema ens d́ona, pel complement
de Schur, la relació entreM i < 0 i una inequacío adecuada per a poder aplicar el
Teorema 3.3.

Lema 9.4.M i < 0 ⇔
































Ā
T
i Xi + (∗) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

Gi Xi −Id ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

B
T
i Xi 0 −Id ∗ ∗ ∗ ∗

F
T
i Xi 0 0 −γi Id ∗ ∗ ∗

Ci 0 0 Di −γi Id ∗ ∗

Id 0 0 0 0 −W−1

i ∗

ΓiKi 0 0 0 0 0 −Id

































< 0 .

Per claretat en la notació, fem les seg̈uents assignacions, que usarem en apartats
posteriors:

Ei := (GT
i Bi Fi)

CT
i = (CT

i Id)

Hi := Γi

Qi
11 := diag(−Id,−Id,−γi Id)

Qi
22 := diag(−γi Id,−W

−1
i )

Qi
33 := −Id

Qi
21 :=

(

0 0 Di

0 0 0

)

Qi
31 = Qi

32 := 0 .
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En aquesta secció hem caracteritzat el comportamentH∞ per a sistemes intercon-
nectats amb incerteses admissibles, sense especificar-ne el model, amb fallades en
la realimentacío.

9.3 Disseny LMI: Incerteses normades

En aquest apartat considerem el model d’incerteses normades i presentem la ca-
racteritzacío del control fiable amb normaH∞ acotada per mitjà de les t̀ecniques
LMIs.

Sigui doncs, per a cadai = 1, . . . , N , el subsistemaSi







ẋi(t) = Aixi(t) + Biu
F
i (t) +

∑

j 6=i

Gijgij(xj, t) + Fiwi

zi(t) = Cixi(t) +Diwi .
(9.17)

Cal remarcar que no considerem que les matrius de pertorbacionsFi i Di tinguin
incerteses. Aquesta suposició no implica una p̀erdua massa gran de generalitat, ja
que es considera que se sap de quina manera actúa la pertorbació. En el seg̈uent
apartat, en el cas d’incerteses politòpiques, ja considerarem aquest cas. Però en el
cas d’incerteses normades es complica el resultat sense necessecitat. Aix́ı doncs,
les matrius d’estat, control i sortida tenen expressió



















Ai = Ai +H1i∆i(t)E1i

Bi = Bi +H1i∆i(t)E2i

Ci = Ci +H2i∆(t)E3i .

(9.18)

Les matrius d’incerteses∆i(t) verifiquen l’acotacío

‖∆T
i (t)∆i(t)‖ ≤ Id . (9.19)

Considerem els models d’interconnexió (9.7) i de fiablitat (9.8), definits en l’Apar-
tat 9.2. El resultat principal obtingut en aquest apartatés la Proposició 9.1, que
ens permet dissenyar el control fiable robust. De fet, el que veurem a continuació
és una adaptació d’aquesta proposició, que d́ona una caracterització LMI d’aquest
control per a sistemes amb incerteses normades. Cal que es verifiquin les seg̈uents
condicions.
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Condicío 9.1. Per a cadai = 1, . . . , N , la matriuDi verifica

Di := (Id−DT
i Di)

−1 > 0 .

Condicío 9.2. Existeix un escalarδ1i > 0 tal que

‖E2iE
T
2i‖ ≤ δ1iId .

Condicío 9.3. Existeix un escalarδ2i > 0 tal que

‖H1iDiD
T
i H

T
1i‖ ≤ δ2iId .

La Condicío 9.1 imposa una restricció sobre el sistema mateix, limitant molt el
tipus de pertorbació que pot patir la sortida del sistema. Les condicions 9.2 i
9.3 indiquen com escollir les matrius que descomposen les incerteses del sistema.
Com aquestes matrius no són úniques, aquestes dues condicions no són tan res-
trictives com l’anterior.

Proposició 9.2. Sigui el sistema (9.17), amb els models d’incerteses (9.18), d’in-
terconnexío (9.7) i de fiablitat (9.8). Siguin les condicions 9.1, 9.2 i 9.3. Sigui
γi > 0, β4i > 0 i β5i > 0 donats.

Si existeixen matriusPi = P T
i definides positives iYi que fan viable la seg̈uent

LMI:




P1i P2i

P T
2i P3i



 , (9.20)

per a cadai = 1, . . . , N , on

P1i := PiA
T
i + AiPi + YiΛiB

T
i +BiΛiYi + µiH1iH

T
1i +GT

i Gi +BT
i Λ2

iB
T
i

+γ−2
i

(

FiDiD
T
i CiPi + PiC

T
i DiD

T

i F
T
i

)

P2i :=
(

PiE
T
1i , YiΛiE

T
2i , YiΓi , BiΛ

2
iE

T
2i , Fi , PiE

T
3i , PiC

T
i Di,

, PiC
T
i DiD

T
i H

T
2i , PiE

T
3i , PiE

T
3i , FiDiD

T
i H2i

)

P3i := diag
(

− β1i , −β2i , −Id , −β3i , −γiD
−1

i , −β4iγ
2
i , −γ

3
i ,−

γ3

i

β5i
,

,−β5iγ
3
i , −γ

2
i δ2 , −

γ2

i

β4i

)

µi := β1i + β2i + β3i + δ1i

GT
i :=

(

Gi1, . . . , GiN

)

,
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aleshores, el controlui(t) = YiP
−1
i xi(t) és fiable i la normaH∞ del sistema es

troba acotada perγi.

Es pot veure que la LMI (9.20) nóes lineal enγi, i per tant el que s’obté és el
control fiable robust per a cadaγi > 0 fixada.

Demostracío. Els passos de la demostració śon semblants als efectuats en el Ca-
ṕıtol 5. Estem sota les condicions de la Proposició 9.1. Aplicant els complements
de Schur a la desigualtat matricialM i < 0, i usant les acotacions donades pel mo-
del d’incerteses normades i les condicions 9.1–9.3, junt a la desigualtat matricial
est̀andard, obtenim queM i < 0 si la LMI (9.20)és viable. Com aix̀o és justament
la hipòtesi de la nostra proposició, aquesta queda demostrada. No presentem els
passos de les diferents acotacions, ja que són iguals als fets en la demostració de
la Proposicío 5.1i no aporta cap nova metodologia.

9.4 Disseny LMI: Model politòpic

En aquest apartat, donem per al model d’incerteses politòpic, la caracterització
per mitj̀a de les inequacions lineals. Aquest disseny permet fer-ne una resolucío
numèrica ḿes efectiva, encara que no en presentem, ja que volem veure´nl’ef-
icàcia comparant-la amb altres dissenys.

En aquesta secció apliquem el Teorema 3.3 al cas de comportamentH∞, quan el
model d’incerteseśes el polit̀opic. Aquest teorema ens permet obtenir inequacions
matricials lineals i usar funcions de Lyapunov paramètriques, tornant l’estudi de
l’estabilitat menys restrictiu. Recordem que en el cas politòpic, les incerteses són
del tipus

T :=
L
∑

k=1

αk Tk , amb
L
∑

k=1

αk = 1 .

Sota aquest model, el comportamentH∞ queda assegurat en la següent proposi-
ció.

Proposició 9.3. Considerem els models de interconnexió (9.7) i de fiablitat 9.8).
Sigui el sistema amb incerteses convexes (9.6), realimentat per l’estat: ui(t) =

Kixi(t). Si, per a cadai = 1, . . . , N , existeixenγi > 0, matriusYik > 0
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simètriques i matriusVi,Ni solucío de

































−(Vi + V T
i ) ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

AikVi + Yik +BikΛiNi −Yik ∗ ∗ ∗ ∗

0 ET
i Qi

11 ∗ ∗ ∗

CikVi 0 Qi
21 Qi

22 ∗ ∗

HT
i Ni 0 Qi

31 Qi
32 Qi

33 ∗

Vi 0 0 0 0 −Yik

































< 0 , (9.21)

aleshores, el sistema en llaç tancatés fiable, internament estable i amb norma
H∞ acotada

sup
wi∈L2

‖zi‖2

‖wi‖2

< γi . (9.22)

El control realimentat ve definit perKi := NiV
−1
i .

Demostracío. Si es verifica la inequació (9.21), aplicant el Teorema 3.3 i el Lema
9.4, tenim queM i < 0. Aplicant ara la Proposició 9.1, tenim que el sistemáes
fiable, t́e normaH∞ acotada perγi i és internament estable.

Aquest teorema caracteritza la llei de control que permet fallades en el sistema tot
i conservant-ne l’estabilitat i que assegura l’acotació de la normaH∞ del sistema.
Si es considera la cotaγi com una variable ḿes del sistema LMI, es pot calcular
el valoròptim, obtenint aix́ı la ḿınima cota de la normaH∞.

No hem desenvolupat el cas del model multiconvex ja que considerem que seria
interessant fer un estudi considerant els paràmetres dependents del temps. Això
comporta un estudi ḿes extens i ho deixem com a un possible treball futur.
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9.5 Realimentacío per la sortida

En aquest apartat presentem el disseny del control descentralitzat realimentat per
la sortida mesurableyi. Considerem el sistema interconnectat d’equació



































ẋi = ∆Aixi + ∆Biu
F
i +

N
∑

j = 1

j 6= i

Gij gij + ∆Fiwi

yi = ∆C1i xi

zi = ∆C2i xi + ∆Diwi .

El vectorxi ∈ R
ni és el vector d’estat,ui ∈ R

si és el control,yi ∈ R
qi és la sortida

mesurable izi ∈ R
mi és la sortida controlable. Els vectorsgij ∈ R

li representen
la interconnexío entre el sistemaSi i la resta de subsistemes. De moment no fixem
el model d’incerteses. Després de fallada, el vector de control segueix el model
definit al llarg d’aquest treball:

uF
i = Λiui + φi(ui) on ‖φi‖ ≤ ‖Γiui‖ .

En aquest apartat considerem el control realimentat per la sortida. Per tant, caldrà
dissenyar la matriu de guanyKi tal que

ui = Kiyi ,

sigui un control amb comportamentH∞. Per aix̀o, per a cada subsistemaSi,
considerem la funció de Lyapunov

Vi := xT
i Xixi .

Per la Definicío 9.3, cal imposar la condició (9.13), que ens assegura una acotació
de la normaH∞:

d

dt
Vi + γiz

T
i zi − γ−1

i wT
i wi < 0 . (9.23)

En desenvolupar aquesta condició, utilitzant les equacions del subsistema, i con-

siderant el vectortTi =
(

xT
i , g

T
i1, . . . , g

T
iN , φ

T
i , w

T
i

)

, obtenim que la desigualtat

(9.23) és certa si es verifica la següent inequacío matricial, on hem tingut en
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compte les acotacions que verifiquenφi i gij (veure Apartat 9.2):





















(

∆Ai + ∆BiKi∆C1i

)T

Xi + (∗) ∗ ∗ ∗

∆ET
i Xi Qi

11 ∗ ∗

∆CT
i Qi

21 Qi
22 ∗

ΓiKi∆C1i Qi
31 Qi

32 Qi
33





















< 0 ,

on els termes d’aquesta inequació venen definits per

∆Ei =
(

Gi,∆Bi,∆Fi

)

,onGi = (Gi1, . . . , GiN)

∆Ci =
(

∆C2i, Id
)

Qi
11 =





−Id ∗ ∗

0 Id ∗

0 0 −γi





Qi
21 =

(

0 0 ∆Di

0 0 0

)

Qi
22 =

(

−γi ∗

0 −W−1
i

)

Qi
31 = 0 , Qi

32 = 0 , Qi
33 = −Id .

Per tal de trobar una condició lineal, cal considerar els tres models d’incerteses
definits en el Caṕıtol 1. Per̀o ens trobem amb la dificultat generada en considerar
que la relacío entrexi i yi té incerteses. Per tal de poder usar la teoria desenvolu-
pada en aquest treball, cal imposar que aquesta relació no contingui incerteses:

∆C1i ≡ C1i .

Fer aquesta suposició no comporta una p̀erdua de generalitat, només correspon a
suposar que la medició no comporta errors, o que aquests són despreciables. En
aquest cas, podem resoldre el problema reduı̈nt-nos al cas estudiat en l’Apartat
9.2, trobant la matriuKi solucío de la Proposició 9.1, amb

Ki := KiC1i .
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Aleshores, suposant que el rang de la matriuC1i és m̀axim, sempre podem trobar
una matriu inversa per la dreta tal que

C−1
1i ∈ R

ni×qi tal queC1i · C
−1
1i = Idqi×qi

.

Aleshores, la nostra matriu de guanyés

Ki := Ki C
−1
1i .

En aquest capı́tol hem tractat el control estàtic amb comportamentH∞, per a
sistemes interconnectats amb incerteses, obtenint un disseny LMI, que permet a
l’hora calcular la cotaγi de la normaH∞ com la matriu de guany que defineix el
control. Hem considerat tant el cas de la realimentació per l’estat, com la reali-
mentacío per la sortida.



Caṕıtol 10

Conclusions i treball futur

En aquest capı́tol s’analitza l’acompliment dels objectius formulats a l’inici de
la present tesi i es resumeixen les principals aportacions.En la segona part del
caṕıtol es presenten algunes futures lı́nies de recerca a les que pot donar lloc aquest
treball.

10.1 Conclusions

El principal objectiu d’aquesta tesi, que era dissenyar un conjunt de controladors
descentralitzats amb realimentació d’estat, verificant certes especificacions, per a
sistemes interconnectats amb incerteses i fallades en els actuadors, ha estat assolit.
Aix ı́, hem presentat una solució per a dos problemes rellevants en la teoria de
control:

• Control RGC:és el problema de sintetitzar el control fiable que a més a
més d’assegurar l’estabilitat, garanteix cert nivell de rendiment o de cost
quadr̀atic. De fet, hem trobat una cota mı́nima per a la funcío de cost.

• ControlH∞: és el problema de dissenyar el control que assegura estabilitat
interna sota pertorbacions en el sistema, obtenint una cotaper a la relacío
entre la pertorbació i la sortida controlable.

Hem considerat tres models diferents d’incerteses: incerteses normades o aco-
tades, incerteses definides sobre un politop i incerteses que segueixen el model
multiconvex. El model de fiabilitat emprat permet plantejar-se tant una fallada
total en l’actuador com una fallada parcial.

139
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A l’hora de dissenyar ambdos controls, hem volgut utilitzarles t̀ecniques donades
per les inequacions lineals matricials (LMI), ja que permeten una f̀acil imple-
mentacío num̀erica. Aix́ı doncs, en primer lloc hem tractat aquests dos proble-
mes obtenint una caracterització general, aix́ı com un disseny en termes de les
tècniques LMIs, que ens han permès dissenyar tant el control RGC com el control
H∞. Despŕes, hem especificat el disseny en funció del model d’incerteses escollit,
aix́ı com hem donat un exemple numèric que demostra la bondat de les tècniques
definides (veure Figura 10.1).

Figura 10.1: Esquema de treball

Dins el contexte dels sistemes interconnectats amb incerteses, sota la presència de
fallades en els actuadors, les principals aportacions de latesi śon les seg̈uents:

1. Obtencío d’una relacío general entre inequacions matricials lineals (LMI) i
no lineals. Hem obtingut aquest resultat introduı̈nt certes variables matri-
cials que separen els termes quadràtics. Aquesta relació permet obtenir ca-
racteritzacions LMI per a un gran ventall de problemes de teoria de control,
i no noḿes en els dos problemes que hem tractat en aquest treball. Permeten
obtenir implementacions num̀eriques efectives, aixı́ com relaxacions en les
condicions d’estabilitat, ja que aquestes LMIs separen lesdades del proble-
ma i les variables de disseny. Aquesta caracterizació permet, en particular,
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utilitzar funcions de Lyapunov paramètriques que asseguren l’estabilitat del
sistema quan una funció no param̀etrica no arriba a fer-ho.

2. Caracterització general d’un conjunt de controladors fiables amb cost qua-
dràtic garantit. Aquesta caracterització es basa en suposar que certa in-
equacío matricial no lineal t́e solucío. Cal tenir present que obtenim una
condicío suficient,és a dir, que poden existir controladors fiables amb cost
garantit que no verifiquin aquesta inequació matricial. La import̀ancia d’a-
quest resultat radica en donar una condició en forma d’inequació matricial,
independentment del model d’incerteses escollit.

3. Disseny d’un conjunt de controls descentralitzats fiables amb cost garantit.
Aquest disseny es basa en la realimentació d’estat i en l’obtencío d’un re-
sultat basat en les tècniques LMI. Aquest dissenýes espećıfic a cada model
d’incerteses considerat, i s’han considerat fallades parcials i totals en els
actuadors.

4. Minimitzacío de la cota del cost quadràtic. Hem presentat dues maneres
que permeten obtenir una cotaòptima del cost garantit, aixı́ com treure’n la
depend̀encia respecte les condicions inicials

5. Determinacío de condicions de resolució del problema de control RGC. En
efecte, en tractar aquest problema ens hem adonat que en considerar fal-
lades en el sistema, el model d’incerteses es veu reduı̈t en certa manera,
perdent tamb́e llibertat en la definicío de la funcío de cost. Per tant, el fet
d’estudiar la fiabilitat junt a les incerteses del sistema comporta una s̀erie
de restriccions, que ens indiquen que tenir en compte les fallades comporta
una p̀erdua de llibertat a l’hora d’escollir la funció de cost.

6. Caracterització d’un conjunt de controladors estàtics fiables realimentats
per l’estat, amb normaH∞ del sistema acotada. Aquesta caracterització
obtingudaés independent del model de incerteses. També hem fet un breu
estudi del control robust realimentat per la sortida mesurable, en el cas que
no se suposin errors en la medició de la sortida.

7. Disseny d’un conjunt de controladorsH∞ fiables per a sistemes intercon-
nectats amb incerteses, sota la presència de fallades en els actuadors, usant
les t̀ecniques LMI. Hem obtingut condicions suficients que asseguren es-
tabilitat i comportamentH∞ acotat per a sistemes interconnectats en llaç
tancat.
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8. Formulacío de condicions sobre els sistemes interconnectats amb incerteses
normades i comportamentH∞. Cal imposar restriccions sobre el sistema
mateix, limitant molt el tipus de pertorbació que pot patir la sortida del
sistema. Aquestes condicions també actuen sobre com escollir les matrius
que descomposen les incerteses del sistema.

10.2 Ĺınies de treball futur

El treball futur se centra en tres eixos, que es corresponen amb els dos problemes
tractats al llarg d’aquest treball i a les tècniques LMIs.

El primer eix és el referent al control descentralitzat fiable de cost garantit. Es
tractaria de fer-ne l’extensió seg̈uent:

1. Estudi de sistemes interconnectats en temps discret amb incerteses, en pre-
sència de fallades dels actuadors. Es consideraran els tres models d’incerte-
ses: normat, polit̀opic i multiconvex.

2. Estudi de sistemes interconnectats amb incerteses multiconvexes, quan els
par̀ametres varien en el temps. En aquest treball hem suposat queels par̀a-
metres eren constants, per tal de fer una primera aproximació al problema.
Seria convenient estudiar la caracterització del control RGC per a aquest
model d’incerteses.

3. Estudi de sistemes continus de gran escala més complexos, considerant ca-
racteŕıstiques com retards en el temps, no linealitats, controls redundants.
Aquests śon casos força tractats en la teoria de control, i seria interessant
veure com podem extendre els nostres resultats en aquests casos.

El segon eix es refereix al estudi del controlH∞. En aquest treball, hem tractat el
control est̀atic. Seria oport́u realitzar l’estudi del control diǹamic per a sistemes
interconnectats amb incerteses, sota la presència de fallada en els actuadors. Ens
centraŕıem tamb́e en els tres models d’incerteses, i escollirı́em el mateix model de
fallada, que contempla tant la fallada total com la fallada parcial en els actuadors.
Tamb́e seria b́o veure com els resultats que hem presentat es poden traslladar al
cas de sistemes discrets.
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El tercer eix que ens permet extendre el present treballés aprofundir en les tècni-
ques LMI, per tal d’aprofitar ḿes el seu potencial en problemes de control. Caldria
veure com es poden utilitzar en els problemes presentats en els dos eixos anteriors.
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Apèndix A

Śıntesi LQ/LQG

A.1 Śıntesi LQ

Sigui el sistema lineal continu, d’estat inicialx(t0) = x0, definit per






ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = x(t)

z(t) = Dx(t)

, (A.1)

on x(t) ∈ R
n és el vector d’estat,u(t) ∈ R

s és el vector de control iz(t) ∈ R
m

és el vector de sortida regulat. El vectory(t) de sortides observadesés el mateix
vector d’estat.

La śıntesi lineal quadr̀atica LQR (Lineal Quadratic Regulator), o b́e simplement
LQ, consisteix en trobar una matriu de guanyK tal que el control realimentat per
l’estatu(t) = −Kx(t) estabilitza el sistema i minimitza el criteri quadràtic

J =

∫ ∞

0

(zTQ1z + uTRu)dt =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTRu)dt ,

amb les matrius de ponderació Q1 ≥ 0 i R > 0 simètriques, iQ = DTQ1D.
Quan el sistemáes en llaç tancat, el criteriJ es reescriu com

J = tr
[(

Q+KTRK
)

L
]

, (A.2)

ambL =
∞
∫

0

xxT dt. Tenint present que la solució del sistema (A.1) en llaç tancat

té per equació ẋ = (A−BK)x, la solucío és

x(t) = eAf tx0 ,ambAf := A−BK .
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Si el sistemáes estable,L verifica l’equacío de Lyapunov

AfL+ LAT
f = −x0x

T
0 . (A.3)

Per tant, cal buscar una matriuK que minimitzi el criteriJ definit per (A.2), onL
verifica (A.3). Es considera la funció de Hamilton

H := tr
[(

Q+KTRK
)

L
]

+ P
(

AfL+ LAT
f + x0x

T
0

)

,

i les condicions d’optimització es transformen en






∂H
∂L

= 0 ⇒ Q+KTRK + PAf + AT
f P = 0

∂H
∂K

= 0 ⇒ 2RKL− 2BTPL = 0 .
(A.4)

D’aquesta segona igualtat treiem l’expressió de la matriu de guanyK

K = R−1BTP ,

on la matriu sim̀etricaP > 0 verifica l’equacío de Riccati no lineal

PA+ ATP − PBR−1BTP +Q = 0 .

Aix ı́ doncs, per a calcular la matriuK cal primer tenir la matriuP , resolent l’e-
quacío de Riccati, tal i com mostrem en l’apartat següent. Si volem obtenir un
valor ḿınim del costJ , cal resoldre el seg̈uent problema

Jmin = tr
[(

Q+KTRK
)

L
]

= tr
[(

− PAf − AT
f P
)

L
]

verificant (A.4).

Comtr(AB) = tr(BA) i per (A.3), s’obt́e queJmin = xT
0 Px0.

Resolucío de l’equacío de Riccati [1]

Considerem la matriu anomenada hamiltoniana

Z =

(

A −BR−1BT

−Q −AT

)

∈ R
2n×2n .

La matriuZ verifica la seg̈uent propietat. Els seus valors propis estan formats
pelsn valors valors propis de la matriu del sistema en llaç tancatA − BK i els
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seus oposats. Per veure aquesta afirmació, noḿes cal expressar convenientment el
determinant deZ. En efecte,

det(Z) = det

(

A−BR−1BTP −BR−1BT

−Q− ATP −AT

)

.

Utilitzant la definicío de la matriu de guanyK i Riccati, obtenim

det(Z) = det

(

A−BK −BR−1BT

P (A−BK) −AT

)

= det

(

A−BK −BR−1BT

0 −(AT −KTBT )

)

.

Per tant, resulta que

det(λI − Z) = det(λI − (A−BK)) det(λI + A−BK) .

En conseq̈uència, els valors propis que anul·lendet(λI −Z) estan formats pelsn
valors propis del sistema LQ en llaç tancat i els seus oposats. Existeixen noḿes
n valors propis amb part real negativa. SiguiΛ = diag(λ1, . . . , λn) la matriu
d’aquests valors propis. Aleshores, construim la matriuX formada pels vectors
propis associats aΛ. Tenim queZX = XΛ. Subdividint la matriuX en dues
matriusX1 i X2, obtenim:

(

A −BR−1BT

−Q −AT

)(

X1

X2

)

=

(

X1

X2

)

Λ ,

que es descomposa en

AX1 −BR−1BTX2 = X1Λ

−QX1 − ATX2 = X2Λ .

Si escollim la matriuP de la forma

P := X2X
−1
1 ,

obtenim queP verifica Riccati, tal i com volı́em. A posteriori, es verifica l’esta-
bilitat del sistema en llaç tancat tenint en compte queX−1

1 (A− BK)X1 = Λ, on
els valors propis deΛ són de part real negativa. De la mateixa manera, la positivi-
tat deP ve de l’equacío de Lyapunov (A.4), on la matriuAf té tots els seus valors
propis estables.
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Relació entre normaH2 i LQ

En el control LQ que utilitza el vector d’estat com a mesura, el criteri quadr̀atic
de funcionament a minimitzarés

J =

∫ ∞

0

(xTQx+ uTRu)dt ,

que es pot reescriure com

J =

∫ ∞

0

yTydt ,amby =

(

y1

y2

)

,

on y1 = Q1/2x, y2 = R1/2u. Pel teorema de Parseval, que relaciona el domini
temporal amb el domini de freqüències, tenim que

J =
1

2π

∫ ∞

−∞

Y ∗(jw)Y (jw) dw .

El termeY (jw) designa la transformada de Laplace dey(t). Per definicío de
normaH2, tenim aleshores

J = ‖Y ‖2 .

La condicío inicial x0 donada, el control LQ correspon a la minimització de la
normaH2 de la matriu de transferència entrex0 i y, queés justament el vector que
cont́e l’estat i el control.

A.2 Śıntesi LQG

El mètode lineal quadràtic (LQ) exigeix el coneixement del vector d’estat, mentre
que en la majoria de problemes de control només es disposa d’informació parcial
de l’estat, en cada instant. La sı́ntesi lineal quadr̀atica gaussiana (LQG) consisteix
en buscar, a partir d’una mesura parcial, un regulador que minimitzi un criteri
quadr̀atic de caire estocàstic. Suposem que tenim un sistema lineal d’ordren

d’equacions






ẋ = Ax+Bu+ Γw ,

y = Cx+ v ,

z = Dx .

Els vectorsw i v representen soroll blanc, de mitjana zero, independents, amb
matrius de covariànciaW i V , respectivament.́Es a dir,

E(wwT ) = W ≥ 0 , E(vvT ) = W ≥ 0 , E(wvT ) = 0 .
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A partir de les mesures dey, que contenen soroll, volem calcular una llei de
control que minimitzi el criteri

J = lim
T→∞

E
{

∫ T

0

(

zTQ1z + uTRu
)

dt
}

. (A.5)

La solucío del problema es basa en el principi de separació que estableix que el
controlòptim s’obt́e:

a) buscant l’estimació x̂ de l’estat usant el filtre de Kalman. Per això, és nec-
essari que(A,ΓW

1

2 , C) sigui detectable i estabilitzable.

b) usant aquest estimador com a mesura exacta de l’estat, pertal de resoldre el
problema de control̀optim lineal LQ.

Ja que el regulador lineal quadràtic i el filtre de Kalman, cada un per seperat, són
robustos, es podria pensar que els compensadors LQG també ho śon. Per̀o no
és aix́ı i normalment la śıntesi LQG t́e marges estrets d’estabilitat. Un mètode
per a resoldre aquesta mancançaés sintetitzar un control LQG que recobreixi
asimpt̀oticament les propietats de robustesa de ,o bé el filtre de Kalman, o b́e la
śıntesi LQG.

Relació entre normaH2 i LQG

Si designem perP (p) la matriu de transferència que lliga, en llaç tancat, les en-
trades(w, v)T al vectorl = (Q1/2x,R1/2u), el criteri (A.5), per Parseval, s’escriu
com

J =
1

2π

∫ ∞

−∞

P (jw)∗P (jw) dw = ‖P (p)‖2
2 .

Per tant, els problemes LQ i LQG són de fet casos particulars de problemes més
generals, ja que podem minimitzar altres funcions de transfer̀encia.
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Apèndix B

Mètodes del punt interior

La introduccío dels m̀etodes del punt interior va marcar un abans i un després en
la resolucío num̀erica de les inequacions lineals matricials. Aquests mètodes van
ser desenvolupats primer per Kamarkar [21] i van veure la seva rellev̀ancia en la
teoria LMI gr̀acies al treball de Nesterov i Nemirovsky [33].

A continuacío n’exposem la idea principal (veure [47]). SiguiF una funcío af́ı
i sigui S := {x‖F (x) > 0} el domini de la funcío convexaf : S → R a
minimitzar. És a dir, volem resoldre un problema d’optimització convexa

min f(x) ,

sobre tots els valors de la variablex que satisfan la inequació matricialF (x) > 0.
Aquest tipus de problema també s’anomena problema d’optimització condiciona-
da. La ideáes obtenir un problema no condicionat. Per això, primerés necessari
introduir una funcío barreraφ. Aquesta funcío haur̀a de ser contı́nua i complir

• Estrictament convexa en l’interior deS,

• Al llarg de{xn}n convergent a la frontera deS, φ ha de tendir a infinit.

Donada una funció barreraφ verificant aquestes dues condicions, el problema
d’optimitzacío és reemplaçat per un problema d’optimització lliure, on s’ha de
minimitzar el funcional

f̄(t, x) := tf(x) + φ(x) ,

on t és un par̀ametre anomenat de càstig. Aleshores, cal determinar el mı́nim x(t)

de f̄ i considerarx(t) com una funcío depenent del paràmetre de c̀astig t > 0.
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En la majoria de m̀etodes del punt interior, aquest problema d’optimització lliure
es resolt pel m̀etode cl̀assic de Newton-Raphson, per tal d’aproximar el mı́nim de
f̄ . Sota condicions generals i per a una successió de par̀ametres de c̀astigtn amb
tn → ∞, la successió {x(tn)}n convergeix cap a un puntx queés solucío del
problema d’optimitzacío condicionada inicial.

Modificant lleugerament el problema d’optimització lliure, s’obt́e una solucío
quasi analı́tica del problema d’optimització convexa. Substituı̈nt el problema ini-
cial pel problema d’extrems lliures

g(t, x) := φ0(t− f(x)) + φ(x) , (B.1)

amb t > t0 := infF (x)>0 f(x) i φ0 una funcío barrera per a la part positiva de
l’eix real. Com abans, la ideáes calcular el ḿınim x(t) deg(t, x) i considerar-lo
com una funcío del par̀ametret. La corba donada perx(t), t > t0, s’anomena
recorregut dels centres pel problema d’optimització. Sota bones condicions, les
solucionsx(t) són anaĺıtiques i el seu lı́mit quant → t0 és definit comxopt. El
puntxopt ésòptim ja quex(t) verifica la LMI i satisf̀af(x(t)) � t.

Els mètodes del punt interior poden ser aplicats a tots tres tipusde problemes LMI
presentats en l’apartat 2.4. Si considerem el problema de viabilitat ambF (x) > 0,
aleshores una candidata a funció de barreráes la seg̈uent funcío logaŕıtmica

φ(x) :=







log detF (x)−1 si x ∈ S

∞ altrament.

Sota la suposició que el conjunt de viabilitatS és acotat i no buit, resulta queφ
és estrictament convexa i defineix una funció barrera. Per convexitat, tenim que
existeix unúnic xopt ∈ S tal queφ(xopt) és el ḿınim global deφ. Aquest punt
s’anomena centre analı́tic i s’obté usualment pel m̀etode d’iteracío de Newton

xk+1 = xk − (φ′′(xk))
−1 φ′(xk) .

Aqúı φ′ i φ′′ indiquen el gradient i la matriu Hessian deφ, respectivament. La
converg̀encia d’aquest m̀etode es veu de la següent manera. Comφ és estrictament
convexa i prou suau, existeixen nombresL i M tals que, per a tot vectoru de
norma 1, es verifica







uTφ′′(x)u ≥M ,

‖φ′′(x)u− φ′′(y)u‖ ≤ L‖x− y‖ .
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En aquest cas,

‖φ′(xk+1)‖
2 ≤

L

2M2
‖φ′(xk)‖

2 .

Per tant, quan la condició inicial x0 verifica L
2M2‖φ

′(x0)‖
2 < 1, el mètode con-

vergeix quadr̀aticament.
El problema d’optimitzacío de minimitzarf(x) sota la restriccío LMI F (x) > 0,
pot ser plantejat com un problema de viabilitat si es considera

F̄ (t, x) :=

(

t− f(x) 0

0 F (x)

)

,

on t > t∗ := infF (x)>0 f(x) és el par̀ametre de c̀astig. Usant la mateixa funció de
barrera anterior, s’obté el problema d’optimització de minimitzar

g(t, x) := log det F̄ (t, x) = log
1

t− f(x)
+ log detF (x)−1 ,

que t́e la mateixa estructura que (B.1). Degut a la convexitat estricte de la funcío
g(t, x), el ḿınim x(t) deg(t, x) ésúnic per a tott > t∗. De fet, la successió x(t)
és viable per a tott > t∗ i aproxima l’́ınfim def(x) sobreF (x) > 0.
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