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Introduccio

En aquest treball estudiem, mitjancant tecniques i enfocaments geometrics, diversos
problemes relatius als subespais invariants respecte a transformacions i sistemes

lineals.

Concretament, podem distingir les qliestions segiients:

(i) Estudi (caracteritzacid, classificaci6, families diferenciables...) d’una classe

destacada de subespais invariants, els anomenats marcats.
(ii) Existencia i construccié de solucions de ’'anomenat problema de Carlson.
(iii) Pertorbacions de matrius que conserven un subespai invariant.

En aquest estudi considerem tant el cas de transformacions lineals, representades
per matrius quadrades A, com el de sistemes lineals, representats per parelles horit-
zontals de matrius (A, B). Per dualitat, en el darrer cas és equivalent considerar
parelles verticals (2), habitualment escrites (C, A), les quals sén més comodes per a
les tecniques geometriques. En efecte, el punt de partida és treballar amb aplicacions
lineals en lloc de amb matrius: endomorfismes f : E — E, en el cas de matrius
quadrades; aplicacions lineals definides modul un subespai, f : X — X/Z, en el

de parelles horitzontals; aplicacions lineals definides en un subespai, f : Y — X,

Y C X, en el cas de parelles verticals.

(1) Recordem algunes definicions per poder precisar els problemes enunciats i
els resultats obtinguts. Ho farem primer per a endomorfismes. Un subespai

W C E es diu A-invariant (o f-invariant) si A(W) Cc W (o f(W) Cc W), o
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equivalentment, si la matriu de f en una base adaptada a W C E és de la

forma

A As
0 A,

Dos subespais W i W' invariants per f i f’ respectivament es diuen equivalents
si existeix ¢ € Aut(F) amb (W) = W' tal que f = ¢ 1o f'op. Aix0 equival

a 'existencia d’'una matriu de canvi S tal que:

S1 53
S = ., A =871AS.
0 S
Aquesta classificacié és un dels anomenats problemes wild, i no es coneix una
familia completa d’elements caracteristics. Per exemple, una familia parcial

(no completa) sén les reduides de Jordan de la restriccid f W — Widel

quocient f : E/W — E/W.

I. Gohberg, P. Lancaster i L. Rodman [20] defineixen una classe de subespais
A-invariants especialment important, els marcats, com els que admeten una
base de Jordan relativa a la restriccié que sigui extensible a una base de Jordan
de l'espai total relativa a ’aplicacié donada. La seva caracteritzacié i classi-
ficacié son contribucions al problema general de la classificacié de subespais

f-invariants.

J. Ferrer, F. Puerta i X. Puerta [14] caracteritzen els subespais A-marcats en
termes geometrics i els classifiquen. X. Puerta [26] déna condicions suficients
per a ’existencia d’una base global per a una familia diferenciable de subespais

A-marcats.

Aqui, en el segon capitol caracteritzem els subespais A-marcats de dues formes

diferents.

La primera utilitza la filtracié doble de Jordan {Kerf* N Imfi};, 4.
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Teorema 2.2.9 Sigui f un endomorfisme nilpotent de l'espai E i W un

subespai f-invariant. Les segiients condicions son equivalents:

(1) W és f-marcat.

(2) Qualsevol base de W adaptada a la filtracié {W N f4Kain)}tna es pot
estendre a una base de E adaptada a la filtracid triple composta per la de

Jordan 1 E DO W.

(3) W fUKarn) N (f* (Karn-1) + [ (Kgini)) =
=W fYKarn1) + W N fH(Kginia)

(4) WO(fYKarn1)+ [ (Kapn1)) = WAL Kapn1) + WO (Kapni).
(5) W N (Kh,1 + fd+1(Kd+h+1)) =WnNK,_1+Wn fd+1(Kd+h+1).

(6) W n (Kh—l —I—IdJrl) =WnNK;,_ + W NIt
Sent K, = Kerf" i I* = Imf¢

i, en particular, retroba el resultat de [14] abans referit.

La segona caracteritzacié és en termes de la filtracio triple

{E;Ulm}h,d,é = {Kerf'nImf?n [mf‘s}h,d,(; ,on f és la restriccié de f a W.

Teorema 2.2.15 Si W és un subespai de E invariant per f, les segiients
condicions son equivalents:
(a) W és marcat

(b) f indueiz isomorfismes

d—6,0 d—1,0—1 s d+h—1,6+h—1
Ehvs = & — & == &

(c) dim 8;5’5 = dim E}Cffll’éﬂ, per a qualsevol h > 1, d >0, § > 0.

on

Aquesta caracteritzacié permet generalitzar el teorema de classificacié de [14]:
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Teorema 2.3.4  Sigui (E, W, f) un subespai marcat i (E', W', ') un subespai

invariant. Son equivalents si, 1 solament si,

(i) f i f son equivalents.

) 1 pyd
(i) by" =V,

ja que el fet que un dels subespais sigui marcat ja ens garanteix que ho sigui

l'altre.

En relacié amb la segona qiiestié, recordem que el problema de Carlson con-

sisteix a preguntar-se per l'existencia d’'una matriu Z tal que la matriu

A Z
0 A,

tingui una forma de Jordan determinada, essent, també, predeterminats els
blocs A; i As. BEs facil veure que podem suposar que A; i Ay sén matrius
nilpotents i expressades en la forma de Jordan, és a dir, que les dades prescrites
son les caracteristiques de Segre de Ay, As 1 A, o les seves particions conjugades

v, B 1 a respectivament.

Una matriu A d’aquest tipus es diu que és una realitzaci6 de la terna («, 3, 7)
o de la parella (/3,7) si no precisem «. Una terna de particions («, 3,7) que

admeti una realitzacié direm que és Carlson compatible.

T. Klein [23] relaciona la descomposicié de p-moduls amb 'existencia de les
anomenades successions de Littlewood-Richardson (LR-successions). Per altra
banda, [19] prova 'equivaléncia entre el problema de Carlson i el dels factors
invariants del producte de matrius polinomials, que al seu torn és relacionat a
28] amb la descomposicié de p-moduls. En resum, tenim el conegut resultat

segiient.

Teorema 3.2.1 Siguin tres particions «, v,  amb |a| =n, |y| =d,
1B = n—dia*, ~* p* les seves conjugades. Les segiients condicions son

equivalents:
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(I) Donades dues matrius nilpotents Ay € My(C) i Ay € M,,—4(C) amb ca-
racteristica de Segre v* i 3* respectivament, existeix una matriu
Z € Myy—4(C) tal que la matriu
Ay

A= té caracteristica de Segre o*.

0 A

(IT) Ezisteiz una successid finita de particions v°, v, ..., v* (s = £(B)) tal que

V' =7, v = a, i per a qualsevol i,j > 1:
(a) W=Vt =5;
(b) vl >~ >4l

- , , -
(c) Zegi(’YZ+ - 'Yz) < Zggi,l(’yz — ’)/Z )

prenent 73_1 =0, V7.

Aquest teorema redueix el problema de Carlson a l'existéncia de les LR-
successions. Recentment, els treballs a [24] i [25] han donat solucions defini-

tives al problema classic de Carlson: vegeu [15] i l'article resum [16].

No obstant aixo, que nosaltres sapiguem, no hi ha algorismes per construir
solucions explicites Z. Aqui presentem una demostracié geometrica i con-
structiva del teorema (3.2.1), abans referit, que permet un algorisme per a la
construccié de solucions, a partir d'una terna de particions Carlson compatible

(proposicié 3.3.9).

L’aplicacié d’aquest algorisme ens permet, en particular, mostrar I'existencia
de solucions no equivalents per a una terna donada (exemple (3.3.3)), i fins i

tot per a diferents LR-successions que la realitzin (exemple (3.3.2)).

Les solucions que obtenim mitjancant el nostre algorisme sén condensades i
reduides, on condensada vol dir que les iniques entrades no nul-les de Z estan
en les files corresponents a les files nul-les de A; i reduida, si, a més, en la
submatriu de Z corresponent a les columnes nul-les de A, i a les files nul-les

de Ay, les uniques entrades no nul-les tenen valor 1 i estan en columnes i files
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diferents (definicié (3.3.4)).

En el text es detalla I'algorisme (proposicié (3.3.9)), i la seva aplicacié a

I’exemple segiient:

Exemple 3.3.10 Per a
v = (2,2,2,1,1)
g o= (2,2,1,1)
a = (3,3,2,2,2,1,1)
considerem la LR-successio
Y= (3,2,2,2,1)
7 = (3,3,2,2,1,1)

’73 = (37 37 27 27 27 ]‘7 1)

RN RRE X
EAR R B
PR A P
,,‘,J—ZL,‘,A,L,‘,A,L,‘,J, _
A N RN R
ST S (22 S
»7\77\7\77\7‘1\77\747\77\77\777\7
I I I I :1: I : I I
D

A

O I \1\ I
>7\77\7Ti 17:7

Com una aplicacié important, obtenim a (3.3.11) que, fixades (3 i v, totes les
particions compatibles a tenen alguna realitzacié en qualsevol entorn de les
més simples que anomenem marcades (corresponen a que el subespai invariant
sigui marcat): els seus blocs de Jordan s’obtenen “ajuntant” els de i (per a
més precisio, vegeu 3.3.6). Resulta, doncs, que totes les solucions al problema

de Carlson apareixen pertorbant les solucions marcades elementals.
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(4) Aixo motiva que en I'dltima part d’aquest treball estudiem les deformacions
d’una matriu que deixa invariant un subespai. Més concretament, donada una
matriu del tipus

A C
0 B

apliquem les tecniques usades per V.I. Arnold [1] per a matrius quadrades i la
seva generalitzacié al cas de parelles de matrius feta per J. Ferrer, M.I. Garcia
i F. Puerta [11], per estudiar les matrius del mateix tipus que li sén properes;
o el que és el mateix geometricament, estudiem els possibles endomorfismes
proxims al considerat d’entre els que tenen com a invariant el subespai consi-

derat. En concret, se’'n computa una deformacié miniversal.

Recordem que una deformacié es diu miniversal si amb el menor nombre de
parametres conté representants de totes les classes d’equivalencia properes a
la matriu donada. Podem aplicar les tecniques d’Arnold perque les classes
d’equivalencia sén les orbites per l'acciéo del grup dels endomorfismes que
deixen invariant el subespai considerat i, per tant, sén subvarietats diferencia-
bles. Aleshores, la generalitzacié a [22] del teorema d’Arnold [1] diu que una
deformacioé és miniversal si , i solament si, és minitransversal a 1’orbita, és a dir,
si la imatge de l'espai tangent a la varietat de parametres per I'aplicacié tan-

gent de la deformacié és un suplementari de 1’espai tangent a 1’orbita (4.2.8).

Aplicant aquest ultim teorema obtenim I’expressié implicita d’una deformacio
miniversal d’'una matriu del tipus esmentat anteriorment en el teorema 4.2.11.
I en la seccié (4.3) apliquem aquest teorema per obtenir explicitament una
primera deformacié miniversal d’una matriu marcada (teorema 4.3.13) i la
millorem en el teorema (4.3.18), aix{ obtenim una segona deformacié miniversal

que evita la repeticié de parametres.

Per donar una idea d’on apareixen els parametres en la nostra segona defor-

macié miniversal posem el segiient exemple:
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Exemple 4.3.19 Si la matriu marcada considerada és la formada pels 1

indicats i la resta d’entrades nul-les, els parametres son les entrades indicades

per %
¥ ok ok |k ok |k |k ok k| ok 1 * *
1
1
* k |k ok |k % k| % 1
1
* 1
* % * * % k| % % *
1
1
* * | % * | % * *
* % * k| ok * ok |k %
1
% k| k ok ok ok |k [k ok k| % %
1
1
1
*
¥k * % * ok * ok
1
1
* % * ok |k * ok |k ok
1

En particular, per restringir-nos a les deformacions que deixen invariant la
parella de particions ((3,7) o, el que és el mateix, el quocient B i la restricci6
A, n’hi ha prou en anul-lar tots els parametres excepte els del bloc superior
dret. S’observa, segons (3.3.11), que entre les que deformen la terna Carlson
compatible (8 + 7, 3,7) (sent la particié suma la que s’obté sumant els termes
ordenadament), obtenim realitzacions matricials de totes les LR-successions

possibles amb (3, ) (teorema 4.4.4).

Com ja hem dit, els dos primers problemes els tractem també per al cas de
parelles de matrius. Els conceptes fonamentals es generalitzen de forma natu-

ral.
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Donades dues aplicacions definides en un subespai es defineix la relacié d’equi-
valencia natural entre aplicacions, 'anomenada equivalencia per blocs. Es ben
conegut que donada una parella de matrius (o una aplicacié definida en un
subespai), existeix una parella equivalent reduida, coneguda com la forma de
Brunovsky; una base en que la parella té aquesta expressié s’anomena una base
de Brunovsky (1.6.8) (aqui usem la construcci6 geometrica feta a J. Ferrer i

F. Puerta [13]).

I. Gohberg, P. Lancaster i L. Rodman [20] estenen la definicié de subespai
invariant a una parella horitzontal de matrius (A, B), sent A € M,(C) i B €
M,,.m(C), en que els subespais (A, B)-invariants es defineixen per la condici6
A(W) + ImB C W. O bé, per dualitat, parelles verticals (C, A), sent A €
M,(C)iC € M,,,(C) i subespais (C, A)-invariants, definits per la condici6
AW KerC) C W. Els subespais (C, A)-invariants també reben el nom de

subespais invariants condicionats.

Des del punt de vista geometric d’aplicacions definides en subespais, resulta
que un subespai W C Y és (C, A)-invariant o f-invariant si f(W)NY C W.

O també, si la matriu de f en una base adaptada a W C Y C X és de la

forma
Ay Ag
A
= 0 A2
O -
1 Oy

Donat un espai vectorial X, un parell de subespais Y 1 Y’, i dues aplicacions
lineals f : Y — X i f .Y — X, es diu que dos subespais W i W’
invariants per f i f’ respectivament sén equivalents si existeix ¢ € Aut(X),
amb p(Y) =Y 1 p(W) = W/, tal que f = ¢~ o f'opy. AixO equival a

I’existencia d’una matriu de canvi tal que
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P R
0 Q@ | T|| o A =

0 @
0 O L C; Oy
A Al
= 0 A/Q
cCh Cy

Assenyalem I. Baragana i . Zaballa [2] com un dels primers estudis sobre
subespais (A, B)-invariants, on troben condicions de compatibilitat entre els
elements caracteristics d’aquests subespais i els de ’espai total, usant metodes

matricials. Aqui, partim de les segiients condicions equivalents a la invariancia:

Proposicié 1.8.6 Sigut f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un
subespai 1 W C'Y un subespai. Llavors, les segiients afirmacions son equiva-
lents:

(i) W és f-invariant.

(i) A W) =W fH(Y).

(iii) (W) = f~H W) N f7(Y) =W n f7(Y), per a qualsevol i > 0.

Tenint en compte que els indexs de Brunovsky formen la particié conjugada
de la formada per 7; = dim f~"(Y) — dim f~/(Y), retrobem el resultat citat
a [2]:

Proposicié 1.8.7 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un

subespai amb indexs de Brunovsky (ky, ko, ..., k,) i factors invariants oy | s | . ..

i W CY un subespai f-invariant amb (El,%g, . ,//;q) iy |ag| ... |y els de

J/C\: W — X. Llavors, tenim:

(i) € <tioyl|a; g perai=1,2,...¢

|at7
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(i) q<rik <k perai=12..q.

Reciprocament, donats (ki,...,k;) i ai|aq| ... Qe que verifiquen (i) i (ii),
existeir un subespar f-invariant W C'Y que els té com a invariants relatius a

W — X.

També, en la seccié 1.9 donem una descomposicié associada a un subespai
(C, A)-invariant que en permet simplificar I’expressié matricial si escollim bases

adequades (teorema 1.9.8 i corol-lari 1.9.9). Concretament:

Corol-lari 1.9.9 Sigut f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un
subespar Y C X, 1 W CY un subespai f-invariant. La matriu de f en bases

adequades sera:

(5 oo0lz 0 0]
0 M| o0 Z 0
0 0|k 0 0
0 0|0 J 0
0 0|0 0 N
0 E |0 0 Z

0 00 0 B |

on les J; indiquen matrius de Jordan i les parelles (E;, N;) son de Brunovsky

observables.

Aquesta descomposicié consta de les fases segiients: en primer lloc descom-
ponem el subespai en suma directa de la seva interseccié amb la part inobser-
vable de I’aplicacio i un suplementari que és invariant i sobre el qual ’aplicacio
és observable. En segon lloc veiem que si ’aplicacié quocient es pot considerar
un endomorfisme, 'expressié matricial és més senzilla i estudiem en quines
condicions ho és. En tercer lloc estudiem el cas més general i, finalment, quan

el quocient no és endomorfisme, estudiem la possible descomposicié en suma
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directa de I'aplicacié donada de manera que obtenim més zeros en 1’expressié

matricial.

El concepte de subespai marcat també s’estén sense dificultat en el cas de
parelles de matrius. Un subespai W C Y f-invariant és marcat si existeix una
base de Brunovsky relativa a la restriccié de f a W extensible a una base de

Brunovsky del total relativa a f.

Aqui, obtenim una caracteritzacié geometrica dels subespais (C, A)-marcats
(teorema 2.4.10) i la descripcié d’una familia completa d’invariants numerics

que els classifiquen (teorema 2.5.4).

La caracteritzacié segiient generalitza 1'obtinguda a (2.2.9) per als A-marcats:

Teorema 2.4.10 St f : Y — X és una aplicacio lineal definida en un
subespai 1 W C 'Y un subespai f-invariant. Llavors, W és f-marcat si, 1

solament si,

(i) WNf=2(Y) és marcat per l’endomorfisme restriccio a la part inobservable
foy).

(i) WO (AN ) + [ H(Y) =
=W fAf N Y) + W (YY)
per a qualsevol 0 < d,i < k, sent f=*(Y) = f=°(Y)

La demostracié d’aquest teorema inclou la construccié d'una base de Brunovsky
de W, i la seva extensié a una base de Brunovsky de f : Y — X, sempre que
les condicions anteriors es compleixin. Aquesta construccié explicita suggereix
les condicions necessaries per garantir I’existencia d’una bijeccié entre aquests
tipus de bases per a dos subespais f-marcats diferents. Aixi, s’obté la segiient

classificacié de subespais (C, A)-marcats.
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Teorema 2.5.4 Dos subespais marcats (Y, X, W, f) i (Y, X' W' f") son

equivalents si, 1 solament si:

(i) f i f son equivalents per blocs,

(i) (f72), W f72(Y), foo) @ (f7(Y"), WD f7(Y"), fL,) son equiva-

lents,

(ii) rij=1"i; peral <i <k, 0<j <k,

sent fo l'endomorfisme restricid a la part inobservable f~>°(Y) i

rig = dim(W N f (7)) = dim(W N f(f77(Y)).

[gualment, el fet que la demostracié del teorema de caracteritzacié d’un sube-
spai (C, A)-marcat és constructiva ens permet enunciar i demostrar el teorema
(2.6.15), que déna condicions suficients per a I'existencia d’una base global de

Brunovsky per a una familia diferenciable de subespais (C, A)-marcats.

El problema de Carlson també es generalitza de forma natural a parelles de

matrius. Considerem

A 7
A 0 A
P = - ,
C C; Cj
0 Cy
A A
Pl = ! s PQ = 2 ,
Cl C12

on A; i As son matrius quadrades. Ens preguntem sobre I’existencia, obtencio,
etc., de matrius Z quan Py, P, i (5, aixi com la classe d’equivalencia respecte
de 'equivalencia per blocs de P estan preestablerts. Obviament, el problema
de Carlson classic resulta de suposar que C; =0, Cy = 0,1 C3 = 0, és a dir,

que P, P; i P, s6n endomorfismes.
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En teoria de sistemes, aquest problema es presenta de forma natural, per
exemple, quan dos sistemes estan relacionats en simple cascade (vegeu [20] o
[2]).

Aqui demostrem un teorema analeg al teorema 3.2.1 quan la parella P és
observable (i, per tant, també ho és P;) amb indexs de Brunovsky preescrits i

P és un endomorfisme amb un sol valor propi \:

Teorema 3.4.1 Donades tres particions:

R:(R17R2,...>, |R|:7’L
r=(r,re,...), Ir| =d
b:<b1,b2,...), \b]:n—d

Les condicions seqiients son equivalents:

(I) Donat un parell observable Py € M,,(C) x M,, 4(C) amb BK-indexs r*, una
matriv quadrada Ay € M, _4(C) amb un sol valor propi A i caracteristica de
Segre b*, i una matriu Cs € M,, ,—a(C), ezisteir una matriv Z € Mg,—q(C)

de forma que el parell

A Z
P = 0 A2
Cy Cs
és observable amb BK-indexs R*.
(IT) Ewisteir una successid finita de particions r°,rt ... r* (s ={(b)) tal que

r® =r, r® =R, i per a qualssevol i,j > 1:

(a) |r7] = [r77Y = b
(0) i =ri" 7 =l >l
(c) Zeziﬂ(dﬂ - 7“%) < Zezi(d - 7“?71)

(III) [4/ by <ri =Ry, (R"), > ("), (v=1,2,...) i R* —r* < b*.

En aquest cas és remarcable que la relacié directa (III) entre les particions

que caracteritzen els blocs de les matrius no només és necessaria com en el
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cas quadrat, sind que també és suficient per garantir I’existencia de solucions.
Aquest tltim problema també ha estat resolt per I. Baragana i 1. Zaballa [4]

usant metodes matricials.

A la secci6 (3.5) fem un estudi analeg al que s’ha fet a la seccié (3.3) per al cas
quadrat, per obtenir un algorisme que doni solucions explicites al problema.
A través d’alguns exemples ressaltem les analogies i diferencies amb el cas

quadrat. Finalment, demostrem el lema de condensacié (3.5.4).

(8) Jahem dit que en tot el treball s’'empren fonamentalment técniques geometriques,
com ara el tractament de les matrius com a aplicacions lineals, o les d’Arnold

per a l'estudi de pertorbacions.

Destaquem, a més, que aqui es fa un us sistematic de les filtracions dobles i
triples de subespais, associades als elements de Jordan i Brunovsky, i després
a subespais invariants. Com a aplicacions immediates resulten construccions
de bases de Jordan (1.4.8) i Brunovsky (1.7.3). Com ja hem detallat, aquestes
tecniques de filtracions sén punts clau en la descomposicié de subespais invari-
ants condicionats, la caracteritzacié de subespais marcats, i 'existencia i la
construccié de solucions al problema de Carlson, tant per a matrius quadrades

com per a parelles de matrius.

(9) El treball esta estructurat en quatre capitols.

En el primer capitol estudiem propietats generals de les filtracions, i especial-
ment Pexisténcia de bases adaptades. En particular, introduim les filtracions
de Jordan i Brunovsky que després utilitzem. Per altra banda, estudiem al-
gunes propietats generals dels subespais invariants, primer per al cas quadrat

i després per al cas de parelles, tal com hem indicat en les seccions (1) i (5).

Els altres tres capitols estan destinats, respectivament, als temes (i), (ii) i (iii)
referits al comengament, tal com hem detallat a les seccions (2) a (4) per la

cas quadrat, i (6) i (7) per al cas de parelles.
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Capitol 1

Subespais invariants: formulacio

geometrica

1.1 Introduccid

En aquest capitol estudiarem els subespais invariants des d’'un punt de vista geometric.

A la seccié 1.2 recordem les definicions de particié, particié conjugada i diferencia
de particions, i establim una relacié d’ordre entre particions de la mateixa longitud.

A la seccié 1.3 definim que entendrem per filtracions simples, dobles i triples.
Donem condicions perque una base s’adapti a una filtracié i veiem que una filtracié
doble sempre admet una base adaptada (proposicié 1.3.8), mentre que en el cas
d’una filtracié triple calen hipotesis addicionals (teorema 1.3.9).

A la secci6 1.4 recordem els conceptes de cadenes i bases de Jordan d’un endomor-
fisme i el de la particié anomenada caracteristica de Segre. Donat un endomorfisme
nilpotent li associem una filtracié doble formada per les interseccions dels nuclis i
imatges successius i redemostrem ’existencia de bases de Jordan com a bases adap-
tades a la filtracié doble formades per imatges successives de vectors.

A la seccié 1.5 donem la definicié de filtracio triple relativa a un subespai invari-
ant com la formada per les interseccions de la filtracié de Jordan amb les imatges
successives de I’endomorfisme restriccié.

A la secci6 1.6 relacionem l'estudi de les parelles de matrius amb el de les apli-

19
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cacions lineals definides en subespais. Donem la relacié d’equivalencia entre parelles
de matrius, els invariants de Brunovsky d’un parell i la construccié de bases de
Brunovsky en termes geometrics.

A la seccié 1.7, a una aplicacié definida en un subespai li associem una filtracio
doble, que definim com a filtracié de Brunovsky, formada per les imatges successives
de les antiimatges successives del subespai, i veiem que una base de Brunovsky és
una base adaptada a aquesta filtracio, formada per imatges successives de vectors.

A la secci6 1.8 definim subespai (C, A)-invariant, en termes geometrics, com a
subespai invariant per una aplicacié lineal definida en un subespai. Donem condi-
cions equivalents a la invariancia (proposicions 1.8.5 1 1.8.6) i demostrem (proposici6
1.8.7), amb els nostres metodes, un teorema ja demostrat a [2], que ddéna les rela-
cions entre els invariants de Brunovsky de ’aplicaci6 i de la seva restriccié al subespai
invariant.

Finalment, a la seccié 1.9 donem una descomposicié associada a un subespai
(C, A)-invariant que permet simplificar la seva expressié matricial escollint bases
adequades (teorema 1.9.8 i corol-lari 1.9.9). Aquesta descomposicié consta de les
fases segiients: en primer lloc, descomponem el subespai en suma directa de la seva
interseccié amb la part inobservable de I'aplicacié i un suplementari que és invariant
i sobre el qual I'aplicacié és observable. En segon lloc, veiem que si I'aplicacio
quocient es pot considerar un endomorfisme, ’expressié matricial és més senzilla i
estudiem en quines condicions ho és. En tercer lloc, estudiem el cas més general i,
finalment, quan el quocient no és endomorfisme, estudiem la possible descomposicid
en suma directa de I'aplicacié donada de manera que obtenim més zeros en I’expressio

matricial.
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1.2 Particions
Definicié 1.2.1 Una partici6
a= (o, a,...,000a),0,...)
€s una successio finita no creizent d’enters no negatius
Qp > Qg 2> 2 ) >0
on l(a) rep el nom de longitud de la particié. Notem
ol =+ oo+ + oy

que rep el nom de pes de la particié.

Definicié 1.2.2 La partici6 conjugada o* = (af,ad, ... ) d’una particié o és definida
per

o = {1 <i </l(a): a; > j}
Noteu que af = l(a), (o) = aq, |of] = |a, () = a.
Els diagrames de Young permeten esquematitzar la relacié entre v i a*: si I'una
esta formada pel nombre de blocs agrupats per columnes, I'altra esta formada pels
mateixos blocs comptats per files.

Per exemple, si a = (3,3,1), el diagrama de Young sera, llegint per columnes:

ia*=(3,2,2), llegint per files.

Definicié 1.2.3 Donades dues particions o @ 3 definim la particié suma a+ 3 com

la formada per a; + ;.
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Definicié 1.2.4 Donades dues particions o 1 3 amb «; > 3; per a qualsevol 1,
definim la particié diferencia o — 3 com la que resulta de reordenar en forma de-

creixent les diferencies a; — f3;.

Definicié 1.2.5 Donades dues particions « i 3, diem que o és una particié domi-

nada per (i s’escriu o < 3 si

laf = |5]
ottt <G+ 6 (12>1)

1.3 Filtracions

Definicié 1.3.1 Diem que una base B de E és adaptada a una familia {E;}icr de
subespais de E si B E; és una base de E; per a cada i € I.
Diem que un conjunt de vectors linealment independents F és adaptat a la familia

si existeix una base B de E adaptada a la familia tal que F C B.

Definicié 1.3.2 Una filtracié simple d’un espai vectorial E és una familia de sub-

espais totalment ordenada per la relacié d’inclusid que conté els subespais {0} i E.

Definicié 1.3.3 Donades dues filtracions simples d’un espai vectorial E, hi asso-
ciarem la filtracié doble formada per les interseccions.

Una de les filtracions l'ordenarem de forma creizent
{0}=KycKyCc---CK, 1CK,C---CK,1CK,=F
Ualtra de forma decreixent
E=I'>I'>---crortts...om={0}

i indicarem els elements de la filtracié doble per E¢ = K, N I°.

En fem una creizent i 'altra decreixent perque la notacio que en resulta s’adiu
amb el que trobarem en les filtracions de Jordan. Indiquem les dues filtracions sim-
ples amb el mateix nombre d’elements que la dimensio de [’espai considerat, en-
cara que no sigui necessari, perque les que considerarem en aquest treball son esta-

ctonaries 1 no excedeizen mai d’aquest nombre.
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mt c...crtt @ oc.o..oc IV =
| | | |

E
|
Ertc...cE c B4 c...Cc EY = K,
U

n

U U U U
U U U U U
nlc...cEf' c B} c---C E) = K,
U U U U

Eyl c---CEM CElL  C---CE) =K
U U U U

U U U U U

Ertc...cEM c B¢ c---c B = K,

Igualment, si considerem una tercera filtracio simple ordenada en forma decrei-

zent
E=WI'oW=W’o...cW’ oW 5...oW" = {0},
hi podem associar una filtracio triple formada per les interseccions

EY = K,nItnwe.

Vegem que les filtracions dobles admeten bases adaptades mentre que, en general,

no és aixi per a les triples.

Definicié 1.3.4 Donada una filtracio doble de E, si x € E, x # 0, direm que h és
laltura de x (en la filtracid), i escriurem h = ht(x), si és el minim natural tal que

r € K.

Definicié 1.3.5 Donada una filtracio doble de E, si x € E, x # 0,direm que d és
la profunditat de x (en la filtracid), i escriurem d = dp(x), si és el natural més gran

tal que x € I°.

Si F és un conjunt de vectors linealment independents, notarem
h}
d}
d}

Frn={x € F: ht(x)

Fl={x e F:dp(r)
Fl={z e F:ht(zx) = h,dp(z)
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0, el que és el mateix en terminologia de conjunts,

Fn = (]:ﬂ E}?)\E/?A
Fh = (FnEH\EH!
Fi = (FNE\(E_, UE™)

Definicié 1.3.6 Donada una filtracio triple de E, si x € W, x # 0, direm que § €s
la profunditat de x € W relativa a W, i escriurem 6 = dp(z) si és el natural més

gran tal que v € W°.
Si F és un conjunt de vectors linealment independents, notarem
Fh = {z e F:ht(x) = h,dp(z) = d,p(x) = 0}
Lema 1.3.7 Una base B és adaptada a la filtracid doble {E¢}y 4 si, i solament si,
Byl & (B,y + By = Ej

per tant, també podem posar que un conjunt de vectors linealment independents F

és adaptat a la filtracié doble {El}y, 4 si, i solament si,
Frl N (Ef_y + Byt = {0}

Demostracid. Es evident perque B és adaptada a la filtracié {E{};, 4 si, i sola-
ment si,

Ejl = ®i<p>alB}]

d’on resulta obvia la proposicié. [ |

Proposicié 1.3.8 Donada una filtracié doble { E¢};, 4 sempre existeir una base adap-

tada.
Demostracio. En el conjunt d’indexs definim I'ordenacié segiient:
(0',d) < (h,d) <= (" <h o d>dsih=h)

i construim una base adaptada a la filtracié doble {E¢}; 4 per induccié. En efecte,

escollim una base qualsevol de E?~! i suposem que la podem estendre a una base
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de Ef, adaptada a la filtracié doble si (h/,d’) < (h,d); en prenem una de E¢'1
i I'estenem arbitrariament a EZ | i Eft! aix{ obtenim una base de E{ , + E/t
adaptada a la filtracié doble que podem estendre a E¢. [ |

Vegem que per a l'existencia de bases adaptades a una filtracié triple calen
hipotesis addicionals. Considerarem simplement el cas en que la tercera filtracié

només té dos membres.

Teorema 1.3.9 Donada una filtracié doble { E¢}p,.q i un subespai W, considerem la
filtracio triple que resulta d’afegir la filtracic E D W.

Les segiients condicions son equivalents:

ualsevol base de adaptada o la filtracio N nd €S pot estendre a una
(1) Qual [ base de W ad da a la fil 0 {W E;‘f} d

base de E adaptada a la filtracio triple.
(2) WNE{N(E , + EfY=WnEL +WnEM  Vhd
(3) WN(EL , + EfY=WnE. +WnEM  Vhd
(4) W (K1 + EFY =WnNK,_, +WnE™  Vh.d
h h
(5) W (Kp_1 + 1Y) =WNK,_, +WnI™ VYhd

Demostracio.

(2) = (1). Gracies al lema anterior, podem suposar que tenim una base del
subespai W adaptada a la filtracié doble {W N E¢};, 4. Novament apliquem induccid,
com en el lema, per ampliar-la a una de F adaptada a la filtracié triple. En efecte,
estenem arbitrariament la base de WNE? ™! a B! i suposem que la podem estendre
a una base de Ef, adaptada a la filtracié triple si (h’,d’) < (h,d); en prenem una de
E{*1iDestenem arbitrariament a E¢ | i B¢ aix{ obtenim una base de E_, + Et
adaptada a la filtraci6 triple; per altra banda, tenim una base de W N E¢ adaptada
a la filtracié doble i, com que W N E{ N (B | + EFY) =W E! | +WnNEMH! 1a
unié de les dues bases ens déna una base de Ef | + E&™ + W N Ef adaptada a la

filtracié triple, que podem estendre arbitrariament a E¢.

(3) = (2). Es suficient observar que WN(EZ_ | +EHY) = WNEIN(EL | + B
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Wn(EL, +EMY = WnEN(EL, + B
C WnNEN(E)_, + EMh
= WNE'NWNE]_,+WnEH!

= WNnEl_, +WnE™

wn (E?L—l + E}‘f“) = Wn Eg Eg—l + Ei(fﬂ)

allt

— WNEYN (B, +EXY

= WnENn(WNE)_, +WnEM
— WNEN(WNE), +Wn EH

= WnNE)_, +WnEH

(1) = (5).
SiWN(Kpq+ I € WN Ky + W NI hi hauria una combinacié lineal
de vectors externs a W de la base adaptada a la filtraci6 triple que seria de W, i

aixo contradiu l'adaptacié de la base a W. [

En termes dels graduats associats a les filtracions dobles, la condici6 (2) anterior
equival a que sigui injectiva I'aplicacié
WnEd E
a1 pd d+1
WNE!  +WNE; El  +E;

induida per la inclusi6 W N E¢ C B

En definitiva, és equivalent a que la successio

2) 0 o WnEd @ Ed @ E
hdWnEd_ +wnEtT hdpd 1 EIHT hdpd  TELWNE]

_>0

formada per les inclusions i pas a quocients sigui exacta (ho és sumand a sumand),
ja que Iinica condicié que, en general, no és certa és la injectivitat de la segona

aplicacid, que és equivalent a la condicié (2).
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. Ed . WnES
Tenim F = —bh & h
¢ que DPh,a Ed  +ETT W DOh.d WNES  +WnEH

com que en aquest
cas la successio és exacta, resulta que

d
Ej,

E
— =@
“Ed 4+ EF WA EY

w

i podem enunciar el segiient corol-lari:

Corol-lari 1.3.10 Qualsevol de les condicions del teorema 1.3.9 és equivalent a dir

que
E . B
WM B B W N B

i aquest isomorfisme ens permet obtenir una base del quocient prenent un represen-

tant de cada un dels sumands.
Aquest corol-lari es generalitza sense dificultat en el cas d’una filtracié triple

qualsevol:
Proposicié 1.3.11 FEuxisteiz una base adaptada a una filtracio triple
{Eg’d}h,d,é = {Ky NN W}has

si, 1 solament si, per a qualsevol §

S d,0
%% ~ E,
5+1 & d, 8 d+1,6 d,o+1
wer EY + B, + By

1.4 La filtracio doble de Jordan

Es ben conegut el segiient:

Proposicié 1.4.1 Donat un endomorfisme f de E, E admet una descomposicio

unica en suma directa de subespais no nuls de la forma
E =% Ker(f—\I)™
on els nombres \; reben el nom de valors propis de f.

Definicié 1.4.2 Per cadena de vectors, relativa a un endomorfisme f, entenem el
conjunt de vectors format per un vector i totes les seves imatges successives per f,

és a dir, els conjunts del tipus {f*(x) : k € N}, amb x € E.
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Definicié 1.4.3 Per cadena de Jordan relativa a un valor propi X d’un endomor-
fisme f, entenem una cadena mazximal de vectors corresponent a l’endomorfisme

f— I

Definicié 1.4.4 Una base de Jordan de F, relativa a f, esta formada per cadenes

de Jordan.

Definicié 1.4.5 La caracteristica de Segre relativa a un valor propi A d’una matriu
quadrada €s la particio formada per les longituds de les seves cadenes de Jordan. Es

la particié conjugada de la particié (dim(Ker(f — XI), Ker(f — X)?,...)).

Podem aplicar la tecnica de les filtracions per demostrar 1'existencia de bases de

Jordan relatives a un endomorfisme f i obtenir-ne.

Tenint en compte la descomposicié en suma directa de nuclis, indicada a la
proposicié 1.4.1, per demostrar 1'existencia de bases de Jordan, no és cap restriccié

suposar que l’endomorfisme és nilpotent. Concretament, definim el segiient:

Definicié 1.4.6 Donat un endomorfisme nilpotent f , donem el nom de filtracié de
Jordan relativa a f a la filtracio doble generada per la interseccio de les filtracions

simples formades pels subespais K, = Kerf" i I* = Imf?, de manera que

Ejl = [Y(Kgsn)

L’esquema general de la filtracié doble, si a és la potencia de 'anul-lador, queda

redult a:
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Im fo=t c...cIm f&*t cIm féc---cIm f'= FE

Et c...c EY' c E! C-.-C EY = Ker f®

U U U U U
U U U U U
EfY c...c EM' c EY c-.-Cc E) = Ker fh
U U U U U
E,?__ll C.---C El‘ff} C Eg—l C.---C Ei?—l = Ker fh1
U U U U
El c...c EM' c B! c...Cc EY = Kerf

perque Imf®=0sid>aiKerfl =Esih>a.

Indicant els graduats corresponents per

Ef
E¢_ + B

d
h
on

d
E = @®o<a1<né)

tenim el lema segiient:
Proposicié 1.4.7 L’endomorfisme nilpotent f indueix isomorfismes
0 d h+d—1 __ prh+d—1 h-+d
Ehya =& 2 & = Ey /By

Demostracié. f(Ej.)) = El i, si f(z) € B, + Ef*!, resulta per I'iltima igualtat

que f(z) € f(Ef '+ E{,,),ien conseqiiencia, x € By '+E{ | +E{ ' = El '+ E¢ |
B, < B

u U
El c E!



30 1 Subespais invariants: formulacié geometrica

Observacié 1.4.8 La proposicio anterior demostra constructivament [’existéncia
de bases de Jordan. Per exemple, una base de Jordan d’un endomorfisme nilpotent
f es pot construir considerant una base de Kerf adaptada a la filtracié B! C
- C B c Bl C--- C EY = Kerf i completar-la amb les seves antiimatges
successives per f, o bé, prendre representants de bases de 5,9+d 1 les seves imatges

successives per f.

1.5 Filtracio triple relativa a un subespai invariant

Recordem previament la definicié de subespai invariant.

Definicié 1.5.1 Direm que un subespai W C E és invariant per un endomorfisme
f de lespai E si f(W) C W.
En termes matricials vol dir que en una base de E adaptada a W la matriu A

de l’endomorfisme f és
Ay A
0 A

en qué Ay és la matriu de la restriccié de f a W.

Definicié 1.5.2 Si W és un subespai de E invariant per f. La filtracié triple

relativa a W és la formada pels subespais Eff’(s de W definits per
E,Cf’é =Ker f"NIm f'NIm f5

Els graduats corresponents els designarem per S,ff’é

d,0
5d,5 o Eh
h 7 dg d+1,6 d,6+1
EC + B, + B,

. . , 6
i les seves dimensions per by

ds 1. d,6
b,” =dim&,

Esobviqueb2’5:08id<(50h+d>aoh+5>ﬁ,enquéaiﬂsénles

potencies dels anul-ladors de f i f respectivament.
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1.6 Aplicacions definides en un subespai

Des d’un punt de vista geometric, I'estudi de les parelles de matrius de la forma
(A,B) o (g) correspon al de les aplicacions lineals definides modul un subespai o en
un subespai respectivament. Per exemple, si X és un C-espai vectorial de dimensié
n+m, Y C X un subespai n-dimensional, i f : Y — X una aplicaci6 lineal definida
sobre aquest subespai, en una base de X adaptada a Y C X, la matriu de f és un
parell

(2) on A € M,(C)iC € M,,,(C).

Observacié 1.6.1 No és cap restriccio suposar que Y + f(Y) = X, i a partir d’ara

ho farem aizi. Equival a dir que rank(C) és mazim, és a dir, rank(C) = m < n.

L’equivalencia per blocs entre parells de matrius es trasllada de la manera segiient

a les aplicacions definides en un subespai:

Definicié 1.6.2 Diem que dues aplicacions lineals definides en un subespai f 1Y — X
i f' Y — X' son equivalents per blocs si existeiz un isomorfisme p : X — X'

tal que p(Y)=Y', oo f=f o0y, on @ és la restriccio de ¢ a Y.

Proposicio 1.6.3 Dues aplicacions lineals definides en un subespai f : Y — X
i ff Y — X' son equivalents per blocs si les seves respectives matrius en bases

adaptades, (2) 0 (g:) son equivalents per blocs.

Demostracio. L’equivalencia per blocs de les aplicacions, matricialment vol dir que

existeixen @ € M(C),T € M} (C)i S € M, ,(C), tals que
Q S A A
0T C '

o equivalentment

A =QA+FC)Q, ' =TCQ™"

on F=Q'S

i aquesta és la definicié d’equivalencia per blocs de les matrius. [ |
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Per obtenir geometricament una familia completa d’invariants i bases de Brunovsky

a [13] s’introdueix la segiient filtracié simple:

Definicié 1.6.4 Considerarem la cadena estacionaria de subespais i aplicacions
lineals definida de la manera segiient:
Yo = V: Yi=['(Yia), i>0
= Y=Y, CY, C---CYiCcYCX
Ji: Yi — Y1, >0
on f; €s la restriccio de f al subespai corresponent. Notarem f; simplement per f
quan no hi hagi confusio possible. FEl subespai Y, que estabilitza la cadena també

Vindicarem per Yo @ Uendomorfisme fri1 per foo.

Siguin els nombres
r,=dmY; ; —dimY;, i=1,... k=Fk.

que formen una particio © = (r1,...,7) 1 definim com a indexs de Brunovsky-
Kronecker o BK-indexs els nombres k; que formen la particio conjugada de ’anterior

= (l{fl,...,k}r).

També a [13] es demostra que si (2) és la matriu de f en una base adaptada,
aleshores Y; = Ker(C,CA, ..., CA™,
Com que un parell (C; A) es diu observable si rank(C,CA,...,CA" 1) =n, en

terminologia geometrica definim el segiient.

Definicié 1.6.5 Una aplicacio definida en un subespai f : Y — X és observable
si Yoo = {0}.

Proposicié 1.6.6 Una aplicacio f : Y — X definida en un subespai ¥ C X
defineix de forma natural un morfisme de successions exactes

0o — Y, — X — X 50

Yo
T fx Tf Tf
O — Y, — Y — % — 0

on l'aplicacio f és observable.
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Demostracio. Hem de tenir en compte que
~ .Y - Yi+ Y,
=3
i, per tant, f~*(£) =0 |
Proposicié 1.6.7 [13] Una familia completa d’invariants de ['equivaléncia per blocs

és la seguent:

(1) La particid ¢ o la seva conjugada v* = (ky, ..., k), formada pels BK-indezs.

(i1) Els invariants de Jordan de l’endomorfisme
foo : Yoo I Yoo

0, equivalentment, els seus factors invariants aq |as| ... |oy.

Definicié 1.6.8 Una base de Brunovsky o BK-base relativa a f :' Y — X esta
formada per una base de Jordan relativa a fo : Yoo — Yoo juntament amb r cadenes

de vectors anomenades cadenes de Brunovsky.

i, f(@g), o ) €Y, 1< <

de manera que f* (z1), ..., f* (x,) son linealment independents (i una base qualsevol
d’un subespai suplementari de Y + f(Y) a X, si no consideréssimY + f(Y) = X).
Per matriu de Brunovsky entenem la que correspon a l'aplicacio expressada en

una base de Brunouvsky.

Es pot obtenir prenent una base de Jordan de Y, relativa a f,, i ampliar-la succes-
sivament en la cadena de subespais --- C Y; C ... “prenent imatges i ampliant grad
a grad”mitjancant els subespais suplementaris Y; (i = k,...,1,0), tals que:

Vioy = @Y,

Yeco = Y 10Y,q, YD f(Yk)

Y = Y10Y,, YD f(Ys)

X = YeaY, YDf(Y), Yo=Y
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1.7 La filtraci6é doble de Brunovsky

D’una manera similar al cas d’endomorfismes, podem aplicar la tecnica de les filtra-
cions dobles per obtenir bases de Brunovsky en el cas d’aplicacions lineals definides
en un subespai. Farem primer el cas observable i després el completarem amb la

part de Jordan relativa a f,, ja resolta a la seccié 1.4.

Definicié 1.7.1 Sigui f : Y — X observable, amb Y, = 0, sobre el subespai
E =Y + f(Y), que també notarem per Y_1; definim la filtracié doble de Brunovsky
com la formada per les dues filtracions simples donades pels subespais Ky i I?

sequents:

K= f""(E) -1<h<k
4= fif4E)) 0<d<k+1

Es obvi que, amb aquesta definicid, tenim

Ky =Yy n1

1= fU(Yy )
El = KyNI"= ' (Yita—n-1)
Per simplificar, considerem el nou index
i1=k—h—-1 —-1<:<k

aleshores,

Eg = fd<Yd+i)

isi Y, =Y, ={0}, 'esquema general de la filtracié doble queda
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0 C ffYy) € -+ C fH(Yay) C .- C fY) C Y+ [(Y)
U U U U
0 C - C fM(Yan) € - C fM) C Y

U U U

C fMYue) € - C f(Y)) C Y
U U U

U U

C f(Yiq1) C i

U U

U U

C Y1

U

on és evident que f(E{) = E,‘fﬂ si h < k, i I'aplicacié f va com en el grafic:

FH Yarir) € f*(Yaga)
U AN U
S Yarive) ©  f*(Yagivr)

(compareu amb el cas Jordan a la secci6 1.4).

També en aquest cas resulta facilment la proposicié segilient.

Proposicié 1.7.2 Els morfismes induits entre els graduats corresponents

Yi I F(Y3) o fHY)
Yier + f(Yie) JI(Yig1) + f771(Yig) S Yiq) + f2(Yin)

son isomorfismes.
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Observacié 1.7.3 Gracies a aquests isomorfismes podem construir una base adap-

tada a la filtracio doble si prenem wectors representants de les classes que formen

Y;
Yir1+f(Yig1)

quals formaran una base de Y ) i les seves imatges per f1 (amb qué completaran

una base de per a 0 < i < k, les seves i imatges successives (amb les
una base de E =Y + f(Y)). I una base aixi és una base de Brunovsky.

En el cas general, una base de Brunovsky esta formada per una base de Jor-
dan relativa a l'endomorfisme f i les cadenes de vectors obtingudes a partir de

representants dels origens de les cadenes de Brunovsky de [’aplicacio observable f

1.8 Subespais (C, A)-invariants

Tal com hem justificat a la introduccio, la nocié de subespai invariant en el cas de

parelles de matrius es tradueix en la definicié segiient:

Definicié 1.8.1 Si f : Y — X és una aplicacio lineal definida en un subespai, i

W CY és un subespai, diem que W és f-invariant si

FV)NY CcW.

Exemple 1.8.2 Si f : Y — X és una aplicacié lineal definida en un subespai
iy, f(y),..., f"(y) és una cadena de Brunovsky completa, els subespais generats
per subcadenes del tipus f4(y), f¢(y), ..., f""(y) sén f-invariants. En el capitol

seglient veurem que aquests subespais son, a més, f-marcats.

Definici6é 1.8.3 5i f : Y — X és una aplicacio lineal definida en un subespai
Y CX,iW CY un subespai f-invariant, defineixen de forma natural un morfisme

de successions exactes

0 — W+fw — X — #(W) 0
1/ 1S 1S
0 — W — Y — % — 0
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Observacié 1.8.4 Es evident que f és una aplicacio lineal definida en un subespai.
A més, si W és f-invariant, f també es pot considerar d’aquest tipus mitjancant la
segtient identificacio:

Yy Y o Y+ f(W)
W W+ (fW)NY) W+ f(W)
YY) o X

W+ f(W) = W+ f(W)

Vegem, ara, la caracteritzacié en forma matricial.

Proposicio 1.8.5 Sigui f : Y — X una aplicacio lineal definida en un subespai

Y CX,1W CY un subespai.

(1) W és f-invariant si, i solament si, la matriu de f en una base adaptada a

WcCcYcY+ f(W)cCX téla forma

A As
A 0 A,
C C, Cs
0 Oy
Ay -
on és la matriu de f en la mateiza base.
Cy
(2) En les condicions de (1), la parella 2 és la matriu de f en la base

2
induida de forma natural per la considerada a X .

Demostracio.

(1) Evidentment, la definici6 1.8.1 equival a dir que existeix un subespai U C f(W)
tal que:
Uuny ={0}, (fWMNY)e U= f(W).

Llavors, en una base de X adaptada a les filtracions W C Y, U C XiY C X
(observeu que Y @ U =Y + f(WV)), la matriu de f té la forma desitjada. El

reciproc és obvi.
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(2) Es immediat.
|

Per a la restriccié fde f a W, tal com hem fet per a f:Y — X a la seccié

anterior, considerarem la cadena de subespais i aplicacions lineals

Wo =W, Wi=f"'(Wi), i>0
ZW,;+1=W,;CW];71C---CW1CWCX

o~

fiv  Wi— Wi, >0

Evidentment, tenim

cCYy c v, ... Cc7 CcY cX
U U U U
c W, ¢ Woo, c ... ¢ Wp c W c X

I podem enunciar la caracteritzacié segiient, segons la qual es tracta realment

d’una filtracié doble de les definides a 1.3.

Proposicié 1.8.6 [7] Sigui f : Y — X una aplicacid lineal definida en un subespai
1 W CY un subespai. Llavors, amb la notacio anterior, les segiients afirmacions

son equivalents:
(i) W és f-invariant.
(ii) Wy =W nNY.
(iii) Wy =W,y NY, =W NY,;, per a qualsevol i > 0.

Demostracio. L’equivalencia (i) < (ii) és evident. I (iii) es pot provar facilment

per induccié:
Wi = fW)=f'Wny)=f'(Wny)nw =

= f_l(W)ﬂY;-HﬂW:f_l(W)my;H:WleiH:
= Wﬂylmyz‘H:WﬂYi-f-l
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Aquesta aproximacié geometrica ens permet una demostracié alternativa de la

relaci obtinguda a [2] entre els BK-invariants de f : Y — X iels de f:w—X.

Proposicié 1.8.7 [7] Sigui f : Y — X una aplicacid lineal definida en un subespai

amb BK-indexs (ki,ko, ..., k.) i factors invariants ap|ag| ... |ag, 1 W C Y un
subespai f-invariant amb (/k\il,/k\?27...,?€\q> iy Qg ... |ap els de f:w — X.

Llavors, tenim
(1) 0 <tiao;|a;|aperai=1,2,...¢
(i) g <r ik <k perai=1,2,...,q.

Reciprocament, donats (%1, . ,79\(1) iay|ay| ... |ap verificant (i) i (ii), existeix un

subespai f-invariant W C'Y que els té com a BK-invariants relatius a f: W — X.

Demostracié. Evidentment k > k (recordem que k = kl,fc = /Aﬁ>, i el subespai
W, = Wy, C Y}, és invariant respecte de 'endomorfisme fi 1 : Y, — Yj. Llavors, (i)
és conegut que es verifica ([5], p. 149). Per provar (ii), considerem les particions con-
jugades (r1,...,7%) 1 (71,...,7h) de (ky,... k) i (El, . ,Eq) respectivament (vegeu

la seccié 1.6), on

r;, = dimY,_; —dimY;

r; = dimW;_; — dim W;

De la condicié (iii) de la proposicié 1.8.6 obtenim r; > 7;, que evidentment implica
k; > E ir > q. Per demostrar el reciproc, només cal definir W com el subespai
generat per un conjunt de subcadenes de Brunovsky amb la longitud desitjada (vegeu

I'exemple 1.8.2). u
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1.9 Descomposici6 associada a un subespai (C, A)-
invariant

Simplifiquem 'expressié matricial associada a un subespai invariant que hem vist a

la proposicié 1.8.5.

1) Les dues proposicions que hi ha a continuacié demostren que un subespai
f-invariant es pot descompondre en suma directa d’un subespai invariant per un
endomorfisme i d'un altre invariant per una aplicacié observable.

Seguint amb I'esquema de 1.6.6 tenim:

O — Y, — X — YL — 0
1 fo 1/ 1f
O — Y, — Y — YL — 0
U U U
0 — W — W — Wﬂ — 0

Proposicié 1.9.1 SiW C Y és f-invariant, aleshores Wo, = WY, i W22 ~ Wﬂm

son fso-tnvariant i f-invariant respectivament

Demostracio.

FWa) = FW N Ya) C F(W) N Yoo € W N Yoo = Wee
(

=W +Yy Y  (fW)+Y )NY W+Y,
)Ny = Y <y

Proposicié 1.9.2 Si W C Y és f-invariant, existeizen subespais W (Wy), Y (Yao)
i X(Ys) que realitzen ’esquema anterior:
0 — Yo — X «— XY, — 0
T foo T T fo
0 — Yo — Y «— Y%, — 0
U U U
0 — W — W «— WW,) — 0

és a dir:
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(1) W(We) CY (Yao)

(i) W=We @ W(Wa), YV =Yue®Y(Y), X =Yoo X(Vs)

(111)) W(Wx) 1 Y (Ys) son f-invariants.

(iv) f = foo @ fo on fo= frvve) €s observable.

Demostracio. Sigui Yy = Y.

Definim W, = 0 i, per recurrencia, considerem subespais W, i = k, ..., 1 tals
que W; @ W; =W;_1i f(Wiy1) C W, (és possible perque f(W,,1) N W; = 0 en ser
Wisr = f71(W7)).

Analogament, definim Y, ;1 = 01, per recurréncia, prenem subespais Y;, i =k, ..., 1
tals que Y, D W+ f(Yin), Y, ® Y, =Yy

Definim

que per construccié és obvi que sén f-invariants.
Definim X (Y,,) com un suplementari de Y., a X contenint Y (Y,) + f(Y(Ys))
(existeix ja que Y (Y,,) és f-invariant).

De l'equivalencia per blocs entre f i fo donada per la projeccié natural 7

Y f X
Y Y
s T T s

resulta que fyp és observable. |

Corol-lari 1.9.3 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un subespai

Y C X, W C Y un subespai f-invariant. Tenim que, en bases adequades, la
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matriu de f €s

(5 0lz o ]
4|4, ] 0 Ny |0 As
04| |0 0lh o
ales | Lo olo Ax
0| 0 E |0 Cy
0 00 Oy

on les J indiquen matrius de Jordan, les N nilpotents i les E matrius de zeros 1
uns amb un 1 com a mazxim en cada fila o columna.

Cada una de les files i/o columnes corresponen a les ampliacions

Weo CWeoe @W(Woo) =W CWRY, (Wy) =W+Y, ,CYCX

2) Vegem que en el cas en que I'aplicacié f : % — #(W) definida a 1.8.3 sigui
un endomorfisme (tenint en compte 'isomorfisme % ~ v)[//ij;((vvit//))) el bloc inferior dret

es pot reduir a zero.

Proposicié 1.9.4 Si f : Y — X és una aplicacio lineal definida en un subespai

Y C X, 1t W CY un subespai f-invariant, les condicions segiients son equivalents:

(i) f és un endomorfisme

(ii) F(Y) C Y + FOV)

(iii) Y =Y, + W

(iv) Existeir un subespai V tal que Y =V oW, Yi=VaoW;.
(v) dimY —dim W =dimY; — dim W, .

Demostracio.  Tenint en compte 'observacié 1.8.4 resulta evident 'equivaléncia
entre (i) i (ii). L’equivaléncia entre (ii) i (iii) resulta obvia perque (iii) resulta de (ii)
prenent antiimatges. Per veure que (iii) és equivalent a (iv) n’hi ha prou a observar
que podem prendre V' com un suplementari de W; a Y;. Finalment, (iv) i (v) sén
manifestament equivalents. [

Vegem, ara, la caracteritzacié matricial:
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Proposicio 1.9.5 f és un endomorfisme si, i solament si, existeix una base de X

adaptada a W CY C X tal que la matriu de [ té la forma

Ay As
0 A,
C;y 0

Demostracio. La proposicio 1.9.4 ens diu que f és un endomorfisme si, i solament si,
F(Y) CY + f(W). Es obvi que aquesta relacié la verifiquen les matrius de la forma
considerada. Reciprocament, considerant el subespai V' de (iv) de la proposicié
1.9.4, prenem una base adaptada a la familia {W, V)Y, X} i la matriu de f té la

forma desitjada. |

3) En general, a la segona columna tindrem una part corresponent a un endo-
morfisme i una part corresponent a una aplicacié observable.

Les proposicions que hi ha a continuacié demostren que, donat un subespai
f-invariant W C Y, es pot descompondre l'aplicacié f en tres aplicacions: un
endomorfisme respecte del qual és invariant la part no observable de W, una aplicacié
observable respecte de la qual és invariant la part observable de W, de manera que

I’aplicacié quocient és un endomorfisme, i una aplicacié observable.

Proposicié 1.9.6 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un subespai
Y C X, «1 W C Y un subespai f-invariant. Considerem la cadena decreizent 1
estacionaria de subespais

Y=Y'oY'o...oY =yl =y" W)

Yi= 1y h+w

Llavors,
1) El subespai YW és f-invariant.

2) L’aplicacié f'W : % — % induida per la restriccio fV = fryw és

un endomorfisme.
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3) L’aplicacio ¢ : YLW — W, iduida per f Y — X, és observable.

Demostracio.
D fMNY =fff@"M+w)ny c YW+ fw)ny =YW
2) Com que YW = f~(Y") + W, prenent imatges resulta
FOy cYW 4 f(w).

3) Per simplificar la notaci6, posem

P Y Y+ YY) Y+ (W)
YW T YW f(YW) YW (W)

i s’entén que indiquem per Z qualsevol d’aquests espais i sera I'un o l'altre
segons on ens trobem. Vegem que Z,, = 0 si demostrem per induccié que

_ YI
Z]- = yw-

Efectivament, el cas j = 0 és obvi, i si suposem demostrat fins a 7 — 1, tenim:

YTt + f(W)
Z< — -1 Zi = -1 —_— ) =
FAY A F) YY) W v W)
Y +w v
B YW YW
|
Corollari 1.9.7 Si W C G C Y és f-invariant 1 ['aplicacio % — MGJ;E%)),

induida per f, és endomorfisme, llavors G C Y.

Donada una aplicacié definida en un subespai f : Y — X i un subespai
f-invariant W C Y apliquem la proposicié 1.9.2 per separar la part no observable
foo : Yoo — Yoo, W C Y, i apliquem la proposicié 1.9.14 a la part observable
fo:Y(Ys) — X(Y), amb W(Wy) C Y(Ys), i resultara el teorema segiient:
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Teorema 1.9.8 Donada una aplicacio definida en un subespai f 'Y — X i un

subespai f-invariant W C Y, Uespai Y admet una descomposicio
Y=Y, oUBV
sent
(1) foo: Yoo — Yoo un endomorfisme i Wy, C Yoo un subespai invariant.

—

(2) fru observable, W(Wy) C U invariant, i compleix que f'/.U : —W(%/oo)
U+£(U)

W)+ FOV )y 65 un endomorfisme.

v

(3) V-"oV+fV)— % és observable.

Demostracié. Prenem U = [Y (Y,,)]"W W) i apliquem la proposicié 1.9.6 a la re-

striccié de f al subespai Y (Y, ) i V un suplementari de U a Y (Yy). n

Corol-lari 1.9.9 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un subespai

Y CX,iW CY un subespai f-invariant. La matriu de f en bases adequades sera:

J 012 0 0

0 M| O Zy O

0 0]Jy 0O O

0 0]0 Js O

0 0]0 0 N

0 E1]0 0 Z
0 010 0 £y

on les J; indiquen matrius de Jordan i les parelles (F;, N;) son de Brunovsky ob-

servables.

Cada una de les files i/o columnes correspon a les ampliacions

W CWoo®@W(Wo)=WCYdWWs)CUCY CY+ f(W)CX.
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La proposicio segiient serveix per estudiar els vectors propis corresponents a ’aplicacié
f. Ens restringim al cas observable perque amb la descomposicié feta sempre ho

podem suposar.

Definicié 1.9.10 Sigui f : Y — X observable 1 W C'Y un subespai f-invariant.

Definim la cadena estacionaria de subespais:

W=WcWlc..cWs=Wwt= =W
W/ = Wil f(W) = (WP )+ W

Proposicié 1.9.11 Sigui f : Y — X observable 1 W C 'Y un subespai f-invariant

amb f - % — #(W) un endomorfisme. Es compleiz:

W .
(1) Ker f? = A per a qualsevol j > 0, 1, per tant, ['aplicacio f/% €s un en-

domorfisme nilpotent.

(2) Els subespais W7 sén f-invariants. De fet, compleizen f(WI)NY c Wi=t

per a qualsevol j > 1.

Demostracio.
(1) Procedim per induccié, usant la identificacié de la remarca 1.8.4.
Es obvi si 7 = 0. Suposem que

Kjgwj-f-f(W)C X
W W+ fW) W+ f(W)

Ker fj =
Llavors:

Ker fi*! = fY(Ker f/) =
Wi+ fW)+W Wil
w W

(2) També per induccid. Si j = 1, tenim:

fwvhny = f(HW)+w)ny c
C(W+ f(W)NY c W
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Si la propietat es verifica per a W/, tenim

fWVAYNY = f(f7 W) +W)NY C
CW/+fW)ny c
C(W/+fWiHNy c Wi+ wi-t =W’

|

Repetint el mateix per a cada valor propi A de 'endomorfisme f tenim quins son

els nuclis de la primera descomposicié i podem escriure, en el cas en qué f sigui un
endomorfisme,

Y Wi

— =P

w w

on W° és el mateix que W pero referit a f=AI

Exemple 1.9.12 Sigui Y = [e1, e2,v1,v9,v3], X =Y @ [eg, vy] amb dim(Y) = 5
i dim(X) = 7, laplicacié observable f definida per f(e;) = €11, f(v;) = viyq 1 el
subespai f-invariant W = [e; + Avq, e2 + Avg, €5 + v3).

Tenim que

Yi=YW=Y W' =Wae+u=W=W>  W*=W o [v).

X

TEw )] és un endomorfisme i f(elf-T—/UQ) =0 f(@) = \y.

Fop—
La matriu de f en la base {e] + Avq, ea + Avg, €9 + v3, €1 + U2, Vg, €3+ Avg, €3 + vy}

adaptadaa W C Y C X és:

(00 0l0 0]
1000 —1
0001 1
0000 0
0000 A\
0100 0
0010 0
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4) Encara que, en general, Z3 # 0, donem condicions perque sigui zero.
L’exemple que hi ha a continuacié ens demostra que, en general, no existeix un
subespai f-invariant Y (Y"W) suplementari de YV a Y, de manera que f /v (ywy sigui

observable i f = f/yw @ f)yyw).

Exemple 1.9.13 Sigui Y = [ey,e9,v1,v9,03], X =Y @ [e3,v4] amb dim(Y) = 5
i dim(X) = 7, laplicacié observable f definida per f(e;) = e;j11, f(vi) = vipq 1 €l
subespai f-invariant W = [v; + ea].
Tenim que Y! = [eq, €9, v1, 0], Y2 = [e1, €0,v1], Y3 = [e1, v1+es], Yi=YW =W
La matriu en la base {v; + €9, €1, €3, —v9, —v3, v+ €3, —v4} adaptadaa W C Y C

X és

00 0 0 O
00 0 0 O
0(1 0 0 O
0j0 1 0 O
0/0 0 1 0
110 1 0 O
| 010 0 0 1]

i no és possible la descomposicié en suma directa indicada anteriorment.

La proposicié seglient ens indica quan és possible aquesta descomposicié en suma

directa.

Proposicié 1.9.14 Sigut f: Y — X wuna aplicacio lineal definida en un subespai
Y CX,iW CY un subespai f-invariant.

Existeiz un subespai YW D W i un suplementari Y (YW) de YV a Y tal que

(1) f/yw) és observable.

(2) f: % — % és un endomorfisme.

1 que realitza ’esquema segiient:
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0 — YW+f(W) — X Y(YW)—I—f(Y(YW)) — 0

T Tf T fryvam)
0 — YW — Y — Y(YW)

o, el que és el mateiz, que f = fV @® Iryoywy si, 1@ solament si,

Yi=Y,+Y" vj

_}O

Demostracio. Es obvi que la condicié de suma directa es complira si, i solament si,

dim(Y;) = dim(Y; N YY) + dim(Z;)  Vj

que podem expressar com
dim(Y7) = dim(Y; +Y"V)  Vj

i com que Y; + YW C Y7 resulta la proposicio.
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Capitol 2

Subespais marcats

2.1 Introduccio

En aquest capitol estudiem els subespais marcats, els caracteritzem i els classi-
fiquem i, en I'iltima seccié, donem condicions suficients per a l’existencia de bases
de Brunovsky globals per a una familia parametritzada de parelles de matrius i
subespais invariants.

A les dues primeres seccions estudiem els subespais marcats per un endomor-
fisme. A la seccio 2.2 definim els subespais marcats i en donem una caracteritzacié
geometrica en termes de la filtracié formada per la de Jordan intersecada amb el
subespai (teorema 2.2.9) i una segona caracteritzacié basada en la filtracié triple
relativa al subespai invariant (teorema 2.2.15).

A la secci6 2.3 donem dos teoremes de classificacié dels subespais marcats, el
primer en termes de la primera filtracié (teorema 2.3.2) i el segon en termes de la
segona (teorema 2.3.4).

A la secci6 2.4 definim els subespais marcats per una aplicacié lineal definida
en un subespai o, el que és el mateix, els subespais (C, A)-marcats (definicié 2.4.1).
Demostrem que un subespai és marcat si, i solament si, ho sén les seves parts
inobservable i observable (proposici6 2.4.6). Caracteritzem els subespais marcats
per una aplicaci6 observable (teorema 2.4.8) i acabem amb la caracteritzacié d’un

subespai marcat en el cas general (teorema 2.4.10).
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A la secci6 2.5 classifiquem els subespais (C, A)-marcats en el teorema 2.5.4 i ho
apliquem per determinar el nombre de classes de subespais marcats no equivalents
si 'aplicacié és observable (teorema 2.5.6).

Finalment, a la seccié 2.6 comencem recordant els conceptes i resultats coneguts
que ens serviran per enunciar el teorema 2.6.15, que déna condicions suficients per
a l'existencia d’'una base global de Brunovsky per a una familia diferenciable de

subespais marcats.

2.2 Subespais A-marcats: caracteritzacions geo-
metriques

Si W és un subespai de E invariant per f (o f-invariant), és a dir, f(W) C W,

notarem per f la restriccié de f sobre W.

Definicié 2.2.1 [20] Diem que un subespai f-invariant W és marcat (o f-marcat)
si existeir una base de Jordan de W relativa a f, que es pot estendre a una base de

Jordan de E relativa a f.

Exemple 2.2.2 Un subespai generat per cadenes de Jordan és un subespai marcat.
Si f té valor propi A, els subespais Ker(f — AI)¥ també sén marcats, perque sén

formats per cadenes de Jordan.

Exemple 2.2.3 Donat I'espai vectorial E = [eq, ey, €3, 4] 1 Pendomorfisme definit
per f(e1) = eq, f(e2) = e3, f(e3) = f(es) = 0, el subespai W = ez + €4, €3] no és
marcat perque les bases de Jordan de W sén totes de la forma {a(ex+e4) +bes, aes},

amb a, b escalars i a # 0, i no es poden estendre a una cadena de 3 vectors.
Es immediata la segiient caracteritzacié matricial:

Proposicié 2.2.4 Un subespai W C E és f-marcat si, © solament si, existeix una
base de E, adaptada a W, tal que la matriu A de f en aquesta base té la forma:
A; As
0 A,

A:
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sent Ay € My(C),s =dim W i, a més,
(i) Ay és una matriu de Jordan.

(i) A és una matriu de Jordan, llevat de permutacions, és a dir, existeiz una

permutacié P € Gl(n,C) tal que P'AP és una matriu de Jordan.

Exemple 2.2.5 Donat 'espai vectorial E = [eq, eq, €3, €4, €5], 'endomorfisme definit

per f(e1) = ey, f(e2) = e3, f(e3) =0, f(es) = e5, f(es) = 0 i el subespai
W = [eq + 2e5, €3], la matriu de f en la base de Jordan {ey, s, €3, €4, €5} és

o o O = O
o O = O O
o o o o O
- o O o <O
o o o o o

en la base {es + 2e5, €3, €1, €4, €5} adaptada a W és

-0 0 1 0 O-
10 0 0O
00 0 00O
00 0 00

_0 0 -2 1 O_

i en la base {ey + 2e5, €3, €1 + 2e4, 4, €5} adaptada a W és

001 0 0
10000
00000
00000
0001 0

que és una matriu de Jordan llevat de permutacions. En resum, W és marcat.
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Definici6é 2.2.6 Una matriu

Al Az
0 A

que compleixi
(i) Ay és una matriv de Jordan.
(ii) Existeiz una permutacid P € Gl(n,C) tal que P'AP és una matriu de Jordan.

diem que és una matriu marcada.

Amb la definicié donada de subespai marcat, podem enunciar la segiient proposicio,

que no necessita demostracio:

Proposicié 2.2.7 Un subespai invariant W és marcat si, i solament si, existeix una

base de Jordan de E adaptada a W .
Si B =@ Ker(f— X\I)", és evident la segiient proposicio:

Proposicié 2.2.8 Un subespai invariant W és marcat si, © solament si,

WO Ker(f — NI)™ és marcat per a cadai=1,2,... k.

Aquesta proposicié ens permet reduir el nostre estudi a endomorfismes nilpotents.
Si f és un endomorfisme nilpotent i W és un subespai f-invariant, considerem

la filtraci6 induida a W per la filtracié de Jordan {W N E{}; 4; aleshores tenim:
WNEY=WnKerf"=Kerf"
WNEY=WnImf?> Imf

WNE!=Kerf"0Imfé=Wn f4Kpq) D fAW N Kyia)

Es obvi que una base de Jordan adaptada a W serd, també, adaptada a les
filtracions {E{}n 4 i {W N E¢}pa. El teorema 1.3.9 ens déna condicions per al

reciproc.



2.2 Subespais A-marcats: caracteritzacions geométriques 55

Teorema 2.2.9 (Primera caracteritzacié dels subespais A-marcats) Sigui f
un endomorfisme nilpotent de l'espai E 1 W un subespai f-invariant W és f-marcat
si, @ solament si, es compleir qualsevol de les condicions del teorema 1.53.9 per a
filtracio triple composta per la filtracio de Jordan i E D W. Es a dir, les sequients

condicions son equivalents:
(1) W és f-marcat.

(2) Qualsevol base de W adaptada a la filtracié {W N f4(Kqipn)}na es pot estendre

a una base de E adaptada a la filtracio triple.

(3) W N fUKgpn) N (fUEKapn-1) + [T Kapni)) = W N fYUKgn1) + W N
[ (Kagn)  Yhiod

(4) WO(f U Kapn-1)+f" (Kagni)) = WO (Kapn-1)+WN N (Kapnsr)  Vh,d

(5) W n (Kh—l + fdJrl(Kd_HH_l)) =WnNnK,_1+Wn fd+1(Kd+h+1) Vh,d

(6) WN (K 1+ 1" =WnNK,+WnI*  Vhd

on K, = Kerfh i I4 = Im f?

Demostracio. Solament hem de demostrar que (1) és equivalent al conjunt de les
altres condicions. Tal com hem dit abans, (1) implica (2) ja que la base de Jordan
adaptada a W és adaptada a la filtracio triple.

Per demostrar que (2)implica (1), notem

W nE?
WNE!  +WnEH!

d __
4 —

La condicié (4) expressada en termes dels E{ s’escriu
WN(EL_, +EfY=WnE!_, +WnEM.

i ens garanteix que la cadena d’isomorfismes de la proposicié 1.4.7 donada per

I’endomorfisme f déna una cadena de morfismes injectius

Wi — = Wi — o s W =W 0 Bt Bt
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Aix0 ens permet prendre una base de W adaptada a la filtracié induida {W N E{}, 4
formada per cadenes de vectors.

Completem les cadenes existents a W fins a aconseguir cadenes maximals a E
i afegim cadenes maximals sense interseccié amb W usant els isomorfismes entre
graduats de la proposicié 1.4.7, i aixi obtenim una base de Jordan adaptada a W.

Corol-lari 2.2.10 Una base de Jordan de l’endomorfisme f ; % — %, induit de
forma natural per f, ve donada per les classes dels vectors que han estés la base de

W a una base de E. FEvidentment, esta formada per cadenes maximals relatives a

f.

Per obtenir una caracteritzacio alternativa, vegem quan una base donada de W
pot estendre’s a una base de Jordan de E. Es obvi que l'existencia d’una base
d’aquesta mena garantira la condiciéo de marcat.

Per a aixo necessitem una definicié previa, relacionada amb el concepte de pro-

funditat d’un element en una filtracié doble definit a 1.3.5.

Definicié 2.2.11 [6] Diem que x € E té la propietat de la constancia (CP) si
x € Kerf o dp(f(x)) = dp(z) + 1. Diem que un conjunt té la propietat CP si tots

els elements del conjunt la tenen.

Exemple 2.2.12 El vector e, de I'exemple 2.2.3 té CP perque
dp(f(e2)) = dp(es) = dp(ez) + 1.

En canvi, e; + e4 no la té perque

dp(f(es +e4)) =dp(es) =2 > dp(es +e4) +1=1.

Amb totes aquestes definicions i consideracions, podem enunciar el lema segiient,

ja demostrat a [14].
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Lema 2.2.13 Sigui W un subespai de E invariant per f, f la restriccio de f a W,

i B una base de Jordan relativa a f Llavors son equivalents:

A

1. B es pot estendre a una base de Jordan relativa a f.
2. B compleiz CP i By és adaptada a la filtracié {E%},.

3. B és adaptada a la filtracié doble {E}y.q.

Lema 2.2.14 Si W és un subespai de E invariant per f, Zf la restriccio de f a W,
existeir una base de Jordan B relativa a f amb el conjunt dels seus vectors propis

By adaptat a la filtracié doble {E“}ys.

Demostracio. Gracies a la proposicié 1.3.8 podem considerar una base By de Ker f

adaptada a la filtracié doble {Ef ’5}d75

c E{ c ... ... ... ... ... C E = Kef
U @)

c B c ... ... ... ... ... c EY = Kerfnw
U U
U @)

c EM c ... c EY = .. = EY = Ker fnIm f°
U @)

Aquesta base també serd adaptada a les filtracions simples { B4}, i {Ker fnIm f0}s.
Adaptada a aquesta ultima filtracié, podem estendre-la a una base de Jordan relativa
a f prenent antiimatges successives dels vectors propis. Evidentment, aquest procés
no modifica els vectors propis, i la base de Jordan obtinguda B té el conjunt dels
seus vectors propis B; adaptat a la filtraci6 simple { E¢},. [ |

Ja podem abordar una nova caracteritzacié dels subespais marcats:
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Teorema 2.2.15 (Segona caracteritzacié dels subespais A-marcats) Si W és
un subespai de E invariant per f, i f és la restriccio de f a W, les segiients condi-

ctons son equivalents:

(a) W és marcat.

(b) f indueix isomorfismes

d—94,0 d—1,0—-1 d,é d+h—1,6+h—1
h+67 _>"'_>8h+1’ _)(C:hv _>..._>(C/‘1+ ,0+ .

(c) bi"s = b;z:11,5+1’ per a qualsevol h >1,d >0, § > 0.

Demostracio. Si es verifica (a), sigui W marcat i B una base de Jordan relativa a
f adaptada a W, és immediat que també és adaptada a la filtracio triple {(EZ’(;)} hd,s-
Aquest fet i que B estigui formada per cadenes de vectors, implica (b). Es obvi que

(b) implica (c).

Si (b) es verifica, demostrem que existeix una base de W que verifica la condici6
(b) del lema 2.2.13.

Sigui vq,...,v, una base de Ker f adaptada a la filtracio {Ef’é}d,a, com al lema
2.2.14. Si d; = dp(v;) 1 §; = dp(v;), la hipotesi (b) assegura I'existencia de

u; € Eff;éfi’o tal que f%(u;) = v;. Llavors, demostrem que les cadenes

Uj f(uz>77 f&(uz)zvz

formen la base B desitjada: primer, és clar que és una base de Jordan relativa a
f ; segon, s’ha obtingut seguint el lema 2.2.14 i compleix que By és adaptada a la

filtracié {E¢}4; i finalment, per construccié dp(u;) = d; — &;, és a dir, compleix CP.

Finalment, provem que (c) implica (b). Demostrem que els morfismes S}Cf: -1

, . . . . —1.0—1 . .2 . /
5,‘?’5 son injectius i que f(E,‘fH"S ) = Eff"s, per induccié sobre el conjunt d’indexs

amb l'ordenacié segiient:
h <h
(h,d,6) < (W, d'0") & ¢ h="1 d>d
h=hn d=d §>¢
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El primer index és (1,ac— 1,3 —1) i el morfisme entre quocients que li correspon
és
Eg—Q,,@—Q

EohAL

Ea—2,,@—2
1
L’injectivitat és evident i, per la igualtat de dimensions garantida per la condicié
(¢), resulta que és bijectiu i, per tant, f(EgiQ’ﬁ*Z) = Effl’ﬁfl.

: d—1,6—1 A5 Qo d—1,6—1
Considerem el morfisme &, — &, Sigui x € B} tal que

f(x) € By + B0 4 BT

Per la hipotesi d’induccio, existeixen x; € E,Cffl"sfl, Ty € E,ﬁfﬁ;l ix3 € E,ijr}"s tals
que f(z) = f(z1)+ f(z2)+ f(xs). Llavors, 1 —z) —zy—x5 € B Y7 ¢ B! En

L d-1,6-1 | pd6—1 | pd—1,6 . . L
consequencia, x € B, T+ E  +E, 1", 1 el morfisme considerat és injectiu. Per

la igualtat de dimensions també és exhaustiu, i donat y € Eff’é, existeix x € Eg;i"s_l
tal que y — f(x) € E}Cffl + EZJFM + EZ"SH, 1 repetint el raonament anterior resulta

d—1,6—1 d—1,6—1 d,o
E-1e Ei-L0 9,

que y € f(E, ") i, per tant, f(E, ") = E), u

Exemple 2.2.16 Sigui f amb base de Jordan

er, ex= f(e1), €3=f2(€1)a 64:f3<61)

es, €= f(es)
i sigui W = [es + e5, €3, €6, €4]. Es facil comprovar que

b>? = dim &% = dim([es]) = 1

by' = dim &' = dim ([ed] /[ea] + [ea]) = 0
En conseqiiencia, W no és marcat.

Observacié 2.2.17 En general, donat un subespai invariant W no marcat, els mor-
fismes 5;13,5—1 — E;f’& no son ni injectius ni erhaustius.

En l'exemple 2.2.3, dim ES’O =1, dim 511’1 =0, 7 el morfisme corresponent no pot
ser injectiu.

En lezemple 2.2.16, dim 822’1 =0, dim 5?’2 = 0, 7 el morfisme corresponent no

pot ser exhaustiu.
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2.3 Subespais A-marcats: classificaci6

Quan sigui convenient, indicarem un subespai invariant per la terna (E, W, f), on
E és V'espai vectorial, f I’endomorfisme i W el subespai f-invariant.

Recordem la definicié d’equivalencia de subespais invariants:

Definicié 2.3.1 Dos subespais invariants (E, W, f) i (E', W', ') son equivalents si

existeiz un isomorfisme ¢ : E — E' tal que po f = flop i p(W)=W'.

En particular, f i f han de ser equivalents a f’ i f’ respectivament. Es obvi que és
necessari que dim £ =dim E' =n i dimW = dim W' = s.

En termes matricials, si expressem f i f’ en la forma indicada a 1.5.1, aquesta
equivaléncia vol dir que existeixen matrius P € M*(C), Q € M} _(C) i
R € M;,,_s(C) tal que:

-1

P R A A P R AL AL

0 Q 0 A 0 Q 0 A

A [14] es demostra el segiient teorema de classificacié:

Teorema 2.3.2 Dos subespais marcats (E, W, f) i (E', W' "), sent f i f' nilpo-

tents, son equivalents si, 1 solament si,
(i) f i f son equivalents

(ii) wl = w’z per a qualsevol h > 1,d > 0,d+ h < «

WnE; )

d : d ;
sent wy, = dim = dim
h (Wh) (WmE,{_l-s-WmEg“

Pero, com els mateixos autors assenyalaven en I’exemple que hi ha a continuacié,
és necessari saber que els dos subespais son marcats per poder garantir que siguin

equivalents si es compleixen () 1 (44).

Exemple 2.3.3 Sigui £ = E' = C%, f = f’ definida sobre la base {¢;} per
fler) = e, f(e2) =e3, flez) =0, flea) =es5, fes) =0, f(eg) =01

W = [637 €4, 65]7 W/ - [62 + €6, €3, 65]
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Es obvi que les restriccions sén equivalents i que la condicié (i7) del teorema 2.3.2

es compleix:

2 1
wp =w'y wp=uw
1 0
wi=wy w =w'
0o_,,0
Wy = Wy

Pero els subespais no poden ser equivalents perque W és marcat i W’ no ho és.

El segiient teorema de classificacid, que és una conseqiiencia immediata del segon
teorema de caracteritzacié 2.2.15, ens permet millorar el teorema anterior perque
el fet que un dels subespais sigui marcat ja ens garanteix que ho sigui 'altre, si

compleix la condicié (i7) del teorema seg’uent.

Teorema 2.3.4 [8] Siqui (E,W, f) un subespai marcat i (E',W', ') un subespai

invariant. Son equivalents si, 1 solament si,
(i) f i f son equivalents

.. d,0 d,0
(ii) b = v/}

2.4 Subespais (C, A)-marcats: caracteritzacié geo-
metrica

En tota la seccid, suposem que f : Y — X és una aplicacié lineal definida en un

subespai, W C Y un subespai f-invariant, i f: W — X la restriccio de f.

Definicié 2.4.1 Diem que W és f-marcat si existeix una base de Brunovsky relativa
a ]/C\Z W — X extensible a una base de Brunovsky relativa a f Y — X. O,

equivalentment, si existeir una base de Brunovsky relativa a f Y — X adaptada

a la filtracio W CY C X.

Exemple 2.4.2 Tal com es va indicar a 'exemple 1.8.2 de subespai f-marcat, si

f:Y — X és una aplicacié lineal definida en un subespai i y, f(y),..., f*(y) és
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una cadena de Brunovsky completa, els subespais generats per subcadenes del tipus

i), f*(y), ..., fA71(y) sén f-marcats.

Exemple 2.4.3 Siguin X = C*, {e1, €2, €3, €4} una base, Y = [e1, 9, €3] i

f Y — X definida per

fler) =0, flea) =extes,  fles) =ea.

Llavors, W = [es] és f-invariant, perd no és f-marcat.

Analogament a la proposicié 1.8.5, és immediata la segiient caracteritzacié ma-

tricial:

Proposicié 2.4.4 Amb la notacio anterior, W és f-marcat si, i solament si, exis-
teix una base de X adaptada a la filtracioc W CY C X tal que la matriu (2) de f

en aquesta base té la forma

A A,
0 A
Cy Cs
0 Cy

sent Ay € My(C), s=dim W, i a més:
(i) (21) és una matriu de Brunovsky.
1

AL , . , : L,
(ii) () és una matriu de Brunovsky, llevat de permutacions; és a dir, existeir una
c

matriu de permutacions P € Gl(n,C) tal que

Pt 0 A
0 Id C

P

és una matriv de Brunovsky .

Exemple 2.4.5 Siguin X = C°, {e}, e, €3, €4, €5} una base, Y = [e1, ea, €3] i

f Y — X definida per

f(er) = e, flez) = ey, fles) =es.
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Llavors, W = [e; +e3] és f-invariant, la matriu en la base {e; +e3, €1, €2, €2+ €5, €4},

adaptada al subespai W, és

= o O O
o o = O O
- o o o O

0

que manifestament és una matriu de Brunovsky llevat d’una permutacio, que con-

sisteix a posar la base en Uordre {eq, ey, €1 + €3, €4, €9 + €5}.

Podem enunciar la seglient proposicié que no necessita demostracié i que ens per-
met descompondre 'estudi dels subespais f-marcats als casos particulars de sube-

spais marcats per un endomorfisme i per una aplicacié observable:

Proposicié 2.4.6 W f-invariant és marcat si, i solament si, existeixen subespais
W 1Y que compleixin les condicions de la proposicio 1.9.2, de manera que Wy,

1 Weo StQuin marcats.

Observacié 2.4.7 De fet, si hi ha una parella W 1Y o que compleiz les condicions
de la proposicié 1.9.2 de tal manera que W i Wy son marcats, qualsevol parella

en les mateizes condicions també ho verifica.

Com que el cas particular de subespais marcats per un endomorfisme ja s’ha
estudiat a la seccié 2.2, ara veurem el cas observable. Novament ens remetem al
teorema 1.3.9.

Si f:Y — X és una aplicacio lineal observable definida en un subespai, amb
Y, =Y, =01iW és un subespai f-invariant, considerem la filtraci

{WN f4(Yari) Yo<a<ko<i<k induida a W per la filtracié de Brunovsky; aleshores tenim
wny,=Ww;
W N fH(Yg) D fH (W)
WO (Yari) D fHWara)

i podem enunciar el segiient teorema de caracteritzacio:
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Teorema 2.4.8 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal observable definida en un
subespai, 1 W C'Y un subespai f-invariant. Llavors, W és f-marcat si, i solament
st, es compleix qualsevol de les condicions del teorema 1.3.9 per a la familia composta
per la filtracio de Brunovsky i la induida a W . Es a dir, les segtients condicions son

equivalents:
(1) W és f-marcat.

(2) Qualsevol base de W adaptada a la filtracié {W N f(Yay:)}as es pot estendre
a una base de Y + f(Y) adaptada a la familia.

(3) WA (Yar) N Yarir) +f Yarin)) = WL Yapir) WAL (Yagiga)
(4) W (f*Yarirr) + [ Yapin) = WO fAUYapin) + W N fH (Vo)
(5) W (Yo + f Yapi)) = Wi + WD f5 (Yarign)

(6) WO (Yigr + [N (Yag)) = Wir + W N f5H (Vo)

Demostracio. La necessitat és obvia ja que la base de Brunovsky adaptada a W és
adaptada a la familia formada per les dues filtracions dobles.

Per demostrar la suficiencia prenem una base de W adaptada a la filtraci6 induida
{W N f4(Yasi) }as formada per cadenes de vectors; aixo és factible perque la condicié
(27) del teorema 1.3.9, juntament amb les cadenes d’isomorfismes de la seccié 1.7,

implica la injectivitat de

W3+¢—>“‘—>Wf—>"‘—’ gﬂ

sent
wé — wn fd(YdJrz‘) .
W fA(Yapign) + WO T (Yagiga)

Completem les cadenes existents a W fins a aconseguir cadenes maximals a Y i
afegim cadenes maximals sense interseccié amb W usant els isomorfismes entre grad-
uats ja demostrats a la seccié 1.7, i aixi obtenim una base de Brunovsky adaptada

aW. [ ]
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Ja podem reunir els dos casos particulars per donar una caracteritzacié global.
Per generalitzar la proposicié anterior al cas d’una aplicacié lineal definida en un

subespai no necessariament observable usarem el segiient lema:

Lema 2.4.9 Si A, B, C' i D son subespais vectorials d’un cert espai vectorial es

compleizen les seguents propietats:
(i) (A+B)N(C+D)=0= (AeC)N(B®D)=(ANB)e(CND)

(i1)) Si (A+B)NC =0, llavors A=B<—= A®C=B&(C
Teorema 2.4.10 (Caracteritzacié dels subespais (C, A)-marcats) [7] Si

f:Y — X és una aplicacio lineal definida en un subespai i« W C Y un subespai

f-invariant. Llavors, W és f-marcat si, i solament st,
(1) Wy €s foo-marcat,
(i) WO (f'Yarirr) + [ Yarin) = WD 1 Variv) + W0 F (Yaginn)

per a qualsevol 0 < d,i < k, sent Wy, = W.

Demostracio.  Prenem la descomposicié del subespai invariant W donada a la
proposicié 1.9.2. Ja sabem per la proposicié 2.4.6 que W és f-marcat si, i solament
si, Wao és fso-marcat i W, és fo-marcat; per altra banda, la condici6 (44), usant les
descomposicions W =W, @ W iY; = Yoo @ 70071-, la invariancia de Wao i Yoo, i
2.4.9 (i), és

(Weo N fAUYo0)) B Weo N (fUY scsarivt) + [ (Voodsivt)) =

= (Woo N fd<YOO)) ©® (Woo N fd(?oo,dJriJrl) + Woo N fd+1 (?w,d+i+1>)

que usant 2.4.9 (i) veiem que és equivalent a

W N(fUY soarivt) TNV soari1) = WooN fUY oo dpint)+W oY oo drizr)-

Aixo tltim equival, segons el teorema 2.4.8, a qué W, sigui fy-marcat. [
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2.5 Subespais (C, A)-marcats: classificacié

La caracteritzaci6 feta al teorema 2.4.10 ens suggereix que considerem els invariants

segiients:

Definicié 2.5.1 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal definida en un subespai, 1

W CY un subespai f-marcat. Definim els invariants numerics segiients:
rig = dim(W 1 (Vi 1)) — dim(W 0 f (Vi)

peral <1z, 0<j.

Observeu que 7;; = 0 si ¢+ j > k, i també que ;0 = 7; per a qualsevol 1.

Observacié 2.5.2 Es immediat que, usant el lema 2.4.9 de la mateiza manera que
a la demostracio de la proposicio 2.4.10, els invariants r;; relatius a la filtracio
(W N fUYgei) }as son iguals als de la filtracio {W oo N f4(Yayi) Yai. En consegiiéncia,
les dimensions dels graduats de les dues filtracions seran les diferencies r; j — 15 j11.

Podriem haver pres com a invariants les dimensions dels graduats com en el cas
d’endomorfismes (vegeu teorema 2.3.2), pero en el cas de parelles hem pres aquests

perque és més habitual donar els invariants en termes de particions.

Quan sigui necessari indicarem un subespai f-invariant per la quaterna (Y, X, W, f).
Recordem que la relacié d’equivaléncia que es defineix entre subespais f-invariants

és la segiient:

Definicié 2.5.3 Direm que dos subespais invariants (Y, X, W, f) i (Y, X' W' [

son equivalents si existeiz un isomorfisme ¢ : X — X' tal que

e(Y)=Y'",  oW)=W
pof=fop

on ¢ és la restriccio de ¢ a'Y .
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En particular, f i fhan de ser equivalents per blocs a f’ i f’ respectivament. Es
obvi que és necessari que dim X = dim X/, dimY =dimY’ i dim W = dim W".

En termes matricials, si expressem f i f’ en la forma indicada a la proposicié
1.8.5, aquesta equivalencia vol dir que existeixen matrius P € M (C), @ € M;_(C),
LeM:(C), Re Ms,—C), S e M,,(C), T € My_5,,(C) tal que

P R S Al Az X
0 Q | T 0 Ay PR
0 0 | Ly 0 G
Ay Als
0 A
ooy o
0 O
sent L = =
Ly

Llavors, tenim el segiient teorema de classificacio:

Teorema 2.5.4 [7]
Dos subespais marcats (Y, X, W, f) i (Y, X', W' f") son equivalents si, i solament

si:
(i) f i [ son equivalents per blocs.
(11) (Yoo, Weo, foo) @ (YL, WL, fL) son equivalents.

(i) rij=1";, peral <i<k 0<j<k.

Demostracio.  Es obvi que les tres condicions sén necessaries. Per veure la
suficiencia, construim bases de Brunovsky de les parts observables Y o, i Y, adap-
tades a W, i W' respectivament, com en la demostracié del teorema 2.4.10, i

podem establir una bijeccié de forma natural entre elles gracies a les igualtats de les
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dimensions dels graduats i estendre-la per linealitat. Gracies a la condici6 (i), és
immediata la bijecci6 entre les bases de Jordan de Y, i Y. . |
Recordem que el teorema 2.3.2 déna condicions perque la propietat (i) del teo-

rema anterior es verifiqui.

Com a aplicacié del teorema de classificacié anterior, podem determinar el nom-

bre de classes de subespais f-marcats no equivalents si f és observable.

Lema 2.5.5 Sigut f : Y — X wuna aplicacio lineal observable definida en un
subespai, amb BK-indexs donats per la particid (kq,...,k.) i r-indexs donats per la
particio conjugada (11, ..., 7).

Llavors, el nombre de classes d’equivaléncia de subespais f-marcats W C'Y és
el de les families de particions (r1j,...,71x;) amb 0 < j < k —1 que verifiquen les

condicions seglients:
(i) 1ij =0 sii+j>k.
(1t) ;> 715 > 1
(111) Tip1 -1 — Tiv1j < Tij — Tijt1-

Demostracidé. Es obvi que els nombres enters r; ; compleixen les condicions anteriors
perque (r1;,...,7%;) és la particié que déna els r-indexs del subespai f-marcat
W N fi(Y;), en particular (r1p,...,70) = (71,...,7%), les condicions (i), (ii) sén
immediates i la condicid (#ii) és conseqiiencia de les injectivitats entre els graduats

(vegeu el teorema 2.4.8). [

Teorema 2.5.6 Sigui f : Y — X wuna aplicacio lineal observable definida en un
subespai, amb BK-indexs donats per la particid (kq,...,k.) i r-indexs donats per la
particio conjugada (11, ..., T%).

Llavors, el nombre de classes d’equivaléncia de subespais f-marcats W C'Y és

el de les col-leccions d’enters (mq, ..., m,) que verifiquen les condicions segiients:
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(11) m; > m;yq per als indexs 1 < i <1 tals que k; = ki11.

En particular, donats //51 > 0 > Er, amb E < k; (1 < i <), hi ha tantes
classes d’equivaléncia de subespais f-marcats W C 'Y amb BK-indexs (El, e ,ET)

com permutacions (my, ..., m,) dels indexs que verifiquen (i) i (ii).

Demostracié. Donat W f-marcat, definim (m,,,,41,...,m,,) com la particié con-
jugada de (ry;—1 — r14,...,70 — 751), completant amb zeros si és necessari. Es
immediat que compleixen les condicions de I’enunciat.

Reciprocament, si tenim els enters (my, . . ., m,.) complint les condicions de I'enunciat,

definim un subespai f-marcat de manera obvia. [ |

2.6 Bases globals de Brunovsky adaptades a una
familia parametritzada de subespais marcats

En aquesta seccié donem condicions suficients per a I’existencia de bases de Brunovsky

AEt; ) adaptades a
t

globals per a una familia parametritzada de parelles de matrius (
una familia de subespais marcats, generalitzant I'estudi que en fa X. Puerta a [26]
en el cas de bases de Jordan globals, per a una familia parametritzada de matrius

quadrades, adaptades a una familia de subespais marcats.

Observacié 2.6.1 En aquesta seccio les lletres f i W designaran aplicacions definides
sobre d’una varietat diferenciable i les imatges f(t) i W (t) seran aplicacions lineals

1 subespais respectivament.

Més concretament:

Definicié 2.6.2 Donats un parell d’espais vectorials Y, X de dimensions n 1 q
respectivament, una familia diferenciable d’aplicacions lineals és una aplicacio f
definida sobre una varietat diferenciable M de classe C? (0 < p < o), de ma-
nera que, per a qualsevol t € M, f(t) € L(Y,X) i, fizades bases en els dos espais,
Vaplicacié A - M — M, ,(C), tal que A(t) és la matriu de f(t), és A € C*(M, M, ,(C)).
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Per simplificar, notem f € CP(M, M,1mn(C)) o {f(t)}em, segons convingus,

per indicar una familia d’aquest tipus.

Definicié 2.6.3 Donat un espai vectorial Y de dimensio n, una familia diferencia-
ble de subespais és una aplicacioc W definida sobre una varietat diferenciable M de
classe C? (0 < p < ), de manera que, per a qualsevol t € M, W(t) CY és un
subespai de dimensio s i, fivada una base qualsevol, ’aplicacio, que sequirem notant
igual, W : M — Grs(C"), és de classe CP.

Notarem simplement W € CP(M,Grs(C")) o {W(t)}rem, Segons convingui, per

indicar una familia d’aquest tipus.

Definicié 2.6.4 Donats un parell d’espais vectorials Y C X de dimensions n 1
n + m respectivament, una familia diferenciable de subespais marcats és un parell
d’aplicacions f 1 W definides sobre una varietat diferenciable M de classe CP (0 <

p < o0) de manera que, per a qualsevol t € M :
(1) f € CP(M, My nn(C)).
(2) W e CP(M,Grs(C")).
(8) W(t) és un subespai f(t)-marcat.

En el cas particular en qué m = 0, les aplicacions seran endomorfismes. Si m > 0,
els subespais son condicionalment marcats, pero solament ho farem notar quan pugui

portar a confusio.
Usem els resultats coneguts segiients:

Proposicié 2.6.5 [12] Sigui{f(t) }ienr C L(Y, X) una familia diferenciable d’aplicacions

lineals de rang constant. Aleshores:

(1) Les families de subespais {Kerf(t)}enr @ {Imf(t)}iens son diferenciables.

(2) En particular, si totes les aplicacions f(t) son injectives, una familia de vectors
{v(t) }em C Y és diferenciable si, i solament si, la famdlia { f(t)(v(t)) }enr C X

és diferenciable.
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Proposicié 2.6.6 [12] Siguin {E(t)}ienr @ {F(t) }iem dues families diferenciables
de subespais de X .

(1) Si dim(E(t) + F(t)) és constant, les families de subespais {E(t) + F(t)}enr i
{E(t) N F(t)}ienr també son diferenciables.

(2) Si E(t) C F(t) per a qualsevol t € M, existeix una familia diferenciable de
subespais { E(t) }en tal que E(t) @ E(t) = F(t) per a qualsevol t € M.

Definicié 2.6.7 Diem que una familia diferenciable d’endomorfismes {f(t)}ienr té
tipus de Jordan constant si el nombre de valors propis distints i les dimensions dels

seus blocs de Jordan no depenen de t.

Proposicié 2.6.8 [12] Sigui M una varietat diferenciable contractil i f € C?(M, M, (C))

amb tipus de Jordan constant. Aleshores:

(1) Ezisteizen Ay, g, ..., Ay € CP(M,C)tals que A\i(t), Xa(), ..., A(t) son els va-
lors propis distints de f(t), per a cadat € M.

(2) dim EZ(N\i(t)), on E4(\(t)) = Ker(f — X)"(t) 0 Im(f — \;)4(t), és constant
per a cada t € M.

Definicié 2.6.9 Donada una familia diferenciable d’endomorfismes f € C?(M, M, (C)),
una familia d’aplicacions vi,vs, ..., v, € CP(M,C") diem que és una base de Jor-
dan global si (vi(t),va(t), ..., v,(t)) és una base de Jordan relativa a f(t) per a cada

te M.

Teorema 2.6.10 [26] Sigui M wuna varietat diferenciable contractil i (f,W) una

familia diferenciable de subespais marcats tal que:
(1) {f(t)}ren té tipus de Jordan constant,
(2) f(t) és nilpotent per a qualsevol t € M,

(3) dim(W (t) N E4(t)) és constant per a cadat € M.
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Aleshores, existeiz una base de Jordan global.

Generalitzem aquest resultat a endomorfismes no necessariament nilpotents.

Teorema 2.6.11 Sigui M una varietat diferenciable contractil i (f, W) una familia

diferenciable de subespais marcats tal que:

(1) f té tipus de Jordan constant,

(2) les families diferenciables d’aplicacions lineals formades per les restriccions

f(t) - W(t) — W(t) i els quocients f(t) : V([%) — % tenen tipus de

Jordan constant.
Aleshores, existeiz una base de Jordan global.

Demostracio.

Si la familia diferenciable d’endomorfismes no és nilpotent, la descomposicié d'un
subespai f-invariant W = @, W (| Ker(f — )" on W és f-marcat si, i solament si,
ho sén cada un del sumands, ens permet combinar la proposicié 2.6.8 i el teorema

2.6.10 de forma que en resulta aquest. |

Observacié 2.6.12 Que f i f tinguin tipus de Jordan constant és el mateir que
dir que, per a cada valor propi \; € CP(M,C), dim(W () N Ed(X\(t))) és constant
per a cada t € M.

Generalitzem el teorema anterior al cas d’aplicacions definides en un subespai.

Definicié 2.6.13 Donada una familia diferenciable d’aplicacions lineals f € CP(M, My 1m(C)),
una familia d’aplicacions vy, vy, ..., Vpim € CP(M,C"™) diem que és una base de
Brunovsky global si (v1(t),va(t), ..., Vnim(t)) €s una base de Brunovsky relativa a

f(t) per a cadat € M.
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Definicié 2.6.14 Una familia diferenciable d’aplicacions lineals f € CP(M, Myt ., (C)),
direm que té tipus de Brunovsky constant si els BK-indexs de f(t) no depenen de t

i la familia diferenciable
Jfoolt) 1 Yoo(t) — Yoo(t), teM
té tipus de Jordan constant.

Teorema 2.6.15 Sigui M una varietat diferenciable contractil i (f, W) una familia

diferenciable de subespais condicionalment marcats tal que:

(1) f té tipus de Brunovsky constant.

(i1) Les families diferenciables d’aplicacions lineals formades per les restriccions

Foolt) 1 Weo(t) — Wao(t) i els quocients fxo(t) : ;Z((tt)) — VT/";(&)) tenen tipus

de Jordan constant.
(iii) dim W (t) N f774(t)(Y;-1(t)) és constant per a cadat € M si 1 <i<j<k.
Aleshores existeix una base de Brunouvsky global.

Demostracio.

1. La familia de subespais Y;(t) és diferenciable perque
Yi(t) = Ker(C(t), C(A(), ..., (A1)

la hipotesi ii) ens assegura que la dimensi6 no depeén de ¢ i la proposicié 2.6.5
fa la resta. La familia de subespais W;(t) és diferenciable perque ho sén les
families W (t) (per la hipotesi (7)) i Yi(¢); la dimensié de la familia de les
interseccions W;(t) és constant gracies a la hipotesi (i) i la proposici6 2.6.6

fa la resta.

2. El teorema 2.6.11 garanteix l'existencia d’una familia diferenciable de bases de

Jordan de Y (t) adaptades a W (t) gracies a I'hipotesi (7).



74

2 Subespais marcats

3. Podem construir families diferenciables de subespais W (t) i Y () tals que:

(1) Weolt) C Yoo(t).

i) W(t)=Wae(t) ®Wa(t), Y =Yo(t)®Y(t).
i) Wao(f) 1 YVeoo(t) son f(t)-invariants.

iv) fo(t) = f(t)/Y (t) és observable.

N’hi ha prou a observar que la construccié de la proposicié 1.9.2 es pot fer de
manera que les families de subespais obtingudes siguin diferenciables gracies

a la proposicio 2.6.6.

Gracies a aquesta descomposicid, com que la part de Jordan ja la tenim resolta,

podem suposar d’ara en endavant que les aplicacions f(t) sén observables.

. Les families de subespais

FO;0)
W () 0 A (Y1)
W) N ;) + W) 07 (- ()
son diferenciables gracies a les hipotesis, que ens garanteixen la constancia

de les dimensions, a la injectivitat de les f(¢) (en ser observables) i a les

proposicions 2.6.5 1 2.6.6.

. Finalment, gracies a les mateixes proposicions és immediat que la construccio

d’una familia diferenciable de bases de Brunovsky adaptades a la familia de
subespais f(t)-marcats W (t) és possible amb el procediment seguit en el teo-

rema 2.4.8.

Observacié 2.6.16 La condicid (iii) del teorema 2.6.15 és equivalent a dir que

rig(t) = dim(W () O f7 () (Y ()i45-1)) — dim(W () 0 7 () (Y ()i4)

és constant per a 0 < j <k, 1 <1< k.



Capitol 3

Problema de Carlson

3.1 Introduccio

En aquest capitol estudiem el problema de Carlson classic i la seva generalitzacio al
cas de parelles de matrius.

En la seccié 3.2 comencem amb l’enunciat del teorema, ja citat en la intro-
duccid, (teorema 3.2.1) que relaciona la solucié del problema de Carlson amb les LR-
successions que aqui demostrem directament reformulant I’enunciat geometricament
(lema 3.2.3) i usant les tecniques presentades en el primer capitol.

En la demostraci6 de la suficiencia construim efectivament una matriu que solu-
ciona el problema i aixo ens permet, cosa que fem en la seccié 3.3 segiient, donar
un algorisme per a la construccié de solucions al problema de Carlson (Proposicié
3.3.9). En aquesta seccid, previament, fem un estudi sobre I'existéncia de solucions
no equivalents d’una mateixa terna. Donem les definicions de realitzacions conden-
sades, reduides i marcades (3.3.4 1 3.3.6) i acabem demostrant que donada una terna
(o, B,7) Carlson compatible, hi ha una realitzacié matricial d’aquesta terna tant pr-
opera com vulguem d’una certa realitzacié marcada de la parella (3,7) (corol-lari
3.3.11).

En la secci6 3.4 formulem el problema de Carlson per a una parella de matrius
observable i quocient endomorfisme amb un sol valor propi, enunciant ’equivaléncia

de tres condicions en el teorema 3.4.1 i demostrant la seva equivaléncia en les sub-

I0)
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seccions 3.4.2, 3.4.3 1 3.4.4.
En la seccid 3.5 veiem que es pot repetir un algorisme semblant al del cas quadrat
estudiat en la secci6 3.3, fem alguns exemples en els que ressaltem les analogies i

diferencies amb el cas quadrat i demostrem el lema de condensacié (3.5.4).

3.2 Cas de matrius quadrades

Comencem amb el teorema de Klein, ja citat anteriorment, que ens relaciona 'existencia
de solucions al problema de Carlson amb la de les successions de Littlewood-Richardson,

relacié que demostrarem directament.

Teorema 3.2.1 Siguin tres particions a, v, 3 amb |a| =n, |y|=4d, |B| =n—d i

o, v, B* les seves conjugades. Les sequients condicions son equivalents:

(I) Donades dues matrius nilpotents Ay € My(C) i Ay € M,_q4(C) amb caracte-
ristica de Segre v* i 3* respectivament, ezisteix una matriv Z € Mgy ,—q(C) tal

que la matriu

A

A= té caracteristica de Segre o*.

0 A

(IT) Ewxisteiz una successid finita de particions Y, v, ..., 7% (s = €(B)) tal que

Y =7, v =a, i per a qualsevol i,j > 1:

(a) V| — 1t = p;
(b) v > >4,

(c) Zzgi(%ﬂ - %) < Zegiq(% - %71)

prenent 7371 =0, V7.
Observacié 3.2.2 (b) i (c) de (IT) impliquen que v = v} si j > 1.

Abans de demostrar el teorema, enunciem i demostrem un lema que ens permet

expressar la condicié (I) en forma geometrica:
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Lema 3.2.3 La condicid (I) del teorema 3.2.1 és equivalent a la condicid segiient:

(I’) Donat un C-espai vectorial X amb dim X = n, un subespai W C X amb

dim W = d i dues aplicacions lineals nilpotents f W — W, f : % — %,

amb caracteristiques de Segre v* i 3* respectivament, existeir un endomorfisme

f: X — X amb caracteristica de Segre o* tal que f i f sén les aplicacions

X

7 respectivament.

induides per f, de forma natural, sobre W 1

Demostracio. Si es compleix la condicié (I'), considerem el subespai
W=C{x0cCcC"=X, f I’endomorfisme de W amb matriu A; en la base natural
de C? 1 f : % — % 'aplicacié lineal amb matriu A, en la base natural de C"~.
La matriu de 'endomorfisme f, que existeix per la condicié (I’), en la base natural
de C" sera de la forma

A 7

0 A

A:

i Z és la matriu buscada.
Reciprocament, si es compleix (I), donades les aplicacions lineals f i f , conside-

rem les seves matrius en bases respectives de W i %, Aj i As. La matriu

A Z
0 A

A:

ens déna l'endomorfisme f desitjat. [ |

Ara provem el teorema 3.2.1.

Demostracio. Fem una aproximacio geometrica, amb una demostracié construc-
tiva, de manera que donada una LR-successiéo podem trobar solucions explicites per
a z.

1) Prova de la necessitat ((I’)=(1II))

Si la condici6 (I') es verifica, considerem els subespais W7 definits per

W/=Ker f'n f7(W), i,j>0
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que podem organitzar en el diagrama segiient:

wooc ffw) c W) Ce

I I
Kerfm c Wk

U U
U U
Kerfi C w}
U U
U U
KerfA C wi
U U
0 0

Noteu que

a; = dim Ker f* — dim Ker f*!

v; = dim Kerﬁ — dim Ker]/‘“\’_1

Bj = dim [~ (W) — dim f 7+ (W)

1 definint

és obvi que Y = v, v* = a.

La igualtat || = dim f~/(W) prova (a).

La inclusié

j—1
W;

v/ =dim W) — dim W/

j—1
W;

— D
Wi,

Wi, nwit

7—1
Wiy

Problema de Carlson
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implica la primera desigualtat de (b).

La igualtat f~'(W/") = W/ implica la injectivitat de les aplicacions lineals

j -1 j+1 i
Wi, W W; Wi,
— — —

j 71 J J
W; Wiy W; Wiy

7

induides per f de forma natural.

La primera injectivitat implica

J—1 Wi
dim <W’j_1) > dim (ijl) ,
Wiy W;

que equival a 71 > ﬁ;l, que és la segona desigualtat de (b), que queda provat.

La segona injectivitat implica que
Wit W
dim ( | <dim | —= |,
W; Wiy

DT =) <> -

1<q 1<i—1

que és equivalent a

. Wi .
perque dim W} = Z dim ( f ) = nyz, i aixd prova (c).
e<i Wi £<i

2) Prova de la suficiencia ((II) = (I"))

Hem de construir un endomorfisme nilpotent f : X — X (X = C") amb

caracteristica de Segre a* i un subespai invariant W ~ C¢ tal que f: W — Wi

F. X X 4 : 1Ok s .
J 5 — 5 tinguin 7" i §* com a caracteristica de Segre respectivament.

Per fer-ho, definim subespais W7 amb les condicions

7

Wi =w/

J+1
i+1 N VVZ

dim W7 — dim W/ | =4/
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i podem construir el diagrama segiient:

w = w' c wt c ... c X
I I I
W, = W2 c WL c ... c Ws
U U U
U u U
W, o= WP c Wi o= ... = Wi
U U U
we = W = ... = W
I I |
0 0 0

Aquests subespais sén possibles tal com demostrem si els construim per re-
currencia, comengant per la primera columna. Usem unicament ; > 0 per fabricar

els subespais W; de la primera columna i llavors
dimW = |y| =d.

Suposant que W}, si h < j, i Wg , si £ < i, s6n construits, usem solament que
dim(W/ ™" + W/ ) < dim W/ per construir W7 .

Liltima desigualtat equival a

dim W/ — dim(W/ ™ N W) < dim W] — dim WY,

- . . . i—1
que usant les condicions del diagrama és equivalent a 7

< 7). Aquesta és la

primera desigualtat de la condicié (b) i, per tant, és possible un subespai Wij com

el del diagrama.

A causa de la construccié i de la condicié (a) és obvi que
dim W7 = |y7]
dim W7 — dim W71 = 3;

dimX = |7y*| =n.
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N o ;
Formem una base B = {ez‘,k}ogjgs,lgig(w)ggkgyg77'7‘1 de X (prenem per conveni

i

que ;' = 0, Vi) adaptada a la filtracié doble VVij , és a dir,

Wi=W/""'+ W )& [B]

(2 K3

on [B] és el subespai generat per B! = {efk}quj_vjfl.
Noteu que

Wj = Po<nr<; [Bﬂ .

v 1<¢<i

Definim una aplicaci6 lineal f: W — W mitjancant

i és immediat que 7* és la seva caracteristica de Segre.

Ara definim dues extensions f,, f*: X — X de ]?complint les condicions segiients:
(i) fulelii)) € UosneyB) , Ker fu =W}
(it) f*(el{1) € Uicesil] . Ker f* =W
(iii) fu(elfyp) = (el =€l st k<min(y/[] =+l 7 =71, 0<j < s—1,
1<i<l(49)—1.
Observeu que f(ejy, ) = fulejiry) = f(eiih) = €pisn,,» Der a qualsevol k > 1,

perque v}, — ;1 <97 per la condicié (II)(b) de I'enunciat.

La condici6 (i) és possible si

# (Uozne;BY') > # (VoznejriBlvy)

pero # (UOSthB?) = dim V[/Z»j — dim V[/ij_1 = %j, i, per tant, la desigualtat és certa
gracies a la segona desigualtat de la condicié (b).

La condici6 ii) és possible si

# (Uice<iB)) > # (D1<o<in B))
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perd # (Ui<i<;B7) = dim W/ —dim W}~ = > <7 7 7™, Per tant, la desigualtat
es compleix gracies a (c).
Observeu que

el, € f(B)N f(B)

si, 1 solament si,
j+1 +1 i+l j 1
eg,k = f*(d-&-l,k) = f* (eg+1,k) amb k£ < mln(’yg_H - ’Yg+17 % %] )

L - : h 1
o existeixen h, ¢ > 1 tnics, tals que e}, € fBLEY N (B,

Finalment, definim f :%( fat ). Es obvi que és una extensio de fi la suficiencia

restara provada si
Ker fi = W?
fAW) =w?
Es immediat que W# C Ker f*. Provem per induccié I'altra inclusio:
Sii=0, Ker fO=W;={0}.
Six g W?E,
T =ux9+ Z )\@ ke“, amb xg € WS i )\Zg k, 7 0 per algun parell (jo, ko).
ogier
Llavors )\fo o fo(el €. ko) ¢ W72 | 1no pot ser anul-lat per cap imatge per f de les
altres components de = (vegeu I'observacié precedent sobre les interseccions de les
imatges per f. i f* dels vectors de la base B ) i, per tant, f(z) & W7
D’aqui, per la hipotesi d’induccid, f(z) € Ker f~!, i podem concloure que
xr ¢ Ker fi. Amb aixd, hem provat que Ker f* = W?$
Analogament, és obvi que W7 C f~7(W), i provarem per induccié la contencié
contraria.
Es cert si j = 0. Sigui z € f~9(W); si & & W llavors
T =xo+ Z A el, amb g € W i A

i0,ko

# 0 per algun parell (ig, ko).
J<h<jg
1<t
Aleshores )\zok NG o, ko) & W7=1 i no pot ser anul-lat per cap imatge per f de
les altres components de = (vegeu l'observacié precedent sobre les interseccions de
les imatges per f. i f* dels vectors de la base B ). Per aquesta raé, f(z) & W71 i

aixo seria absurd. [ |
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3.3 Realitzacions matricials de les solucions

Recentment, els treballs a [24] i [25] han donat solucions definitives al problema
classic de Carlson: vegeu [15] i I'article resum [16].

No obstant aixo0, que nosaltres sapiguem, no hi ha algorismes per construir solu-
cions explicites de Z. Aqui presentem una construccié basada en la demostracié
geometrica del teorema 3.2.1.

Com a conseqiiencia immediata d’aquesta construccié, obtenim a la definicié
3.3.11 que totes les caracteristiques de Segre possibles apareixen en un entorn de les
solucions més simples, que anomenem marcades (vegeu la definici 3.3.6). Amb aixo
volem dir que apareixen pertorbant les solucions marcades elementals.

Abans de passar a ’algorisme, donarem una definicié i comentarem alguns ex-

emples.

Definicié 3.3.1 Si tres particions «, (3, v verifiquen les condicions del teorema
3.2.1, direm que « és Carlson compatible amb el parell (3,7) o que la terna (o, 3,7)

és Carlson compatible.

En I'exemple que hi ha a continuacié veiem que donada una terna de particions
Carlson compatible, hi pot haver diferents LR-successions i que, per tant, donen lloc

a solucions no equivalents.
Exemple 3.3.2 Donades les particions
a=(3,3,21), v=0321), B=(21)

son possibles les dues LR-successions

(3.3,2), (3,3,2,1)

(3,3,1,1), (3,3,2,1)

que d’acord amb la construccié feta a la seccié 3.2, donen lloc respectivament a les

solucions no equivalents segiients
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000 0 000 0 O0 00 0 0001 0O
100 0 0 0[O0 O O 100 0 0 0[O0 O O
010 00 0j0 0O 01 00 0 0}]0 0 O
000 0 0 O0/0 10 00 0 0 0 O0j]0 0O
000 1 0 0j0 00 0o 00 1 0 0}]0 0 O
000 00 0]0 01 00 0 0 0 0]0 01
000 00 O0j0 0O 0o 00 00 O0}]0 0 O
000 00 0|1 0O 0o 00 00 O0}]0 0 O
000 0 O0O0I0 0 O0 00 0 00 O0j]0 10

En I'exemple que hi ha a continuacié veiem que dues solucions poden tenir les

mateixes LR-successions i no ser equivalents.
Exemple 3.3.3 Donades les particions
a=(3,3,21), v=(3,2,1), B=(21)
els endomorfismes f) definits sobre una base {e1, ez, €3, €4, €5, €6} del subespai W per
filer) =ex,  falea) =es,  fales) =0, fales) =5, fales) =0, fi(es) =0
i sobre una base {e7, es, €9} d'un suplementari per
faler) =es,  fales) =es, [faleg) = Aer +e1 + es

tenen ’expressié matricial

_ o O O O O

o o oo o o o —~= o
o o oo o o ~= o o
o O O o o o o o o
o O OO =, O o o o
o O oo o o o o o
o O oo o o o o o
o O ol o o = o o o
S = O »|O O o o o =

o o O
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i sén solucions del problema amb la mateixa LR-successié (3,3,2),(3,3,2,1), pero

no son totes equivalents perque

Imfy= fA(W7) C Wy + Wy = [er,e2,€3,¢4,65,65,65] <= A=0

Introduim algunes definicions i notacions abans de construir les solucions explicites.
Definicié 3.3.4 Anomenem realitzacié matricial d’una terna Carlson compatible
(v, B,7) a una matriu de la forma
|z

0 |3

Mo, 8,7) =
on

J(v) = diag (J(v), J(3)s ---)
J(B%) = diag (J(B)), J(53), --.)

son matrius nilpotents de Jordan amb caracteristica de Segre v* i 3* respectivament,
de manera que M(c, 3,7) tingui caracteristica de Segre o*.

Diem que és condensada si, i solament si, les uniques entrades no nul-les de Z
son a les files corresponents a les files nul-les de J(v*). A més, diem que és reduida
si a la submatriu de Z corresponent a les columnes nul-les de J(5*) i a les files
nul-les de J(v*), les iniques entrades no nul-les tenen valor 1 i estan en columnes i

files diferents.
Es ben conegut que si existeix una realitzacid, n’existeix una condensada i reduida:

Lema 3.3.5 5% la particio o és Carlson compatible amb (3, v, existeixen realitza-

cions condensades i reduides M («, 3,7).

Demostracio. Les realitzacions que demostrem que hi ha a la prova de la su-
ficiencia del teorema 3.2.1 sén d’aquest tipus. [
En aquesta seccié construim explicitament una d’aquestes realitzacions M («, 3, 7)
que, a més, es pot veure com una pertorbacié local d’una matriu marcada (vegeu la
definici6 2.2.6). En el nostre cas, aixo significa que els blocs de Jordan relatius a la

particio a s’obtenen ajuntant els de 3 i 7, com precisem a la definicio segiient.
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Definicié 3.3.6 Donades dues particions [ i vy s’obtenen exemples trivials de par-
ticions Carlson compatibles amb elles, que formen ternes que definim com a ternes
marcades de particions, fent que cada of, o3, ... sigui o un element de 3* o un el-
ement de v*, o la suma d’un de cada. Més concretament, si o © T son permutacions
de {1,2,...,0(a*)}, llavors

o = Bou) T V70
on By =0 sio(i) > (B%) i), =0 siT(i) > ().

Resulta obvia la segiient proposicié.

Proposicié 3.3.7 Una realitzacio matricial condensada i reduida s’obté prenent Z
amb les uniques entrades no nul-les corresponents als indexs 1 < i < {(a*) tals que
ﬂ;(i),fﬁ(i) # 0, de la manera segiient: per a cada i d’aquest tipus, posem un 1 en
el lloc que esta a la columna corresponent a la columna nul-la de J(ﬁ;(i)) 1 a la

fila corresponent a la fila nul-la de J(v;"(i)). Es obvi que aquesta realitzacio és una

matriu marcada.

Exemple 3.3.8 Donades 8* = (3,1) i v* = (4,2) una particié6 Carlson compatible

marcada és a* = (5,4,1). Una realitzacié matricial és

0000
1000
0100
0010
00 1
10
000
100
0 010
0

Com que en la nostra demostracié de la suficiencia al teorema 3.2.1 hem construit
explicitament un endomorfisme f verificant (I') del lema 3.2.3, la seva matriu en
una base convenient sera una realitzacié matricial de la particié Carlson compatible
associada. Organitzem |’algorisme en tres passos.

Pas 1. Per aclarir la construccié i treure’'n més conclusions, modifiquem lleu-
gerament l'extensié f de J/C\ (és immediat que la demostracié continua sent valida).

Per a qualssevol 1 < j < s—1,1 <4 < {(7/) — 1, mantenim les condicions segiients:
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(") f(ei) =0, per a qualsevol k > 1.

(ii’) f(eil-i-l,k) = f*(ez‘l-i-l,k) = f*(ezl-kl,k) = e?,k-l-%“’ per a qualsevol k£ > 1.

(i) fleff1e) = Fulelinn) = (elfi)) = el stk < min(9]7, 6)).

. . 1
Pero, per a k complint 6] < k < 555;1 , en lloc de 5( f« + f*) definim el segiient

(iv’) f(eﬁfk) = )‘f*(eﬁll,k) + f*(egill,k% on A # 0.

(Observacié: &/ =~/ —~77)
Pas 2. Momentaniament, considerem la base de X, adaptadaa W C X, formada
pels vectors

{el, 0<j<s, 1<j<U(y), 1<k <}

ordenats de la manera segiient: primerament, la base de W formada pels vectors
amb j = 0, ordenats com en una base de Jordan de f, seguidament, la resta de
vectors (1 < j < s), ordenats de manera que les seves classes a X/W formin una
base de Jordan de f* : X/W — X/W.

Es ben facil veure que la matriu de f*, en aquesta base, és una matriu marcada
Carlson compatible amb (3, +. Aleshores, la matriu de f s’obté afegint entrades
A corresponents a la condicié (1v’) de la definicié de f (vegeu el pas 1). En con-

seqliencia, la matriu de f resulta d’una matriu marcada

J(v*)‘ z
0 |

en que se li afegeixen algunes entrades \ situades en columnes corresponents a les
no nul-les de J(5*), i en files no corresponents a les no nul-les de J(v*).

Pas 3. Finalment, usant transformacions elementals reduim a J(8*) el bloc
inferior dret de la matriu de f obtinguda en el pas (2). En aquest procés, entrades
no nul-les que depenen de A resulten afegides en el bloc superior dret, en columnes
corresponents a les no nul-les de J(/3*) i en files corresponents a les nul-les de J(7*).

Resumint:



38

3 Problema de Carlson

Proposicié 3.3.9 Donada una terna de particions («, 3,7) Carlson compatible i
una LR-successié com a (I1) del teorema 3.2.1, una realitzacié matricial condensada
i reduida
J(7") ‘ Z

0 | ()

s’obté mitjancant els passos 1, 2 1 3 indicats anteriorment.

M(a, B,7) =

Exemple 3.3.10 Per a

v o= (2,2,2,1,1)
g o= (2211

a = (3,3,2,2,2,1,1)
considerem la LR-successié

Y= (3,2,2,2,1)
Vo= (3,3,2,2,1,1)

7= (3,3,2,2,2,1,1)
llavors (5;7 = 0 excepte per a
IR W S J Sy R
Considerem les cadenes de Jordan per a ]?

0 0 0 0 0
€51 7 €41 — €31 7 €1 €11 0

eg,z - 6(2),2 - 6(1],2 — 0
En el pas 1 definim 'extensié f mitjancant:
(i) flei) =0.
(i) fles) = €52
(iii") f(e3) = eq.

(iv)) f(eg) = Ae§, +ex.
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f(e3) = Aeq + €3,

flez) = Aeg + €3,

on hem escrit simplement e en lloc de €.

En el pas 2, considerem la base

2
6776276376%
66,631
La matriu de f en aquesta base és
IR N R
R R DR R
NS A A A I
k,‘,,‘lL,‘,A,L,‘,A,L,‘,,‘,,,‘,A
1 L L 1
IR [ A X
k,‘,J,L,‘,A]:L,‘,A,L,‘,l,,,‘
L 1 L 1
REEEREN B
\1\ I I
0 T
Ao [
AL |1
En el pas 3, amb el canvi de base
e =el+Neg, € =e5+2Ney

obtenim la matriu
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,,‘,J,L,‘,A,L,‘,A,:)\,Q:,J,)\‘
R D R
S (R (i
ARSI DR R
A S RN A
ST R o2
,,‘,,‘,L,‘,Al‘,,‘,A,L,‘,,‘,,J,
RN R0 S A

| | | 717:7 1

Com una aplicacid, remarquem que si A — 0 obtenim una realitzacié marcada

de les particions 3, v. Per tant, podem enunciar el segiient:

Corol‘lari 3.3.11 Donada una terna («, 3,7) Carlson compatible, hi ha una rea-
litzacio matricial d’aquesta terna tant propera com vulguem d’una certa realitzacio
marcada de la parella (3,7).

En altres paraules, en els entorns de les realitzacions marcades d’una parella

(B,7) es troben representants de totes les realitzacions possibles d’aquesta parella.

Per tant, si considerem totes les realitzacions marcades d’'una parella (3,7) i les
pertorbem, obtindrem realitzacions de totes les ternes Carlson compatibles del tipus

(ar, B,7). Aix0 és el que farem en el capitol segiient.

3.4 Cas de parelles de matrius

3.4.1 Enunciat del teorema

Concretant el que hem indicat a la introduccié, resoldrem el problema de Carlson
per a parelles de matrius quan el parell P és observable (i, per tant, també ho és
P;) amb indexs d’observabilitat (o BK-indexs) preescrits , i P» és un endomorfisme
(és a dir, Cy = 0; vegeu (3) de la proposicié 1.8.5) amb un sol valor propi A.

De fet, podem suposar que P; és una BK-matriu, C3 = 0 i Ay és una matriu

nilpotent en forma de Jordan. Aquesta remarca i els resultats més importants
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d’aquesta secci6 es resumeixen en el teorema segiient.

Teorema 3.4.1 Donades tres particions:

R:(Rl,RQ,...), |R|:n
r=(ry,re,...), lr| =d

b:(bl,bQ,...), |b|:77/—d

Les condicions segiients son equivalents:

(I) Donat un parell observable Py € M, (C) x M,, 4(C) amb BK-indezxs r*, una
matriv quadrada As € M, _q(C) amb un sol valor propi X\ i caracteristica de Segre
b*, i una matriu Cy € M,, ,—a(C), existeiz una matriu Z € Mgy,—q(C) de manera

que el parell

A Z
P=1 0 A
Cy Cs
és observable amb BK-indexs R*.
(IT) Ezisteiz una successid finita de particions r° 7' ... r* (s = £(b)) tal que

O =r, r* =R, i per a qualssevol i, > 1:

(a) [r?| = |17~ = b;

Il >l >l

(b) 7“{ = 7"{_1: L5 it1 = T

0 . . -
(c) ZZ2i+1(Tz+ —1y) < ZQZ‘(T; -1y )

(LX) [4] by <ri =Ry, (R)y 2 (r")y (v=1,2,... )t R = 1" <"

Observacié 3.4.2 Noteu que les condicions (II) sén similars a les de Littlewood-
Richardson que apareizen en el problema classic de Carlson (vegeu el teorema 3.2.1).
De fet, (a) i (b) sén gairebé iguals, mentre que (c) és d’alguna manera “oposada”.
Aquesta diferéncia és la causa que la condicid equivalent a (I11) (sense by < ry = Ry,
que, en el cas quadrat, també és certa si, 1 solament si, Ker f C W) en el cas de

matrius quadrades sigui necessaria pero no suficient (vegeu l'exemple 3.4.8).
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Observacié 3.4.3 La condicio (I11) s’ens va suggerir a [4], on s’utilitzen métodes

totalment diferents.

Observacié 3.4.4 Quan (I11) es compleizx, podem obtenir solucions explicites de Z

mitjancant (I1), que sén solucions no equivalents per diferents successions®,rt, ... r®

(vegeu la seccié 3.5).

La demostracio del teorema la fem per parts, i introduim altres condicions equiva-
lents a les que hi figuren. Primer expressem (IT) d’una altra manera (II’)i demostrem
I'equivalencia entre (II’) i (IIT) usant inicament propietats de les particions; després
simplifiquem la condici6é (I) mitjancant (I') i la formulem geometricament (I7), i

acabm la demostracié amb 'equivaléncia entre (I”) i (II).

3.4.2 (II) = (III)

La proposicié segiient ens sera 1til per entendre millor la condicié (II):

Proposicié 3.4.5 Donades tres particions:

R:(Rl,RQ,...>, \R|:n
r=(r,re,...), Ir| =d

b= (by,bs,...), b =n—d

Les condicions seglients son equivalents:
(I1) del teorema 3.4.1.
(IT’) Emisteiz una successid finita de particions °,c', ... c* (s = £(b)) tal que

c’=r*, ¢ = R*, iper a qualssevol v, 5,1 > 1:
(a) [ = || = b,
(b) () =1y, 1< < l+4+1

(c) Znel(i+1,j+l)(0%+1 - Cg;) < Znel(i,j)(c% - C%il) sent I1(i,7) = {n: C% > i}
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Demostracio.  Les condicions (IT)-(II") es poden esquematitzar mitjangant els
diagrames en que usualment es representen les particions, d’'una manera similar a
les successions de Littlewood-Richardson.

Per fer-ho, prenem ¢/ = (r7)* i les representem per un diagrama D’ format per
] (= 1) columnes amb altures ¢}, ¢}, ..., o equivalentment amb longituds 7,73, . . .
a cada pis. Llavors, D7 s’obté afegint b; blocs a DI~! (condicions (a)), de manera
que les condicions (b) i (c) es respectin.

La condicié (I1.b) indica que la longitud del pis (i + 1) de D’ no pot superar la
del pis ¢ de D7~ 1, Es a dir, cada torre pot créixer un bloc com a maxim en passar
de Di7t a D’ (condicié (IT.b)). Quant a les condicions (c), representem la partici6
b mitjancant un diagrama analeg, i etiquetem els blocs del pis j com els b; blocs.
Recordem que les condicions (b) diuen que, per obtenir D7, els blocs etiquetats amb
“57 s’han d’assignar a columnes diferents de D’~!. Llavors, les condicions (c) diuen
que el nombre de blocs (5 + 1) situats a un nivell més gran o igual que (7 + 1) és
menor o igual que el nombre de blocs j a un nivell més gran o igual que i (per a
qualsevol 7). u

Per exemple, si b= (3,2) ir = (4,3,2,1), les successions

2
1 2 1
| * 1
* k1 * k1
x % k2 * ok ok 2
X ok k% * ok ok K
son possibles, mentre que

2 2

x 1

x k1

* ko ox 1
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no ho és.

Per veure l'equivalencia entre (II') i (I1I) necessitem el lema segiient:
Lema 3.4.6 Siguin «, & particions tals que

a=(a,ag...) <d=(01,...,0)
Si existeir una particio [ tal que

(B1,02,...) < (01 —1,...,8,—1)
18] = |af — ¢
ﬁM:OéM, ﬁn:an_l

a, —1 <06, <a, pera qualsevol v

Llavors, la particio & definida per:

Ay =y, SLVF 1,1

a, =a,+1, a;,=a,—1
verifica & < 9.

Demostracio. Si o,y = o, + 1 llavors & = a1 no hi res per demostrar.
Si oy > a, + 1 llavors @ < a0 < 9.

Si o, < v, podem suposar (reordenant si és necessari) que
au1 >, >0, >0, (0 p=1 1 a3>a,>am).

En aquest cas, I'ordre a a i @ és el mateix i tenim

da, =) a, sip<pom>mn,i

v<po v<pio

Zo‘zl,zl—kZozl,§1+min(,u0—1,€—1)+Zﬁyg

v<po v<po v<po

<1+min(u—1,0—1)+ Z (5V—1):Z(51, sip < po<nm

n<min(p0,¢) v<po
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Proposicié 3.4.7 Donades tres particions:

R:(Rl,RQ,...), |R|:TL
r=(ry,re,...), Ir| =d

b:(bl,bQ,...>, |b|:n—d

Les condicions (II’) de la proposicié 3.4.5 i (1II) del teorema 3.4.1 son equivalents.

Demostracio. (I11) és una conseqiiencia immediata de (IT)(a) i (II')(b). Reciprocament,
si (III) es compleix, l'estrategia segiient ens permet construir, per recurrencia, una
successié ¥, ¢!, ..., ¢® que verifica la condicié (IT'): per a cada j = 1,2,..., sigui
¢ una particié maximal, respecte a I’ordenacié parcial donada per <, entre les que

compleixen:
(a) 16| — 1] = by
(b) £()=r1, 1< <+ 1.
() ¢ —d < (V)"

sent bj = (bj+1, bj+2, . ,bs).
Noteu que el conjunt de particions que compleixen (a), (b) i (¢’) no és buit

perque, en general, si (aq, ag,...) < (01,09, ...,0.), llavors
(Oél—1,0&2—1,...7Oég—1,Oég+1,...) < (51—1,(52—1,...,55—1),

on el membre esquerre se suposa reordenat en forma no creixent.
Per construccid, les condicions (II')(a) i (IT")(b) es verifiquen. Finalment, veiem
que si (IT')(c) no es compleix, llavors ¢! no és maximal entre les particions que

verifiquen (a), (b) i (¢’) en el graé previ. Concretament, el lema 3.4.6 demostra que

si la successi6 ¢, ..., 77t ¢d T L verifica (a), (b) 1 (¢)) i
J — i1 J — i1
c (A o =c +1
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llavors, les condicions (a), (b) i (¢’) també es compleixen si la particié ¢/ és reem-

placada per & que difereix de ¢/ tinicament en:

A= 1, f=d

“w

(és a dir, hem permutat l'ordre creixent de les “torres” u, n (vegeu l'observaci6
3.4.5)). En particular, si ¢/*' > ¢/**, llavors ¢/ < @, que contradiu la suposicié que

¢/ és maximal entre les particions que verifiquen (a), (b) i (c’). u

En 'exemple segiient, veiem la diferencia essencial, indicada a 1’observacié 3.4.2,

entre el cas quadrat i el de parelles de matrius:

Exemple 3.4.8 Les particions o« = (2,2), 8 = (1,1) i v = (2,0) compleixen que
af =y =(2,2) — (1,1) < (2,0) = B*, pero la condicié (II)(c) del teorema 3.2 no es

compleix ja que I'inica solucié possible seria

i el nombre de blocs de segon ordre a un nivell més petit o igual a 2 és superior al
de primer ordre de nivell menor o igual a 1.

En canvi, si que es compleix (c) del teorema 3.4.1 perque el nombre de blocs de
segon ordre, a un nivell superior o igual a 2, és igual al de blocs de primer ordre

d’un nivell superior o igual a 1.

3.4.3 (I) = (II)
Tal com hem indicat anteriorment, primer demostrem que la propietat (I) la podem

expressar geometricament per (17):

Proposicié 3.4.9 Donades tres particions:

R:(RhRQa"‘)? |R|:n
r=(ry,ra,...), Ir| =d

b:<b1,b2,...)7 \b|:n—d



3.4 Cas de parelles de matrius 97

Les condicions segiients son equivalents:

(I) del teorema 3.4.1.

(I’) Es compleix la condicio (1) en el cas particular en qué Py és una BK -matriu,
Ay és una matriu nilpotent en forma de Jordan, i C3 = 0.

(I”) Hi ha una aplicacid lineal definida en un subespai f : Y — X, Y C X, i

un subespai f-invariant W C'Y tal que:
(1) f és observable, amb BK-indexs R*.
(2) f és observable, amb BK-indexs r*.

(3) f és un endomorfisme nilpotent, amb caracteristica de Segre b*.

Demostracid. Per veure que (I') implica (I), solament hem de constatar que

Q1 Q12 Si A 7
0 A -1
0 Qo 0 2 Q1 Q2
0 Q2
0 0 T G G
Q1(A1 + Q75101 Q7!
0 Q2A42Q5"
T101Q7! Ti(—C1Q7 Q12 + C3)Q5

Per tant, P, pot reduir-se a una BK-matriu, A, a una matriu de Jordan i C5 a 0
(ja que C} té rang maximal, després d’eliminar, si és necessari, les seves files nul-les

i les corresponents de C3). A més, podem suposar A = 0 perque

I, 14
P—- , Pr—=A
0 0

son equivalents per blocs a P i P; respectivament.
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L’equivalencia entre (I) i (I”) és conseqiiencia immediata de la proposicié 1.8.5
en la qual relacionem les parelles verticals de matrius amb les aplicacions lineals
definides en un subespai. [ |

Sigui f 1Y — X i W C X com en (I") de la proposicié 3.4.9. Seguint
I'esquema de la secci6 3.2, per demostrar que la condicié (II) del teorema 3.4.1 es
verifica, introduim la filtracié doble formada pels subespais: VVij =Y, NW’, on W7
sén els subespais definits a 1.9.10 de manera que Ker fJ = W7 /W i veiem alguns
lemes que ens posen de manifest propietats d’aquesta filtracié i que ens facilitaran
la demostracio final.

Previament noteu que, tal com s’indica a les seccions 1.6 i 1.8:

R, = dimY,_; —dimY;
r; = dimW;_; — dim W,
onY; = f7(Y), Wi = f7{(W) = fH(W)nW =Y, nW

A més de les propietats dels subespais W7 demostrades a la proposicié 1.9.11

hem de tenir en compte, en aquest cas, les segiients:

Lema 3.4.10 (1) W) = WO+ = =Y
(2) bj=dim W’ — dim W71, per a qualsevol j > 1

Demostracio. Sén conseqiiencia immediata de la proposicié 1.9.11.

La filtracié doble formada per {W7}; 50 en que

Wi = fI W) AW =Yin W, ij >0

)

gracies a la invariancia dels subespais W7, la podem ampliar per a j < 0 amb la
definicié

W/ = f9(W,;), <0

1

i podem posar I'esquema segiient:



3.4 Cas de parelles de matrius 99

cfW)c W cwWtcooocW/le W oW = Y

J U U U U U U
CfWo)C Wy Cc Wi CcooocWite Wi oo cwi®= v
J U U U U U U
U U U U U U
CWicWh,cooocWitew! , c-.cw/ W=y,
U U U U U U
cW, cWc---cwW/cw/ C---CWf(b): Y,
U U U U U U
Notem que A
20 Wi+ W
1<j20w) i+1
3 mj . . ] . .]71 . ] . ‘7 . .] _]71
d1mW—d1mWi —dimW; " —dim W | +dim W | =r; | —ri
i i+1

Aquests fets ens guiaran la construccié que fem a la seccid segiient per demostrar

la suficiencia.

Definicié 3.4.11 En les condicions de la definicio 1.9.10, per a qualsevol 7 > 0
definim:

r) =dim W/ | —dim W/, i>1

De les definicions i de (2) de la proposicié 1.9.11, tenim que f(W?) € W77 per
a qualssevol 7,7 > 1. A la proposicié segiient resumim algunes de les propietats

basiques d’aquestes aplicacions:

Lema 3.4.12 En les mateizes condicions que a la definicio precedent,

(1) fH W5 =W

]

(2) les aplicacions induides

j it
(i) Wi Wi
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J+1 Wj
fii) S —
W Wiy

i

son injectives per a qualssevol 1,5 > 1.
Demostracio.
(1) fH WD) = [ Y n W) = Yin [ W) =
=Y, N[f Wi+ W] =Y,nWI =W/
(2) Es una conseqiiéncia directa de (1).

|
Finalment, usem la construccié precedent per provar que la condicié (I”) de la
proposicié 3.4.9 implica la (II) del teorema 3.4.1.
Sigui (r7)*, 0 < j < £(b), els BK-indexs de la restriccié de f a cada subespai W7,
és a dir
=l ), . .)
(vegeu la definici6 3.4.11). Observem que aquesta restriccié és observable (vegeu la
proposicié 1.8.6 i (3) de la proposicié 3.4.10); per tant, |r/| = dim W7,
Veiem que, de fet, aquestes particions verifiquen les propietats a (II) del teorema
3.4.1:
(a) Obviament 70 = r, rt® = R. A més:
[P —|r77Y = dim W’ —dim W/ =
= dimKer f’—dim Ker fj_lzbj

per a qualsevol 1 < j < ¢(b).

(b) De la proposicié 1.8.7, rf_l < rf, per a qualssevol 7, 7 > 1. La igualtat és certa
sii =1, d’acord amb (v) de la proposicié 1.9.4.
La desigualtat ) < r/~ segueix de la injectivitat a (2)(i) del lema 3.4.12.

(c¢) Finalment, la condicié (c) és conseqiiencia de la injectivitat a (2)(i7) del lema

3.4.12.
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3.4.4 (II) = (I)

Donades les particions R, r, b i rt,r? ... r® que verifiquen les condicions (a), (b)
i(c) de (IT) del teorema 3.4.1. Construim f :Y — X, W C Y de manera que
compleixin les condicions (1), (2) i (3) de (I”) de la proposicié 3.4.9.

Siguin W C Y C X espais vectorials amb dimensié |r|, |R| i |R| + R; respectiva-
ment. Sigui J?: W — X una aplicacié lineal observable amb BK-indexs r*, llavors
la condicié (2) de (I”) de la proposicié 3.4.9 es compleix. A més, una BK-base de W
esta formada per r; — ro BK-cadenes de longitud 1, o — r3 BK-cadenes de longitud
2, etc. Sigui

B°= u B

1<i<e(r)
0 0
Bl ={e;p; 1 <k<ri—ri}

un conjunt de generadors d’aquestes BK-cadenes. Aleshores
W, = [B@QH; B?Jrza f(BzQJrQ);
B?+37 f(8?+3)7 fQ(BiOJrs)% ]

peral <i</(r).

Ara, hem d’estendre f a f:Y — X de manera que verifiqui (1)i(3) de (I”) de la
proposicié 3.4.9. Per fer-ho, considerem un subespai W suplementari de W a Y, i
una base B d’ell. Pensant en I’esquema del lema 3.4.10, W ha de descompondre en

suma directa de subespais Vf amb dimensié
dly =rly —rla, (i20,1<5 <)

respectivament, i hem de definir f en cada un d’aquests subespais VZ. En primer

lloc, descomponem B en subconjunts amb cardinal @’ 1

— J
5=y Bl
1< <e(b)

. . J
Bi,, = {ei-i-l,k’ 1<k<di,}
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(Observeu que B.,, = 0, si d,, = 0; en particular, B] = 0, i B},, = 0 si i > £(r7)).
En segon lloc, definim V7 = [BL,;] (i >0, 1 <j < (b)), i, per tant, tenim

i>0
1<5<€(b)

Y:W@W:W@< © Vj)
dime =dl, =1, -l
(Observeu que Vé = {0}, iVZ = {0} sii > ((r7)).

Si considerem el diagrama

S% s>

o V' o VI o
S% S¥

® Vig @ VZ-H ®
S>) S¥

obtenim el diagrama seglient:

eC W oV CcooCc VO = Y
U U U U
C Wy c Vi coec VP = 1
U U U U

(on VI = Voj iV = Vf(b)). Ara, definim f sobre cada Vf de manera que els
corresponents subespais I/Vl-j (d’acord amb la definicié 3.4.11) siguin precisament els
Vij. Aleshores, tal com voliem, els BK-indexs de f seran R* i la caracteristica de
Segre de f serd b*, b; = [r7] — |ri7!|, i d’aquesta manera, la demostracié de la

suficiencia queda acabada.
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Definim f com la mitjana aritmetica de dues extensions f,, f*:Y — X de f

que definirem previament.

(1) Per a qualsevol i > 1, definim f, sobre V7 per recurréncia creixent sobre

1< <b).

Peraj=1,

f*(ezl—o—l,k) = eg,k eB/cWi 4.
Es possible perqué la hipotesi (b) de (II) implica:
dimV; =T — T S Ti— i = #B
Per a 7 > 2,
el = el € B C Vi
si 1 <k <min{b ,,b/"'}, i prenent imatges

f*(eg+17k) e BPuBPu...uB C

—j—2 —1
C Vi_l@"'@vi_l@v‘/;—l

de forma que f, sigui injectiva si d" <k < dl_ ;.
Aixo és possible perque
dm(V; @--- @ V]) =
= (Tz‘l-s-l —Tiy1) t (Tz'2+1 - Til—l—l) +.
A () =

_ J Jj—1 _
=—Tiq1 + 7y S i+ =

= (r; = rig1) + (rj —1) + ...

=) =

= #B) + #B} + -+ #B T+ #B 7

(2) Ara

f*(eil—',-l,k) = f*(62'1+1,k> = e(z'),k'
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Per a qualsevol j > 2, definim f* sobre Vj per recurrencia decreixent sobre

1<i<l(rd).
Peral<k< m1n{dl+17df 1,

el k) = fulel ) = el
ipera dg_l < k <d;;1, prenent imatges

1 1
f*( €it1, k) € Bz—l—l U Bf+2 U UBl

£(ri—1)

C V‘Z_l @ V‘Z-‘:l @ R @ Ve(’l‘jfl)—l

de manera que f* sigui injectiva.

Aix0 és possible perque de la hipotesi (¢) de (II):

di - e
im (ZQBZVE) Z(Te r; ) <

>4

< Z (r)" —r)7%) = dim (Z>?_1vz1>

£>i—1
. 1 o Ay , o
(3) Finalment, f = §(f* + f*). Obviament, és una extensié de f.

Haurem acabat la demostracié del teorema 3.4.1 si Vij = Wij , 0 equivalentment,
Yi=Vi, Wi=Vi

Es obvi que Vo =Y. Per tant, és suficient provar el lema segiient:
Lema 3.4.13 Amb la notacio anterior:
(1) f~YVI7Y) + W = V7, per a qualsevol j > 1.
(2) f~Y(Viiy) = Vi, per a qualsevol i > 1.

Demostracio.

Previament observeu que si un vector eﬂl € Bésde f.(B)N f*(B), o

jkl = f*(eg—i—l,k:) = f*(eg-i-l,k) = f(eg—i—l,k)
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o existeixen h > 01 ¢ > 0 tnics, tals que
- o o
ngc € f.(B))n fr(B_,)

(1) Per construcci6

FV) c VT f(W)

D’on

Vic vy 4w

Per provar la inclusié contraria, suposem que x € V7 i sigui J I'index maxim J > j
tal que x té alguna component no nul-la a v’ = @V;] Aleshores, f*(x) ha de tenir
i

alguna component no nul-la a v = @Vij ~!. Dracord amb l'observacié previa,
i pensant en la definicié de J, aquesta Zcomponent no pot ser anul-lada per cap
component de f,(x), és a dir, f(z) té alguna component no nul-la a 7'l Per tant,
flz) € VIt 4 F(W).

(2) Per construccid, f(V;) C V;_;. Llavors, V; C f~!(V;_;). Per demostrar la
inclusi6 contraria, procediriem per recurrencia creixent sobre i, de forma analoga a

(1). u

3.5 Construccio de solucions

Quan es compleix la condicié (III) del teorema 3.4.1, podem obtenir solucions
explicites Z verificant (I) i (I') amb la construccié efectuada a la seccié 3.4.4, partint
d’una successié de particions que compleixi (IT). Podriem, igual que en el cas quadrat,
fer un algorisme per a I’obtencié de solucions explicites de Z pero, donat que els raon-
aments son totalment analegs, ens limitem a comentar algunes analogies i diferencies
envers el cas quadrat.

Es obvi que successions diferents de particions com a (IT) donen solucions no
equivalents. L’exemple 3.5.3 demostra que és possible obtenir solucions no equiva-

lents a partir d'una mateixa successio de particions.
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Exemple 3.5.1 Es evident que les particions
R=1(2,2,1), r=(2), b=(1,1,1)

verifiquen la condicié (III) del teorema 3.4.1. Sén possibles les dues successions de

particions que verifiquen (II):

(2,1), (2,2), (2,2,1)

(2,1), (2,1,1), (2,2,1)

D’acord amb la construccié feta a la seccié 3.4.4, donen lloc respectivament a les

solucions no equivalents segilients:

0 0]0 0 1 0 0(0 0 1
0 00 1 O 0 0[1 0 O
0 0[]0 O O 0 0[0 0 O
0 0|1 0 O 0 0|1 0 O
0 0j]0 1 O 0 0j]0 1 O
1 00 0 O 1 00 0 O
0 1/0 0 O 0 1/0 0 O

La segiient proposicié ens demostra que, contrariament al cas quadrat (vegeu

I'exemple 3.4.8), si b= (1,1,...,1) sempre hi ha solucié.

Proposicié 3.5.2 Donades tres particions:

R:(Rl,RQ,...>, \R]:n
r=(ry,ray,...), Ir| =d

b=(1,1,...,1), b =n—d

ambr; = Ry, (R*), > (r*), (v=12,...), aleshores la condicio (III) del teo-

rema 3.4.1 es compleix, és a dir,

R —7r* <b"
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Demostracio.

No és dificil veure que una successi6 de particions r/, 0 < j < £(b), que verifiqui

(IT) es pot construir per recurréncia de la manera segiient:

Jo -1
Tig) = iy T

T=rlTl sii#i())

T

sent

i(j) =max{i: ' <R, ' <yl7]

Llavors, com en I'exemple previ, es poden obtenir solucions explicites amb la cons-

truccio de la seccié 3.4.4. ]

A Texemple que hi ha a continuacié veiem que dues solucions poden tenir les

mateixes LR-successions i no ser equivalents.

Exemple 3.5.3 Donades les particions
R=(3,3,2), r=1(3,2), b=1(2,1)

Les aplicacions lineals fy : Y — X definides sobre una base {ey, s, €3, €4, e5} del

subespai W C Y per

f/\(€1) = ég, fx(ez) = €y, f/\(€3) = €4, fA(e4) = €10, f/\(65) =fn

i sobre una base {eg, €7, 3} d'un suplementari de W a Y per

Iales) = €1, faler) =es,  fiales) = Aeg +e3 +es
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sent {ey,es,...,e11} una base de X, tenen 'expressié matricial
000 001 0 O
10 00 0|0 0 O
000 0 O0]0 0 1
001 0 0[{0 0 O
000 0 0[O0 1 O
000 000 01
000 0 0[O0 0 A
000 0 0[O0 0 O
01 0 0 0[O0 0 O
000 1 0[O0 0 O
000 0 1[0 0 O

i sén solucié del problema amb la mateixa LR-successié (3,3,1),(3,3,2), pero no

son totes equivalents perque

f)\(W22> C Wi+ W21 = [61,63,66] — =0

En el cas de parelles de matrius no és tan conegut el “lema de condensacié”, per
tant, en fem aqui una demostracié.
De fet, les solucions que s’han construit en el cas de particions compatibles a la

demostracié del teorema 3.4.1 sén condensades.

Lema 3.5.4 Siguin R, r, b tres particions que verifiquen les condicions del teorema

3.4.1, i considerem el cas particular (I). Llavors:

(1) Per a qualsevol solucid Z, existeiz una solucid equivalent Z' amb entrades no

nul-les només a les ry files corresponents a les files nul-les de Ay.

(2) A més, es pot escollir Z' de manera que les seves entrades a les by columnes
corresponents a les columnes nul-les de Ay també siguin 0, excepte una de les
entrades a cada columna, que pot ser un 1 1, de manera que aquests 1 estiguin

situats en files diferents.
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Demostracio. (1) Es immediat que cada vector de la base de Y, que no sigui de W,
es pot canviar sumant-li un vector de W, de tal manera que la seva imatge per f

sigui una combinacié lineal dels generadors de les BK-cadenes de W. Concretament,

suposem P, = una BK-matriu i Ay = J una matriu nilpotent en forma de
E

Jordan. Observem que

I 0
Q2 N Z 0 Z—NQuz+ QaJ
-1
0 I 0 0 J I Q12 0 J
| \o I
FE 0 FE E
0 0 7 Q12

Escollim Q)15 de manera que EQu, = 01 Z' = Z — NQ12 + Q12J verifiqui la
propietat desitjada. Per a la primera condicié, és suficient que siguin nul-les les files
de ()12 corresponents a la primera de cada un dels blocs de N. La resta de files de
(D12 es poden calcular facilment per recurrencia amb l'objectiu d’anul-lar totes les

files de Z excepte les corresponents a les nul-les de N. Per exemple, sigui

0 0
0
1 0
o a1 az a3z a4
0 0 O 0O 0 0 O
N = 0 0 0 J = Q2= ¢1 c2 ¢3 ¢4
1 00 di dy d3 dy
1 0 O 0 0 0 O
01 0
0 1 0
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Llavors: EQq2 =0

0 as a4 0

—ay —ag —az —ay

—NQ2 + Q12 = 0 C3 C4 0
—c; —c+dy —c3+ds —cy

—d —dy —dy —d

Es clar que Qs es pot escollir de manera que Z — NQia + Q12J tingui entrades
nul-les aa les files segona, quarta i cinquena.

(2) De la proposicié 3.4.12; es dedueix immediatament que, per a qualsevol 7 > 1,
les aplicacions induides per f

wi Wiz

1

WL AW, W+ f(W)
1+1 7 7 7

sén injectives. Observem que els vectors de W' /W sén els vectors propis de f.
Per tant, a causa de les injectivitats precedents, les imatges d’una base de f—vectors
propis (en realitat, de un conjunt de representants de W1), es pot estendre a una
familia de BK-generadors de J? |

S’obtenen solucions amb un nombre minimal d’entrades no nul-les quan el sub-

espai W és marcat:

Proposicié 3.5.5 Donades tres particions que verifiquen:
R= (R, Ry, ...), IR =n
r=(ry,ray,...), Ir| =d
b:(bl,bg,...), |b|:n—d

Son equivalents:

(1) Es compleixz (I’) de la proposicié 3.4.9 i existeix una solucié Z amb les entrades
citades a la part (2) del lema 3.5.4 com a uniques entrades no nul-les, és a
dir, by entrades amb valor 1 situades en (diferents) columnes corresponents a

les nul-les a J, i a (diferents) files corresponents a les nul-les a N.
(2) Existeix un subespai f-marcat W que verifica (I”) de la proposicié 3.4.9.

(3) R* —r* = b*.



Capitol 4

Deformacions de matrius
quadrades amb un subespai

invariant fix

4.1 Introduccid

En aquest capitol estudiem els endomorfismes que deixen invariant un subespai

determinat i sén en un entorn d’un endomorfisme determinat de la mateixa classe.

Concretem amb la notacié que farem servir el que volem dir. Sigui

A C

M={ae M nC): a= ,Ae M,(C),B € M,(C),C € M, ,»(C)}.
0 B

Els elements de M els expressem per les lletres del tipus a, p, ... indicant la primera

de les tres matrius no nul-les i les altres dues seguiran l'ordre alfabetic, és a dir,

A C P R o )
a = ,p = ,....Per a* indiquem la transposada de la matriu

0 B 0 @
a. Sabem que donat un subespai W C C"™™ de dimensi6 n, un endomorfisme de

C"*t™ e] deixa invariant si, 1 solament si, la seva matriu en una base adaptada a la
filtracié W C C"*™ és de M. Considerem fixada una d’aquestes bases i notem per

fa € End(C™™) Pendomorfisme amb matriu a en aquesta base.

Per tant, tal com hem dit, estudiem els endomorfismes f que deixen invariant
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W i estan en un entorn d’un f, donat. O equivalentment, si a € M és la matriu
d’aquest endomorfisme, determinem les matrius de M en un entorn de centre la

matriu a. A tal efecte, utilitzem les técniques d’Arnold [1].

Indiquem per G el grup de les matrius invertibles de M. En tot el capitol usem
la identificacié M = C™Hmmtm* § que G és un obert dens de M amb la topologia
que en resulta. I ésla matriu identitat en qualsevol espai de matrius que considerem

i solament matisem en quin, si dona lloc a confusio.

En la secci6 4.2 recordem les definicions d’orbita per 'accié d'un grup (4.2.1),
deformacié (4.2.2), deformacié induida (4.2.3) i deformacié miniversal (4.2.4), i de-
mostrem directament que el coneixement de la deformacié miniversal en un punt
de I'orbita implica el de les deformacions en qualsevol altre punt d’ella (proposicié

4.2.5).

Enunciem el conegut lema de 'orbita tancada (teorema 4.2.6) i relacionem transver-
salitat amb versalitat (4.2.7, 4.2.8 i 4.2.9). Acabem aplicant-ho al nostre cas per a

obtenir les equacions que donen una deformacié miniversal (teorema 4.2.11).

En la secci6 4.3 apliquem el teorema anterior per a obtenir explicitament una
deformacié miniversal d’'una matriu marcada. Comencem introduint les definicions
de diferents tipus de matrius que ens ajudaran a simplificar els enunciats com les B-
matrius 1 TSB-matrius (4.3.1), B-matrius i TSB-matrius per blocs (4.3.3) i la forma
canonica d'una matriu marcada nilpotent (4.3.4). Després hi ha un seguit de lemes
i proposicions preparatoris per a finalitzar amb el teorema 4.3.13 que en déna una
deformacié miniversal d’'una matriu marcada. En el teorema 4.3.18 obtenim una
segona deformacié miniversal que millora I'anterior perque evita la repeticié dels

parametres.

Finalment, en I'iltima seccié relacionem les deformacions amb el problema de

Carlson (teorema 4.4.4)
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4.2 Deformacio miniversal

Per estudiar quines classes d’equivalencia respecte a la relacié de conjugacié habitual,
associada a canvis de base, hi ha en un entorn d’'una matriu quadrada donada,
i quina estructura geometrica presenten, Arnold es basa en que aquestes classes
d’equivalencia son orbites per ’accié del grup lineal, i sén, doncs, subvarietats di-
ferenciables. De fet, les tecniques d’Arnold es generalitzen ([27]) a altres casos en
els quals es déna aquest fet basic. En aquesta situacio, les deformacions versals
s’identifiquen amb les subvarietats transversals a la classe (o orbita) de la matriu
considerada. En el nostre cas, vegem la relacié d’equivalencia considerada i les

definicions i teoremes que en resulten.

Definicié 4.2.1 Sobre el conjunt M considerarem ['accié del grup G (canvis de

base, entre les adaptades a W C C"t™), definida per la conjugacid:

GxM — M
(p,a) +— plap

notarem p * a = p~lap.

L’orbita de la matriu a € M la indiquem per O, és a dir
O,={p*xa:pegG}

Naturalment, coincideiz amb la classe d’equivalencia de a € M per la relacio asso-

ciada a laccio del grup G.

Definicié 4.2.2 Sigui V una varietat diferenciable (per exemple, M o G). Una

deformaci6 de a € V és una aplicacio diferenciable
p:A—YV

on A és un entorn de lorigen a C' i p(0) = a. També es diu que la imatge ¢(A) és
una familia de deformacions de l’element central a € V.
El conjunt A rep el nom de base de la deformacié i si A = (A, Ay, ..., \) € A

diem que \; €s un parametre de deformacié.
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Per exemple, tota parametritzacié local d'una subvarietat S C V amb a € S,

n’és una deformacié. Diem simplement que S és una deformacio6 de a.

Definicié 4.2.3 Si I" és un entorn de l'origen a Ct, 0 : T' — A és una aplicacid
diferenciable tal que o(0) = 0 i ¢ és una deformacid de base A, diem que p oo és

una deformacié induida per .

Un objectiu fonamental en les tecniques d’Arnold és trobar les deformacions “ver-
sals” caracteritzades pel fet que qualsevol altra és induida per ella. Recordem la

definicio:

Definicié 4.2.4 (Deformacié versal/miniversal). Diem que una deformacié dea € M,
p: N — M és versal, st donada qualsevol altra deformacié de a € M, ¢ : ' —
M, existeixen un entorn de l'origen I" C T', una aplicacio diferenciable o : ' — A

i una deformacio de I € G, § : IV — G, de manera que
() =0(r) xplo(r)),  Vrel

Diem que és miniversal si té el nombre minim de parametres d’entre totes les
versals. Aleshores es diu igualment que és una forma canonica diferenciable local,

en a € M, de la familia de deformacions p(A).

La proposicio segiient ens diu que n’hi ha prou a coneixer una deformacié miniver-
sal en un punt de l'orbita perque deformacions miniversals dels altres punts de

I’orbita es dedueixen d’aquesta deformacié mitjangant ’accié del grup.

Proposicié 4.2.5 Sia = p*xa, amba,a e Mipe G, ip: N — M és una
deformacid versal/miniversal de a € M, Uaplicacié p x ¢ : A — M definida per

(pxp)(A) =p*p(A) és una deformacio versal/miniversal de a € M

Demostracié. Efectivament, donada una deformacié ¢ de base I' de a € M,
I'aplicacié v definida per ¢(7) = p~' % (1) és una deformacié de base I' de a € M.
Si ¢ és una deformacié versal/miniversal de a € M, aplicant la definicié 4.2.4,

existeixen I, §, o tal que

U(r) =0(1) *p(o(r)), Vrel
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i fent actuar p resulta:

U(r) = px (8(7) * p(a(7))) = (p* (7)) * (p* p(a(7)))
que indica que p * ¢ és una deformacié versal/miniversal de a € M. [ |

Ens basem en el conegut lema de I'orbita tancada, ([27], pag. 37) per afirmar
que en el nostre cas, les orbites son subvarietats diferenciables i, per tant, podem

aplicar les tecniques d’Arnold. Si ho particularitzem al nostre cas, podem enunciar:

Teorema 4.2.6 Per a cada a € M, 'orbita O, per l'accio del grup algebraic G, és
una subvarietat diferenciable de M localment tancada amb frontera unié d’orbites

de dimensio estrictament menor.

Vegem com podem obtenir deformacions miniversals, usant el punt clau de les
tecniques esmentades i relacionant la versalitat amb la transversalitat. Recordem la

definicié d’aquest ultim concepte:

Definici6 4.2.7 Sigui S C V una subvarietat diferenciable de la varietat V i
w: N — YV una aplicacio diferenciable. Diem que @ és transversal a S en A € A si

©(N) € S i l'espai tangent a V en el punt o(\) descompon de la segiient manera:
T,onY =1Im doy + TW(A)S

En particular, si A és una subvarietat deV (i ¢ €s la inclusié), diem que és transver-
sala S en A€ A si
WV =TA+T\S

Diem que és minitransversal si aquesta suma és directa.

Tal com hem dit, el punt clau és la proposicié segiient, que [1] demostra per
a matrius quadrades, i que és generalitzable (per exemple [27]) als casos, com el
nostre, en els quals les classes d’equivaléncia sén subvarietats diferenciables donades

com a orbites per 'accié d'un grup de Lie.
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Proposicié 4.2.8 Una deformacié ¢ : A — M de a € M és versal/miniversal

si, i solament si, és transversal/minitransversal a ’orbita O, en Uorigen O € A.

Corol-lari 4.2.9 Una deformacio miniversal en a € M queda determinada per
qualsevol subespai suplementari de T,0, a T,M = M. En concret, si{ei,es, ..., €.}
és una base d’un suplementar: de T,0, a M, una deformacio miniversal en a € M
sera:

QD()\l,)\Q,...7/\T>:a+/\1€1+)\262+"'+/\rer

Per aplicar aquest corol-lari al nostre cas, obtinguem una caracteritzacié de 7,0,

utilitzant que aquest subespai és la imatge de ’aplicacié diferencial en I € G de

a: g — M

p p*a

Proposicié 4.2.10 Sigui la matriv a € M 1 O, la seva orbita per l'accio del grup

G, llavors, l’espai tangent a aquesta orbita en el punt a € M és
1.0, = {la,p] : p € M}
sent [a,p] = ap — pa
Demostracio. Per a qualsevol p € M es compleix

I —afl 1
dos(p) = tim ELZOD g L1y )t + ) - a) =

1 1
= lim = ((I — ep)a(l + ep) — a) = lim ~(eap — epa) = [a, p]
e—0 € e—0 €

|
Estem en condicions d’enunciar i demostrar el teorema fonamental d’aquesta

seccio:
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Teorema 4.2.11 Sigui

A C
a= e M.
0 B

Una deformacio miniversal en aquest punt queda determinada per la subvarietat

lineal que passa per a € M i té per subespai director el format per les matrius

X 7
T = e M
0 Y

que compleizen les condicions
(1) A*Z — ZB* =0
(2) [A*, X|—-ZC* =0
(3) [Y,B*|—C*Z =0

Demostracio. Per poder aplicar 4.2.9, una forma d’obtenir un suplementari de
T,0, consisteix a definir un producte escalar a M i buscar 'ortogonal.

Considerem el producte escalar a M definit per
<x,p>= tr(zp”)
x € M sera de l'ortogonal de T,0,, si compleix
<z, la,p] >= 0, Vp e M

i com que

AP —PA AR+ CQ - PC — RB
0 BQ - QB

[a, p] =
aquesta condicio equival a
tr(XP*A*"— XA P+ ZR" A"+ ZQ*C*—ZC*P*—ZB*R")+tr(YQ*B*-Y B*Q*) = 0
VP e M,(C),Q € M,,(C),R € M,,(C)

usant que la traga és invariant si fem permutacions circulars de les matrius, la

condicié és equivalent a

tr(A* X P*— X A*P*+ A*ZR*— ZC* P*— ZB*R*)+tr(C* ZQ*+ B*Y Q*—~Y B*Q*) = 0
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VP e M,(C),Q € M,,(C),R € M, ,(C)

i traient factor comu, resulta

tr((A*X — XA* - ZC*)P*+ (A" Z — ZB")R") + tr((C*Z + B'Y —=YB")Q*) =0
VP e M,(C),Q € M,,(C),R € M, ,,(C)

que equival a

A*X — XA — ZC* A*Z — ZB* P R
< , >=
0 C*Z + B*Y - YB* 0 Q

VP e M,(C),Q € M,,(C),R € M, ,(C)

que implica que el primer factor és nul.

Acabem la demostracid usant el corol-lari 4.2.9. [ ]

4.3 Obtencié de deformacions miniversals per a
matrius marcades

Recordem que la definicié de matriu marcada és a 2.2.6.
Introduim un tipus de matrius que ens sortiran tot sovint en la resolucié de les

equacions del teorema 4.2.11.

Definicié 4.3.1 Una matriu X = (x;;) € M,3(C) direm que és a bandes i es-

criurem que X €s una B-matriu si es compleix que
Lij = Litl,j+1

Si, a més,
zrig=0 si >min(y,[)
diem que X és una matriv triangular superior a bandes i escriurem que €s una

TSB-matriu.

Les bandes les numerem per les files de 1iltima columna.
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Exemple 4.3.2

1 2 —1
01 2
és una B-matriu.
0 2 —1
00 2
és una TSB-matriu.
Definicié 4.3.3 Una matriu
X = [ | } X, €M, 4
Xw 1<i<r1<j<s J € Vi B; (C)

on cada un dels blocs X; ; sigui una B-matriu, diem que és una B-matriu per blocs.

Analogament es defineix una TSB-matriu per blocs.

Definicié 4.3.4 Una matriv a € M marcada © nilpotent diem que és en forma

canonica 8i:

(1) A =diag(Ay,...,A,), sent Ay,..., A, matrius nilpotents en forma de Jordan

de mides vy, ..., respectivament, on vy + -+ 4+ Y. = n.

(2) B =diag(By,...,By), sent By,..., Bs matrius nilpotents en forma de Jordan
de mides (31, ..., 3s respectivament, on (31 + - -+ + B, = m.

(3) C=[Cijhi<icricj<s  Cij € My, 5,(C) tal que

0...0] 1

0
Cii = . si 1 <i<p<min(rs)

Cij = 0 en un altre cas.

(4) M =>7 > >

_ 0<i<p
(5) Bi > Biy1  si
Vi = Vi+1
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(6) Yp+1 = Ypr2 =00 = Yy
(7) Bp1 = Bpya2 = - > fBs.
Diem que la matriv a és del tipus (3, 3, p), sentd = (v, ..., %) i = (B1,...,5s)

Exemple 4.3.5 La segiient matriu a és una matriu marcada, nilpotent i en forma

canonica del tipus ((3,2,1,3,1),(2,4,1,3,2),3):

Gracies als raonaments del capitol 1 podem suposar que la matriu a € M mar-
cada és nilpotent i, gracies a la proposicié 4.2.5, podem suposar que és en forma

canonica.

Resolguem el sistema format per les equacions (1), (2) i (3) si la matriu a € M

és marcada, nilpotent i en forma canonica.

Lema 4.3.6 Si A € M,(C)i B € Mg(C) sén matrius nilpotents en forma de Jordan

amb anul-lador de grau maxim, una matriu Z € M, 3(C) és solucié de I'equacié

(1) A*Z — ZB* =0
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si, 1 solament si, Z és una TSB-matriu.

Demostracio. L’equaci6 (1) és

2271 22’2 . 22,5 0 2171 2172 . 217571
231 <32 --- 233 0 221 <22 ... 22p83-1
2771 2’772 T Z’Y:/B

i 0 0 ce 0 i L 0 Byl Ry2 eee 2y pB-1 |

que dona zp¢ = Zp41441, que ens diu que Z és una B-matriu i 2,1 = 2, 3¢ = 0 si

h,¢ > 1, que ens diu que és una TSB-matriu. |
i o AC . . .
Proposicié 4.3.7 Sigui a = marcada, nilpotent i en forma canonica
0 B

del tipus (’y,B,p). Una matriu

amb Zi; € M, 5,(C), és solucio de I'equacio
(1) A Z —ZB*=0
si, 1 solament si, Z és una TSB-matriu per blocs.

Demostracio. L’equacié (1) equival al conjunt d’equacions

que, segons el lema anterior, tenen com a soluci6é Z;; TSB-matrius. |
. A C . . - :
Lema 4.3.8 Sia = és marcada, nilpotent i en forma canonica del tipus
0 B

(%, B,p), les equacions (2) i (3) de (4.2.11) sén equivalents a

k=1
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que si 1 < 5 < p es converteix en
isip<j<ren

(3) YiB; = BiY; =Y CiiZiy, 1<i,j<s
k=1
que si 1 <17 < p es converteix en

YyB; — BiYy; = C;Zy;

isip<i<sen

YyBj = BjY;; = 0.

Demostracio. N’hi ha prou a utilitzar la descomposicié en blocs indicada a la

definici6 (4.3.4). [

Per tant, en descompondre el sistema format per les equacions (1), (2) i (3) de

(4.2.11) per blocs haurem de distingir quatre casos diferents:
I) 1<4,5<p
) i>p, j<p

1) i <p, j>p

IV) i,7>p

Resolguem cada un dels casos:

Proposicié 4.3.9 (Cas 1) St A;, Aj, B;, B, son matrius quadrades nilpotents amb
anul-lador de graw maxim ;, v;, Bi, B5; respectivament, en forma de Jordan i
Ci € M,,5(C), Cj; € M,, 3,(C) sén matrius amb tots els elements nuls excepte

I’element de la primera fila i ultima columna que val 1, les matrius
Xij € M'Yiﬂ/j (C)7 }/ij € Mﬁiﬂj (C) ) i Zij € M%,ﬁj ((C)’

son solucions del sistema
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3.1 YyB:—BYy =CiZy

quan:

a) Sivi <7y o [Bi = p;, sempre que

[ ] Zij =0.

o X,; 1Y son TSB-matrius.

b) Siv; >, i 0B < B, sempre que

o Z;j = (znye) és una TSB-matriu amb
Zpe =0 si h > min(y; — v, 5; — 5).
o X, = (zne) €s una B-matriu amb

Thy11 = 2np, 510 < h <min(y; — 5, 85 — 5i)

Tpyr11 =0 st min(y; —y,, 5 — Bi) < h <7

o Y = (yne) €s una B-matriu amb

Yp..5;—h = 2np; St 0 < h <min(y; — 5, 85 — )

yﬁ“ﬁj h — =0 si mln( 7]76] 61) <h< 5]'

Observacié. Notem que en el cas b) aixo vol dir que

123
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Tyjs -0 T2y Tl
Zlaﬁ] - : - : x27’7]
2,585 B B Lyj ;i
0 Z1.8;
Xij = . . . jﬂ]
0
Yi — Y5 — M
0 e 0
on p = min(y; — 5, 85 — 3i)
Bi—Bi—u
0 ... 0 zug - 218 Y88 - Y28 Y
Yo=1. .
_O 0 Zﬂﬂj Zl,ﬁj yﬁiﬂj_

Per tant, la solucié del sistema, en aquests casos, té els graus de llibertat segiients:
a) v+ 5.
b) min(vy; + 8;, v + 5;)
0, en general,

min(y; + 55, v + Gi, v + 55) -

Demostracio. Segons el lema 4.3.6, Z;; és soluci6 de (1) si és una TSB-matriu.

La resta d’equacions del sistema, es converteixen en

T21 oo ... 11’27%. 2175]. 11 - xl,'yj—l
(2.1) ' ' =
Tyl Ty2 -ov Ty
| 0 0 0 ] | “7iBi Tl Lriyi—1 |



4.3 Obtencié de deformacions miniversals per a matrius marcades

(3.0)

0 w1

L 0 yﬁi,l

Y1,8j-1

YBi.B;-1 |

on, per ser Z;; una TSB-matriu, tenim

21,8j—h+1 = Zh,B3;

Zhp, =0 si h>min(y;, 53))

Y21

yﬁi,l

21,1

Aquestes equacions matricials es converteixen en

(2.1)

(3.0)

(

\

The = Th41,0+1
Ty =0 si
Thy1,1 = 2np; S

Ry By = 0

Yht = Yh+t1,641
Yn1 =0 si
Ypib = 21041 S

21,1 = 0

1§€<")/j
1§h<%

1 <h<p
1§f<ﬁj

Y2,8;

YB:.8;

125

Les dues primeres equacions de cada grup ens diuen que Xj;; i Y;; sén B-matrius.

Distingim dos casos:

a) Sivy; <7 (B > 0;), la segona equacié del primer (segon) grup ens diu que X,

(Yi;) és TSB-matriu. En aquest cas, la tercera i la quarta equacions del primer

(segon) grup ens diuen que 'dltima (primera) columna (fila) de Z;; és nul-la i,

per ser TSB-matriu, Z;; = 0. Llavors, la tercera equacié del segon (primer) grup

ens diu que Yj; (X;;) és TSB-matriu, si 3; < 5; (v > ;).

b) Siv; > ;106 < 0,1 usant que X;; 1 Y;; sén B-matrius, les segones equacions de

cada grup es poden posar

Thy1,1 =0

YBi,B—h = 0 si ﬁj — ﬂz < h< ﬁj

sioyi—y <h<wy
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Si les combinem amb les terceres i quartes resulta, a més,

znp;, =0 sioy—v <h<wy
218-h41 =0 st ;=5 <h < f;

que diu que Z;; és una TSB-matriu amb

Zhp, =0 s h>min(y; — 5, B — 5i)

Thi11 = ZhB; si 1<h<~y—v;
Youn = gt S L<h< B -,

d’on resulta trivialment la proposicié. [ |

Enunciem sense demostracié les resolucions dels altres tres casos, ja que els rao-

naments son els mateixos que en la proposicio anterior i els sistemes son més senzills.

Proposicié 4.3.10 (Cas II) Si A;, A;, B;, B; son matrius quadrades nilpotents
amb anul-lador de grau mazxim vy;, vy;, Bi, B; respectivament, en forma de Jordan i
Cj; € M, 3,(C) una matriu amb tots els elements nuls excepte I’element de la

primera fila i ultima columna que val 1, les matrius
Xij € My, 5, (C), Yij € My, ,(C) s i Ziy € My, 5,(C),

son solucions del sistema

LI AiZy — ZiiB; = 0.

211 A;Xi; — XA = Zi;C5;.

31 YyB; — BY;; =0.

quan:
a) Sty <7j, sempre que

[ ] Zz’j :O
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o X;; 1Y;; son T'SB-matrius.
b) Si~; > y,, sempre que

o Z;j = (znye) és una TSB-matriu amb
zhe =0 si h > min(y; — 75, 5;)-
o X;; = (zne) €s una B-matriu amb

Thy11 = 2np, 81 0 < h <min(y; — v, 55)
Tpt1,1 = 0 st mln(% — "}/j,ﬁj) < h< Yi-

o Y, és una TSB-matriu.

Proposicié 4.3.11 (Cas III) Si A;, A;, B;, Bj son matrius quadrades nilpotents
amb anul-lador de graw maxim ;, v;, B, B; respectivament, en forma de Jordan
i Cii € M, 5,(C) una matriu amb tots els elements nuls excepte l'element de la

primera fila © ultima columna, que val 1, les matrius
Xy € My (©), Yy € My, (€), i Ziy € M, 5(C),
son solucions del sistema
LI AjZj; — ZijB; = 0.
2111 A7 Xy — XA = 0.
S Y;;B; — B;Yi; = ChZ;;.
quan:
a) Si B; < B;, sempre que

[ ] Zij :0

o X,; 1Y son TSB-matrius.
b) SiB; > 0, sempre que

o ;i = (zp4) €s una TSB-matriu amb
j :
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zpe =0 st h > min(y;, B; — 5i).
o X;; és una T'SB-matriu.
o Y = (yne) €s una B-matriu
Yp.,8;—h = Zh,p; st 0 < h <min(vy;, 8; — B;)

YBi.8,—h = 0 sz min(%,ﬂj — ﬂz) < h< 6]'.

Proposicié 4.3.12 (Cas 1V) Si A;, A;, B;, B; son matrius quadrades nilpotents
amb anul-lador de grau mazim ;, v;, Bi, B; respectivament, en forma de Jordan,

les matrius
Xij € My, ,(C),  Yij € My, 3,(C), i Zij € My, 5,(C),
son solucions del sistema
LIV AjZj — ZyB; = 0.
2.1V A7 Xy — XiyA; =0.
31V Y;B; — BrY;; =0.

Quan X;;, Yi;, Zij siguin TSB-matrius.

Podem resumir les proposicions anteriors en el teorema segiient:

Teorema 4.3.13 (Primera deformacié miniversal) Sigui a € M marcada, nilpo-

tent i en forma canonica del tipus (’y,ﬁ,p). Una deformacio miniversal en aquest
X 7

punt és Uaplicacié ¢ tal que p(xr) = a + x amb la matriv © = , que

OY
compleix les condicions segiients:

) 1<i,j<p

a) Sivy; <y 0B > f;

Zz‘j:O
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Xi;, Yi; TSB-matrius.

b) Sivi >, i B < B

Z;; TSB-matriu amb rank (Z;;) < min(y; — v, B — 5i) = ij-

Xi; B-matriu amb rank (X;;) < yj+pi; @ les bandes v;+1, ... v+ p;
iguals a les bandes 1,. .., pu;; de Z;;.

Yi; B-matriu amb rank (Y;;) < min(G;, 5;) + pij @ les bandes

Bi +1,...,0; + pi; tguals a les bandes 1,. .., u;j de Z;;.

o)i>p, j<p

a) Sivy; <

Xij, Yi; TSB-matrius.

b) Sivi >,

Z;j TSB-matriu amb rank (Z;;) < min(y; — 5, §;) = 6i;.
X;j B-matriv amb rank (X;;) < v;+9;; i les bandes v;+1,...,v;+6;;
iguals a les bandes 1,...,0;; de Z;;.

Yi; TSB-matriu.

i) i <p,j>p

a) Si3; = B;

Xij, Yi; TSB-matrius.

IV) i,5>p

Z;j TSB-matriu amb rank (Z;;) < min(y;, 5; — Bi) = €45
Xi; TSB-matriu.
Y;; B-matriu amb rank (Y;;) < B;+¢;; i les bandes 5;+1,. .., Bi+¢;;

iguals a les bandes 1,. .. e;; de Z;;.
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Xij; }/;'j, Zij TSB-matrius.

Com que el nombre de parametres d’'una deformacié miniversal és la dimensié de
I'ortogonal a I’espai tangent a I’6rbita en el punt a € M, podem enunciar el corol-lari

segiient.

Corol-lari 4.3.14 Sigut a € M marcada, nilpotent i en forma canonica del tipus

(’y,@,p). La codimensic de 1’érbita en a € M és:

codimQ, =

= Z min(;,7;) + Z min(/f3;, ;) + Z max|0, min(y; — 5, 55 — Bi)] +
1<ij<r 1<i,j<s 1<i,j<p

+ Y max[0, min(y; —v;, B;)] + > max[0, min(y;, 8; — ;)] + > min(y,;, ;)
p<i<r 1<i<p p<i<r
1<j<p p<j<s p<j<s

Exemple 4.3.15 Si a és la matriu marcada, nilpotent i en forma canonica del tipus

((3,2,1,3,1),(2,4,1,3,2),3) de 'exemple 4.3.5, la matriu = sera:
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on els parametres t; son els que apareixen en més d’un bloc i les bandes indicades

son les que poden ser no nul-les.

Obtinguem ara una deformacié miniversal de a € M marcada, nilpotent i en
forma canonica, en que els parametres surtin una sola vegada. Ho farem obtenint

una base adequada d’un suplementari de T,0,.

Definicié 4.3.16 Donada a € M marcada, nilpotent i en forma canonica (vegeu la

definicio 4.3.4) definim

ateM 1<ij<r 1 <k < min(y;, )

beM 1<ij<s 1 <k <min(5;, 5))

gieM 1<i<r,1<j<s 1<k<min(y,0;)

com matrius que tenen blocs, de la mateixa mida que a € M, amb tots els elements
nuls excepte un 1 en el bloc A;;, B;j o Ci; respectivament, situat a la primera fila, @

columna k-ésima, comencant a comptar les columnes des de la dreta.

Nota: Per concretar, si D € M,(C) és el bloc no nul,

dip—p+1 =1 i la resta d’elements nuls.

Exemple 4.3.17 Si a és la matriu marcada, nilpotent i en forma canonica del tipus

((3,2,1,3,1),(2,4,1,3,2),3) de I'exemple 4.3.5, la matriu aj , és:
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Per simplificar la notacié, donada la matriu a € M marcada, nilpotent i en

forma canonica del tipus (7, 8, p), notem

Y =Y min(y,)

1<ij<r
g = > min(g,5)

1<ij<s
= Z max|[0, min(y; — 5, 5; — 0i)] + Z max|0, min(y; — 5, 5;)] +

1<i,j<p pigr

1<j<p
4 Z max|[0, min(vy;, 3; — ;)] + Z min(y;, ;)
% =

de manera que, amb aquesta notacid, codimQO, = v + ' + u,

1<ij<r
(a) F=(h) e =5/
1 <k < min(y;, ;)
<1,j<s
(b) y=(y;) €C
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(

1<i,j<p,0<k<min(y =750 —6)
<i1<r,1<j<p,0<k<min(y; —v;, 5
@ F-(hect {PTIE j<p (vi =, 5)
1<i<p,p<j<s,0<k<min(y,[;—5)

\p<i§r,p<j§s,1gkgmin(%,ﬁj) )

koopko ok

. , . . . ,
Indiquem per S, l'espai vectorial generat per les matrius a;;, b;;, ¢;;, on els indexs

i, j, k varien en els conjunts (a), (b) i (c), respectivament.

Teorema 4.3.18 (Segona deformacié miniversal) Sigui a € M marcada, nilpo-
tent © en forma canonica del tipus (;?,B,p). Una deformacio miniversal en aquest

punt és l'aplicacio

0:C" xC xCt — M
(@.9.2) — a+ Y abal + > ykpk + > Rk

5k i,5,k h,yk
-, .-, . . k. k k 7 .
Demostracio. Per construccio, el conjunt de les matrius {aj;, by, i }ijx és lineal-

ment independent i I’espai generat per aquestes matrius S, té dimensié ' + 3’ + p,
que segons el corol-lari 4.3.14, és la de l'ortogonal de T,0,. Per veure que és un
suplementari de 7,0, n’hi ha prou a demostrar que la seva interseccié és el zero.
Veurem que donat qualsevol element de S, distint de zero, existeix un element de
(T,0,)* tal que el seu producte no és nul.

Sigui z € (T,0,)*, llavors

<za;> = tr | Xy |1 0 = (Xij)1y,—k+1

0

vj—k+1
k _
<z, bz‘j > = (Y;j)lﬁj—k-’rl

<w.c;> = (Zijhg-r
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En conseqiiencia, donat un element de .S,

_ k ok k 1k k k
v = E :xijaij + E Yiibi; + E :Zijcij

i?j7k Z'7j7k i7j7k

Considerem un element z =

(Xij)15—k+1 = T
(Y%j)1,5j—k+1 = ?JZ

(Zij)1p;—ka1 = 255

amb els indexs variant dins dels respectius conjunts (a), (b) i (c).

Llavors,
_ k|2 k|2 k(2
<0, T >= Z || + Z i1~ + Z 2351
i’j7k /[:7.].7]{ i7j7k
i
<v,r>=0 <<= v=0.
Per tant, hem demostrat que S, és un suplementari de 7T,0,. [

Exemple 4.3.19 En 'exemple (4.3.15) la nova deformacié miniversal és
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kook ok |k ook |k |k ok ok |k 1 * *
1
1
k ok |k x|k * k| % 1
1
* * |k * |k 1 * *
kook ok |k ook |k |k ok k| % * kok o ok |k %
1
1
* * | % * | % *
k% ko ok | ok * * %k
1
kook [k ok okook [k [k ok ok |k ok
1
1
1
* * | % * *
k% kook ok |k |k ok sk |k Xk
1
1
k% ko ok |k kook |k %k
1

4.4 Relacié amb el problema de Carlson

Les deformacions que mantenen fixes les caracteristiques de Segre del subespai i del
quocient, resulta que, segons el teorema d’Arnold [1], sén exactament les que tenen

nuls els parametres dels blocs corresponents al subespai i al quocient:

Proposicié 4.4.1 Sigui a € M marcada, nilpotent i en forma canonica. Una repre-
sentacto local de les matrius proximes a la donada que conserven les caracteristiques

de Segre del subespai i del quocient esta formada per les matrius del teorema 4.3.18

amb X =07Y =0.

En particular, es dedueix immediatament la segiient caracteritzacié de les ma-
trius marcades ” estructuralment estables respecte al problema de Carlson”. Es a dir,
aquelles per a les quals totes les d'un cert entorn que conservin les caracteristiques

de Segre del subespai i del quocient sén equivalents a ella mateixa.
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Corol-lari 4.4.2 Si considerem les deformacions de les matrius nilpotents marcades
que mantenen fizes les caracteristiques de Segre del subespai i del quocient, son

estables per aquestes deformacions les que compleixen:
(i) p =min(r,s).

(i4) Vi 2 Yit1-

(111) B;i > Biy1.

Més en general, anem a veure (4.4.4) que a partir de la deformacié miniversal
(4.3.18), podem trobar una representacié de les solucions al problema de Carlson per
a una parella (8*,v*) que millora el conegut ”"lema de condensacié”. Concretament,
ho farem a través de la deformacié miniversal de la terna (5*+~*, 5*,7*). Observeu
(vegeu la definicié de suma de particions (1.2.3) que aquesta terna és la solucid
trivial de Carlson per a la parella (5*,7*), sent la seva realitzacié matricial marcada
del tipus (v, 3,0), és a dir, amb el bloc C' = 0.

En primer lloc, remarquem que, donades les caracteristiques de Segre (3*,v*) del
quocient i del subespai, hi ha representants de totes les seves realitzacions marcades

en qualsevol entorn de de la matriu marcada del tipus (v, 3, 0)

Proposicié 4.4.3 En qualsevol entorn de la realitzacié marcada de la terna de par-
ticions de Weyr (5% 4+ ~*, 8*,7*) hi ha totes les realitzacions marcades possibles de

la parella (B*, ).

Demostracio. En la deformacidé miniversal del teorema 4.3.18 fem nuls tots els
coeficients excepte alguns z}j de forma que per a cada ¢ i per a cada j n’hi hagi com

a maxim un de sol no nul. [ |

Com que pel corol-lari 3.3.11 sabem que s’obtenen realitzacions matricials de
totes les ternes Carlson compatibles (o, 3*,7*) en els entorns de les realitzacions

marcades de la parella (5*,7*), podem concloure:

Teorema 4.4.4 Si en la deformacio miniversal de la realitzacio marcada de la terna

(B* +~*, 5*,7*) considerem tots els valors possibles dels parametres (X = 0,Y = 0)
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que no modifiquin la parella (5*,~v*) tindrem representants de totes les realitzacions

matricials possibles de la parella (5*,~").

Exemple 4.4.5 Donades les particions de Segre de I'exemple 4.3.5, que sén 3 =
(4,3,2,2,1) iy =(3,3,2,1,1), ordenades en forma decreixent, tenim que la carac-
teristica de Segre conjugada de [3* + ~* és la que s’obté unint les dues particions
anteriors (4,3,3,3,2,2,2,1,1,1).

La familia de deformacions que no modifica la parella (3*,7*) i que conté realit-

zacions matricials de totes les LR~succcessions amb aquesta parella és:

* % * ok ok [k [k ok k| % ok
1
1
* % * k| ok * k| % ok
1
*
* % x| % % * %
1
1
* * | % * *
1
1
1
1
1
1
1

(Hem mantingut el mateix ordre de blocs que en 'exemple 4.3.5)

Observacié 4.4.6 L’exemple anterior palesa que el teorema 4.4.4 millora el conegqut

”lema de condensacio”, ja que permet reduir considerablement el nombre de parametres.

Exemple 4.4.7 Les matrius marcades nilpotents de Mg(C) tals que la caracteristica

de Segre del subespai i del quocient sigui (2, 1) sén:
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p Y £ | conjugada de Segre
21| 21| (42)

11(2,1) (2711 (3,1,1,1)

11(21)](1,2) ] (3,2,1)

1] (12) ] 21 ] (3.2,1)

112 | 12| 633)

2 | (2.1) ] 21) | (2.2,1,1)

2 (21) ] (1,2 ] (222)

Si deformem el primer cas, que és el que correspon a la suma directa de dos subes-

pais invariants, respectant les caracteristiques de Segre dels dos subespais obtenim:

_OOOX}/'Z_
1 0{0/0 0
0 0[]0]0 t]|u
0 0[{0]O0 OO
0 0[{0|1 01O
0 0100 00 ]

que segons els diferents valors dels parametres déna les caracteristiques de Segre

segiients:
conjugada de Segre | yu — 2zt | y x |zt| z |t| uw
(2,2,1,1) #0 #0
(2,2,2) #0 0
(3,1,1,1) 0 #0
(3,2,1) 0 0 |#0] 0| (%
(3,2,1) 0 0 0 | 0|
(3,3) 0 0 0 |0 0 |0]#0
(4,1,1) 0 0 [#0]0 0 (0] O
(4,2) 0 0 0 0 0 (0] O
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(*)z2#00t#00u#0.
(**)z#00t#0.

Que realitzen, respectivament, les 8 LR-successions possibles que combinen les

particions (2,1) i (2,1) donades:

(2,1) (2,2,1) (2,2,1,1)
(2,1) (2,2,1) (2,2,2)
(2,1) (3,1,1) (3,1,1,1)
(2,1) (3,2)  (3,2,1)
(2,1) (3,1,1) (3,2,1)
21 32 (33)

(2,1) (4,1)  (4,1,1)
21 41 (42)

Observeu que, en aquest cas, la setena LR-successiéo mai no pot tenir una realit-

zacld marcada.
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