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MEDIDAS Y PROBABILIDADES EN
ESTRUCTURAS  ORDENADAS

Maria Congost Iglesias

ABSTRACT

This paper is concerned with lattice-group va
lued measures for which the c-additivity is
defined by means of the order convergence pro
perties. In the first section we treat the
analogues for such order-measures with values
in a Dedekind complete lattice-group of the
Jordan, Lebesgue and Yosida-Hewitt descompo-
sittons. The second section deals with the
construction of an integral for functions
with respect to an order-measure, both taking
their values in a Dedekind g-complete lattice-
ring. Analogues of the monotone-convergence,
dominated-convergence and Fatou theorems are
obtained.

Preliminares.

Un grupo reticulado G (g-grupo) es condicionalmente completo (resp.
o-condicionalmente completo) si todo subconjunto (resp. numerable) de G supe
riormente acotado tiene supremo. Escribiremos abreviadamente que es c.c.

(resp. og-c.c.). En todo lo que sigue G denotar3 un 2-grupo abeliano.

Una red {xi}iez de elementos de G se dice que converge en orden (o-con-

verge) hacia x (xeG) si y sélo si existen una red 6i+0 y un Tndice i €1 ta-
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o

les que |xi-x|*g §; para todo i ;-io. Escribiremos X; - x 6 o-lim X =X,

o0
Una serie I X de elementos xneG se dice que es o-convergente y que su
n=1
n o0
suma es x(xeG) si o-lim g X;=x; en este .caso escribiremos x=o-3% x_, ©

i=1 n=1 "

X= 0=IX .
n
Una familia {xi}iel de elementos x.eG se dice que es o-sumable si la

red {SJ}JGF(I)

de las sumas SJ=,§in, J variando en el conjunto filtrante
i
F(1) de las partes finitas de I es o~convergente. Si xao-limSJ, escribimos

x=0-L x,. Se dice que {xi}ieI es absolutamente o-sumable si {|xi|}iEI es
iel
o-sumable.

Es Gtil adjuntar formalmente a G un par de elementos, indicados por +*
y =%, y extender el orden parcial y la suma a E-GLJ{+m,—m} de la forma natu-
ral. Cuando un conjunto {xi}ieI de elementos de G no esta superiormente. aco-

tado (inferiormente) definimos in=+m (A xi=-oo).

Introducimos la nocidén de norma generalizada de la forma siguiente: Si H
es un grupo, una aplicacidon n:H > G+ se dird que es una G-norma en H si se

cumple, para todo x,yé€H ,

(i) n(x)=0 & x=0,
(ii) n(x+y)gn(x)+n(y),
(iii) n(-x)=n(x),

y diremos que (H,n) es un 2-grupo G-normado si H es un f£-grupo y n una G-nor

ma en H compatible con la estructura reticulada, es decir, cumple ademds de

(1), ¥y yNFE) s
(iv) [x] < |y| = n(x) <n(y).

Dar una G-norma en H equivale a dar una distancia generalizada [10] inva

riante por traslaciones.

En un grupo G-normado (H,n) se dice que una red {xi}iex de elementos
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o

xieH es n-convergente hacia xeH, si n(xi-x) + 0. Se dice que una red {xi}iEI

de elementos de H es n-fundamental si existen una red Gi+0 en G y un indice
EUEI tales que |Xi—xj lQGi, para todo j 2i y i > io' Se dice que (H,n) es
n-completo si toda red n-fundamental es n-convergente. Indicaremos por Tn y
Tg las topologias en H que tienen por cerrados los conuntos de H estables res

pecto al n-1imite de redes y sucesiones respectivamente.

‘La o-convergencia en G es la convergencia segin la G-norma n(x)=|x|, de-
rivada de la métrica natural. Todo 2-grupo c.c. es o-completo [ 8]. Indicare-
mos por TO y Tg las topologias de G determinadas por la norma natural del gru

po.

En general utilizaremos la notacidén y terminologfa de [1], [2] y [3]. Si
S es un subgrupo sélido de G, diremos que S es una banda (g-banda) si para to
da coleccidon (numerable) {xi}ieI de elementos x.€S para la que existe en G

VX, es y xieS.
€% i€l

1. Funciones de conjunto o-aditivas en orden
valoradas en un 2-grupo.

1.1. Definiciones y propiedades generales.

En todo lo que sigue, sea a un anillo de partes de un conjunto X no va-

Definicion 1.1.1. Se dird que una funcidn de conjunto m:a + G es una medida

si es finitamente aditiva. Si ademas m(LJAn)= o-zm(An) para toda sucesion
{An}(Za de conjuntos disjuntos entre si tal que UAAsa, se dirda que es una

medida o-aditiva en orden o simplemente una o-medida.

Una medida m:a > G_ (positiva y finita) en una dlgebra a se dirad que es

una probabilidad generalizada o una o-probabilidad.

Las gropiedades de la convergencia en orden en G permiten probar, como

en el caso de medidas reales, los siguientes resultados:
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Proposicidon 1.1.2. Si m:a~ 6+ es aditiva, entonces es superaditiva: Si

{Ai}k1ca es una familia de conjuntos mutuamente disjuntos y A= U Aieaﬂ enton
ieT.
ces m(A) <o- I m(A.).
iexr !

Proposicion 1.1.3. Sea m:a + G una medida.

[+]
a) m es o-aditiva en orden si y sdlo si An+A ena implica m(An) + m(A).

o
b) Si m es og-aditiva en orden, entonces m(An) + 0 cada vez que An+ﬂ en @ y

I'll(»"-"«])ié + co.

o
c) Si mes finita y An+ﬁ ena implica m(An) » 0, entonces m es g-aditiva en OF
den.

El objeto de esta parte es establecer los andlogos de los teoremas clasi
cos de descomposicién de medidas, como son el de Jordan, el de Yosida-Hewitt

y el de Lebesgue.

Consideremos los siguientes conjuntos de medidas definidas en a vy a valo

res en G:

M= M@;G) = {m:a + G; aditivas }

Mﬁ= MF(G;§)= {m:a -+ G; aditivas finitas }

BM= BM(a;G)= {m:a - G; aditivas, finitas y acotadas }

y los subconjuntos respectivos de las medidas o=-aditivas en orden, CM, CHF y

BCM.

1.2. Descomposicidon de Jordan.

Una descomposicion del tipo de Jordan puede establecerse para medidas va-

loradas en 2-grupos en la forma siguiente:

Teorema 1.2.1. (Descomposicion de Jordan). Toda medida acotada m:a -+ G defi

nida en un anillo de partes de un conjunto y valorada en un fL=-grupo c.c.

puede expresarse como diferencia de dos medidas positivas m, ,M, :m=m, =m, . Si
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m es g-aditiva, entonces ml y m2 también lo son.

Este resultado se obtiene a partir del estudio de la estructura aditivo-
ordenada del conjunto de las medidas BM(a;G), derivada de la correspondiente
estructura de G. En el conjunto M=H(a;ﬁ) definimos el siguiente orden parcial:
si m,neM, m <n si y sélo si m(A) < n(A) para todo Aec, y la ''suma'’, definida
entre elementos m,neM que no tomen valores impropios distintos, por (m+n) (A)=
= m(A)+n(A).

Proposicion 1.2.2. Sea G un g-grupo c.c.. Entonces

a) En el parcialmente ordenado (M, < ) existen, para cada meM, los elementos
mv O, =(mAO) ymv(-m) (por 0 denotamos la medida identicamente nula), in-
dicadas respectivamente por m+, m y |rn|, y que satisfacen:

(i) m(A) = m(B) , m (A) = -

A
A BCA
a BEﬂ

m(B) ;

n <

B
B

=l

N o + -
(ii) |m|=m +m,
+ - 4
=m +m, si m no toma el valor -c,

+ s
m =m -m, Si m no toma el valor +wx;

(iii) m, m, [mecCM si meCM.

b) Para toda coleccidn {ITIA}MLC M superiormente acotada (resp. inferiormen-
te) por una medida meM.que no tome el valor +o (resp. -«) existe, en el par-

cialmente ordenado (M, <), la medida YV m_; si las medidas m, y m son g-adi

)\eL.A A
tivas y Am_(A)> -» para todo Aea (resp. V m_(A)k+w), entonces Y, my tam-
xeL. A R dn Nels
bién es g-aditiva (resp. A mk).
A€EL

Demostracion. a) La funcion de conjunto £ definida por

2(A)= V m(B) es aditiva y verifica ¢&=m v 0. De (-m)v0=-(mA0) se sigue la
BCA
existencia de m y (i). Teniendo en cuenta las expresiones de (i) y que si

- + -
m(A) es finito entonces también lo es m(B) para todo B C A, se ve que m + m=

=m v(-m), con lo que queda probada la existencia de |m| y que [rn|=rn++ m .
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Las mismas observaciones permiten establecer las otras dos relaciones en
(ii). En cuanto a (iii) es suficiente ver que si m es g-aditiva entonces m+
también lo es. Dado que m+ es una medida positiva, y por tanto superaditiva,
es suficiente probar que si {A }CCles una sucesion de conjuntos disjuntos
entre si tal que UA e(; entonces m (A) < o- 2n|(A ). Pero esta desigqualdad se

cumple ya que para cada B C A se tiene m(B)=o- Zm(BAn) y m(BAn)=€ m+(An).

b) Supongamos primero que mA(A)a; m(A) <+ para todo AeL y Ae a-Conside-

mos la funcidn de conjunto n:a -+ G definida por

n(A)=V{me (A); {A}eD(A) y {x Jc L},
i
donde D(A) indica el conjunto de las particiones finitas de A ena. Resulta,
de la definicion y de la aditividad de las m» que n es aditiva y que
n=V “\A Ademas, si AA m, (A)>-w para cada Ae¢ @, entonces n es una medida fini-
el
ta que es o-aditiva, como se deduce de la o-aditividad de las my y m, de

mA(A) < m(A) < m(A) y de 1.1.3.

De esta proposicion, junto con 1.1.3, se deduce:

Corolario 1.2.3. Si G es un £-grupo c.c., entonces

a) (HF,+,=Q ) es un grupo ordenado c.c. del que BM y CM_ son subgrupos

F
convexos y c.c. considerados como grupos ordenados.
b) (BM,+, < ) es un grupo reticulado c.c. del que BCM es un subgrupo sé-

lido y c.c. considerado como grupo reticulado.

De este Gltimo resultado se deriva el analogo del teorema de descomposi-
cion de Jordan para medidas valoradas en @ -grupos c.c. enunciado al principio.
Este teorema, tal como estd formulado, generaliza el que, con técnicas pro-
pias de la teoria de espacios de Riesz, obtienen Fayres y Morrison [6 ], para

medidas valoradas en espacios vectoriales c.c.

El teorema aqui obtenido no es generalizable; como teorema de descompo-
sicidon, al caso de medidas o0-aditivas no finitas definidas en una og-3algebra,

como ocurre en el caso de las medidas reales. En efecto, basta tonsiderar el
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siguiente

Ejemplo 1.2.4, Sea @ una algebra finita vy m,a * ﬁ+ una medida positiva no fi
nita. La funcidén de conjunto m:a +>R? definida por m(A)=(mo(A)’-mo(A))' si
mo(A)#+W,y|n(A)=+m=en caso contrario, es una medida para la que m y m son
ambas no finitas. En consecuencia m no es expresable como diferencia de dos

medidas positivas.

Tampoco puede establecerse un andlogo de la propiedad que tienen las me-
didas reales finitas o-aditivas en una g-algebra de ser acotadas,como muestra

el ejemplo que sigue:

Ejemplo 1.2.5. Sea X un conjunto no numerable, @ la o-algebra numerable-conu-

merable de X y G el £-grupo c.c. de las funciones reales definidas en X de so
porte finito o numerable. La funcion de conjunto m:@ » G definida por m(A)ﬂPA,
si A es numerable y m(A)= “PpcH si A no es numerable, es una o-medida no aco-
tada.

Con este segundo ejemplo queda probado también que en general, para medi-
das o-aditivas en orden definidas en o-dlgebras, no existe conjunto de descom

posicion de Hahn, como ocurre en el caso de las medidas reales.

Supondremos a partir de aqui que G es un g-grupo c.c.

1.3. Descomposicion de Yosida-Hewitt.

La descomposicion de una medida real en suma de una parte g-aditiva y de
otra puramente aditiva también puede establecerse para las medidas valoradas

en f£-grupos c.c.

Diremos que una medida m:@ - G es puramente aditiva cuando la dnica o-me

dida n que satisface 0 n < |m| es la medida nula. Se tiene:

Teorema 1.3.1. (Descomposicidn de Yosida-Hewitt). Toda medida acotada m:a . G

definida en un anillo de partes de un conjunto y valorada en un f£-grupo

c.c. admite una Gnica expresion de la forma m=m_ + m_ donde m_ Yy m_ son me-
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didas acotadas, m. o-aditiva y m puramente aditiva. Ademas, mc y m_ son or-

togonales (|ma| A|mc|= 0).

Este resultado se obtiene del estudio de la convergencia en orden de me-

didas, inducida por la estructura ordenada que hemos considerado en M(a;G).

En particular se tiene:

Proposicion 1.3.2. En el ﬁ-grupo BM(@a;G) el o-1imite de una red de o-medidas

es una o-medida, esto es, BCM(a;G) es un To-cerrado de BM(a;G).

En efecto: Sea {mi}ieI una red de medidaS|nF BCM y sea méEBM tal que

m. + m. Veamos que m€BCM. Puesto que BCM es un subgrupo sélido de BM, basta
ra probarlo en el caso m, tm. Si An1~A en @, tendremos mi(An)‘ém(An)ém(A), pa
ra todo i€I y néN, de donde, siendo las m. o-medidas positivas,
m(A)=Vm. (A)=V Vm(A)=V Vm(A)=VmA)< m(A). Por lo tanto, se-
- i . n - i*'n n
el ieI nef. neN. el neN

gin 1.1.3. a), m es g-aditiva.

Teniendo en cuenta que BM es un f-grupo c.c., de esta proposicidn se de-
duce que BCM es una banda y en consecuencia un sumando directo de BM, es de-
cir, BM=BCM @ (BCH)l [2]. De ahi el teorema enunciado, toda vez que (BCH)l

coincide con el conjunto de las medidas puramente aditivas.

En BM puede considerarse asimismo la convergencia uniforme: una red

{mi}iel C BM se dice que es uniformemente convergente hacia méBM si existen
una red §.40 en G y un indice ioe I de modo que |mi(A)—m(A)| < §; para todo
€a i i)~
A y i 2 is
La convergencia en orden implica la puntual y, si Xeqg, la uniforme. La

convergencia uniforme es normable por la G-norma generalizada ""O:BM o G+ de

finida por "m”0= V{|m(A)|; Aed. Introduciendo las topologias T”" y Tﬁ”
o o

asociadas a esta norma generalizada, se tiene

Teorema 1.3.3.

a) (BM,+,=€,IHE) es un L-grupo G-normado Hﬂo—completo.

b) Si en G la o-convergencia satisface la condicidon diagonal de Everett
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(o]
[7] (resp. generalizada [11]), entonces BCM es T  -cerrado (resp. T, ~-cerra

(] I, .
do) . o o

Demostracién. a) S6lo es necesario probar que BM es HHo-completo, esto

es, que toda red {mi}ieI "Ho-fundamental es HHo-convergente. Ahora bien, si
es HHO-fundamental. entonces {mi(A)}. es o-fundamental para cada

“ﬁ}mx €1
A€a. Como todo 2-grupo c.c. es o-completo [8], existird o-lim mi(A)=m(A). pa-

ra cada A€a. La funcion de conjunto m asi definida resulta ser un elemento de

(]
BM para el que mi-+°m.

b) Supongamos que en G la o-convergencia satisface la condicidén general

de Everett generalizada (el otro caso se demostraria analogamente) y sea

-]

i}iEI una red de medidas mieBCH tal que m. -+ mpara una cierta medida

m€BM. Veamos que méBCM. Sea An+ﬂ an a. Tendremos
< =
0 < [m(A)] < [m(A)-m. (A )|+ [m. (A)].
Sean 6i+0 y ioeI tales que
0 < |m(An)-mi(An)| <§,, para todo i =i vy neN.
Puesto que mieBCH, para cada i €I existe una sucesion a;+0 tal que
0 < |mi(An)| s;ar", para todo n€N.
Por hipotesis, existira un subconjunto 1' cofinal en I, de modo que para

cada i €I' habra por lo menos un indice n=n(i) de forma que bi=a;(i) > 0. En-

tonces,

i e N S :
Oé|m(An)|€'5i+an€5i+bi, para todo iel', 12|0 y n=n(i),

de donde se deduce que o-lim m(An)=0.

1.4. Descomposicidén de Lebesgue.

En este apartado obtenemos un andlogo del teorema de descomposicion de
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Lebesgue en el caso que el grupo G es super-condicionalmente completo [ 7].

Definicidon 1.4.1. Dadas dos medidas £,m:a » G diremos que % es m-continua
si |m|(A)=0 implica &(A)=0 (A€@); diremos que % es m-singular si existe un
conjunto Aga tal que |m|(AO)=0 y Q(A)=£(AAO) para cada Ae a

Dada una medida m:@ + G indicaremos por BMmc ¥ BCHmc los conjuntos de me
didas m-continuas en BM y BCM respectivamente.

Acerca de la estructura aditivo-ordenada de los conjuntos de medidas sin

gulares 6 continuas respecto a una medida m fijada se tiene:

Proposicion 1.4.2. Dadas medidas £,n,m:a~> E,

a) Si & y m son m-singulares y estd definida la medida g+n, entonces

2+n es m-singular.
b) Si £ es m-singular entonces £+, 2"y |%] también 1o son.

c) Las medidas m-singulares en BM (resp. BCM) constituyen un subgrupo
s6lido de BM (resp. de BCM, que si @ es O-anillo y m o-aditiva es una o-ban-
da).

Demostracidn. Todas las afirmaciones se deducen de las definiciones y de
1.1.3 salvo la dGltima, esto es, que en las hipdtesis sefaladas, BCM es O-ban-
da. Para probarlo, basta ver que si 0< £i+£ en BCM y las Ri son m-singulares
entonces % también lo es. Para cada neN, sea Affa tal que |m|(An)=0 y
2 = L = Ea = = = = L

(A) E(AAH), entonces Ao LJAn ! |m|(AO) 0y L(A) \f%(A) Vﬂn(AAO) R(AAO)

Proposicion 1.4.3. Dadas medidas %£,n,m:@ > G,

a) Si 2 y m son m-continuas y estd definida %+n, entonces 2+n es m-con-

tinua.
> - e G -
b) Si § es m-continua, entonces & ,% Yy || también lo son.

c) Las medidas m-continuas en BM (resp. BCM) constituyen una banda en
BM (resp. BCM).
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Demostracién. a) es inmediato y b) se deduce de las expresiones de T.2i02s
a). En cuanto a c), teniendo en cuenta que en BM se satisfacen las identidades
vn =% +(n-£.)+ y 2an=2-(n-2)" [9], resulta que las medidas m-continuas en
BM constituyen un subgrupo subreticulado convexo. Para ver que es una banda
sera suficiente probar que si 0 < £i+2 en BM siendo las RI m-continuas, enton
ces L también lo es. Ahora bien, si las Ei son m-continuas, de 2(A)=‘V£i(A)
se deduce que lm|(A)=0 implica 2(A)=0. En cuanto a la afirmacion relativa a
BCM, basta recordar que BCM es una banda y que la interseccidon de bandas es

una banda.
De esta Gltima proposicidn se obtiene el siguiente resultado:

Corolario 1.4.4. Dada una medida m:@ -+ G, toda medida acotada fL:a -+ G se ex-

presa de forma dnica como suma de dos medidas acotadas:2% =£m+ 25, donde Rm es
m-continua y 25 es ortogonal a 1m. Ademas si 2 es o-aditiva, entonces estas

dos también lo son.

En efecto, teniendo en cuenta que BM es un %-grupo c.c. de 1.4.3. c) se
sigue que BM__ es sumando directo de BM, es decir, que BM=BM _ @ (BM )l. Ana
mc mc mc =

1
logamente, BCM=BCM__ © (BCM_ )
mc mc

En el caso en que G=R y m es O-aditiva sobre una 0-3lgebra , este re-
sultado conduce al teorema de descomposicién de Lebesgue, segin el cual toda
medida finita O-aditiva se expresa de forma {nica comc suma de una medida
O-aditiva m-continua y de una m-singular. Esto es asi, porque en este caso
(BCMmC)l coincide con el subgrupo de las medidas m-singulares [ 7] . De las dos
inclusiones una es clara: toda medida m-singular es de (BCHmC) y ésto es
cierto también para medidas valoradas en %-grupos. La otra se obtiene median-
te la consideracidn del conjunto de descomposicidon de Hahn asociado a una medi
da que en el caso general, segin se ha visto, no existe. No obstante, una de-
mostracidon similar a la que da [5] del teorema de descomposicion de Lebesgue
en el caso real, permite probar, si G es super-condicionalmente completo, que
fijada una o-medida m:a »> G sobre una g-algebra g, toda o-medida acotada
2:a + G es expresable como suma de una o-medida m-continua y de una m-singu-
lar, las dos acotadas. Este resultado, junto con el corolario anterior, que

da la unicidad de tal expresidon, permite enunciar:
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Teorema 1.4.5. (Descomposicion de Lebesgue). Sea m:a » G O-aditiva definida

en una O-algebra @y sea G un %-grupo super-condicionalmente completo. Enton
ces toda medida O-aditiva acotada %:a + G se expresa de forma dnica como su-
ma de dos medidas O-aditivas acotadas: 2=£m + RS, donde Rm es m-continua y

Rs m-singular.

1.5. Construccidon de o-medidas.

Acabamos esta primera parte indicando brevemente la forma de obtencidn

de dos tipos especiales de o-medidas.

Medidas en f%-grupos producto. Sea g un anillo de partes de un conjunto X

no vacio, {Gi}ieI una familia de %-grupos O-c.c., G= II Gi el L-grupo produc-
i€l
to, “i la proyeccidon i-ésima de G sobre Gi'

Toda funcidn de conjunto m:@ + G queda univocamente determinada por la

coleccion {mi}iel de las funciones de conjunto mi=ﬂi°m: a- Gi de forma que

a) m es o-medida si y sdélo si cada m. lo es;

b) m es acotada si y sdlo si cada m. lo es y en este caso, si G es c.c.

y escribimos m=(mi), se tiene
m= ), mo=(m) oy Im| = (Im.]).

Para ello, basta tener en cuenta 1.1.3, 1.2.2. a) y que la o-convergencia

de sucesiones en el R-grupo producto equivale a la o-convergencia por componen

tes.

Medidas discretas. Dado un conjunto X no vacio y un Z-grupo c.c. G,

a) Toda funcion F:X —+ G+ determina una o-medida m:P(X) -+ ﬁ+ definida por

m(A)= 0-L F(x), si A#@, y m(@)=0. (o- Z F(x) indica la suma en orden de la fa-
X €A x €A

milia F(A)={F(x); xeA} C 5+; si esta familia no es sumable se toma m(A)=+%).

b) Toda funcién F:X = G con F(X) absolutamente o-sumable, determina una

o-medida acotada m:P(X) - G definida, como la anterior, por m(A)=o-x%AF(x),
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si A#8, y m(@)=0.

En este caso son las propiedades de la sumabilidad en un %-grupo c.c.,
analogas a las de la sumabilidad en un grupo conmutativo topoldgico, separa-
do y completo, [ 3], las que permiten probar que las funciones de conjunto

asT definidas son o-medidas.

2. Integracidn respecto a una
o-medida positiva.

2.1. Construccion de la integral.

Sea m: a> R _ una o-medida definida en una g-algebra de partes de un con
junto X no vacio, que toma valores en la parte positiva de un anillo reticu-
ladooc-c.c. R, en el que el producto es secuencialmente o-continuo: si
X ol S Yn : y entonces Ry : x.y (en particular en todo f-anillo ar
quimediano lo es). En este primer apartado construimos una integral respecto

a m para funciones f:X -+ R.
Si {fn} es una sucesion de funciones fn:x + Ry f:X > R es tal que
fn(x) 3 f(x) para cada xeX, se dice que fn converge puntualmente hacia f vy

escribimos fn o T {fn} es mondtona, escribiremos Fn+f (6 fn+f).

Integral elemental (£,I). De forma natural queda definida la integral

respecto a m de las funciones @-simples, esto es, de las funciones f:X * R

para las que existe un nimero finito de conjuntos disjuntos A ..,Anfa sobre

1545
los que toma valores constantes 31,...,an€R. La funcion f puede representarse

n
en la forma f=E ai XA y se define su integral por la expresion
i=1 i
n
f) = 3 a, m(Ai).
i=1

. ! ] = X "
El conjunto € de las funciones a-simples es un £-submédulo de R (consi-

derado aqui y en todo lo que sigue como %-médulo sobre R por la izquierda) y
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la integral, como aplicacion que asigna a cada funcion f €€ un elemento de R

es mondotona y homogénea: si f,g€€y a,beR, entonces
f <g = (f) <I(g),
I(af+bg) = ax(f) + bi(g).

A partir de esta integral sobre las funciones simples, se amplia la cla-
se de funciones a las que se les puede atribuir una integral, de tal forma
que la clase obtenida es cerrada respecto al limite puntual de funciones.

Para ello consideramos dos extensiones sucesivas:

Primera extension (L (m),1). Por M, indicaremos el conjunto de las fun-
W

: X g s
ciones feR para las que existe una sucesion {fn}‘:€4 tal que fﬁ+f. En este

caso decimos que {fn} determina f.

El conjunto de funciones‘&?u_que admiten una sucesidon determinante
{fn} de forma que {I(fn)} estd acotada, lo designaremos por LU(m). M,y Lo(m)

son ‘subsemigrupos subreticulados estables por el producto por elementos de R+.

Consideremos los conjuntos asociados M=M -M_y Lw(m)=LU(m)-L0(m), ambos ¢-sub

modulos de RX. Se tiene:

Proposicion 2.1.1. Si la integral elemental I: € >R es secuencialmente conti-

nua, entonces ésta admite una Unica extensidn, que conserva las propiedades
de monotonia, homogeneidad (positiva) y continuidad secuencial hacia arriba,

I':Lc(m) + R, . A su vez, I' se extiende de forma Gnica como aplicacién mond-

tona y homogénea a L (m).
w

Esta extension viene dada de la forma siguiente: Si feLU(m) y {fn}CE+ es
una sucesidn tal que {I(fn)} estad acotada vy Fn+f’ se define 1'(f)= VI(fn).
Si feL,(m) y es f=g-h con g,heLy(m), se toma 1'(f)=1'(g)-1'(h).

Esta extension 1', indicada a partir de aqui, y como es habitual, con
la misma letra I, conserva de forma natural la propiedad de ser secuencial-
mente continua hacia arriba. Si Lo(m) es estable respecto a diferencias po-

sitivas, esto es, si Lo(m)=(Hﬂ(m))+={feHﬂ(m); f 2 o}, entonces I también es
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secuencialmente continua hacia abajo; pero en general (%}m))+ # Lg(m). En la
siguiente proposicion damos una condicidn suficiente para que sea

Lc(m) = (Lw(m))+; ésta es que M, sea O-subreticulo (dada 1a estructura de los
elementos de M_, basta que M_ sea S-subreticulo (fn€H+='A11FM+) para que sea

o-subreticulo). Tenemos la siguiente

Proposicidn 2.1.2.

a) M, es o-subreticulo si y sélo si M+={feH; f=0};
b) Si M, es O-subreticulo, entonces LU(m) es G-subreticulo;

c) Lo(m) es O-subreticulo si y sélo si Lo(m)=(Lw(m})+.

y podemos concluir:

Proposicion 2.1.3. Si I es secuencialmente continuo en € y H+ es O-subreticu-

lo, entonces
a) La extensidn (hﬂ(m),I) conserva las propiedades de monotonia, homoge-
neidad y continuidad secuencial de (g,I).

b) Si feM, entonces feL,(m) si y sélo si |f|eLw(m) y en este caso
l2(F)| < z(|f]).

Para la extensidn (Hﬂ(m),I), denominada primera extension de la integral
elemental, se cumplen en las hipdtesis de 2.1.2. los teoremas clasicos de con

vergencia:

Teorema 2.1.4. (Teorema de convergencia monétona). Si {fn}(:Lw(m) es una suce

sion tal que fn+f y I(fn) < a, para todo neN, y algin elemento a€R, entonces
feLw(m) y I(fn)+I(f).

Teorema 2.1.5. (Propiedad de Fatou). Dada una sucesién de funciones {fn}(:Hu(m)’

a) Si existe una funcidn heL (m) tal que fn=€ h para todo neN, entonces

L st S i
o-lim sup fnﬁLm(m) y o-lim sup I(fn)S; (o=1im sup fn).
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b) Si existe una funcidn gfLuﬂm) tal que fn;; g para todo n€N, entonces
o-lim inf fneLuﬁm) y I(o=lim inf fn)*g o-lim inf I(fn)'

Teorema 2.1.6. (Teorema de convergencia dominada). Si {fn}CZLu}m) es una su-
cesidon de funciones tal que |fnl < g para todo neN, donde gel (m) vy Fo i Fs

entonces feLm(m) y I(f)= o-1imx( fn).

Supondremos a partir de ahora que I es secuencialmente continua en € y

que M_ es g-subreticulo.

Observaciones. 1) El proceso de extensidn aqui desarrollado es aplica-

ble a todo par (L,I) formado por un 2-submédulo L C Rx y una aplicaciodn

I:L + R que sea mondtona, homogénea y secuencialmente continua, siempre que
el conjunto (LU)+ de las funciones f:X - R+ para las que existe una sucesiodn
{fn} @ L+ tal que fn+f sea o-subreticulo. Para la extensidén asi obtenida, in
dicado por (Lw(I),I), se cumplen los tres teoremas de convergencia 2.1.4,
2:1.5.y 2.1.6.

2) Si R =R, entonces € es el conjunto de las funciones a-medibles sim-
ples finitas, I es la integral ordinaria de Lebesgue respecto a m y, por tan
to, I es secuencialmente continua. En general, creemos que I puede no serlo,
dado que la demostracidon de esta propiedad en el caso real [ 11] depende fuer-
temente del orden total de R. Si R es totalmente ordenado, entonces ciertamen
te I es secuencialmente continua ya que por ser R g-c.c. también es arquime-
diano y todo anillo totalmente ordenado arquimediano es isomorfo como tal a
un subanillo de R ([2]). No obstante, aunque R no sea totalmente ordenado I
puede ser secuencialmente continua,como se vera en el ejemplo 2.2.3 y en la
seccion 2.4,

Segunda extensidon ( ,(m),I). La reiteracion del proceso que permite ob-

A
L

tener (Lw(m),I) a partir de (g,I), aplicado a (Lm(m),I), no genera nuevas
funciones, segin se sigue de 2.1.L4. Por tanto, si se desea obtener una segun
da extension de la integral es necesario recorrer a otros métodos. La idea
es hacer integrables aquellas funciones que pueden ser aproximadas, de algu-

na forma, por funciones que ya lo son.
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Introducida la nocidn de conjunto nulo respecto a m en la forma usual:
A CX es m-nulo si y s6lo si existe un Bea tal que A CB y m(B)=0; la nocidn asociad
asociada de ''propiedad satisfecha casi por todo respecto a m'' (notado m-c.p.t.);
y la relacion de equivalencia en Rx: si F, qERx, f ~gsi ysoélosi f=g

m-c.p.t., damos la siguiente

Definicion 2.1.7. Se dird que una funcion f:X * R es m-integrable si es

m-equivalente a alguna funcidn gELw(m). En este caso se define la integral

de f respecto a m por 1(f)= 1(g).

Por A(m) indicamos el conjunto de las funciones m-integrables y el par

( A(m),;[) lo denominamos segunda extensidn de (€,I).

De las propiedades de la integral (Lw(m),I), y de la definicidén anterior

se deduce el siguiente resultado:

Proposicidon 2.1.8.

a) ( A(m).I) extiende (L (m),I) y conserva las propiedades de monotonfa
homogeneidad y continuidad secuencial, asi como los teoremas de convergencia

2.1.4, 2.1.5 y 2.1.6 que se cumplen en (Lm(m),I).
b) Si feRx, fe A(m) si y s6lo si |f| es m-equivalente a una funcidn

geL (m) y en este caso |I(f)|€I(|f|).

Acerca de la relacién entre la integral respecto a m y la m-equivalencia

- . X >
de funciones considerada en R, se tiene

Proposicion 2.1.9.

a) Si f,gst, fulg iy A(m), entonces ge A(m) y I(g)= 1(f).

b) si fe ,(m), entonces de I(|f|)=0 se deduce que f=0 m-c.p.t. si y sélo
si m(a)={m(A); Aea} no contiene divisores de cero con codivisores positivos

por la izquierda.

Demostracidn. a) se deduce de la definicién. En b) la condicidén es nece-

saria, puesto que si a,b>0 son tales que b.a=0 y a=m(A), entonces la funcidn

t(}'ﬂ.‘ﬂ' A
Ve L‘(g}c}

&

g
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f=bXA€€+, que no es m-equivalente a la funcidn nula, es tal que I(|f[)=0. La
suficiencia de la condicidon se demuestra primero para l!as funciones de € y

luego para las de Lw(m) y A(m).

Dada la compatibilidad de la integral con la relacidn de equivalencia, se

puede definir la integral en el cociente LA(m)= A(m)/ a través de los repre

sentantes: si f indica la clase de la funcién fe A(m) se define 1(f) por 1(f).
Podemos extender asimismo la nocidn de integrabilidad a aquellas funciones
f:X >~ R que coincidan m-c.p.t. con una funcién de Lm(m). En el caso en que
R= R, LA(m) resulta coincidir con el espacio L'(m) de las funciones reales

m-integrables Lebesgue.

2.2. Una caracterizacion de las funciones m-integrables.

En el caso real, las funciones integrables Lebesgue respecto a una medi-
da uy pueden caracterizarse de la forma siguiente [h]: Considerando el conjun-
to L6 de las funciones f:X -+ R+ para las que existe una sucesion {fn} C€+ tal
que fn+f, resulta que una funcion f es H-integrable si y sélo si para cada
€20 existen funciones gels y hels(M) tales que g < |f| < h p-c.p.t. y
f(h-g)du<€. Naturalmente esta condicidn no representara en el caso general
una caracterizacion de las funciones integrables; puede darse no obstante
una condicidn andloga a ésta, en el sentido de que caracteriza las funciones
integrables positivas como aquellas que pueden encajarse entre funciones de

Lo(m) y Lg- Tenemos:

Proposicion 2.2.1. Si m(a) no contiene divisores de cero con codivisores posi-

tivos por la izquierda, entonces una funcion f:X = R es m-integrable si y sé-

lo si existen sucesiones {gn}C:LB y {hn} CZLU(m) tales que

a) gng |f| < hn m-c.p.t., para todo néEN;

+]

b) I(hn-gn) >0,

La demostracidn de esta proposicidn se basa en el lema que sigue. Si
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feRX y AC X e indicamos por FA la funcion definida por fA(x), si xEA, y
fA(x)=0, si xgA:
Lema 2.2.2.

a) si feL,(m) y Aea, entonces fAeLuﬁm) y si m(A)=0,I(fA)=O.

_b) Si f,g€éL (m) y f <g m-c.p.t., entonces 1(f) < 1(q).

Demostracidon de la proposicidon. La necesidad es consecuencia de las de-
finiciones de A(m), Lo{m) y de que e+ C Lg- En cuanto a la suficiencia, re-
sulta de a) que g=Vg_y h=l\hn son funciones de Lg(m) tales que g<|f| < h
m-c.p.t. El lema anterior permite deducir que 1(g) < 1(h) y la condicidn b)

concluir que I(g)= 1(h). Entonces, segin 2.1.9 b), g ~ h y por tanto fe A(m).

En esta dGltima proposicion, la condicidn sobre los divisores de cero es
una condicién suficiente para la validez de la caracterizacidn; no obstante

el siguiente ejemplo muestra que no es necesaria:

Ejemplo 2.2.3. Sea m:P(N) ~ R+ una o-medida a valores en un anillo reticulado

O-c.c. con el producto secuencialmente o-continuo. La caracterizacidn de las
funciones m-integrables descrita en 2.2.1. es valida independientemente de si
m(P(N)) contiene divisores de cero con codivisores positivos por la izquierda

O no.

Veamos que se cumplen las condiciones que permiten construir la integral
respecto a m. En primer lugar, veamos que la integral respecto a m, indicado
por jfdm, es secuencialmente continua en €. Para ello, consideremos el par
(L,I) formado por el 2-submédulo de R, L={f:N > R; supp(f) finito}, y la
aplicacién I:L = R definida por I(f) = I f(n).m({n}).

n€N

El conjunto (L0)+ de las funciones f:N» R, para las que existe una suce
sion {fn}CZL; tal que fn+f coincide con el conjunto de las funciones f:N R+
y es por lo tanto o-subreticulo. Ademas I es secuencialmente continua en L, de
forma que aplicando el proceso de extensidn indicado en la observacion 2 de

la seccién 2.1, (L,I) admite una dGnica extension (L (1),I). Puesto que

s
w
e CL,(1) vy [fdm= 1(f) para las funciones feg, en virtud del teorema de conver-
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gencia dominada 2.1.6. valido en (hﬂ(l),l), la integral j respecto a m resul-

ta ser secuencialmente continua en €.

Como H+={f:N - R+}, M, es o-subreticulo , y por tanto podemos considerar

la extension ( A(m),f) de la integral elemental respecto a m.
Veamos que la caracterizacion descrita en 2.2.1. es valida:

Sea f:N =+ R una funcidon para la que existan sucesiones {g 1< LG y
'{h e L (m) tales que g_ €|f|£h m-c.p.t., para todo neN y j(h g} +0.

Hay que probar que fe€ (m). Con5|deremos las funciones g,heLU(m), g= \gn y

A
h=A hn' para las que g €|f| < h m-c.p.t. y jgdm = jhdm. Sea Aea tal que
g <|f| <hen Ay m(A®)=0; entonces g, < |flA < h,. Puesto que para una fun-

cion K:N ~ R+, es KGLG(m) si y solo si la serie Z K(n )m({n }) es o-conver-
neN
gente y, segin 2.2.2, hAELG(m)’ resul ta que |f|AeLc(m) y, en consecuencia,

que fe A(m).

En todo lo que sigue indicaremos la integral de fe A(m) respecto a m por
ffdm.

2.3. La integral indefinida y el problema de la derivacion.

AsT como en el caso de una medida real U, la ecuacion K(A)=IA fdp=ffAdp
define para cada funcion u-integrable Lebesgue f una nueva medida en a que es

absolutamente continua respecto a U, podemos enunciar el siguiente

Teorema 2.3.1. Para cada funcion f€ A(rn) la funcion de conjunto RF:a + R defi

nida por E(A)=J&fdm=ffAdm es una medida o-aditiva acotada m-continua.

Demostracion. Se ve primero que es cierto para las funciones Fee+ y lue-
go para las funciones de Lo(m) y A(m), teniendo en cuenta que BCM vy BCMmc

son bandas de BM.

Este teorema permite hablar pues de la integral indefinida Ef de una fun

cion fe A(m)° Si fE'A(m) y f ~g entonces f y g definen la misma integral inde

finida. Por tanto el teorema anterior permite asociar a cada funcion fELA(m)
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una o-medida acotada m-continua L i{Seria posible establecer un andlogo del
teorema de Radon-Nikodym?. Es decir, ipara cada o-medida %:a - R, acotada y
m-continua existe alguna funcidn f m-integrable tal que 2(ﬁ)=IAfdm para todo

Aeal. Y en caso de existir, i@sta es lnica?.

En cuanto a la existencia de la funcidn, el siguiente ejemplo muestra,

como era de preveer, que el teorema no se cumple:

Ejemplo 2.3.2. Sea X={a,b} un conjunto de dos elementos, a=P(X). Considere~-

mos las medidas £,m:a - R2 definidas por m(a)=g(b)=(1,0) y m(b)=2(a)=(0,1);
% es m-continua y no existe ninguna funcidn f:X *.Rz tal que E(A}{&fdm ena,

ya que de existir, seria (1,0)=2(b)-f fdm=Ff (b)m(b)=(0,f(b)).
{b}

La unicidad de la posible derivada de Radon-Nikodym, suponiendo que exis
ta, tampoco se puede asegurar; por ejemplo si m(a) contiene divisores de cero
con codivisores positivos por la izquierda no hay unicidad: la funcion f con-
siderada en la demostracion de 2.1.9. b) serfa una derivada no nula de la me-

dida nula.

2.4, La integral respecto a una o-medida m:a *R=E,

En este apartado se estudia la integral respecto a una o-medida m:a +~RZ
definida en una g-algebraa. Como era de esperar, la integral se reduce a la
integracidon por componentes. Ademas, bajo ciertas hipotesis, toda o-medida

m-continua es una integral indefinida y la derivada es Gnica.

Sea 1 un conjunto de indices cualquiera, a una oc-algebra de partes de un
conjunto X. Toda medida positiva m: a+ RI g-aditiva en orden queda determina-

da por la coleccidn {mi}ie de medidas o-aditivas reales mi=ﬁiom:a =+ R+.

I
Para cada funcién F:X =+ RI, sea Fi=ﬂi°F(ieI); escribamos m=(mi) y F=(Fi).

Indiquemos por N el o-ideal de los conjuntos m-nulos de @ y por Ni el de los

mi-nulos (iex); es N= N N..
i€l

Lema 2.4.1. Sea I numerable y consideremos dos funciones F-(Fi) y G=(Gi)' De
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la m-equivalencia de Fi con Gi para cada i€I se sigue la m-equivalencia de

FyGsiysolosi Ni=Nj para todo i,j €I

En efecto. Suficiencia: si AiE Ni es tal que Fi=Gi en A?, entonces
A=LJAiEN y F=G en AC. Necesidad: Supongamos que para unos Tndices io,jel es

Ni -Nj#ﬂ y sea AENi —Nj. Entonces la funcién G=(Gi) definida por Gi =axA y
o} o o
Gi=0 para todo i#i0 es tal que Gi=0 m.-c.p.t. para todo €I y sin embargo

G#0 m-c.p.t.

En este lema es esencial que I sea numerable. En efecto, sea X=I1=[0,1]
y consideremos la funcién F:[0,1]~ R[O 1] definida por F(x)-x5 y la o-me-
dida m: a'*Rlo J cuyas componentes m sean la medida de Lebesgue de la lon-
gitud en a= B[0 1T Entonces Ny N parZ todo y,z ¢[0,1 ]y Fy—yé ~ 0 para cada
y€[0,1]. Sin embargo F £ 0 puesto que [ F0]=[0,1].

Proposicion 2.4.2. Si I es numerable y Ni=Nj para todo i,jeI, entonces una

funcion FeLA(m) si y sdlo si FieLF(mi) para todo ieI y en este caso
dem = (fFidmi).

Demostracidon. De las definiciones se sigue que si Fege, entonces FE €
para cada i€l y demm fF dm ); de ahi se deduce que la integral respecto a m
es secuencialmente continua en € y que si FeL (m), entonces F, eL (mi) para
todo i€I vy dem- fF dm, ) Si Ies numerable, M+ es g- subretlculo y esta por
tanto definida la |ntegral respecto a m en A(m). Ademas si FeLA(m), sera

FieL'(mi) para cada i€ Iy seguird siendo cierto que dem=(jFidmi).

Veamos que reciprocamente, si FEELI(mi) para todo ie I, entonces FeLA(m).
Podemos suponer que F > 0 m-c.p.t. Para cada ie I consideremos una funcidn
GiELo(mi) tal que GE=F{ m.-c.p.t. De la numerabilidad de I se deduce que
G=(Gi)eLO{m) Yy, si ademas Ni=Nj para todo i,jeI, entonces, segin el Lema 1,

G=F m-c.p.t. y por tanto FELA(m).

I 2 L
Lema 2.4.3. Sean ,m:a - R* dos medidas en un anilloa.
a) Si Ri es mi—contfnua para todo i€I, entonces % es m-continua.

b) De la m-continuidad de £ se deduce la mi—continuidad de Qi para cada

i€I si y sdlo si Ni=Nj para todo i, j€ I.
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En efecto: a) es inmediato. En b) también es inmediata la suficiencia
de la condicidn. En cuanto a la necesidad, basta considerar las medidas m y
2 del ejemplo 2.3.2: £ es m-continua y ni 21 es mi-contfnua ni 12 es m,-con-

tTnua.

Finalmente, podemos establecer el siguiente resultado:

Proposicion 2.4.4. Sea m:a > RI una o-medida positiva en una O-3lgebra a de
partes de un conjunto X, y &: a~> R una o-medida acotada m-continua. Si I es
numerable y Ni=Nj para todo i,j€I, entonces existe una dnica funcion FELA(m)
tal que E(A)=IAF dm para todo A€a

Demostracion. Siendo Ni=N' para todo i,j€I, cada Ei sera mi-cont?nua. Sea
: FieL'(mi) una funcién tal que Ri(A)=fAFidmi. Podemos suponer que FifLuﬁmi).
Entonces, siendo I numerable, F=(FE)ELw(m) y JAF dm= [ Fpdm= (f(FA)idm) =
=(f(Fi)Adm) = (Ei(A)) = 2(A), es decir, F es una derivada de 2. Veamos que es
Gnica: si G=(Gi) es otra derivada de £, sera fAFidmi=fAGi dm. = Ri(A}, para to
do i €I y A€a, de modo que tendremos, dada la unicidad de la. derivada de Ra-
don-Nikodym de las medidas reales, Fi=Gi mi-c.p.t. para todo iex. De ahi se

deduce, segiin el Lema 2.4.1, que F=G m-c.p.t.
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