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INTRODUCCION

Estas notas corresponden a las exposiciones presentadas en el Primer
Seminario de Integrabilidad, dentro de lo que se denomina Aula de Sistemas
Dindmicos. Durante este evento se realizaron seis conferencias, todas pre-
sentadas por miembros del grupo de Sistemas Dindmicos de la UPC. El
programa desarrollado fue el siguiente:

AULA DE SISTEMAS DINAMICOS
http://www.mal.upc.es/recerca/seminaris/aulasd-cat.html
SEMINARIO DE INTEGRABILIDAD

Martes 29 y Miércoles 30 de marzo de 2005
Facultad de Matematicas y Estadistica, UPC
Aula: Seminario 1

PROGRAMA Y RESUMENES

Martes 29 de marzo

= 15:30. Juan J. Morales-Ruiz. El problema de la integrabilidad en
Sistemas Dindmicos

Resumen. En esta presentacién se pretende dar una idea de con-
junto, pero sin entrar en detalles, sobre las diversas nociones de
integrabilidad, asociadas a nombres de mateméticos tan ilustres co-
mo Liouville, Galois-Picard-Vessiot, Lie, Darboux, Kowalevskaya,
Painlevé, Poincaré, Kolchin, Lax, etc. Ademds también men-
cionaremos la revoluciéon que supuso en los anos sesenta del siglo
pasado el descubrimiento de Gardner, Green, Kruskal y Miura so-
bre un nuevo método para resolver en algunos casos determinadas
ecuaciones en derivadas parciales.



= 16:00. David Gomez-Ullate. Superintegrabilidad, pares de Lax y
modelos de N—cuerpos en el plano

Resumen. Introduciremos algunas técnicas clasicas para constru-
ir modelos de N-cuerpos integrables, como los pares de Lax o la
dindmica de los ceros de un polinomio. Revisaremos la nocién de
integrabilidad Liouville y superintegrabilidad, y discutiremos un
nuevo método debido a F. Calogero para contruir modelos de N-
cuerpos en el plano con muchas érbitas periédicas. La exposicién
se acompanard de animaciones del movimiento de los cuerpos, y se
plantearan algunos problemas abiertos.

= 17:00. Pausa

= 17:30. Yuri Fedorov. Andlisis de Kovalevskaya—Painlevé y Sistemas
Algebraicamente Integrables

Resumen. Muchos sistemas integrables poseen una propiedad re-
marcable: todas sus soluciones son funciones meromorfas del tiem-
po como una variable compleja. Tal comportamiento, que se re-
fiere como propiedad de Kovalevskaya-Painleve (KP) y que se usa
frecuentemente como una ensayo de integrabilidad, no es acciden-
tal y tiene unas raices geométricas profundas. En esta charla de-
scribiremos una clase de tales sistemas (conocidos como los sistemas
algebraicamente integrables) y subrayaremos sus propiedades ge-
ométricas principales que permiten predecir la estructura de las
soluciones complejas y ademds encontrarlas explicitamente. Eso lo
ilustraremos con algunos sistemas de la mecanica clasica. También
mencionaremos unas generalizaciones utiles de la nocién de inte-
grabilidad algebraica y de la propiedad KP.

Miércoles 30 de marzo
= 15:30. Rafael Ramirez-Ros. El método de Poincaré

Resumen. Dado un sistema Hamiltoniano auténomo cercano a
completamente integrable Poincaré probd que, en general, no ex-
iste ninguna integral primera adicional uniforme en el parametro de
perturbacién salvo el propio Hamiltoniano. Esbozaremos las ideas
principales del método de prueba y comentaremos algunas exten-
siones y generalizaciones.



VII

= 16:30. Chara Pantazi. El Método de Darboux

Resumen. Darboux, en 1878, presenté su método para construir
integrales primeras de campos vectoriales polinomiales utilizando
sus curvas invariantes algebraicas. En esta exposicién presentare-
mos algunas extensiones del método clasico de Darboux y también
algunas aplicaciones.

s 17:30. Pausa

= 18:00. Juan J. Morales-Ruiz. Métodos recientes para detectar la no
integrabilidad

Resumen. En 1982 Ziglin utiliza la estructura de la ecuacién en
variaciones de Poincaré (sobre una curva integral particular) como
una herramienta fundamental para detectar la no integrabilidad
de un sistema Hamiltoniano. En esta charla se pretende dar una
idea de esta aproximacién a la no integrabilidad, junto con técni-
cas mds recientes que involucran la teoria de Galois de ecuaciones
diferenciales lineales, haciendo énfasis en los ejemplos mas que en la
teoria general. Ilustraremos estos métodos con resultados sobre la
no integrabilidad de algunos problemas de N cuerpos en Mecanica
Celeste.

Finalmente, deseo expresar mi mas profunda gratitud a mis maestros
Amadeu Delshams y Juan Morales-Ruiz por encomendarme la tarea de
organizar estas notas, mision en la cual conté con el apoyo incondicional de
los expositores y de mis companeros del seminario Métodos algebraicos en
sistemas dindmicos David Blazquez y Sergi Simén.

Primitivo B. Acosta Humanez
Editor
Grupo de Sistemas Dindmicos
Universitat Politecnica de Catalunya
www-ma2.upc.edu/primi
primitivo.acosta@upc.edu
Barcelona, Junio 23 de 2005
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EL PROBLEMA DE LA INTEGRABILIDAD
EN SISTEMAS DINAMICOS

Juan J. Morales-Ruiz

Departamento de Matemdtica Aplicada I
Universitat Politécnica de Catalunya
juan.morales-ruiz@Qupc. edu

En este articulo se pretende dar una idea de conjunto, pero sin entrar en de-
talles, sobre las diversas nociones de integrabilidad, asociadas a nombres de
matematicos tan ilustres como Liouville, Galois-Picard-Vessiot, Lie, Darboux,
Kowalevskaya, Painlevé, Poincaré, Kolchin, Lax, etc. Ademds también men-
cionaremos la revolucién que supuso en los anos sesenta del siglo pasado el
descubrimiento de Gardner, Green, Kruskal y Miura sobre un nuevo método
para resolver en algunos casos, determinadas ecuaciones en derivadas parciales.

Palabras Clave: Integrabilidad, Sistemas Dindmicos, Teoria de Picard- Vessiot.

1. El problema

Iniciamos preguntandonos: jes posible resolver analiticamente cualquier
ecuacién diferencial? (~ simetrias, grupos). Ahora bien, §qué significa re-
solver analiticamente?. Conocemos los métodos elementales para resolver
ecuaciones diferenciales, entre los cuales se encuentra el de factores inte-
grantes, etc. Como ejemplo ilustrativo veamos la ecuaciéon de Riccati aso-
ciada a Airy.

Ejemplo 1.1 (Airy).

dy 2

o y (1)
La ecuacién (1), no puede resolverse con ldpiz y papel (mediante funciones
elementales y/o Liouvillianas) utilizando los métodos clésicos de un cur-
so de ecuaciones diferenciales. Entonces, tratemos de ver en que marco se
justifica esta afirmacion y asi determinar el procedimiendo que debemos

seguir.



El origen del marco se basa en la Teor{a de Galois de polinomios (resolu-
cién mediante radicales: muy precisa).

A continuacién veremos los personajes y sus trabajos mas reelevantes
relacionados con el problema de la integrabilidad, el cual dividiremos en
dos partes:

= Integrabilidad de ecuaciones diferenciales.

= Integrabilidad de sistemas hamiltonianos

2. Integrabilidad de ecuaciones diferenciales
2.1. E. Galois (1811-1832)

Aunque Galois no trabajé en ecuaciones diferenciales, su trabajo fue in-
spiracion debido a la dualidad entre grupo de Galois y simetrias en la teoria
clasica de polinomios, obteniendo la resolubilidad mediante radicales. Este
trabajo fue la base de lo que hoy se conoce como teoria de Galois permi-
tiendo desarrollar en gran manera a la teoria de grupos.

Recordemos que Karl Friedrich Gauss (1777 - 1855) habfa demostra-
do que toda ecuacién polinémica irreducible de grado n con coeficientes
racionales tiene n raices. Galois demostrd que estas raices pueden calcu-
larse a partir de los coeficientes de la ecuacién polinémica mediante ntimeros
racionales, las cuatro operaciones con éstos y las raices de cualquier indice
a condicién de que la ecuaciéon polinémica admita un grupo llamado grupo
resoluble.

Después de la muerte de Galois, su hermano y Chevalier (su amigo), en-
viaron copia de sus trabajos a algunos matematicos, entre los cuales estaban
Gauss y Jacobi. Habia sido deseo de Galois que Jacobi y Gauss emitieran
algin concepto sobre su trabajo. Ningiin expediente existe de cualquier co-
mentario que estos hombres hicieran. No obstante los articulos llegaron a
manos de Liouville.

El lector interesado puede consultar la pagina:
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Galois.html,

en donde puede encontrar una completa biografia de Galois.



2.2. J. Liouville (1809-1882)

Publico en septiembre de 1846 la memoria de Galois. En 1840 enunci6 el
teorema que hoy en dia lleva su nombre, Teorema de Liouville y que fue
formulado geométricamente por V. Arnold, razén por la cual también se
conoce como el teorema de Liouville-Arnold.

Definicién 2.1. Sea H : U C K" — K, donde K € {R,C}. Si (z,y) € U,

donde = = (21,...,2n), ¥ = (Y1, . .,Yn) entonces
OH OH

.Z' = ) .7; = - 2

Ty VT o @)

se conocen como ecuaciones de Hamilton, y al escribirlas como un sistema
de 2n ecuaciones diferenciales se denomina sistema hamiltoniano con n gra-
dos de libertad.

Definicién 2.2. Sean f,g : U — K, el paréntesis de Poisson de fy g se
define como

~~[0f 89 0f dg
100 = 3 (G~ omeie) @)

Si{f,g9} =0, se dice que f y g estdn en involucidn.

Teorema 2.1 (Liouville, 1840). Si existen funciones fr : U — R in-
dependientes™ y en involucion, donde k = 1,...,n, f1 = H, entonces el
sistema hamiltoniano (2) es integrable por cuadraturas.

Un sistema hamiltoniano que cumpla el teorema 2.1 se denomina com-
pletamente integrable (o integrable).

Como ejemplos de sistemas hamiltonianos integrables en este sentido se
tienen los siguientes:

= Todos los de 1 un grado de libertad.

e Oscilador armoénico
e Péndulo simple

e Campo central

* . . . . . . . .
Al hablar de independencia nos referimos a la independencia funcional: no puede existir
una funcién que relacione a f; con f; para i # j.



= Fl sistema de Henon-Heiles

1
H(xy,w2,91,y2) = i(yf + y%) — x%xl — 2xi’.
Para motivar un poco la lectura de la conferencia 6 (§6), se presen-
ta un ejemplo de un sistema no integrable, mediante integrales primeras

racionales

1
H(xhx?aylayQ) = 5(:’]% + y%) - x%(xl + 1)

2.3. S. Lie (1842-1899)

Matematico noruego, inspirado y motivado por los trabajos de Galois
intenté aplicar las ideas de Galois a las ecuaciones diferenciales ordinarias.
En su trabajo memorias sobre los grupos de transformaciones y de simetrias
(1888-1893) defini6 grupos de simetrias de ecuaciones diferenciales ordinar-
ias (EDOs) y de ecuaciones en derivadas parciales (EDPs), lo que hoy se
conoce como grupos de Lie.

2.4. E. Picard (1856-1951)

Al igual que S. Lie, Picard intent6 aplicar la teoria de Galois a las
ecuaciones diferenciales, pero sélo a las lineales. El caso no lineal estd ain
por resolverse. Las memorias de Picard son publicadas entre 1883 y 1895.

2.5. E. Vessiot (1865-1952)

Vessiot, basado en los trabajos de Picard y Lie, realiza su tesis doctoral
en 1892. Con el titulo sobre las ecuaciones diferenciales lineales, este trabajo
se convertiria junto con los trabajos de Picard, en la base de lo que hoy en
dia se conoce como Teoria de Picard-Vessiot.

2.6. E. Kolchin (1916-1991)

Después de casi treinta anos en el olvido, Kolchin retoma la teoria de
Picard-Vessiot, utilizando el lenguaje actual. Prueba la existencia y unici-
dad de las extensiones de Picard-Vessiot. Sus publicaciones las realizé entre
1948 y 1976. Para ampliar esta informacién se recomienda la lectura de
libros sobre differential Galois theory®!! incluyendo sus referencias.



2.7. B. Malgrange (1928-)

Sus publicaciones sobre este tema son recientes, principalmente ha apor-
tado mediante sus investigaciones en los siguientes temas:

1. Ecuaciones en derivadas parciales a coeficientes constantes.

2. Geometria diferencial: re-demostracién y extension de los pseudo-grupos
de Lie elipticos del teorema de Newlander-Nirenberg; extensién del teo-
rema de Frobenius en el caso singular.

3. Singularidades diferenciales: demostracién del teorema de preparacién
diferenciable (conjeturado por R. Thom); extensién a sistemas de teore-
ma de divisién de distribuciones de Hérmander-Lojasiewicz.

4. Singularidades analiticas: relaciones entre la monodromia de una singu-
laridad de una funcién, las integrales asintéticas, y los polinomios de
Bernstein-Sato; teoremas del tipo Riemann-Roch y Atiyah-Singer para
los D-mddulos; singularidades irregulares de ecuaciones diferenciales y
transformada de Fourier; deformaciones isomonodrémicas; propiedad de
Painlevé.

5. A partir del ano 2001 hecho importantes aportaciones en el caso no lineal,
es decir, una version de la teoria de Galois diferencial para ecuaciones
no lineales.

Actualmente es miembro de la Academia de Ciencias en Grenoble y
profesor emérito de la Universidad Joseph Fourier.

3. Integrabilidad de sistemas hamiltonianos

Basados en el trabajo de Liouville (1840), varios mateméticos inten-
taron resolver el caso de la integrabilidad o no integrabilidad de un sistema
hamiltoniano.

3.1. S. Kowalevskaya (1850-1891)

En su articulo sobre el sobre el sélido (1889), presenté un nuevo caso de
integrabilidad usando el tiempo complejo, en donde la solucién general era
meromorfa. Esta informacién se amplia en la conferencia 3 (§3).

3.2. P. Painlevé (1863-1933)

En su trabajo Lecciones de Estocolmo (1895), aparecen algunos de los
que hoy conocemos como trascendentes de Painlevé. En total son seis



trascendentes, de los cuales cinco fueron encontrados por Painlevé y sus
alumnos, el sexto fue encontrado por Fuchs (ver el libro de Ince?) y con-
tiene los cinco anteriores. A continuacién se presentan los cuatro primeros
trascendentes de Painlevé:

[PI] y" =z + 6y°, (4)

[PII] Y =2y + 2y + a, (5)

12 2 /
+0  ay*+p[-—
prrr) ' =2 L+ 4 f Yoty (6)

v y'2+2ﬁ N 32/3
L 2
En 1906 Painlevé publica un articulo con los seis trascendentes.
Obsérvese el comportamiento alrededor de oo (al hacer el cambio x = 1/t)
de cada una de estas ecuaciones. Se sabe ademads, que ninguno de los seis
trascendentes de Painlevé puede resolverse mediante funciones elementales.

(PIV] T g 1200 — )y, (7)

Actualmente, basados en los trabajos de Kowalevskaya y Painlevé, los
matematicos Adler-Van Moerbeke-Mumdford (2004), han desarrollado lo
que se conoce como test de Kowalevskaya-Painlevé para sistemas algebraica-
mente integrables (Ver Conferencia 3).

3.3. G. Darbour (1842-1917)

El trabajo de Darboux (1878) tiene como eje fundamental los campos
en el plano:

d d d
=Ty, =gy, S =hy). g@y) = @)y
donde a primer orden se tiene el método de los factores integrantes. Ver
Conferencia 5 (§5).

3.4. H. Poincaré (1854-1912)

En su obra métodos nuevos de la mecdnica celeste Tomo 1 (1892),
aparece el concepto integrabilidad uniforme. Poincaré demostré la no



integrabilidad del problema de 3 cuerpos mediante integrales primeras
analiticas respecto a las masas. (Implica meromorfa respecto a las masas)
El teorema de Bruns-Poincaré nos dice:

No eziste integral primera algebraica adicional
en el problema de tres cuerpos.

El teorema de Bruns serd explicado en la conferencia 4 (§4).

3.5. Gardner-Green-Kruskal-Miura (1967)

En su publicacion muestran un nuevo método para “resolver” la
ecuacién de Korteweg-De Vries (KdV)

ou  Pu  du
En su articulo Gardner, Green, Kruskal y Miura muestran que la KdV se
puede escribir como un “sistema hamiltoniano infinito dimensional com-
pletamente integrable”, encontrando sus “integrales primeras” mediante el
llamado método inverso espectral (inverse scattering).

3.6. P. Lax (Premio Abel 2005)

Expresa la KAV mediante conmutadores, los cuales hoy se conocen como
el par de Lax (1968). El par de Lax son dos operadores diferenciales A, L
tales que L = [A, L]. Las contribuciones de Lax a los solitones, a la entropfa,
v a las ondas expansivas se consideran de mucho valor. Sobre el par de Lax
se hablard en la conferencia 2 (§2).

3.7. Krichever-Novikov (1980-)
La ecuacién en derivadas parciales

up  Lugey 3ul,  3p(u)

Uy 4 oup,  Swu2 2 w2’
donde
L, 3
p(u) = 1(4’“ — g2t — g3),

se denomina ecuacién de Krichever-Novikov. Los casos especiales p(u) =
(u—e1)?(u—e2) p(u) = u? pueden reducirse a la KdV mediante un cambio
adecuado de variables.



3.8. Ziglin (1982, 1983)

Ziglin analiza la no integrabilidad de un sistema hamiltoniano mediante
la ecuacién en variaciones. Estos trabajos los realiza con antecedentes de
Poincaré y Lyapunov. En la conferencia 6 (§6) se ampliard esta informacién
y se enuncia el Teorema de Ziglin.

3.9. Meétodos Galoisianos (1989-...)

En mi tesis doctoral Técnicas algebraicas para la no integrabilidad de
Sistemas Hamiltonianos (1989) se aplicé por primera vez la Teoria de Galois
diferencial en la no integrabilidad de un sistema hamiltoniano, sin embargo
simultdaneamente, Churchill y Rod obtuvieron resultados parecidos. Mas
tarde, gracias a una estancia postdoctoral en Francia y trabajando con J.P.
Ramis se gesta lo que hoy se conoce como teoria de Morales-Ramis (1998).
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SUPERINTEGRABILIDAD, PARES DE LAX Y
MODELOS DE N—CUERPOS EN EL PLANO

David Gémez-Ullate

Departamento de Matemdtica Aplicada I
Universitat Politecnica de Catalunya
david.gomez-ullate Qupc. edu

Introduciremos algunas técnicas cldsicas para construir modelos de N-cuerpos
integrables, como los pares de Lax o la dindmica de los ceros de un polinomio.
Revisaremos la nocién de integrabilidad Liouville y superintegrabilidad, y dis-
cutiremos un nuevo método debido a F. Calogero para contruir modelos de
N-cuerpos en el plano con muchas érbitas periédicas. Aunque la exposicién se
acompandé de animaciones del movimiento de los cuerpos, aqui nos limitaremos
a presentar algunas figuras y se plantean algunos problemas abiertos.

Palabras Clave: Integrabilidad, Orbitas Periédicas, Pares de Lax, Sistemas
Dindmicos, Superintegrabilidad.

1. Integrabilidad Completa (Liouville)
Si existen integrales primeras tales que

1. son funcionalmente indepedientes,

2. satisfacen {I;,[;} =0y

3. generan flujos completos,

entonces existe una transformacién candnica (¢;,p;) — (Ji, ;) a las vari-

ables accién angulo tal que:

H(q,p) = H(J). (1)

Para cada conjunto de condiciones iniciales, el movimiento estd confi-

nado a la subvariedad del espacio de fases determinada por los conjuntos
de nivel

Mp = {(q,p)R* :  Ii(q.p) = ci}. (2)
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Si la variedad M; es compacta, entonces es difeomorfa al toro TV, esto

es equivalente a decir que
M =~T" = {¢1,..., 0N, mod 27}, (3)

ademads, la evolucion en las nuevas variables es trivial, es decir, J; = Ji0
Voo = gpg + w;t. Si las frecuencias wi,...,wny son independientes so-
bre los racionales, entonces las trayectorias llenan densamente el toro y
el movimiento se denomina cuasi-periédico.

Las trayectorias completamente periédicas solo ocurren cuando todas las
frecuencias son multiplos racionales de una de ellas, es decir, se tendrian
toros resonantes. Véase al respecto las figuras de Lissajous.

2. Super-integrabilidad

Un sistema puede tener mas de N constantes del movimiento, indepen-
dientes. Si existen (N + k) constantes, el movimiento tiene lugar en un toro
(N — k)-dimensional TN =" y por lo tanto,

si k = N — 1 entonces casi toda érbita acotada es periddica.
e.g. Una particula en el espacio tridimensional bajo un potencial:
» Todo potencial central V' =V (r) es integrable.
» Sélo V(r) =r~1, V(r) = r? son super-integrables.
c.f. Avances del perihelio en movimientos planetarios.

Nota 2.1 (Sistemas super-integrables). Se piensa tradicionalmente
en los sistemas super-integrables como algo ciertamente singular y especial.

El approach tradicional a la super-integrabilidad es fundamentalmente
algebraico, y se basa en encontrar integrales del movimiento mediante...

1. La busqueda de simetrias, lo cual es dificil para sistemas de N-cuerpos.

2. Proyeccion de movimiento libre en una variedad de dimensién més alta.

3. Separacion de variables en la ecuacién de Hamilton-Jacobi.
4. Encontrar un par de Lax para el sistema.

En este escrito se observa un approach diferente, de espiritu més
analitico, que se centra no tanto en la presencia de las integrales del
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movimiento, como en la presencia de orbitas periddicas.

Pares de Lax. Un truco para asegurar la integrabilidad de sistemas
dindmicos de N-cuerpos. Dados L = L(q,p), M = M(q,p) € L(RY), las
ecuaciones de Hamilton se tienen si y sélo si L = [L, M], en donde las
raices del polinomio caracteristico asociado a L dependen de (q,p) y son
constantes de movimiento. Las matrices L, M que satisfacen L= [L, M] se
denomina par de Laz. Como es natural, [L, M] = LM — ML es el commu-
tador. Ahora bien, la existencia del par de Lax, L = [L, M], implica que
hay tres conjuntos de cantidades conservadas, los cuales son:

= autovalores de L, es decir, A1,..., An

» trazas de las potencias de L, es decir, Ty = Tr(LF) = Zil AF. donde
k=1,...,N

= invariantes simétricos de L, es decir, det(L — AI) = AV + SN AN~

3. Ansatz para sistemas integrables de N-cuerpos

Dadas las matrices de Lax L, M, tales que

N

Lii =pi, Lij=algi—q;), M= Zﬂ((h*%), M;j =~(qi—q;) Vi#j.
k=1

Ahora bien, la evolucién de Lax L = [L, M], implica que

4 = pis ZV 4 — k), (4)
las cuales son las conocidas ecuaciones de Hamilton de

Z%sz ZV g — qj)- (5)

1<j=1

Ademds, v(q) = o/(q), V(9) = alg)a(—q), B(g) = B(—q), y la ecuacién
funcional es

a(z)d (x) — a(y)d (y) B(z) — B(y). (6)
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Una solucién particular de la ecuacién funcional (6) es

a(r) = i;g 2

} = Vg =%, (7)

Blz) = 14

lo cual conduce al modelo Calogero-Moser:

sz +g° Z (8)

i<j= 1 7q3

Problema trium corporum mutuis attractionibus cubis distantiarium
inverse proportionalibus recta linea se moventiur
C. Jacobi, Gesammelte Werke, vol 4 (1866).

La solucién general de la ecuacion funcional proporciona:

sz +4° Z — gjlw, ). 9)

1<j=1

3.1. Dindmica de los ceros de un polinomio

Dado un polinomio ménico con coeficientes dependientes del tiempo, es
decir
N N
P(z,t) = 2N+ ()N =] ]lz — ()], (10)
i=1 i=1
por lo tanto existe una relacién entre los ceros y coeficientes de P(z,t),
dando lugar a funciones simétricas elementales. Esto es:

C1 = _Z‘Zi
cy = ZZ 2i%i

< (11)
eny = (=1D)Nz120. .. 2N,

La relacién anterior, (11), indica que conocidos ¢;(t) en el tiempo t, se
calculan z;(t) mediante una operacién algebraica que consiste en hallar los
ceros del polinomio. Por lo tanto se tiene lo siguiente:

La evolucion sencilla de los coeficientes se da si y solo si
se da la evolucion compleja de los ceros.
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Para ilustrar la anterior situacion se plantea el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1 (EDP lineal). Si P(z,t) satisface la EDP lineal Py = 0,
entonces ¢; = 0,

3.2. El truco para orbitas periodicas

Partamos del sistema cuya resolubilidad acabamos de probar

N oo

CZIZQZ _ZJ_7 7::17-~-7N? C’izci(T)’ TE(C’
j:lCZiCJ
J#i

donde ahora la variable independiente es un tiempo complejo.

El paso siguiente es realizar cambio de variables, para esto hacemos

eiwt -1

T=—— G()=z(),

iw
luego se tiene
—iwz; = 22 EE (12)

zz—z]

Jsﬁl
donde como es natural, z;(0) = ¢;(0), 2,(0) = ¢/(0).

7

s

Al variar t entre 0 y T = 27, 7 describe una circunferencia C' de radio
1/w en el plano complejo. Esto nos conduce a la siguiente idea clave:

Hay estructura analitica si y solo si hay periodicidad de la orbita.
Se tienen los siguientes hechos:

= si (;(7) es analitica o meromorfa dentro de C, entonces z;(t) es periédica
con periodo T'

= si (;(7) tiene un solo punto de ramificacién de orden ¢ dentro de C,
entonces z;(t) sea periddica con periodo ¢T'
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Si ¢;(t) es cualquier solucién de un sistema de Ecuaciones diferenciales
ordinarias analiticas, su analiticidad estda garantizada al menos en un dis-
co D en torno a 7 = 0 y posiblemente conteniendo a C'. El tamano de D
depende de los datos iniciales que corresponden a la posicion de la singu-
laridad més préxima al origen. Si los datos iniciales son tales que el disco
D contiene al disco C, entonces z;(t) es periédica con periodo T

Cualquier sistema dindmico obtenido mediante este truco tiene una re-
gién de medida finita en el espacio de fases, tal que todas las trayectorias
que parten de esa regién son periddicas, de hecho, son isdcronas. En esta
regién el sistema es superintegrable, nos preguntamos ahora... donde estan
las cantidades conservadas?

4. El modelo Goldfish

El modelo Goldfish para el problema de N-cuerpos de Calogero describe
el movimiento de N particulas puntuales sujetas a interaccién mutua con
velocidades dependiendo bajo la accién de un campo magnético constante
transversal al plano de movimiento. Cuando todas las constantes acopladas
son iguales a uno, el modelo tiene la propiedad que para un dato genérico
inicial, todos los movimientos del sistema son peridédicos. De ahora en ade-
lante, nos referiremos simplemente como el modelo Goldfish, entendiéndose
como problema de N-cuerpos en el plano.

4.1. Descripcion y trucos del Goldfish

El modelo Goldfish esta descrito mediante las siguientes ecuaciones de

movimiento
N s
j=1 i
J#

donde r; = r;(t) denota la posicién en el plano de la ith particula, la
cual por conveniencia notacional la imaginaremos inmersa en el espacio
tri-dimensional ordinario, as{ que r; = (x;,9:,0); como es natural, k es

el vector unitario ortogonal al plano, es decir, k = (0,0, 1), por lo tanto
kAT, = (—yn,zn,0), vy se tiene que

ri = (ri —rj) - (r; — 1))

es el cuadrado de la distancia entre dos particulas. El modelo caracteriza
pares de velocidades dependientes que decrecen cuando las particulas se
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alejan mucho. Por simplicidad asumimos que las constantes acopladas a;;
son todas reales y que w > 0 es una constante positiva para el cual el
periodo fundamental
T="" 14
- (14)
puede ser asociado.

Este problema de N-cuerpos, modelo Goldfish, satisface las siguientes
propiedades:

= es invariante bajo el grupo conforme del plano, es decir, traslaciones,
rotaciones y cambios de escala.

= cuando la velocidad dependiente de los dos cuerpos no esté presente, el
modelo tiene una interpretacion fisica simple: se describe el movimiento
de N cargas puntuales bajo la accién de un campo magnético constante
ortogonal al plano, lo cual se denomina un ciclotron.

Es obvio que toda particula cae, en este caso, en un movimiento circular
uniforme. Sin embargo, menos obvio puede ser el hecho que cuando las in-
teracciones estdn presentes, existe una regién R en el espacio de fases que
tiene la misma dimensién que el espacio de fases completo tal que toda
trayectoria originada en R es periddica.

Ahora, al hacer la identificacién natural
Ty = (Tn, Yn, 0) & 2 = T + iy

se obtiene una ecuacién parecida a (12), pero ahora intervienen los coefi-
cientes a;; del polinomio mencionado anteriormente, es decir

N ik
. 12
Zi —iwz; =2 g aijij. (15)
- Zi — Zj
Jj=1
JFi

Las ecuaciones del movimiento se derivan del siguiente hamiltoniano

N N
H(z,p) = Z wz; + e H(Zi —z) % | (16)
n=1 j=1
i

donde z denota el N-vector z = (21, 22, ..., 2N )-

Al aplicar el truco se tiene:
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= Cambio de variables

zi(t) = G(T r=-—"
i(t) = (), —
= Transformacién de ecuaciones

le] // al CC/
1wzz—2ZazJ po— —22 z;C
j i

(2

J#l J#l
= Andlisis de coeficientes

e Sia;; = 1 entonces el sistema es integrable y z;(t) son los ceros de un
polinomio cuyos coeficientes varian en el tiempo de forma periddica.
Las érbitas son periddicas para cualquier condicién inicial.

e Si a;; # 1 entonces no sabemos resolver el sistema. Pero nos gus-
taria al menos saber algo sobre la estructura de singularidades de
las soluciones (;(t)... que podemos hacer?

4.2. Andlisis de Painlevé para el Goldfish

Para realizar este analisis, se tienen en cuenta los siguientes pasos:

Suponer que T = 73, corresponde a una singularidad del sistema.

Insertar un desarrollo local de las soluciones en un entorno de 7 = 7

G~ et =) +o(jT — 7 *),

donde R~y denota la parte real del complejo ~.
= Ver en que términos de la serie aparecen constantes arbitrarias (resonan-

cias).
= Calcular los exponentes de los términos dominantes.
Como resultado se tiene que si 7 = 73, corresponde a una colisién entre la
i-ésima y j-ésima particulas. Es decir, {;(7,) = (;(7), ¥ esto implica que

1

Y= 1+aij’

de tal modo que al aplicar la ecuacién (13),
= wk AT; + QZ = [ (- 155) +15(8 - r45) — 1y (0 - 1)),

Jj=1 ”
J#i
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se tenga la conocida expresion

1

= P E—— .~ C —_ v
1+aij C’L (T Tb) )

v

donde los coeficientes a;; son como se detallan a continuacién.

= Si a;; € Q, entonces existen érbitas periédicas de periodo més alto y
HSL (Hic Sunt Leones).

s Siay; € C con Sa;; < 0, entonces existen ciclos limite.

= Sias; € C con Sa;; > 0, entonces existen érbitas no acotadas.

Como es natural, & denota la parte imaginaria de un complejo. Ahora bien,

hemos integrado las ecuaciones del movimiento con un método Runge-Kutta
de paso variable (Fehlberg).

N
. o . Aij . . . . .
B = wk AT +2) 7% [0 (05 - 1i5) + 85 (0 - 1) — i (05 - 1))
j=1 1
J#i
Para ilustrar esta situacién consideremos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 4.1 (N = 3). Sea el nimero de particulas N = 3 (Particula 1,
Particula 2, Particula 3). Las constantes de acoplamiento estdn dadas por

a2 =2, aiz=4, am3=60.
Los datos iniciales estan dados por

ri(0) = (0,0), rz2(0)= (0,1), r3(0) = (-1,0),
£1(0) = A(—1,1), 2(0) = A(1,0), #3(0) = A(—3, 3)-

Vamos a explorar la complejidad de las orbitas para diferentes valores
del pardmetro \:

A 0,5 | 0,780 | 0,781 | 1 | 1,213 | 1,214 | 1,219 | 1,220 | 1,241
Periodo | 1 1 6 6 |6 49 49 50 50

A 1,242 | 1,25 | 1,293 | 1,294 | 1,295 | 1,400 | 1,401 | 1,41 | 1,442
Periodo | 51 51 51 57 58 58 59 59 59

A 1,443 | 1,721 | 1,722 | 1,8 | 1,944 | 1,945 | 2,053 | 2,054 | 2,1
Periodo | 65 65 66 66 66 68 68 71 71

A 2,108 | 2,109 | 2,164 | 2,165 | 2,17 | 2,171 | 2,172 | 2,2 2,5
Periodo | 71 72 72 74 74 74 HSL HSL | HSL
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Nota 4.1 (Cambio complejo). Al tomar la evolucidn en el tiempo real
de un sistema dindmico.

N ..
I Zi%; ) dz:
—iwz; = Q;aij . Z—jzj’ zi=2zi(t), teR, 2z = dtZ
J#i
y hacer el cambio de variables

zi(t) = Gi(7(1)),

se tiene una especie de “evolucion” en el tiempo complejo

N /
QZ C<_7 G=Gl(r), T€C, C—%

lj C
1
J?él
mas una curva en el “tiempo complejo” parametrizada por el tiempo real
eiwt -1
T(t) = —/—
®) iw

De acuerdo con la nota 4.1, la evolucién del sistema fisico corresponde a
viajar en la superficie de Riemann asociada a la solucién de un sistema
asociado en un tiempo complejo.

FExiste complejidad de la evolucion en tiempo real si y solo si existe
complejidad de la superficie de Riemann asociada a la solucion en tiempo
complejo.

El anilisis de Painlevé ayuda a entender la superficie de Riemann, pues
permite determinar qué tipo de puntos de ramificacién existen, pero esto
no es suficiente debido a:

= No permite determinar cuantos puntos de ramificacién hay.
= No permite determinar cuantas hojas tiene la superficie de Riemann.

= No permite determinar el como estan conectadas entre si las diferentes
hojas de la superficie de Riemann.

5. Cuestiones abiertas

Quedan por resolver las siguientes cuestiones:

= Andlisis en profundidad de las propiedades de la superficie de Riemann
en un modelo sencillo.
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= Comparacién de este mecanismo de transicién al caos con indicadores
clésicos de comportamiento caético (exponentes de Lyapunov, espectros
de frecuencias, entropias de Renyi, etc.)

» Universalidad de este mecanismo.
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Muchos sistemas integrables poseen una propiedad recalcable: todas sus solu-
ciones son funciones meromorfas del tiempo como una variable compleja. Tal
comportamiento, que se refiere como propiedad de Kovalevskaya-Painlevé (KP)
y que se usa frecuentemente como una ensayo de integrabilidad, no es acciden-
tal y tiene unas raices geométricas profundas. En este articulo describiremos
una clase de tales sistemas (conocidos como los sistemas algebraicamente inte-
grables) y subrayaremos sus propiedades geométricas principales que permiten
predecir la estructura de las soluciones complejas y ademads encontrarlas ex-
plicitamente. Eso lo ilustraremos con algunos sistemas de la mecdnica clasica.
También mencionaremos unas generalizaciones utiles de la nocién de integra-
bilidad algebraica y de la propiedad KP.

Palabras Clave: Integrabilidad Algebraica, Propiedad de Kovalevskaya-
Painlevé, Sistemas Algebraicamente Integrables.

1. Introduccion

Posiblemente, Newton fue el primero en darse cuenta que las soluciones
de las ecuaciones diferenciales ordinarias analiticas pueden ser represen-
tadas como series de potencias en t —ty con algtin valor inicial en el tiempo
t. Por otra parte, la naturaleza de las funciones analiticas se puede enten-
der solamente sobre la continuacién al plano complejo. Estas observaciones
nos conducen a la idea de considerar el tiempo ¢ como una variable com-
pleja. Para las ecuaciones de la dindmica, este primer enfoque fue aplicado
por Weierstrass y Poincaré, quienes representaron la solucién del problema
clasico de tres cuerpos como una serie convergente especifica, la cual con-
verge para todos los valores de ¢ (hasta el momento de una posible colisién).

Luego, Sundman demostré que la soluciéon se puede continuar més
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all4 de momentos de colisién doble, mientras que Sophie Kovalevskaya®
descubrié un nuevo caso integrable en el problema del sélido rigido cuando
respondia la pregunta de Weierstrass: encontrar las condiciones para que
las soluciones de este problema sean funciones meromorfas del tiempo com-
plejo. Esto fue estimulado por el resultado bien conocido de Jacobi sobre
la integrabilidad de los casos de Euler y de Lagrange en términos de fun-
ciones elipticas, es decir, funciones meromorfas doblemente peridédicas que
dependen de t. Muchos otros problemas integrables de la dindmica también
gozan de esta propiedad.

Todo lo anterior conduce a la siguiente idea: dado un sistema de ecua-
ciones diferenciales, para averiguar su integrabilidad primero se puede ve-
rificar si admite soluciones univaluadas o meromorfas (la propiedad de
Kovalevskaya — Painlevé), o no. Claramente, una respuesta negativa no
implica necesariamente la no integrabilidad del sistema. Por ejemplo, solu-
ciones generales de algunos sistemas integrables mecanicos no holénomos,
en particular, el problema de la esfera de Chaplygin, no son univaluadas
y no resultan ser meromorfas sino hasta después de una reparametrizacion
apropiada del tiempo.

En esta articulo seguimos principalmente Adler y van Moerbeke,?%!2
presentando en forma de resumen, una relacién cercana entre la propiedad
de Kovalevskaya—Painlevé y los llamados sistemas algebraicamente comple-
tamente integrables.

2. Un ejemplo histérico: el problema del movimiento del
cuerpo rigido

Las ecuaciones de movimiento del cuerpo rigido con el tensor de inercia
J = diag(J1, J2, J3) v la velocidad angular w = (wy,ws,w3)? tiene la forma
Ju=Jwxw+~vyxd,
=9 xw, (1)
v = (71,72,73)%, d=const € R
siendo +y el vector unitario vertical (evaluado en el marco del sélido) y sien-

do d el vector posicién constante del centro de masa. Estas ecuaciones son
llamadas las ecuaciones de Fuler—Poisson.

Pregunta: ;Para cuales valores de pardmetros (J1, J2, J3), (d1,d2,ds) las
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ecuaciones admiten soluciones en series formales de Laurent

wa(t) = i —lto) (w&o) + Mt —to) + - ) , o)
Yalt) = ﬁ (@ 4Pt + ), a=123,

cuyos coeficientes dependen del posible numero maximo de pardmetros li-
bres (en este caso 5)?

Respuesta: Solamente para los casos
i. d =0, J siendo arbitrario (El caso de Euler);
ii. d = (0,0,ds), J = diag(J1, J1, J3) (El caso de Lagrange);
iii. d = (dy,ds,0), J = diag(J1, J1, J1/2) (El caso de Kovalevskaya ).
El cuerpo rigido correspondiente al caso (iii), es conocido como el sdlido
de Kovalevskaya (o la peonza de Kovalevskaya). En este caso las ecuaciones

(1) tienen 4 integrales primeras independientes, una de ellas es una integral
cudrtica encontrada por KovalevskayaS en 1889.

Solucién Genérica de la peonza de Kovalevskaya. Haciendo una
sustitucién (bastante complicadal)

Wi :“Di(/’(‘17/j'27cl7"'7c4)7 Yi = ,77;(“17/1'27017"'764)7

siendo pi1, o variables separadas introducidas por Kovalevskaya’ en 1889,
siendo w;, ; unas funciones simétricas respecto 1, uo y siendo ¢; constantes
de movimiento, las ecuaciones se reducen a cuadraturas

H2

= Uy,
/uo vV R5 (1) /uo v R5 (p2)
d K2 d
_Hapy U2 a2 = ug, (3)

po VEBs(p1)  Juo /Rs(pz)

uy = const, w9 =t -+ const,

siendo Rs(u) un polinomio de grado 5 cuyos coeficientes dependen de las
constantes ci,...,cq y los parametros del cuerpo rigido.

Nota 2.1 (Diferenciales holomorfas). Las cuadraturas  contlienen
diferenciales holomorfas sobre la curva hipereliptica T = {w? = Rs(p)}
de género 2.
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Invirtiendo las integrales arriba, se obtienen funciones meromorfas de
dos variables complejas, w;(u1,us), v;(u1,us), las cuales tienen 4 periodos
independientes:

wi(u+v;) =w;(u), y(u+v;)="yu), v1,...,04 € C2

Puesto que up,us dependen linealmente en el tiempo complejo t, las solu-
ciones wj(t),7;(t) son también meromorfas.

Observacién: Las funciones w;(u1,u2) y v:(u1,u2) no son elipticas con
respecto a cada variable uq, us, en donde funciones con tales propiedades
son conocidas como funciones Abelianas. Dichas funciones pueden ser vistas
como funciones meromorfas en el toro complejo A = C?(uy,u2)/A, el factor
de C? por el reticulo A = {Zvy + - + Zvs}. Ademds, ellas tienen polos
como una subvariedad de codimensién uno (divisor de Painlevé) D C A.

3. El Acercamiento de Kovalevskaya—Painlevé.

Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales homogéneas con
pesos

Zi:fi(zl,...,zn), 1§i§n, (4)
los cuales son invariantes con respecto a transformaciones de similitud
t—t/a, z1—alzy, ..., oz — a2,

con pesos enteros positivos g1, ..., g,. Equivalentemente, la condicién de
invariancia tiene la forma

fila z1,. .., a% 2,) :ag”lfi(zl,...,zn). (5)

Sistemas homogéneos con peso solian salir en varias aplicaciones. El ejem-
plo mas simple es dado por sistemas cuadraticos homogéneos, es decir, f;
son funciones cuadraticas homogéneas con g3 = --- = g, = 1. Para las
ecuaciones de Euler—Poisson (1) describiendo la rotacién de un cuerpo rigi-
do, tenemos g123 =1, ga56 = 2.

Para concretizar, en consecuencia suponemos que las funciones f;(z)
sean polinomiales. Busquemos una solucién de (4) en forma de serie de
Laurent formal

1 @
zi(t) = Tt (z,@ + zi(l)(t —to) + - ) , zl( ) = const, (6)

dondei=1,...,n.
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Teorema 3.1 (Adler & van Moerbeke?). Si el sistema polinomial ho-
mogéneo (4) admite la solucion formal (6), entonces

(m)

1) los coeficientes z; ’~ son determinados a partir de la cadena de las

ecuaciones
5 + 1, () =0, )
(K —mI)z™ =y m), (8)
2 = (M YT m=12,... K= (g? (=) +5ij9i) ;
J

donde d;; es el simbolo de Kronecker, Y (™) es un cierto vector polinomial
de 20 . zm=1)

2) las series formales (6) son de hecho convergentes.

Asi que, los coeficientes zi(m)

(8) por un procedimiento recursivo. Siguiendo a Yoshida,'? la matriz K y
sus valores propios p1, ..., p, son llamados la matriz de Kovalevskaya y los
exponentes de Kovalevskaya respectivamente.

pueden ser encontradas a partir de (7),

El conjunto C = {z(®} de soluciones complejas no nulas de (7) juega
un papel clave en el método de Kovalevskaya. Generalmente, es no vacio y
puede contener varios componentes conexos (no necesariamente de la misma
dimensién),

C=CU---UC,.

Existen tantas soluciones de tipo Laurent (6) diferentes como componentes
conexas de C, y sobre cada componente el espectro de la matriz K es fija.

Las series que dependen de n—1 parametros son llamados balances prin-
cipales. En general, existen también balances secundarios que dependen de
un menor nimero de parametros.

Se dice que un sistema dindmico n-dimensional posee la propiedad fuerte
de Kovalevskaya—Painlevé, si todas sus soluciones formales singulares son
de Laurent y existe al menos una de tales soluciones que depende de n — 1
parametros libres.

Aparte de los tres casos integrables del movimiento del s6lido menciona-
dos en la seccién 1, muchos sistemas integrables finito-dimensionales tales



27

como el problema de Neumann, los casos de Clebsch y de Steklov—Lyapunov
de las ecuaciones de Kirchoff, poseen la propiedad fuerte de Kovalevskaya—
Painlevé. Asi que a esto tltimo se le puede considerar como un buen test
de la integrabilidad o, bien, integrabilidad algebraica (véase la seccién 4).

Como aparecen los pardmetros libres. Se puede mostrar que el vector
Y™ en la primera ecuacién lineal (8) es siempre cero. Por lo tanto, para que
las ecuaciones tengan soluciones no triviales, por lo menos una de éstas debe
ser degenerado, es decir, al menos uno de los exponentes de Kovalevskaya
P1s--.,pn debe ser entero positivo. Supongamos que p; = k > 0 es el
minimo exponente entero. Entonces Y = 2() = 0 para todo 1 < I < k,
también Y *) =0, y 2(®) es el vector propio para el valor propio p.

Ahora supongamos que la matriz de Kovalevskaya K es diagonalizable
a lo largo del conjunto C. En este caso z(*) depende precisamente de 7
parametros libres, donde 4 es la multiplicidad de p;. Claramente, cada
valor propio entero positivo de K conduce a un nuevo parametro libre en
la solucién de Laurent (6).

Por otra parte, mds grados de libertad en (6) pueden aparecer a partir
de las ecuaciones (7): cada componente conexa C; C C de dimensién g
da lugar a vp,; pardmetros libres. Puesto que K es la matriz Jacobiana del
sistema (7) y es diagonalizable, K debe tener un valor propio cero con mul-
tiplicidad vp,;. Es decir, hay vy,; zeros entre los exponentes de Kovalevskaya
para Cj.

Adicionalmente, se mantiene la siguiente propiedad

Proposicién 3.1 (Adler & van Moerbeke?) Los siguientes hechos se
mantienen:

1). La matriz de Kovalevskaya tiene valor propio —1 con vector propio
(01217, guz)"
2). Si " 0fi(2)/0zi| ,—.c0 = 0, entonces
Tr(K)=pit-dpn=g1++gn (9)

La existencia del exponente de Kovalevskaya —1 es relacionada al hecho
de que el sistema (4) es auténomo.
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Corolario 3.1. Sea p;1 = —1. Entonces para obtener una familia completa
de (n — 1)—pardmetros de soluciones de Laurent (6), la matriz K debe ser
diagonalizable a lo largo de C y los exponentes de Kovalevskaya pa, ..., pn
deben ser numeros enteros no negativos. Ademds, un pardmetro libre adi-
cional se puede introducir mediante el cambio t — t 4+ a (traslacion de a a
lo largo de las trayectorias). Se sigue que si se satisfacen estas condiciones,
entonces la serie (6) puede dar todas o casi todas las soluciones del sistema
homogéneo con peso (4).

4. Integrabilidad Algebraica

Supongamos que el sistemas homogéneo con peso (4) posee n — g inte-
grales primeras polinomiales independientes I (2), ..., In—4(2) que asegura
su integrabilidad por uno de los teoremas de integrabilidad (en particu-
lar, por el teorema de Liouville o de Euler—Poisson) y que las variedades
invariantes genéricas

T =n{Ii(z) = ¢, ¢ = const}

son toros g-dimensionales TY.

Siguiendo a Adler y van Moerbeke,? el sistema (1) es llamado algebraica-
mente completamente integrable si

1) su variedad invariante complexificada genérica Z¢ € C™ (la cual es no
compacta) puede ser completada a una variedad Abeliana compleja A9
en P™. A9 es el cociente de C9(uq, ..., uq) por un reticulo A29) generado
por 2g vectores de periodo independiente que satisfacen las condiciones
de Riemann.*510

En otras palabras, Z¢ pueden interpretarse como la parte afin de A9,
I(C =AY \Dm

donde D, C AY es una unién de subvariedades analiticas de codimensién
uno, la cual se denomina el divisor de Painlevé.

2) En coordenadas u1, ..., u, sobre C9 las trayectorias complejas del sis-
tema son enrolladas en forma rectilinea sobre .49, a lo largo del cual (posi-
blemente después de una reparametrizacion de tiempo t) el movimiento
es uniforme.

Los periodos y el divisor de Painlevé dependen de las constantes de
movimiento ci,...,c,—4. Las variables z; son funciones meromorfas sobre
A9 con polos a lo largo de D..
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Interpretacién geométrica para los balances en las soluciones de
Laurent. Balances principales en las soluciones de Laurent (6) ocurren
cuando la trayectoria compleja sobre A interseca al divisor D, transver-
salmente.

Puesto que D, C A, tiene codimensién uno, hay una familia (g — 1)-
dimensional de tales puntos de interseccién. De otra forma, un toro inva-
riante genérico pertenece a una familia (n — g)-dimensional de toros en P™
parametrizados por las constantes de movimiento ¢;. De esta manera, n — 1
parametros libres en los balances principales pueden estar divididos en dos
grupos de modo que el primero corresponda a las constantes de movimiento
v los otros parametricen el divisor de Painlevé sobre cada A49.

Los balances secundarios estan relacionados a las trayectorias que son
tangentes a D, o atraviesan sitios singulares de D, tal como estd ilustrado
en la Figura 1*. Asi, un sistema general completamente algebraicamente
integrable debe tener una jerarquia de balances.

Figura 1. Un esbozo del divisor D sobre una variedad Abeliana A2 representado por tres
circulos. En unos puntos el flujo rectilineal es necesariamente tangente a D o atraviesa
sus sitios singulares (flechas gruesas) que produzca balances secundarios.

* oge . .
Naturalmente, en estos sitios el orden de los polos de la solucién es superior.
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Observacion: En contraste a los balances principales, el numero y el com-
portamiento principal de balances secundarios dependen de la direccion del
flujo complejo sobre A9.

En muchos sistemas integrables los toros Abelianos aparecen como va-
riedades de Jacobi de curvas algebraicas de genero g o recubrimientos de
tales variedades.*%1° En este caso un punto genérico en A9 est4 definido por
un conjunto desordenado de g puntos sobre la curva mediante la aplicacion
de Abel-Jacobi, y los vectores de periodos de A9 son construidos mediante
los periodos de diferenciales holomorfas sobre la curva. Un ejemplo de tal
aplicacién para g = 2 estd dado por cuadraturas (3) que aparecen en el
problema del sélido de Kovalevskaya.

Nota 4.1 (Polinomios homogéneos). Supongamos que conocemos to-
das las posibles soluciones de Laurent del sistema (4). Entonces, como se
observa en,? se puede encontrar sus integrales primeras. De hecho, es su-
ficiente encontrar polinomios homogéneos con peso h;(z) tales que cuando
evaluamos a lo largo de todas las soluciones (6), ellas no tienen parte polar.
Entonces las funciones h;(z(t)) son holomorfas y acotadas en todas partes
y por lo tanto son constantes.

5. Exponentes de Kovalevskaya y Tensores Invariantes.

Tal como se muestra en muchas publicaciones, la existencia de integrales
primeras, y en general, tensores invariantes de sistemas homogéneos con pe-
so estan muy relacionados con el espectro de la correspondiente matriz de
Kovalevskaya.

Esto es, consideremos el sistema homogéneo con peso (4), tales que sus
pesos sean gi, ..., gn. Nos referimos a un campo (p, ¢)-tensorial T(z) con
componentes T;;;: (z) como homogéneas con peso de grado entero m (con
los mismos pesos) si

T (M N = AT (), (10)
K= gg = g, gt gy

En particular, una integral primera F'(z) es homogénea con peso de grado
m si

FA 'z, 00 A9 2,) = N F (21, ..., 2n).
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Para integrales cuadraticas, gy = - = g, = 1 y m = 2. De (5) se sigue que
el campo vectorial del sistema homogéneo (4) tiene grado 1.

Ahora, sea W (z) = p(z) dz1 A+ - - Adz, una forma invariante de volumen
((0,n)-tensor) cuya densidad p(z) es una funcién homogénea con peso de
grado N. Entonces W (z) es homogénea con peso de grado

m=N+g1+- -+ gn.

Nota 5.1 (Tensor invariante). Campos tensoriales invariantes de sis-
temas homogéneos con peso pueden escogerse de manera que sean ho-
mogéneos con peso; cualquier tensor invariante puede ser desarrollado como
una serie en formas homogéneas, y formas del mismo grado dan un campo
tensorial homogéneo con peso.

Teorema 5.1 (Kozlov®). Supongamos que el sistema (4) admite un
(p, q)-tensor invariante T homogéneo con peso de grado m tal que T #0
sobre el conjunto C. Entonces para algunos indices i1,...,%p,J1,...,Jq l0S
exponentes de Kovalevskaya satisfacen la relacion

Piy o+ pi, = pj o+ pj, +m = 0. (11)

Esta propiedad implica una serie de corolarios importantes. Sea F'(z)
una integral primera de grado m tal que dF # 0 sobre C. Puesto que la
derivada de Lie commuta con la derivada exterior, el campo (0,1)-tensorial
dF es un campo invariante. As pues, llegamos ahora al siguiente resultado
debido a Yoshida.!?

Corolario 5.1 (Yoshida). Si F(z) es una integral primera homogénea
con peso de grado m, y dF # 0 sobre C, entonces p = m es un exponente
de Kovalevskaya.

Ahora, supongamos que el sistema (4) posee k integrales homogéneas
con peso Fy(z),..., Fx(z) del mismo grado m.

Sea B, < k el rango de la matriz Jacobiana ||0F/Jz| en un punto
c € C. Entonces p = m es un exponente de Kovalevskaya de multiplicidad
> B para el componente correspondiente de C. Este resultado muestra una
relacién notable entre la meromorfia de una solucién general de un sistema
homogéneo con peso y la existencia de sus integrales primeras.
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De forma similar, considere un campo vectorial u(z) que conmuta con
el flujo v(z) del sistema (4). Por tanto, u(z) es un campo (1,0)-tensorial
invariante. Entonces tenemos

Corolario 5.2 (Exponente de Kovalevskaya negativo). Si u(z) es
un campo vectorial invariante homogéneo con peso de grado m, y u # 0
sobre C, entonces p = —m es un exponente de Kovalevskaya. En particular,
el mismo flujo v(z), como un campo vectorial homogéneo con peso de grado
m =1, nos da p=—1**.

En adicién, si el sistema (4) admite k& campos de simetrias homogéneos

con peso u1(z),...,ur(z) cada uno del mismo grado m, y, ademas,
am = dimspan (uq,...,ug) <k
en un punto z(%) € C, entonces p = —m es un exponente de Kovalevskaya

de multiplicidad mayor o igual que «,, para el componente correspondiente
de C.

Las observaciones anteriores conducen a la siguiente forma heuristica
para obtener condiciones de integrabilidad de sistemas homogéneos con
peso: el niumero y el tipo de sus invariantes integrales deben conducir a una
serie de relaciones entre los exponentes de Kovalevskaya de la forma (11)
tal que esos exponentes necesariamente sean enteros.

6. Algunos Ejemplos

La peonza de Euler. Un ejemplo simple, pero digno de ser notado, es el
clasico sélido de Euler descrito por las ecuaciones sobre el algebra de Lie
s0(3),
d T .

%M:M xaM, M = (M17M2,M3) s a:dlag‘(al,ag,ag), (12)
donde M = (M, My, M3)™ es el vector del momento angular y a es el
inverso del tensor de inercia del sélido. Este sistema posee las integrales de
energia y del momento

1 ,
5(ale +aaM3 +asM3) =1, M?+ M2+ M3 =n (13)

**Este tltimo ya fue establecido por Proposicién 3.1



33

(la dltima siendo una funcidn de Casimir del algebra so(3)) y sus variedades
invariantes compactificadas genéricas son curvas elipticas & en CP?, es de-
cir, variedades Abelianas uni-dimensionales.

Las ecuaciones (12) tienen pesos g1 = g2 = g3 = 1, y buscamos sus
soluciones de Laurent en forma
1
M= (M(O) +M<1>t+M<2>t2+-~). (14)
Para encontrar M(? llegamos a las ecuaciones algebraicas
0
MO + (ay —ag)MP MO =0, (a,8,7) = (1,2,3),
las cuales poseen cuatro soluciones complejas no nulas

M(O) = {(617 €2, 63)T7 (7617 —€2, 63)T7 (7617 €2, 763)Ta (617 —€2, 763)T} ’
s
V(aa —ap)(aa — a,)

De esta manera, el conjunto C consiste de cuatro puntos. En cada uno

€q —

de estos puntos, ambas integrales (13) son independientes. Asi, en vista
de la Proposicion 3.1 y Corolario 5.1, los exponentes de Kovalevskaya son
{—1,2,2}, y su suma es igual a 3, lo cual es consistente con la relacién (9).
Las soluciones de Laurent (14) tienen 4 balances principales y no balances
secundarios.

Por el lado geométrico, las variedades invariantes genéricas del sistema
(12) en R3(My, Mo, M3) son intersecciones de las dos cuddricas dadas por
(13), mientras tales variedades complejas Z¢ son partes afines de las curvas
elipticas £. Se sabe bien que la solucién genérica del sistema de Euler (12)
se expresa en funciones elipticas de Jacobi sn(st | 7), cu(st | 7), du(st | 7)
asociadas a &, s siendo un factor y 7 siendo el médulo de €& que dependen
de a; y los constantes [,n. Estas funciones tienen precisamente 4 polos
ordinarios comunes que representa el divisor de Painlevé D C £ mencionado
en §3.

El sistema Henén—Heiles. Un ejemplo més complicado es el caso inte-
grable (ii) del sistema de Henén—Heiles sobre el espacio de configuraciones
R? = (z,y) descrito por el Hamiltoniano (Ramani, Grammaticos & Boun-
tisth)

1 yx?
H = i(pi +p§) +y° + 5
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Las ecuaciones de Hamilton
=Dy Y= Py Py = —TY, py = _(3y2 + x2/2) (15)

son homogéneos con pesos g1 = g2 = 2, g3 = g4 = 3 y tienen la integral
adicional

1 3
xy—|— 4

F = —yp2 + xp,py + 5 6%

tal que {H,F} = 0 respecto el paréntesis de Poisson estandar sobre R*.
De esta forma, H y F son integrales homogéneas con pesos de grado 6 y 8
respectivamente.

Buscamos la solucién de Laurent formal

(16)

Las ecuaciones de Hamilton imponen las relaciones

pt) = =22, p¥ = —2y©, 3pl? —2y(0) =,

3py” — B ) + (2)2/2) = 0.
Entonces el conjunto C consiste de tres puntos
== =0,y =-2), Coz= (29 =+12/-1,y = —6).

Sobre C; tenemos d H # 0, d F = 0 y los exponentes de Kovalevskaya (EK)
son {—1,1,4,6} que significa la existencia de un balance principal con 3
pardmetros libres. La suma de EK es 10 que, segin la relacién (9), coincide
con la suma de los pesos g;, mientras el niimero 6 entre los EK corresponde
al grado de la integral H.

Observacion: Puesto que (0 = pgo)

z(t), po(t) actualmente empiezan por (t—to)~tz(), (t—to)*ngcl) y, debido
al ntimero 1 entre EK, los coeficientes 2(!) p( ) = —22(M son libres (de-
penden de condiciones iniciales). Para ciertos condiciones tenemos también
1) = 0. En este caso, debido al que el siguiente EK positivo es 4, los

= 0 al Cy, las soluciones de Laurent
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coeficientes z(?), 2(®) son ceros y la solucién x(t) tiene un cero de segundo
orden:

a(t) = (t—to) 2@ (t —to)* + 2™ (t —t0)° + -+,
@ siendo libre. Este caso puede considerarse como un balance secundario

con dos parametros libres.

Sobre Ca 3 tenemos d H # 0, d F # 0 y EK={-3,—1,6,8} que provee
entonces dos balances secundarios con 2 pardmetros. La suma de EK es de
nuevo 10, mientras los 6 y 8 corresponden a los grados de H, F'.

Resumiendo, recalcamos que, como se observa también en Bountis et
al,3!! las soluciones formales de Laurent (16) consisten de

1) un balance principal con z@ = 0,20 e C,y© = -2y
EK={—1,1,4,6},

2) dos balances secundarios con (0 = ... = 23 =0, 24 € C, y(© = -2,

3) dos balances secundarios con z(® = +12\/—1, y(© = —6 y EK=
{~3,-1,6,8).

Desde un punto de vista geométrico, las variedades invariantes genéric-
as del sistema (15) son partes afines de toros complejos T? y los divisores
de Painlevé D, C T? son curvas algebraicas ©. Cada toro admite involu-
ciébn ¢ : x — —x y puede considerarse como un doble recubrimiento sin
ra-mificacién de otro toro T3 de manera que T3 es el factor de T? por o.
En consecuencia consideraremos el comportamiento de Painlevé sobre este
factor. El factor é/ o C T? es una curva de genero 2 a lo largo de la cual
las funciones z2, %y tienen polos de 20 orden.''? Esto da la explicacién al
comportamiento del balance principal (1).

Ademés, x? tiene ceros de 20 orden a lo largo de una translacién g
de ©. La interseccién Oy N O consiste de dos puntos {0, S}. Como fue
observado por Abenda-Fedorov! y Vanhaecke,'? la direccién del flujo (15)
linearizado sobre T3 es bastante especial: en el punto S el flujo es tangente a
Oy y transversal a © (véase el esbozo en la Figura 2). Se puede mostrar que
en este punto el comportamiento de z%(t —t) es O ((t —t9)®) / ((t — t0)?),
es decir, en lugar de un polo, 22 (t —t() tiene un cero de orden 4 (y x(t —to)
un cero doble), mientras y(t — ty) mantiene un polo doble. Este provee una
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explicacién geométrica del balance secundario (2).

En el punto O la situacién es inversa: el flujo es tangente a © y transver-
sal a ©g. Aqui el comportamiento de z?(t —to) es O ((t — t9)?) / ((t — t0)°),
es decir x(t — to) tiene un polo doble. A pesar de la tangencia a © en O,
la funcién y(t — tp) mantiene un polo doble también. Este presenta la base
geométrica del ultimo balance secundario (3).

Figura 2. Un esbozo del divisor © C T? y de su translacién ©¢ con puntos de intersec-
cién O, S y el flujo (15). En los paréntesis se indican las potencias iniciales de x(t — to)
y y(t —to).

Observacién: Puesto que {H,F} = 0, el flujo Hamiltoniano u genera-
do por la integral F' es un campo vectorial invariante homogéneo del flujo
(15), con grado 3. Entonces, segin el Corolario 5.2, los exponentes de Ko-
valevskaya contienen -3 siempre cuando u # 0 sobre C. Este ocurre en el
caso de los componentes Cz 3, pero no en el caso de C; ya que en este punto
u=_0.
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Dado un sistema Hamiltoniano auténomo cercano a completamente integrable
Poincaré prob6 que, en general, no existe ninguna integral primera adicional
uniforme en el pardmetro de perturbacién salvo el propio Hamiltoniano. Es-
bozaremos las ideas principales del método de prueba y comentaremos algunas
extensiones y generalizaciones.

Palabras Clave: Problema Restringido de Tres Cuerpos, Sistemas Hamilto-
nianos Integrables, Sistemas Hamiltonianos Proximos a Integrables, Teorema
de Bruns, Teorema KAM.

1. La Mecanica Celeste como motivacion

Poincaré se dedico con especial énfasis a los problemas de la Mecédnica
Celeste, y con ello se preparaba el germen de la actual teoria de los Sis-
temas Dindmicos. Uno de los problemas méas importantes e interesantes es
el problema de la dindmica de tres particulas masivas sometidas a atraccién
gravitatoria. El movimiento de ellas estd gobernado por el hamiltoniano:
[& [&

H— Ip1 + [[p2 n

2
lps]| mims  MaMs  MiMs
+ + +
2m1 2777,2 2m3 T12 T23 T13

b

donde m; representa los valores de las masas, p; la cantidad de movimiento
(momento) y 7;; la distancia entre a i-ésima y la j-ésima particulas.

Si suponemos que las particulas estdn confinadas al espacio euclideo
tridimensional, entonces necesitamos tres variables para describir la posi-
cién de cada particula, y otras tres para el momento, lo que suma un total
de dieciocho variables.
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Las leyes de conservacion de la energia, el momento lineal y el momento
angular proporcionan diez integrales primeras del sistema. Finalmente, el
problema puede reducirse a un sistema hamiltoniano con cuatro grados de
libertad.

Quisiéramos describir de forma cualitativa el comportamiento de las
soluciones de este sistema. Un primer paso es la busqueda de alguna in-
tegral primera independiente de las diez ya conocidas. En 1887, Bruns?
probd que no existia ninguna integral primera de estas caracteristicas y que
fuera algebraica para ningin valor de la masas. Es una demostracion larga
y bastante técnica.

Poincaré estudié el mismo problema con un enfoque distinto.

2. El problema general de la Dinamica

Daremos ahora algunos preliminares teéricos para lograr una mejor com-
prensién del tema. Empezaremos por la definicién del paréntesis de Poisson.

Definicién 2.1. Dado un espacio vectorial simpléctico* (Z,) y dos fun-
ciones F, G : Z — R, el paréntesis de Poisson {F,G}:Z —-Rde Fy G
esta dado por

u (6F oG OF aG)_ )

F.G}(z) = — -

{ JG) ; 9q; Op;  Opi Oq;
Si {F,G} = 0 se dice que F' y G estdn en involucién, o también que el
paréntesis de Poisson conmuta.

2.1. Sistemas hamiltonianos integrables (Liouville)

Consideremos una variedad simpléctica V' de dimensién 2n, y un hamil-
toniano H. Decimos que el sistema hamiltoniano es integrable en sentido

de Liouville cuando existen n integrales primeras I1,..., I, en involucién
(abrv. I).

Mediante un proceso de eliminaciéon en los paréntesis de Poisson,
pueden encontrarse funciones conjugadas #61,...,0,, de manera que

*Sélo se considera el caso finito dimensional y por lo tanto dim Z = 2n.
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01,...,0n,I1,..., I, (abrv. 8,I) es un sistema de coordenadas candnicas
en V, en el cudl la forma simpléctica se expresa:

wp =Y _dI; Adf;, (abro.dI Adf),
j=1

El hamiltoniano H depende tnicamente de I, y por tanto las ecuaciones de
la dindmica se escriben:

0; = I =0.

oI5’

En particular estamos interesados en los sistemas hamiltonianos para
los cuales nuestro sistema de coordenadas candnicas 6, I definen un difeo-
morfismo:

V —T" x B,

donde T" es el toro n dimensional R™/Z™, y B es un abierto de R™. En tal
caso el sistema de coordenadas 6, I recibe el nombre de sistema de coorde-
nadas de dngulo, accion.

Si observamos V' como un abierto del fibrado cotangente a T", las solu-
ciones del sistema aparecen como las geodésicas del toro plano. Podemos
considerar entonces la aplicacién:

w:B—R", I (wy,(),...,wa(I)) = (‘;Z) .

El sistema hamiltoniano H(I) descompone en una familia de campos vec-
toriales, uno para cada valor de I. Al fijar I € B, obtenemos el campo
geodésico en el toro plano T" cuyas ecuaciones son:

0 =w(l),

Si 0(t) es una solucién del campo, entonces para cada k € Z,

0:(t) =0; (t+ wf])) )

pues 6; es una funcién con valores en R/Z. w(I) determina la dindmica
en el toro T™. La componente w;(I) es la frecuencia de la funcién 6;(t), o
equivalentemente, el toro esta recorrido por geodésicas cuyo vector tangente
en cada punto es w(l). La aplicacién w de B en R™ recibe el nombre de
mapa de frecuencias.
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2.2. Resonancia

Un campo geodésico constante en el toro plano T", viene determinado
por un vector de frecuencias w,

=w, weR" (2)

el caracter de las 6rbitas del campo viene dado por las relaciones de depen-
dencia lineal sobre Z de los coeficientes w1, ..., wn,.

Consideremos una funcién lineal en las 6,

Z k;6;, (abrv.(k,0)), mod Z,

j=1

dado que las funciones #; toman valores en R/Z, la funcién (k, 8) esta global-
mente definida en T" tnicamente si los coeficientes k; son ntimeros enteros.
Entonces, para cada k = (k1,...,k,) € Z" se tiene que (k, #) es una funcién
de T™ con valores en R/Z, y derivando con respecto del tiempo segin la
dindmica del sistema (2):

d
—(k,0) = (k,w),

&k, 0) = ()
Dado un vector no nulo k € Z™, decimos que w es k-resonante, si (k,w) = 0.
Evidentemente, si w es k-resonante, entonces (k, #) es una integral primera
del sistema (2).

Lema 2.1. El conjunto R(w) = {k € Z": w es k-resonante} es un Z-
mddulo libre de rango menor que n. Ademds, si k forma parte de un sis-
tema libre de generadores, entonces sus componentes ki, ...,k, no tienen
ningun divisor comun.

Consideremos k',..., k" un sistema de generadores de R(w). Conside-
remos

Oéj = <kj7 9>,
y la aplicaciéon

m:T" —-T", 0+ a.
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Proposicion 2.1. Las fibras de w son toros invariantes por el sistema, de
dimension n—r. El sistema restringido a cada uno de estos toros tiene fre-
cuencias linealmente independientes sobre Z,, y por tanto es completamente
ergodico.

Nota 2.1. Decimos que w es completamente resonante si R(w) tiene rango
mdzimo. En tal caso la aplicacién w: T — T"~! tiene por fibras orbitas
periodicas.

Nota 2.2. Fl sistema es completamente resonante si y solo si podemos
encontrar A € R tal que A\w € Z™. Efectivamente si el sistema es completa-
mente resonante, w es solucion de un sistema de ecuaciones:

Kw =0,

donde K es una matrizn — 1 X n cuyas filas son los generadores de R(w).
FEl espacio de soluciones de esta ecuacion admite es de dimension 1. Si m;
es el valor del menor de rango n de K correspondiente a la eliminacion de
la i-ésima columna, entonces (my,—ma,...,(=1)""m,) es una solucién
del sistema, asi como w, y por tanto son proporcionales. El reciproco es
igualmente elemental.

Lema 2.2. FEl conjunto de las frecuencias w completamente resonantes,
es denso en R™.

2.3. Sistemas hamiltonianos proximos a integrables

Poincaré observé que muchos problemas de la Mecanica Celeste se
enmarcan dentro del estudio de Sistemas Hamiltonianos cercanos a inte-
grables. Esto significa que el sistema que consideramos puede escribirse
como una perturbacién H, de un hamiltoniano integrable para variables de
angulo accién 6, I. Consideramos entonces,

H€(031) = H(6107I)7

analitica™ en todas las variables, definida en (—eg,e9) x T™ X B, de tal
manera, que

OH

) =o.

a0 ) .,

*k . . . . .
Bastaria decir infinitamente diferenciable.
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Es decir, H(0,6,I) = Hy(I). Tomando la aproximacién lineal

oOH
Hy(0,1) = (a€> )
e=0

podemos desarrollar el hamiltoniano perturbado,
H.(0,I) = Ho(I) + H,(0,1)e + Ho(0,1,€)e?

para un cierto residuo Ha que depende de (e, 6,1).

La dindmica estd dada por las ecuaciones de Hamilton:
. OH OH
f=—""°5, =_——° (3)
ol 00
Estas ecuaciones son un sistema integrable para el hamiltoniano no pertur-
bado Hy.

Definicién 2.2. Una funcion analitica*** G. = G(e;0,1) es una integral
primera uniforme del sistema 3 si y solo si para cada valor de € la fun-

cion G es integral primera del sistema H.. Esto es, si y solo si se verifica
{H.,G.} =0.

Evidentemente la funcién H, es una integral primera uniforme de (3).
Nos preguntamos, si existe alguna integral primera adicional, es decir,
funcionalmente independiente de H. en T™ x B. Es decir, tal que fijado
cualquier valor € € (—eq,€g) los diferenciales dH, y dG. son linealmente
independientes en casi todo el espacio de fases T” x B.

3. Las condiciones suficientes de Poincaré

En esta seccion analizamos las condiciones suficientes de Poincaré para
la no integrabilidad. Para tal efecto consideremos el sistema perturbado H.,
v la aplicacion de frecuencias w: B — R™ del hamiltoniano no perturbado
Hy. Denotamos por R C B el conjunto de las I € B tal que w(I) es
completamente resonante. Si la imagen por w de cada abierto de B contiene
algin abierto de R™, entonces entonces R es denso en B. La diferencial de
w es la matriz Hessiana de Hy, y por tanto si
0%*Hy
%

#0,

*** Al igual que la nota anterior, bastarfa decir infinitamente diferenciable.
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entonces w es no degenerado y por tanto R es denso en B.

Consideremos el desarrollo en serie de Fourier del término H1,
— rk i(k,0)
Hy(6,1) = E Hi(De .
keZ"
Con base en lo anterior, estamos en condiciones de enunciar el siguiente

teorema:

Teorema 3.1 (Poincaré). Si el hamiltoniano H. cumple las hipdtesis de
regularidad, no degeneracion y genericidad siguientes:

1. H(e;0,1) es andlitico en (—eg,€0) x T™ x B,

2. w: B— R" es no degenerado,

3. Para todo k € Z™ no nulo, existe un vector k' € Z"™ no nulo proporcional
a k tal que PAI{“/ # 0,

entonces el sistema (8) no posee ninguna integral primera uniforme adi-
cional.

Para entender el sentido dindmico de la condicién 3 se recomienda consultar
a R. de la Llave.
Demostracion. Supongamos que existe una integral primera
G.(0,I) = G(e;0,1).
Escribimos su desarrollo de primer orden,
G(0,1) = Go(0,1) + G1(0, I)e + Ga(e; 0, ).
Al substituir en la ecuacién {H,, G.} = 0, los desarrollos, obtenemos,
{Ho, Go}+e({Ho, G1}+{H1, Go})+€*({Ho, G2 }+{H1, G1 }+{H2,Go}) = 0.
Los coeficientes deben anularse. Consideremos ahora el primer coeficiente:
{Hy,Go} = 0.

Calculemos su expansion en serie de Fourier, en funcién de la expansién de
G07

Go(I,0) = Y Gi(I)e't0.
kezn
Obtenemos:

{Ho,Go} = > (w(I), k)GE(I)ie' ™).

kEZn
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Todos los coeficientes deben anularse, por tanto, para cada k € Z" no nulo,
y cada I € B si w(I) no es k-resonante, entonces G&(I) = 0. El conjunto
de las frecuencias k-resonantes es un hiperplano de R", y al ser w por
hipotesis no degenerado, tenemos que é’g se anula en el complemetario de
una hipersuperficie. Por continuidad, G’g = 0. El unico coeficiente no nulo
es entonces el promedio correspondiente a k = 0, y por tanto:

Go = G{(I),

quedando demostrado que Gy no depende de 0. Ocupémonos ahora del
segundo coeficiente,

{Ho,G1} +{H1,Go} =0,
dado que tanto Hy como Gy no dependen de 6, es sencillo escribir el desa-

rrollo en serie de Fourier de la suma.

Designemos por « la aplicaciéon de frecuencias del hamiltoniano inte-
grable Gy,

_ (9Go(I) dGo(I)
a(I)_< 5(.)71 8OIn )

Entonces,
{Ho, G1} + {H1,Go} = 3 (U w(D)GE(D) = (kD) HE() ) i),
keZm™

Los coeficientes son todos nulos, y por el mismo argumento que antes, se
tiene que en todo B, y para cuaquier k € Z™ no nulo:

(k, (1) GE(I) = (k, a( 1) HY (D). (4)

Fijemos k € Z™ no nulo e I € B, supongamos que w(I) es k-resonante.
Por hipétesis del teorema podemos encontrar un &’ proporcional a k, y tal
que H¥ (I) # 0. Para estos valores, la ecuacién (4) se escribe

(K, a(I)YHF (I) = 0.

Luego, a(I) es k’-resonante, y por tanto k-resonante.

En resumen, para cualesquiera I € B, k € Z™ si w(I) es k-resonante,
también lo es a([), es decir:

R(w) = R(«).

En particular si I € R, la recta vectorial que contiene a w(I) estd deter-
minada por R(w([I)). Por tanto w(I) y a(I) estan situados sobre la misma



46
recta vectorial, y por tanto son proporcionales.

Las funciones w y « son proporcionales a lo largo del conjunto denso
R, y por continuidad, deben ser proporcionales a lo largo de B. Por tanto
existe una funcién de proporcionalidad A

Aw = a.

Las componentes de las aplicaciones de frecuencias w y « son precisa-
mente las derivadas parciales de Hy y Gg, y por tanto:

NdH,y = dGy.

Los hamiltonianos Hy, y Gg son funcionalmente dependientes, y por
tanto H. y G son funcionalmente dependientes en T" x B cuando € toma
el valor cero. D

4. Algunas extensiones

Se listan brevemente algunas extensiones de estas ideas, dando las re-
ferencias oportunas para el lector interesado:

= Poincaré [6, §83] encuentra unas condiciones suficientes similares para
la no existencia de g > 2 integrales primeras uniformes independientes.

» Poincaré [6, §84] también estudia lo que sucede cuando el Hessiano de
Hj es nulo; es decir, cuando det(9;w(I)) =0 en B.

» E. Fermi® di6 condiciones suficientes para la rotura de todas las va-
riedades invariantes no perturbadas de codimensién uno, exceptuando,
claro estd, las hipersuperficies de nivel del propio Hamiltoniano H (0, I).

= Condiciones suficientes para la rotura de las variedades invariantes no
perturbadas de la forma T™ x V', donde V' es un variedad de dimensién
1 del abierto B se encuentran en Benettin® et al. Aqui, 1 <1 <n — 1.
Los casos Il =1y [ =n—1 son un poco diferentes al resto. Obviamente,
no se impone que las variedades invariantes perturbadas sean también
del tipo T™ x V.

» El mismo problema pero en el marco de los flujos y las aplicaciones que
preservan volumen ha sido estudiado por I. Mezié¢.?

= En el marco de las aplicaciones twist cercanas a completamente inte-
grables, existen problemas que pueden ser atacados con las mismas técni-
cas que las contenidas en los trabajos de Poincaré. Mi objetivo es aplicar
esas ideas a algunos problemas que provienen de los billares.



47

= También se puede ver que la escisién de separatrices es una obstruccion a
la integrabilidad uniforme completa. Por ejemplo, si el potencial de Mel-
nikov asociado a una perturbacién de una separatriz de una aplicacién
twist completamente integrable no es constante, entonces la aplicacién
perturbada no es uniformemente integrable.

» Rafael de la LLave?* tiene resultados muy potentes en este campo. Con-
cretamente, Rafael explica de manera clara en significado dindmico que
tienen las condiciones de genericidad del Teorema de Poincaré, aunque
para eso necesita utilizar el lenguaje de deformaciones, que sobrepasa
un poco las posibilidades de esta charla. También prueba que esas
condiciones-obstrucciones son necesarias y suficientes para la integra-
bilidad uniforme a primer orden en el pardmetro (es decir, para que
exista un cambio analitico de variables de forma que el nuevo Hamilto-
niano s6lo dependa de las acciones hasta los términos de primer orden).
Eso da lugar a obstrucciones de orden superior y (atencién, redoble de
tambores) Rafael prueba que la anulacién de las obstrucciones a todos
los ordenes es una condicion necesaria y suficiente para la integrabi-
lidad uniforme del sistema. El método de la prueba sigue un esquema
de convergencia cuadrética tipo KAM.

5. Una aplicacién simple

Siguiendo sus motivaciones referentes a resolver cuestiones de la
Mecanica Celeste, Poincaré aplicé su Teorema al S3BP y demostré que no
existen mas integrales primeras uniformes que las diez ya conocidas. Aqui el
parametro perturbativo € es un pardmetro que depende de las masas, luego
su resultado sélo es valido para pequenas masas. Es decir, Poincaré obtiene
un resultado que, por un lado (las masas), es mds débil que el Teorema
de Bruns, pero por otro lado (la regularidad de las integrales primeras), es
mas potente.

Trataremos ahora de aplicar en la forma mas detallada posible el teore-
ma de Poincaré a otro problema mas simple de la mecanica celeste a modo
de ejemplo.

5.1. El problema restringido de los tres cuerpos en el
plano

Consideramos tres cuerpos en el plano con masas diferentes, de manera
que el primer cuerpo tenga masa 1 — pu, el segundo cuerpo tenga masa p
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y el tercer cuerpo tenga masa m tan pequena que pueda ser despreciable.
* que 0 < p < 1. Este es un problema con dos grados de
libertad, en donde (z1,x2) son las posiciones, mientras que las velocidades
son (y1,y2). De esta forma se tiene que k = (ki,k2) € Z2. Los cuerpos
de masa p 'y 1 — p describen dos circunferencias concéntricas alrededor de

Se asume

su centro de gravedad comun, el cual es fijo. El radio de la circunferencia
descrita por el cuerpo de masa p es 1 — p mientras que el radio de la
circunferencia descrita por el cuerpo de masa 1 — p es pu, lo cual puede
expresarse de una manera més simple como |r,| =7, =1 —pu, [ri_,| =
r1—, = p. Esto indica que la velocidad angular de las masas primarias es
constante y que las posiciones, en coordenadas polares, estan dadas por:

r, = ((1—p)cost, (1 —p)sint), ri_, = (ncost, usint).

Ahora, podemos hacer el paso de nuestras variables (z1,x2,y1,y2) a las
variables keplerianas™*** (L,G,l,g) y se tiene un sistema hamiltoniano
no auténomo de dos y medio grados de libertad, el cual puede convertirse
en un sistema auténomo de dos grados de libertad mediante otro cambio
de variables (2, x5, vy, v5), tal como sigue:

vy =L, x,=G, yp=1 yp=g—1

Realmente lo que se ha hecho es pasar de las variables keplerianas a las
variables accién dngulo, donde obviamente I = (z7, %) son las acciones,
mientras que los dngulos son 6 = (v, v5). Por lo tanto tenemos el siguiente
hamiltoniano perturbado por p

Hu(x/lamévylhyé) = HO(‘(L.Il7x/27y/1ayé) + N’Hl(‘r/hxl%y/luyé) +.. B
donde

1
Ho = Ho(w}, 2, 41, ¥5) = 5 + 7.
1

Procedemos ahora a calcular el Hessiano de Hy:
PHo| 120
oI2 00

o

***Descartamos p € {0, 1} porque caerfamos en el problema giratorio de dos cuerpos, el

cual obviamente es integrable (problema con un grado de libertad). También descartamos
w= % porque tendriamos dos cuerpos con masas iguales, el cual también es integrable.
Kok HkoRKT 5, . ,

Véase Poincaré [6, §8]
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Como el Hessiano de Hy es nulo, no tendriamos una de las hipdtesis del
teorema. Afortunadamente, tal como se ha dicho antes en las extensiones,
Poincaré en [6, §43] muestra como la hipétesis del Hessiano no nulo se puede
relajar. Basta tomar una funcién ¢ tal que el Hessiano de ¢(Hj) no sea nulo,
en nuestro caso podemos tomar ¢(x) = 22, de esta forma se tiene

1 @t
¢(Ho) = Hg = et ?/122 + a5
Procedemos ahora a calcular el Hessiano de H:
o o
‘8%(]{0) I L
or? —2 e
o

Ahora bien, si existiera una integral uniforme, sélo faltaria en el de-
sarrollo de Hy (2, x5, 41, y5), considerada como la funcidn perturbatriz por
parte de los astréonomos, siguiendo los senos y cosenos de los multiplos
de los dngulos y1,y5, todos los coeficientes se anulen en un determinado
momento, pero el estudio del desarrollo de la funcién perturbatriz es bien
conocido y muestra que esto ultimo no sucede. Por lo tanto, concluimos
que en este caso particular del problema de los tres cuerpos, no existe una
integral primera distinta de H.
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Darboux, en 1878, presenté su método para construir integrales primeras de
campos vectoriales polinomiales utilizando sus curvas invariantes algebraicas.
En esta exposicién presentaremos algunas extensiones del método clasico de
Darboux y también algunas aplicaciones.
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lidad Darboux, Sistema Polinomial en el plano.

Introduccién

En su trabajo (1878), Darboux,'? investigé la posible relacién entre las
curvas algebraicas y las integrales primeras para sistemas (diferenciales)
polinémicos en el plano. En particular, él probd que si un sistema admite
un numero suficiente de curvas entonces se puede construir una funcién tipo
Darboux usando tales curvas. Esta funcién, funcién tipo Darboux, juega el
papel de factor integrante del sistema y su existencia es muy importante en
el problema de centro—foco.

En este articulo primero introducimos los conceptos basicos del método
de Darboux. Con el Teorema 2.1 presentamos una version que mejora la
exposicién original de Darboux porque incorpora los conceptos de los fac-
tores exponenciales, los puntos singulares independientes, los invariantes y
los invariantes generalizados.?! Adicionalmente, hemos investigado algunas
preguntas inversas de la teorfa de Darboux (ver seccién 3) y hemos dado
alguna aplicacién de estos resultados sobre ciclos limites (ver seccién 5).

Un resultado importante sobre la teoria de Darboux es debido a Singer:
Singer?* probé que el método de Darboux permite calcular las integrales
primeras Liouvillianas de sistemas diferenciales polinémicos. En la seccién
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4 presentamos la relacion entre los varios tipos de integrabilidad.

Actualmente, la teoria de integrabilidad Darboux ha sido extendida a
hipersuperficies algebraicas regulares.?20

1. Nociones Basicas

La teoria de integrabilidad Darboux funciona para ecuaciones diferen-
ciales ordinarias polinomiales complejas (y por supuesto en particular para
las reales). Consideramos el sistema diferencial polinomial en C? definido
por

dx dy

E:m:P(xay)v a:y:Q(xvy)a (1)

con P,Q € Clz,y] y la variable independiente ¢ puede ser real o comple-
ja. En lo siguiente denotamos por dA el grado del polinomio A. Definimos
m = méax{dP, Q} el grado del sistema (1).

Asociamos al sistema diferencial polinomial (1) en C? el campo vectorial
polinomial

0

y algunas veces escribimos X = (P, Q).

i Q(x,y>§y, 2)

Las curvas algebraicas son el punto de partida de la teoria de integra-
bilidad Darboux. Una curva algebraica irreducible f(z,y) = 0 en C? con
f € Clz,y] es una curva algebraica invariante de un sistema polinomial (1)
si

of ,  9f

fly=o=00 Xf=5 P+*Q Kf, (3)

para algtin polinomio K € C[z,y] denominado el cofactor de la curva f =
0. Notamos que debido a que el campo vectorial polinomial tiene grado
m, entonces cualquier cofactor tiene como méaximo grado a m — 1 (y es
independiente del grado de la curva f = 0!). Esto reduce el problema de
calcular curvas invariantes de un sistema dado de un problema de algebra
lineal al espacio de los cofactores.

Observamos que para los puntos de la curva f = 0 el lado derecho de
(3) es cero. Esto significa que el gradiente (0f/0x, 0f/0y) es ortogonal
al campo vectorial (P, @) en esos puntos. Sin embargo el campo vectorial
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(P, Q) es tangente a la curva f = 0. De aqui se tiene que la curva f =0
es formada por trayectorias del campo vectorial (P, Q). Esto explica el por
qué la curva algebraica f = 0 es invariante bajo el flujo del campo vectorial

(P, Q).

Los sistemas polinomiales reales son muy especiales porque cuando ten-
gan una curva algebraica invariante compleja, también tendran como in-
variante la conjugada (ver Christopher & Llibre®).

Una integral primera del sistema (1) sobre un subconjunto abierto U de
C? es una funcién analitica no constante H : U — C la cual es constante
sobre toda curva solucién (x(t),y(t)) de (1) sobre U. Esto significa que
H (z(t),y(t)) = ¢ donde ¢ € C para todo tiempo ¢ para el cual la solucién
(x(t),y(t)) estd definida sobre U. De (2) tenemos que H es una integral
primera en U siy sélo si XH = 0 sobre U. Decimos que el sistema polino-
mial (1) es integrable sobre U si existe una integral primera sobre U.

Un invariante del sistema polinomial real (1) definido en el subconjunto
abierto U de C? es una funcién analitica no constante I en las variables z, y
y t tales que I(x(t), y(t),t) es constante sobre toda curva solucién (x(t), y(t))
del sistema (1) contenida en U.

Para un sistema diferencial polinomial la existencia de una integral
primera H(z,y) implica que trazando las curvas H(z,y) = ¢ podemos
describir completamente el retrato de fases de tal sistema. Mientras, la
existencia de un invariante nos dara informacién sobre el a—limite o el w—
limite de las 6rbitas del sistema, donde el tiempo ¢ es real.

Una funcién analitica R : U — C la cual no es idénticamente cero sobre
U se denomina un factor integrante del sistema (1) si satisface

XR = —div(X)R,

en U. Como es usual, la divergencia del campo vectorial X estd definida
por div(X) = div(P, Q) = %—1: + %. Supongamos que U es simplemente
conexo, entonces la integral primera asociada al factor integrante R es dada
por

H(x.y) = / Rz, y)P(x.y)dy + f (), (4)
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satisfaciendo la condicién %—f = —RQ.

A partir de la definicién del factor integrante R, tenemos que X (R) =
—div(P, Q)R. Esto implica que R = 0 es una curva invariante (en general
no algebraica) de X teniendo como cofactor el polinomio —div(P, Q). En
general, es mas facil buscar una expresion para el factor integrante inver-
50>3V =1/R: W — C con W = U \ {R = 0}, que una expresién para el
factor integrante de la integral primera.

Otra nocién 1til en la teoria de integrabilidad Darboux es la nocién de
factor exponencial, la cual se debe a Christopher,”

Ejemplo 1.1 (Dependencia de €). El sistema polinomial

T =,

i = 1+ o+ ®)

para € # 0 tiene dos curvas invariantes: fi = x =0 con cofactor K1 =1y
fo=ax+ ey =0 con cofactor K3 =1+ €. Nétese que € — 0 implica que las
dos curvas se colapsan en una. En este caso decimos que la curva f; =0
tiene multiplicidad 2.

Definicién 1.1 (Factor exponencial y cofactor). Sean h,g € C[z,y]
primos relativos en el anillo Clx,y]. La funcidn exp(g/h) se denomina
un factor exponencial del sistema polinomial (1) si para algin polinomio
K € Clz,y] de grado a lo sumo m — 1 satisface la ecuacion

o (2)) = Ko (2). 0

Decimos que K es el cofactor del factor exponencial exp (g/h).

Proposicién 1.1. Si exp (g/h) es un factor exponencial con cofactor K
para el sistema polinomial (1) y si h no es una constante, entonces h =0
es una curva algebraica invariante con cofactor Ky, y g satisface la ecuacion
Xg=gK,+hK.

Debemos notar que los factores exponenciales de la forma exp(g/h) (res-
pectivamente exp(g)) aparecen cuando la curva algebraica invariante h = 0
(respectivamente la recta invariante en el infinito cuando proyectivizamos
el campo vectorial X) tiene multiplicidad geométrica mas grande que 1,
para mas detalles consulte a Christopher, Llibre & Pereira.!!



54

En el ejemplo 1.1 notamos que cuando las curvas f1 =0y fo = 0 se co-
lapsan (e = 0) aparece el factor exponencial exp (y/x) con cofactor K = 1.

La existencia de puntos singulares mejora la versién original del Teore-
ma de Darboux (Teorema 2.1).5

Denotamos por C,,_1[x,y] el espacio de todos los polinomios complejos
de grado m — 1 y también notamos que dime¢ C,,—1[z,y] = m(m+1)/2. Sea

m—1
i
K(xay) = E Q5T yj S Cm—l[x7y]‘
i+5=0
Consideramos el isomorfismo
K — (a007 a10, A01y---5 Am—1,0) Am—2,15-- -, aO,m71)7

es decir, identificamos el espacio vectorial lineal C,,_1 [z, y] con Cmm+1)/2,

Decimos que r puntos singulares (xy, yx) € C?, parak = 1,...,r, del sis-
tema polinomial real (1), son puntos singulares independientes con respecto
a Cpp—1[z,y] si la interseccién de los r hiperplanos

m—1
Z aijx};yizo, k=1,...,m7
i+5=0
en C™(m+1)/2 65 un subespacio lineal de dimensién [m(m + 1)/2] —r. Un
punto singular (zg, yo) del sistema polinomial (1) es débil si cumple la condi-
ci6én div(P, Q)(xo,yo) = 0.

2. El Método de Darboux

La presentacién de la teoria de integrabilidad Darboux puede ser resu-
mida en el Teorema 2.1 y hasta lo que sabemos, es la versién maés reciente.
Esta version es original sobre los invariantes generalizados. Las otras afir-
maciones son bien conocidas.®

El siguiente teorema sera mencionado como el Método de Darboux.

Teorema 2.1 (Método de Darboux). Supongamos que el sistema poli-
nomial (1) de grado m admite p curvas algebraicas invariantes irreducibles
fi = 0 con cofactores K; para i = 1,...,p; q factores exponenciales
F; = exp(g;/h;) con cofactores Lj para j = 1,...,q; y r puntos singu-
lares independientes (x1,yx) € C? tales que fi(wx,yr) # 0 parai=1,...,p
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y k = 1,...r. Por supuesto, toda h; factoriza en producto de factores
fi,- . fq, excepto si es igual a 1. Entonces las siguientes afirmaciones
se mantienen.

(a)

(b)

(c)

(d)

(¢)

()

Existen \;, i € C no todas cero tales que

P q
S ONEKi+ Y Ly =0, (Dy;)
1=1 =1

si y sdlo si la funcion (multivaluada)
H(z,y) = fi* ... fyrF" . Fls, (7)

es una integral primera del sistema (1). Mds ain, para sistemas reales
la funcién (7) es real.

Sip+qg+r=[m(m+1)/2] + 1, entonces existen \;, u; € C no todas
cero satisfaciendo la condicion (Dy;).

Sip+q+r > [m(m+1)/2]+2, entonces el sistema (1) tiene una integral
primera racional, y en consecuencia todas las orbitas del sistema estdn
contenidas en curvas algebraicas invariantes.

Ezisten A\i, u; € C no todas cero tales que
P q
S MK+ > Ly + din(P,Q) = 0, (D)),
i=1 j=1

si y sdlo si la funcion (7) es un factor integrante del sistema (1). Mds
atn, para sistemas reales la funcién (7) es real.

Sip+q+r=m(m+1)/2 ylosr puntos singulares independientes son
débiles, entonces existen A, ir; € C no todas cero satisfaciendo al menos
una de las condiciones (Dy;) o (Dif).

Ezisten \;, pu; € C no todas cero tales que
P q
S NEKi+> piLj+s=0, (Din)
i=1 j=1

con s € C\ {0}, si y sdlo si la funcién (multivaluada)
I(,y,t) = f* - fyr F{" - e exp(st) (8)

es un tnvariante del sistema (1). Mds ain, para sistemas reales esta
funcidn es real.



56

Sea V un factor integrante inverso C' definido sobre un subconjunto abierto
W de C2.

(9) Ezisten A;, pu; € C no todas cero tales que
P q
Z)\iKi + Zﬂng‘ + pdiv(P, Q) + s =0, (Dgin)
i=1 j=1
con s € C\ {0} y p € C siy sdlo sila funcion (multivaluada)
Gla,y,t) = VP fyr F{™ - Fjfe exp(st), (9)

es un invariante del sistema (1) y se denominard invariante generaliza-
do. Mas ain, para sistemas reales esta funcion es real.

(h) Sip+q=[m(m+1)/2] — 1, entonces existen A\;, u; € C no todos cero
satisfaciendo al menos una de las condiciones (Dy;), (Dif), (Din) o
(Dgin)-

Para una demostracién de las afirmaciones (a)—(e) consulte Christopher
& Llibre.® Para las afirmaciones (f)-(h) consulte Pantazi.?!

Una funcion de la forma

A A g1 \" 94 \"
11...fp1’ exp (h1> <o exp (%) s (10)

se denomina una funcidn de Darbouz. Si el sistema (1) tiene una integral
primera o un factor integrante de la forma (10) entonces el sistema (1) se
denomina Darboux integrable.

3. Teoria Inversa de la Integrabilidad Darboux

Hemos visto que la teoria de integrabilidad de Darboux es un método ele-
gante para construir integrales primeras para sistemas polinomiales (incluso
paramétricos) usando las curvas algebraicas. Con el fin de entender y com-
pletar la teoria de Darboux hemos considerado los siguientes problemas:

1. Dado un conjunto de curvas algebraicas, ;cudles son los campos que
tienen estas curvas invariantes?

Este problema ha sido estudiado por



57

= Zholadek (1995). Resuelve esta pregunta bajo ciertas condiciones

genéricas y presenta una demostracién analitica.?8

= Christopher, Llibre, Pantazi y Zhang (2002). Bajo condiciones
genéricas resuelven la pregunta presentando una demostracion alge-
braica. Adicionalmente, demuestran que sin las condiciones genéri-
cas los resultados no son validos.!?

= S. Walcher (2000). Presenta una respuesta general sin usar condi-

ciones.??

s Christopher, Llibre, Pantazi and Walcher (2006). Resuelven el pro-
blema incorporando la multiplicidad de las curvas.’

2. Dada una funciéon Darbouxiana ;jcudles son los campos que tienen esta
funcién como una integral primera?.

Llibre y Pantazi (2004). Relacionan el grado del sistema y el grado de

las curvas.!?

3. Dada una funcién Darbouxiana ;cuéles son los sistemas que tienen esta
funcién como inverso del factor integrante?.

Christopher, Llibre, Pantazi y Walcher (2006). En un escenario genérico
resuelven la pregunta.’

Segun el método de Darboux (ver Teorema 2.1), dado un campo polinomial
se intenta detectar sus curvas invariantes y construir los factores integrantes
o las integrales primeras. Como Teoria Inversa de la Integrabilidad Darboux
entendemos que dada cierta informacién (funciones tipo Darboux) construir
todos los campos polinomiales que tienen ciertas caracteristicas, tal como
indican las preguntas de esta seccion.

4. Integrabilidad y Problemas Relacionados.

Denotemos por Ky las integrables polinomiales, K; las integrales

racionales, K las integrales de Darboux (factor integrante R = %, N =1),

K3 las integrales elementales (R = (%)N)7 K4 las integrales Liouvillianas

(R=1] fi’\'i exp(gi/hi)), y por K5 otros tipos de integrales. De esta forma
se tiene la siguiente relacion

KoCcKi CKyCKyCKyCKs.



58

Los siguientes son algunos resultados.

= Prelle y Singer (1983). Si H es una integral primera elemental, en-
tonces su factor integrante es

U 1/N
R = <W> 5 U,VE(C[Q:,y], N€Z+

Es decir, integrales primeras elementales se pueden calcular a partir de

funciones Darbouxianas.??

» Singer (1992). Si H es Liouvilliana, entonces R es Darbouxiana. Es de-
cir, integrales Liouvillianas son integrales de funciones Darbouxianas.?*

= Llibre y Pantazi en 2004. Si H es Darbouxiana, entonces
1 Uz,
Re{ T p(wy)m}.
izt filfi im1 Jifi

Para una ampliacion de este resultado se recomienda consultar Llibre &
17

Pantazi.

Uno de los problemas mas dificiles relacionados con la existencia de las
curvas invariantes y la integrabilidad de un sistema se debe a Poincaré:

Poincaré (1891). Dar un algoritmo efectivo para calcular el grado mdi-
mo de las curvas invariantes algebraicas de un campo fijado.??

Jouanolou (1979) presenté el siguiente resultado: Para un campo dado,
el méximo grado de las f; (irreducibles) es acotado. El campo tiene o bien
un ndmero finito de curvas o tiene una integral primera racional (todas las

érbitas del sistema estdn contenidas sobre curvas algebraicas!®).

Chavarriga y Llibre en (2001) han demostrado: Si la curva f =0 es no
singular, entonces §f < §X — 1.% Otras cotas sobre el grado de la curva son
dadas per Carnicer y Campillo, Cerveau y Lins Neto.

Se pensaba que cuando los sistemas de grado §X tuviesen una curva
de grado arbitrario, tendrian también una integral primera racional, como
indica el ejemplo siguiente.

Ejemplo 4.1 (Integral primera racional). FEl sistema

T=vx, Y=py, V?MEZJr
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v
tiene la curva invariante o —ay” = 0, a € C, y la integral primera H = 4,
lo cual indica que H es una integral racional.

En esta direccién hay el siguiente problema abierto:

No se sabe si existe una cota uniforme del grado de las curvas algebraicas
de todos los campos polinomiales que no son Darboux integrable.

Para los Darboux integrables se sabe que no existe esta cota: Olagnier
(2001),5 Christopher y Llibre (2002),® Chavarriga y Grau (2003).!

5. Aplicaciones

Giacomini, Llibre y Viano (1996), han relacionado la existencia del fac-
tor integrante con la presencia de los ciclos limites:'*

Proposicién 5.1. Sea X € C! definido en un abiertold C R?, V : U — R,
donde V es el inverso del factor integrante. Si v es un ciclo limite de X
contenido en U, entonces

yCX={(x,y) €U :V(x,y) =0}.

El siguiente resultado es debido a Ecalle (1992)!3 e Ilyanshenko (1991).1°

Proposicion 5.2. Cualquier campo polinomial tiene un nimero finito de
ciclos limites.

Llibre y Rodriguez (2000)'Y obtuvieron el siguiente resultado, el cual
corresponde a una de las preguntas abiertas de Hilbert.

Proposicion 5.3. Toda configuracion finita de ciclos limites se puede re-
alizar con campos polinomiales.

Usando la Proposicién 5.3 y resultados de los problemas inversos hemos
demostrado que la conjetura 5.1 es falsa.!®

Conjetura 5.1 (Winkel). Para una curva dada (algebraica) f = 0 de
grado 0 f >= 4 no existen campos polinomiales X de grado §X < 25f — 1
tales que tengan f = 0 invariante y que tengan exactamente los dvalos de
f =0 como ciclos limites.
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= X

Figura 1. Ciclo limite algebraico de grado 4.

Consideramos la curva

1
f=f(w,y)=Z+w—m2+m3+my+w292=07 (11)

de grado 0f =4 (0 < p < 1/4) que tiene tres componentes: un évalo y dos
componentes homeomorfas a rectas, (ver figura 1). Ademads la curva f =0
es no singular.

En el Teorema 5.1 demostramos que el Gvalo de la curva (11) es el
Unico ciclo limite para una 13—paramétrica familia de campos polinomiales.
Observamos que 26X — 1 =7 > 5 y esto demuestra que la conjetura no es
cierta.

Teorema 5.1 (Familia 6—paramétrica). Sean a, b, ¢, d, e y p nimeros
reales arbitrarios. Entonces, la curva algebraica f = 0 definida por (11) es
invariante por la familia 6—paramétrica de los campos vectoriales polinomi-
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cos de grado 5 dados por

P = (be — cd) + [c + 4(be — cd) — 2a(d® + €*)]x — by +
4lc+ (a+c)d — be]x® — 4[b+ cd — (a + b)e]ry —
2[a + 2¢ + 2p(ed — be)]x® + 4[b+ ¢ — a(d® + €*))zy —
2(a + 2b)xy® + depx* + 4(2ad — bp)xy —
4(cd — 2ae — be)x?y? — dazty + 4exy® — 4(a + b)2%y>,

Q = 2a(d* +€?) —bd — ce + [b—4((a + b+ ad)d + (c + ae)e)|x +
[c 4 2a(d?® — 2e + €2)]y — 4(—c + ad + bd — 2ae + ce)zy +
2[a + 2b + 2d(2a + b) + 2ce + 3ap(d® + €*)]x? + 2a(1 — 2¢)y* —
4(a + b+ 3adp + bdp + cep)x® + 2(a + 2b — 2¢ — 6aep)zy +
4(—a+ c+ ad® + ae*)xy® + 2ay® +
2(3a + 2b)pxt 4 4ep 23y — 2(4ad + 2bd + 2ce — 3ap)ziy® —
Saexy® + 4(a + b)z3y? + dex’y® + daxy®.

Adicionalmente, si ac # 0, 0 < p < 1/4 y el punto (d,e) estd al interior de
la region acotada limitada por el évalo de la f =0, entonces el dnico ciclo
limite de este campo es el algebraico definido por el évalo de la f = 0.
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En 1982 Ziglin utiliza la estructura de la ecuacién en variaciones de
Poincaré (sobre una curva integral particular) como una herramienta funda-
mental para detectar la no integrabilidad de un sistema Hamiltoniano. En este
articulo se pretende dar una idea de esta aproximacién a la no integrabilidad,
junto con técnicas mas recientes que involucran la teoria de Galois de ecua-
ciones diferenciales lineales, haciendo énfasis en los ejemplos més que en la
teoria general. Ilustraremos estos métodos con resultados sobre la no integra-
bilidad de algunos problemas de N cuerpos en Mecénica Celeste.

Palabras Clave: Grupo de Galois Diferencial, Integrabilidad Liouville, Sistemas
Hamiltonianos, Teoria de Morales-Ramis.

1. Criterios de Integrabilidad

Durante anos se han buscado criterios para determinar la integrabili-
dad o no integrabilidad basada en el comportamiento de las soluciones en
el dominio complejo.

Existen dos criterios que permiten establecer si un sistema hamiltoniano
es no integrable, el primero se debe a Poincaré y el segundo es el teorema
de Morales-Ramis, el cual involucra el grupo de Galois diferencial de una
ecuacién variacional. Es decir, se establece una coneccién entre dos concep-
tos diferentes de integrabilidad: integrabilidad de un campo hamiltoniano
Xy e integrabilidad, en el sentido Liouvilliano, de ecuaciones diferenciales
ordinarias.

Definiciéon 1.1. Sea M una variedad simpléctica analitica compleja de
dimension 2n, Xy un sistema hamiltoniano holomorfo definido sobre M y
I la superficie de Riemann correspondiente a la curva integral z = z(t) del
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campo vectorial Xp. La ecuacion variacional (EV) a lo largo de T se
escribe como

i =Xy (2(t)) n. (1)

Nota 1.1 (EVN). Usando la parte lineal de la integral primera dH (z(t))
de la EV, es posible reducir esta ecuacion variacional (es decir, la regla de
eliminacion de un grado de libertad) para obtener la conocida ecuacion
variacional normal (EVN).

€ = Ju_1S(t)€, donde S(t) es una matriz simétrica,

o 0 Infl
Jn_l B <_In—1 0 >

es la matriz simpléctica, I,, es la matriz idéntica de tamano n x n. Esta
ecuacion diferencial (EVN) es una EV de un sistema hamiltoniano lineal.

Recordemos que un sistema hamiltoniano de 2n grados de libertad es com-
pletamente integrable (o simplemente “integrable”) si existen n integrales
primeras independientes y en involucién asociadas al sistema hamiltoniano.

2. Criterios de no-integrabilidad

Poincaré dio un criterio de no integrabilidad basado en la matriz de
mono-dromfia (prolongaciones analiticas) de la EV a lo largo de una cur-
va integral real periddica. Si existen k integrales primeras de un sistema
hamiltoniano independiente de la curva integral, entonces la caracteristica
k de los exponentes debe ser 0. Més aun, si las k integrales primeras estan
en involucién (su paréntesis de Poisson es 0), entonces la caracteristica 2k
de los exponentes deben ser necesariamente 0.

En 1888 S. Kowalevski obtuvo un nuevo caso de integrabilidad del sis-
tema de cuerpo rigido con un punto fijo, imponiendo la condicién adicional
de que la solucion general es una funcién meromorfa de tiempo complejo.
Lyapunov generalizo los resultados de Kowalevski y probé que excepto para
algunas soluciones particulares, la solucién general es univaluada. Su méto-
do estd basado en el analisis de la EV a lo largo de una solucién conocida.

Luego, en 1963, Arnold y Krilow analizaron condiciones suficientes para
obtener funciones univaluadas, pero fue en 1982 que Ziglin obtiene el sigu-
iente resultado.
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Teorema 2.1 (Ziglin). Supongamos que un sistema hamiltoniano admite
n—k integrales primeras meromorfas sobre I' y que el grupo de monodromia
de la EVN contiene una transformacion no resonante g. Entonces cualquier
otro elemento del grupo de monodromia de la EVN envia direcciones propias
de g en ella misma.

Se dice que una transformacion lineal g es resonante si existen enteros
T1,...,Ty tales que AJ' ... A"» =1, donde \; son los valores propios de g.

En 1997, a partir de mi estancia postdoctoral en Estrasburgo, obtengo
conjuntamente con Jean Pierre Ramis el siguiente resultado.

Teorema 2.2 (Morales-Ramis). Si el campo hamiltoniano inicial X es
completamente integrable, entonces la componente identidad, G° del grupo
de Galois de la EV (o de la EVN) es abeliana.

Si la componente identidad, G° del grupo de Galois de la EVN no es
abeliana, entonces el sistema hamiltoniano inicial Xz no es completamente
integrable. En general el reciproco del teorema 2.2 no es cierto, pues obvia-
mente la integrabilidad de la EVN no implica la integrabilidad completa
del sistema hamiltoniano.

El método para aplicar el teorema 2.2 a un sistema hamiltoniano es el
siguiente.

1. Seleccionar una curva integral particular I'

2. Escribir la ecuacién variacional (EV) (o la ecuacién variacional normal
(EVN))

3. Hallar la componente identidad, G° del grupo de Galois diferencial de
la EVN (o de la EV)y ver si es abeliana.

Actualmente existen grupos de investigacién que estan aplicando este
método para detectar no integrabilidad, entre ellos el grupo Intégra-
bilité réelle et complexe en Mécanique Hamiltonienne, véase la péagina
http://perso.univ-rennesl.fr/guy.casale/ANR/ANR-html/main.html
y un grupo de investigadores en Polonia. De la misma manera, existe ma-
terial en castellano’? que puede ser 1til al lector novato de habla hispana.

3. Ejemplo

En mi monografial® y en el preprint en castellano' hay varios ejemp-
los en donde se aplica el teorema, uno de ellos es el problema de los tres
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cuerpos de Sitnikov con excentricidad uno (6rbita de colisién triple) y que
presentamos a continuacion.

3.1. FEl Problema de los tres cuerpos de Sitnikov

El sistema de Sitnikov es una restriccion al problema de los tres cuerpos
dada por una configuracién muy simétrica: los primarios con masas iguales
m se mueven en elipses de excentricidad e en el plano XY alrededor de sus
centros de masa O, mientras el tercer cuerpo infinitesimal se mueve a lo
largo del eje OZ perpendicular al plano donde los primarios se mueven.

Tomamos, de manera usual, la normalizacién de unidades, de tal forma
que m = 1, el periodo de los primarios es 27 y la constante gravitacional
es igual a 1.

El hamiltoniano correspondiente al movimiento de la particula infinitesi-
mal a lo largo del eje OZ de este problema es

1
H(z,pz) = 5 1205 (2)

y la ecuacién de movimiento esta dada por
d?z z
PRIl
ZEARERTEE

siendo r(t) la distancia de una de los primarios al centro de masas O.

Escogemos como nuevo tiempo la anomalia excéntrica T. La transfor-
macion es dada por la ecuacion de Kepler

t =71 —esinT, y por lo tanto dt = (1 — ecosT)dr

entonces la ecuacién (3) se transforma en

dz dv (1—ecosT)z 1—ecost
— = (1 —ecosT)v, — =7, r(r)=——5—
dr dr (z2 + r2 (7'))5 2
(4)

Consideramos el caso en que e = 1 y la distancia de una de los primarios

al centro de masas O es r(7) = 1= Con estas condiciones se denomina

orbita de colision triple.
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El hamiltoniano correspondiente a este caso es el mismo de la ecuacién
(2) y la ecuacién de movimiento del tercer cuerpo estd dada por la ecuacién
(3), la cual se transforma en

d d 1-

& _ (1 - cost), l:_(ciosﬂzw r(r) =
dr dr (22 4+12%(1))2

Aplicamos el teorema de Morales-Ramis

1. Como curva integral particular I' tomamos la érbita de la colisién triple
cone=1,7(t) =127 > =y =0.

2. La ecuacién variacional EV a lo largo de T" esta dada por

dz 0 1—cosT <z>

dt _

v | T 8 . (6)
<?lt) <_ (1—cosT)2 0 > v

Sustituyendo, transformamos este sistema en la ecuacién diferencial de
segundo orden

d*¢ sinT  df 8
dr?2 1—costdr 1—cosT

g=o. (7)

Para que la ecuacién (7) tenga coeficientes racionales hacemos la trans-

formacién z = 5= + 1. Asif obtenemos

d*¢ /2 1/2 )\ d¢ 1 1 I
dx2+(x_:1:1)d:v+4((:1:1)2_xl+x>§_0' ®)

Se pueden aplicar varios métodos para hallar el grupo de Galois de la

ecuacién (8), uno de ellos es el algoritmo de Kovacic,' o de otro modo,
10

se tiene que la ecuacién (8) corresponde a una ecuacion de Riemann
(también conocida como ecuacidn hipergeométrica generalizada) con tres
puntos singulares que son: * = 0, x = 1 y = oo. Los resultados
conocidos sobre la ecuacién de Riemann permiten ver facilmente que la
ecuacién (8) no tiene soluciones Liouvillianas (Ver [10, §5]).

3. El grupo de Galois de la ecuacién (8) es conexo y es exactamente
SL(2,C), es decir SL(2,C) = G. La componente identidad G° del grupo
de Galois de la ecuacién (7) es la misma que la de la ecuacién (8), pero
SL(2,C) no es soluble!®!¢ y por lo tanto no es abeliana, asi que G° no
es abeliana. De lo anterior se concluye que el sistema hamiltoniano ini-
cial Xpg correspondiente al problema de los tres cuerpos de Sitnikov con
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6rbita de colisién triple (ecuacién (2)) no es completamente integrable
con integrales primeras meromorfas.

Recientemente se ha aplicado un problema inverso en el teorema de
Morales-Ramis para construir familias de Hamiltonianos no integrables.?
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