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La teoría de mecanismos es una de las materias obligatorias de especialidad 
en la titulación de Grado en Ingeniería Mecánica. Por ello, este documen-
to tiene la finalidad de entrenar al estudiante durante el aprendizaje de 
los contenidos teóricos y en la resolución gráfica y analítica de diferentes 
mecanismos. Esta colección de problemas constituye un material docente 
que da soporte a las clases presenciales y al estudio no presencial de la asig-
natura “Cinemática y dinámica de máquinas”. La colección de problemas 
resueltos aquí presentada, se caracteriza por la variedad y combinación de 
distintos tipos de movimiento en las máquinas. La resolución de los ejercici-
os está explicada de forma detallada por el método analítico y contrastada 
mediante el método gráfico. Se determinan los parámetros cinemáticos y 
su correspondiente comportamiento dinámico. Estos aspectos representan 
el planteamiento preliminar a la hora de diseñar una máquina, con la que 
se desea realizar un trabajo útil.

La trayectoria docente de los autores se ha desarrollado dentro del grado 
de Ingeniería mecánica, impartiendo teoría y prácticas de las asignaturas 
troncales de Tecnología de fabricación y Teoría de máquinas y mecanismos. 
Se han realizado actividades de coordinador de asignatura y en trabajos de 
innovación docente. Se ha participado en las asignaturas optativas de Si-
mulación de máquinas y procesos, y de Fabricación por mecanizado. Se han 
dirigido diversos trabajos de fin de grado en un amplio abanico de temas. 
La participación en congresos de educación en la ingeniería ha permitido 
aplicar métodos didácticos en el aprendizaje. La línea de investigación se 
centra en procesos avanzados de fabricación y el análisis y control de me-
canismos. Se han publicado un gran número de artículos JCR y comunicaci-
ones en congresos nacionales e internacionales. Todos los autores pertene-
cen al grupo de investigación TECNOFAB, reconocido como grupo SGR de 
investigación de calidad (expediente: 2014 SGR 1571).
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Introducción

La Teoría de Mecanismos es una de las materias de especialidad en la titulación del grado
en Ingeniería Industrial Mecánica. Por ello, se presenta este documento, con el objetivo
de reafirmar los contenidos teóricos y garantizar el aprendizaje de la metodología para
resolver la cinemática y dinámica de diferentes mecanismos.

Durante la resolución de problemas de mecanismos el estudiante adquiere la habilidad de
poder representar de forma simple y esquematizada mecanismos que forman parte de una
máquina o sistema mayor. Por otro lado, el estudiante desarrolla una intuición abstracta
con el fin de identificar los movimientos y el comportamiento del mecanismo según las
condiciones de trabajo.

Este documento constituye un material docente que da soporte a las clases presenciales
y al estudio no presencial, ya que proporciona una colección de problemas resueltos de
tipología variada por el método analítico-vectorial de forma detallada, argumentada y
contrastada mediante el método gráfico.

En muchos mecanismos el grado de complejidad es elevado, por lo que es necesario
contrastar los resultados numéricos con los obtenidos mediante la interpretación gráfica.
Por ello, en este documento se detalla una metodología de resolución de los problemas
propuestos, donde el alumno debe seguir la secuencia que a continuación se enumera:

– Esquematizar el mecanismo y plantear una posible solución aproximada a partir de la
intuición de sus movimientos y del comportamiento según las condiciones de trabajo.

– Solucionar el ejercicio por el método gráfico de forma clara, sencilla y aproximada.

– Solucionar el ejercicio por el método analítico de forma detallada y argumentada,
resolviendo los aspectos cinemáticos y dinámicos.

– Contrastar los resultados obtenidos por el método analítico y el método gráfico.

Nota: en algunos ejercicios, para el cálculo dinámico no se han considerado el peso de
las barras.

9





Nomenclatura utilizada

Nomenclatura Significado

x, y Dirección horizontal y vertical de la base vectorial
n Nº de barras
J Nº nodos
i Nº pares inferiores
s Nº pares superiores
GL Grados de libertad
OP Vector de posición del punto P respecto al origen O.
V , ṡ Velocidad lineal
a, s̈ Aceleración lineal
an Vector de aceleración normal.
at Vector de aceleración tangencial.
acol Vector de aceleración de Coriolis.
ω, ϕ̇ Velocidad angular
ϕ̇∗ Velocidad virtual
α, ϕ̈ Aceleración angular

θ Ángulo de posición
R, r Radio
M, T Par
F Fuerza
I Momento de inercia, CIR
Ec Energía cinética
G Centro de gravedad, de masas o inercia
g Aceleración de la gravedad
Fi Fuerza de inercia
Mi Par de fuerza de inercia, momento de fuerza de inercia
Mm Par motriz
MR Par resistente
W Trabajo
m Masa
· Producto escalar
∧ Producto vectorial
q Vector de coordenadas generalizadas
q̇ Vector de velocidades generalizadas

Φ(q) Vector de ecuaciones de enlace geométricas
Φq Matriz Jacobiana
z Número de dientes
τ Relación de transmisión

11





Convenio de signos

Evaluación del sentido
de las velocidades y
aceleraciones angulares
, y .αθ ω

– θ define la posición angular del vector OP. Este ángulo se determina trazando una
linea horizontal que pasa por el origen del vector. Su magnitud se evalúa en sentido
antihorario desde esta horizontal hasta el propio vector.

– ω, α el signo de estos vectores se definen como+
−→
k si el sentido es antihorario y−−→

k
si el sentido es horario. En un sólido, laω y la α tienen sentido opuesto si el sólido se
está desacelerando.
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Ecuaciones fundamentales

−→
OP= |OP| · (cosθ i+ sinθ j)

−→
VP =

−→ω ∧−→
R =±ω ·R · (cosθ j− sinθ i)

−→
aTP =−→α ∧−→

R =±α ·R · (cosθ j− sinθ i)

−→
aNP =−ω2 ·R · (cosθ i+ sinθ j)

|−→aNP |= |−ω2 ·−→R |= |− V 2
R |

−−→aCor = 2 ·−→ω ∧−→
Vrel = 2 ·ω · |Vrel| · (cosθrel j− sinθreli)

∑
Pot =

∑
[
−→
FP ·−→VP+−→

FR ·−→VR+−→
Mn ·−→ωn+

−→
MR ·−→ωn+

−−→
FiGn ·

−→
VGn+

−−→
MiGn ·−−→ωGn]

IR =

∑
[mn ·V 2

Gn + IGn ·ω2n]
ω2R
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Ejercicios resueltos

Mecanismo 1

Determine los grados de libertad del siguiente mecanismo:

3

1

2

4

5

8

14

12

15

1

3

2

6

5

6

4

13

12

14

16 15

7 7

 13

8
9,10,11

9 10

11
12

7

 8
10

 4

 2
 3

 6

 9

 5

13

17 16

Método de Grübler:

n= 13
i= 17
s= 0
GL= 3 · (n−1)−2 · i− s
GL= 3 ·12−2 ·17= 2

Método de restricción:

J = 16; n.º de nodos
n2 = 8; n.º de barras binarias: (3, 4, 5, 7, 9, 11, 12, 13)
n3 = 4; n.º de barras terciarias: (2, 6, 8, 10)
n4 = 0; n.º de barras cuaternarias
n5 = 1; n.º de barras quinquenarias: (1)
GL= (2 · J−3)− (n2+3 ·n3+5 ·n4+7 ·n5)
GL= (2 ·16−3)− (8+3 ·4+5 ·0+7 ·1)= 2

17



Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Mecanismo 2

Determine los grados de libertad del siguiente mecanismo:

Mecanismo equivalente

7

5

3 42

8

6

O4O2

GC

D F

E

41

2

8

3

9

5

6

7

10

Método de Grübler:

n= 8
i= 10
s= 0
GL = 3 · (n−1)−2 · i− s
GL = 3 ·7−2 ·10= 1

Método de restricción:

J = 10; n.º de nodos
n2 = 4; n.º de barras binarias: (3, 5, 6, 8)
n3 = 4; n.º de barras terciarias: (1, 2, 4, 7)
GL= (2 · J−3)− (n2+3 ·n3)
GL= (2 ·10−3)− (7+3 ·4)= 1
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Mecanismo 3

Mecanismo 3

Determine los grados de libertad del siguiente mecanismo:

19

18 17

13

2

1

3

4 5

6

7 8
9

10

11

12
14

15

16

Nota: se considera rodadura pura entre el disco y la bancada.
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Solución:

22

Método de Grübler:

n= 19; i= 26;s= 0
GL = 3 · (n−1)−2 · i− s= 3 ·18−2 ·26−0= 2

Restricción:

n= 19; i= 26;s= 0
J = 24; n.º de nodos
n2 = 9; n.º de barras binarias: (2, 4, 7, 11, 12, 15, 16, 17, 19)
n3 = 8; n.º de barras terciarias: (3, 5, 6, 8, 9, 10, 14, 18)
n4 = 1; n.º de barras cuaternarias: (13)
n7 = 1; n.º de barras septenaria: (1)
GL = (2 · J−3)− (n2+3 ·n3+5 ·n4) =
GL = (2 ·24−3)− (9+3 ·8+5 ·1+7 ·0+9 ·0+11 ·1)= 2
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Mecanismo 4

Mecanismo 4

Determine el número de centros instantáneos de rotación del siguiente mecanismo:

A

B

C

D

O2

F

O6

2
3

4

5

6

Datos del problema:

Escala: 1 m/s = 2 cm
Velocidad de F: VF = 2 m/s.
Velocidad de B: VB = 3 m/s.

Solución:

Cálculo de los CIR

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 ·5
2

= 15

Metodología para el cálculo de los CIR:

1. Identificar los CIR evidentes.
{
I21
I61

}
,

{
I34 I46 I45
I23 I52

}

Se identifican en los propios pares cinemáticos.

2. Realizar el polígono auxiliar para determinar las combinaciones de los CIR que son
incógnitas (líneas discontínuas).

2

1

3

4

56
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Para cada CIR incógnita, formar dos grupos de 3 barras que tengan en común dos
barras que se correspondan con las del CIR que se quiere hallar.

{
I24

}
,

{
(2,4,3)
(2,4,5)

}
,

⎧⎨
⎩
I42−desconocido
I23− conocido
I43− conocido

⎫⎬
⎭ ,

⎧⎨
⎩
I42−desconocido
I45− conocido
I25− conocido

⎫⎬
⎭

I24 se define por la intersección de dos rectas definidas por los CIR [I34, I23] y [I45, I52].

{
I41

}
,

{
(4,1,6)
(4,1,2)

}
,

⎧⎨
⎩
I41−desconocido
I61− conocido
I46− conocido

⎫⎬
⎭ ,

⎧⎨
⎩
I41−desconocido
I42− conocido
I21− conocido

⎫⎬
⎭

I41 se define por la intersección de dos rectas definidas por los CIR [I61, I46] y [I24, I21].

{
I51

}
,

{
(5,1,4)
(5,1,2)

}
,

⎧⎨
⎩
I51−desconocido
I45− conocido
I41− conocido

⎫⎬
⎭ ,

⎧⎨
⎩
I51−desconocido
I52− conocido
I21− conocido

⎫⎬
⎭

I51 se define por la intersección de dos rectas definidas por los CIR [I41, I45] y [I52, I21].

{
I31

}
,

{
(3,1,2)
(3,1,4)

}
,

⎧⎨
⎩
I31−desconocido
I21− conocido
I23− conocido

⎫⎬
⎭ ,

⎧⎨
⎩
I31−desconocido
I41− conocido
I43− conocido

⎫⎬
⎭

I31 se define por la intersección de dos rectas definidas por los CIR [I21, I23] y [I41, I43].

I23

22



Mecanismo 5

Mecanismo 5

En el mecanismo de la figura, se ha de considerar que la barra 4 se desplaza 2 cm/s hacia
arriba y que entre el disco 6 y la bancada hay rodadura pura. Suponga que la cuadrícula
es de 1×1 cm y que el dibujo está a escala. Para el instante mostrado determine:

1. Los pares cinemáticos y los grados de libertad.
2. Los CIR mediante el teorema de los 3 centros y señálelos en el esquema cinemático.
3. Las ecuaciones necesarias para calcular las velocidades de todos los puntos y cons-

truya el cinema de velocidades utilizando la escala 2:1.
4. Las velocidades angulares de las barras 2, 3, 5 y 6.

X

Y

O2

B

C

62

4

A

5

D

3

Solución:

Grados de libertad por el método de Grübler:

n= 6; i= 7;s= 0
GL= 3 · (n−1)−2 · i− s= 3 ·5−2 ·7−0= 1

Cálculo de los CIR

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 ·5
2

= 15
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Polígono auxiliar:

1

5

4

32

6

Aplicando el teorema de los 3 centros. Procedimiento:

1. Se localizan directamente: I21, I23, I34, I35, I41, I56, I61...
2. Mediante las combinaciones de 2 grupos de 3 barras cada uno, se trazan dos rectas,

correspondientes a los 2 CIR conocidos, en la intersección de las 2 rectas está el CIR
incógnita

{
I31

}
:
{
(3,1,5)
(3,1,4)

}
;
{
I24

}
:
{
(2,4,1)
(2,4,3)

}
;
{
I51

}
:
{
(5,1,6)
(5,1,2)

}
{
I25

}
:
{
(2,5,3)
(2,5,1)

}
;
{
I25

}
:
{
(2,5,4)
(2,5,6)

}
;
{
I45

}
:
{
(4,5,1)
(4,5,3)

}
{
I26

}
:
{
(2,6,1)
(2,6,3)

}
;
{
I36

}
:
{
(3,6,1)
(3,6,5)

}
;
{
I46

}
:
{
(4,6,2)
(4,6,3)

}

En el siguiente dibujo se han identificado los CIR conocidos y se han representado las
incógnitas: I24, I31 y I36.

I31 I34

I36

I35
I23

I24 I21
O2

2 5
I56 I61

6
3

4
I41 ∞

D

B

A

C
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Mecanismo 5

Ecuaciones necesarias para calcular las velocidades de los puntos A, B,C, D.

−→VD =−→VB+−→VDB
−→VC =−→VD+−→VCD =−→VB+−→VCB
−→VA =−→VC+−→VAC

Representado el cinema de velocidades a escala 2:1.

VC

O
VD

VB

Cálculo de las velocidades angulares de las barras 2, 3, 5 y 6.

ω2 =
VD(y)

O2D(x)
=−1,5 rad/s

ω3 =
VDB(y)
BD(x)

= 0,5 rad/s

ω5 =
VAC(y)
CA(x)

=−1 rad/s

ω6 =
VA(y)
PA(x)

=−0,5 rad/s
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Mecanismo 6

La figura muestra el esquema cinemático de los dos mecanismos de una máquina pun-
zonadora. Se conoce que la barra 2 se mueve con una velocidad angular constante de 3
rad/s y sobre ella actúa la fuerza F . El punzón está solidario al dado N y se mueve con
una velocidad lineal constante de 2 m/s. Para el instante mostrado determine:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.
2. Todos los CIR absolutos y solo los CIR relativos I62, I63, I64, I65.
3. La velocidad del puntoM.
4. Señale en el dibujo el sentido de rotación de la barraMN.
5. La aceleración del puntoM.

F

45º

30º

O6

M

N 5

L

O2

2

4

3

6

VN

Datos del problema:

O2L= 0,25 m
LM = 0,35 m
MN = 0,60 m

La escala es 1:100.

Trabajar con solo dos lugares decimales aproximados por exceso.

Los mecanismos son O2−L−M−O6 y O6−M−N.
Solución:

Determinación de los grados de libertad:

n= 6; i= 7;s= 0
GL = 3 · (n−1)−2i− s= 3(6−1)−2 ·7= 1
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Mecanismo 6

Determinación de los CIR:

F

45º

30º

O6

M

N 5

L

O2

2

4

3

6

VN

I54
I41

I36, I46

I21

I23

I61I56 I31

I51-> infinito

I26

Cálculo de las velocidades:

−→VL =−→ω2∧−−→
O2L

VL =ω2 ·O2L · (cosθ2 j− sinθ2i)
θ2 = 135◦
VL =−3 · (0,25) · (cos135 j− sin135i)
VL = 0,53i+0,53 j

−→VM =
−→VL+−→VML

VM =VL+ω3 ·LM · (cosθ3 j− sinθ3i)
siendo θ3 = 180◦
VM = (0,53i+0,53 j)−0,35 ·ω3 j; (I)

−→VM =
−→VN+−−→VMN

VM =VN j+ω4∧NM
VM =−2 j+0,6 ·ω4 · (cosθ4 j− sinθ4i)
siendo θ4 = 120◦
VM =−0,52i−2 j−0,3 ·ω4 j; (II)
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Igualando I con II:

(0,53i+0,53 j)−0,35 ·ω3 j =−0,52i−2 j−0,3 ·ω4 j
(i)0,53=−0,52 ·ω4
( j)0,53+2−0,35 ·ω3 =−0,3 ·ω4
ω4 =−1,02 rad/s (horario).
ω3 = 6,35 rad/s (antihorario).

Cálculo de las aceleraciones:

−→aL = α2 ∧O2L−ω2
2 ·O2L

aL = 0− (−3)2 ·0,25 · (cos135i+ cos135 j)
aL = 1,59i−1,59 jm/s2

−→aM =−→aL+−→aML
aM = aL+α3 ·LM(cos180 j− sin180i)−ω2

3 ·L ·M · (cos180i+ sin180 j)
aM = aL−0,35 ·α3 j+(6,35)2 ·0,35i
aM = 15,7i−1,59 j−0,35 ·α3 j; (III)
−→aM =−→aN+−−→aMN
aM = α4∧NM−ω2

4 ·NM
aM = 0,6 ·α4 · (cos120 j− sin180i)−0,6 ·ω2

4 · (cos120i+ sin120 j)
aM =−0,3 ·α4 j−0,52 ·α4i+0,31i−0,54 j; (IV)

Igualando (III) con (IV):

15,7i−1,59 j−0,35 ·α3 j =−0,3 ·α4 j−0,52 ·α4i+0,31i−0,54 j
(i)15,7=−0,52 ·α4+0,31
( j) −1,59−0,35 ·α3 =−0,3 ·α4−0,54
α3 =−28,37 rad/s2
α4 =−29,6 rad/s2

α3 tiene un sentido opuesto a ω3 por lo que la barra 3 está desacelerando.
aM = 15,7i+8,34 jm/s2
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Mecanismo 7

Mecanismo 7

En el mecanismo de la siguiente figura, el dado C se mueve con una velocidad lineal
constante de 0,2 m/s hacia la izquierda. La barra 4 tiene una velocidad angular constante
de ω4 = 3 rad/s, mientras que el disco tiene un radio de 3 m y gira sin deslizamiento.

1. Determine los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.
2. Calcule la velocidad angular del disco y la velocidad en el punto A.
3. Calcule la aceleración angular del disco y la aceleración en el punto A.
4. Aplicando las propiedades de los CIR y sabiendo que la escala del dibujo es 2:1

(aproximadamente), determine todos los CIR que posea el mecanismo.

ω

15

2

V
C

B

3

4

4

A

5

P

45

2,5

Solución:

Determinación de los grados de libertad:

n= 5; i= 5;s= 0
GL= 3 · (n−1)−2i− s
GL= 3 · (5−1)−2 ·5= 2
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Cálculo de las velocidades:
−→VB =−→VC+−→VBC
VB =−0,2i+ω3∧CB
VB =−0,2i+ω3 ·CB(cosθ3 j− sinθ3i)
siendo CB=

√
2,52+42 = 4,72 m

VB =−0,2i+4,72 ·ω3 · (cos122 j− sin122i)
VB =−0,2i+(−3,95 ·ω3i−2,5 ·ω3 j); (I)

−→VB =−→VA+−→VBA
VB =ω5 ·PA · (cos180 j− sin180i)+ω4 ·AB · (cos225 j− sin225i)
VB =−3 ·ω5 j+3 ·15 · (−0,17 j+0,71i)
VB =−3 ·ω5 j−31,82 j+31,82i; (II)

Igualamos I con II:

(i) −0,2−3,95 ·ω3 = 31,82
( j) −2,5 ·ω3 =−3 ·ω5−31,82
ω3 =−8 rad/s
ω5 =−17,26 rad/s
VB = 31,8i+20 jm/s
VA = 51,8 j m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB =−→aC+−→aBC
aB = 0+CB ·α3 · (cosθ3 j− sinθ3i)−CB ·ω2

3 · (cosθ3i+ sinθ3 j)
aB = 4,72 ·α3 · (cos122 j− sin122i)−4,72 · (−8)2 · (cos122i+ sin122 j)
aB = (−2,49 ·α3 j−3,99 ·α3i)+ (160i−256,2 j); (III)

El punto A del disco no tiene aceleración normal y sí tiene aceleración tangencial, por-
que rota respecto de P. También tiene movimiento de traslación ya que su velocidad es
siempre perpendicular a PA (suponiendo que A es un punto infinitamente pequeño).

−→aA =−→α5 ∧−→
PA

−→aB =−→aA+−→aBA
Recordar queω4 es constante, por lo que no tiene aceleración angular α4 = 0.

aB = α5∧PA+α4∧AB−ω2
4 ·AB

aB = 3 ·α5 · (cos180 j− sin180i)+0− (3)2 ·15 · (cos225i+ sin225 j)
aB =−3 ·α5 j+95,5i+95,5 j; IV

Igualando III con IV:

(i) −3,99 ·α3+160= 95,5
( j) −2,49 ·α3−256,2=−3 ·α5+95,5
α3 = 16,16 rad/s2

α5 = 130,64 rad/s2
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Mecanismo 7

Cálculo del CIR:

2 1

4

3 5

El I41 está sobre la recta que pasa por los CIR I45 y I51. La posición del CIR se determina
a partir del valor de VA calculado anteriormente. I41 es el CIR absoluto de la barra 4 y
cumple que está sobre la recta perpendicular a laVA y que pasa por A, a una distancia que
es proporcional a la velocidad angular de la barra 4.

|VA|= |ω4| · I41 ·A

I41 ·A=
VA
ω4

= 21,2 m

Situar el punto I41 a escala sobre la recta trazada anteriormente. Seguidamente se mues-
tran los CIR.
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Mecanismo 8

El mecanismo de la siguiente figura se utiliza para fijar piezas durante su proceso de
fabricación. El movimiento de entrada lo ejecuta un motor que garantiza una velocidad
angular constante ω4 = 10 rad/s. Este movimiento se transmite a través de las barras y
consigue que en el punto B actúe una fuerza F que fija la pieza a la mesa de trabajo. Se
pide resolver los siguientes aspectos:

1. Grados de libertad.
2. Número de CIR totales.
3. Plantea las ecuaciones de velocidades y aceleraciones.
4. Trace el cinema de velocidades.
5. Calcule vectorialmente la velocidad y aceleración del punto B.
6. Dibuje el instante de fijación.
7. Explique si en ese instante existe ventaja mecánica infinita.
8. ¿Con qué nombre se conoce esta nueva posición?

L

2

6 3

C
5A

O4

4

B

O2

L

C

4

B

D

C
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Mecanismo 8

Datos del problema:

O2D= 0,6 m
DC = 0,35 m
O4C = 0,2 m
O4B= 0,75 m

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6; i= 7;s= 0
GL= 3 · (n−1)−2 · i− s
GL= 3 ·5−2 ·7= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 ·5
2

= 15

Planteamiento de las ecuaciones de las velocidades:

−→VD =−→ω2∧−−→
O2D

−→VC =−→ω4∧−−→
O4C

−→VC =−→VD+−→VCD
−→VB =−→ω4∧−−→

O4B
−→VA =−→VC+−→VAC

Planteamiento de las ecuaciones de las aceleraciones:

−→aD =−→α2 ∧−−→
O2D−ω2

2 ·
−−→
O2D

−→aC =−→α4∧−−→
O4C−ω2

4 ·
−−→
O4C

−→aC =−→aD+−→aCD
−→aB =−→α4∧−−→

O4B−ω2
4 ·
−−→
O4B

Cinema de velocidades:

|VD|= |ω2 ·O2D|= 10 ·0,6= 6 m/s
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Cálculo vectorial de la velocidad del punto B:

−→VD =−→ω2∧−−→
O2D

VD =ω2 ·O2D · (cosθ2 j− sinθ2i)
θ2 = 35◦
VD = 10 ·0,6 · (cos35 j− sin35i)
VD =−3,42i+4,92 j

−→VC =−→ω4∧−−→
O4C

VC =ω4 ·O4C · (cosθ4 j− sinθ4i)
θ4 = 155◦
VD =−0,18 ·ω4i−0,08 ·ω4 j

−→VCD =−→ω3∧−→
DC

VCD =ω3 ·DC · (cosθ3 j− sinθ3i)
θ4 = 155◦
VCD =−0,15 ·ω3i−0,13 ·ω3 j

Sustituyendo en −→VC =−→VD+−→VCD
(i) −0,18 ·ω4 =−3,42−0,15 ·ω3
( j) −0,08 ·ω4 = 4,92−0,13 ·ω3
ω3 =−106,12 rad/s
ω4 =−83,23 rad/s
−→VB =−→ω4∧−−→

O4B
VB =ω4 ·O4B · (cosθ4 j− sinθ4i)
VB = 56,80i−26,21 jm/s
VC = 19,10i+8,91 jm/s

Cálculo vectorial de la aceleración del punto B:

−→aD =−→α2∧−−→
O2D−−→ω2

2 ·−−→O2D
aD = 0−102 ·O2D · (cosθ2i+ sinθ2 j)
aD =−49,2i−34,2 j

−→aC =−→α4 ∧−−→
O4C−−→ω4

2 ·−−→O4C
aC =−0,08 ·α4i+0,18 ·α4 j−83,232 ·O4C · (cosθ4i+ sinθ4 j)
aC =−0,08 ·α4i+0,18 ·α4 j+116,38i+249,38 j

−→aCD =−→α3∧−→
DC−−→ω3

2 ·−→DC
aCD =−0,15 ·α3i−0,32 ·α3 j−106,122 ·DC · (cosθ3i+ sinθ3 j)
aCD =−0,15 ·α3i−0,32 ·α3 j+512,39i−579,40 j
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Mecanismo 8

Sustituyendo en −→aC =−→aD+−→aCD
(i) −0,08 ·α4 = 116,38+512,39−49,2−0,14 ·α3
( j)0,18 ·α4 = 249,38−579,40−34,2−0,32 ·α3
α3 = 1.415,09 rad/s2

α4 =−4.493,98 rad/s2
aB = α4 ·O4B · (cosθ4 j− sinθ4i)−ω2

4 ·O4B · (cosθ4i+ sinθ4 j)
aB =−4.493,98 ·0,75 · (cos115 j− sin115i)− (−83,23)2 ·0,75 · (cos115i+ sin115 j)
aB = 5.248,77i−3.312,43 j m/s2

Ventaja mecánica infinita: En el instante mostrado en rojo existe ventaja mecánica porque
las barras 2 y 3 quedan alineadas y, por lo tanto, están inamovibles.

2

35

O4

D

C

4

B

A

OO2

A’

2
C’ 

4

B’ 

3

D’ 

Esta posición se llama acodillamiento o enclavamiento.
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Mecanismo 9

l mecanismo de la siguiente figura tiene como elemento impulsor la barra 2, que gira con
una velocidad angular ω2. Se ha de calcular la fuerza equilibrante (FEc) para una condi-
ción estática aplicando el método de cálculo newtoniano y de las potencias virtuales.

B

A

M

ω4

O O

3

2

C
30

60

Datos del problema:

M2 = 30 Nm
θ2 = 60◦
θ3 = 30◦
θ4 = 90◦
l2 = 0,5 m
l3 = l4 = 0,86 m
O4C = 0,43 m

Solución:

1. Aplicando el método newtoniano. Nota: se aplica el diagrama de cuerpo libre a las
barras 2, 3 y 4. Diagrama de Cuerpo Libre (DCL) de la barra 2:

A

F3A 

RO2FA 

O2

2
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Mecanismo 9

M2 = FA ·0,5
FA = 60 N

F3A · cos(60) = FA

F3A =
FA

cos60
= 120

DCL de la barra 3. Las fuerzas A y B son iguales: F3A = F3B

F3A A

B

F3B

3

DCL de la barra 4:

O4 

B

C

RO4 

FC 

F4B 

F3B 

4

F4 = FB · cos30
ΣM4 = F4 ·0,86+FEC ·0,43= 0

FEC =−207,85i N es la fuerza equilibrante.

2. Aplicando el método de las potencias virtuales:

Dado que el análisis del mecanismo es para una condición estática, aquí no se con-
sideran las fuerzas y pares de inercia. Por eso la ecuación de potencias virtuales es
ΣP= 0.
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

−→M2 ·−→ω2+
−→FEC ·−→VC = 0 (I)

VC =ω4∧O4C =ω4 ·O4C · (cosθ4 j− sinθ4i)

ω4 =
l2
l4
·ω2 · sin(θ2−θ3)sin(θ4−θ3)

ω4 =
0,5
0,86

· (−ω2)k · sin(60−30)
sin(90−30)

=−0,33 ·ω2k

VC = (−0,33 ·ω2) ·0,43 · (cos90 j− sin90i) = 0,14 ·ω2i

Sustituyendo en (I):

(−30)k · (−ω2)k+FECi ·0,14 ·ω2i= 0

30 ·ω2+0,14 ·ω2 ·FEC = 0

|FEC|= 207,85 N

FEC =−207,85i N
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Mecanismo 10

Mecanismo 10

Del mecanismo de la siguiente figura realice el análisis estático aplicando el método new-
toniano y el análisis dinámico aplicando el método de los trabajos virtuales. El objetivo
es determinar los siguiente parámetros:

1. Reacciones en A y en B.
2. La fuerza P que es tangente a la trayectoria y que actúa en B, de manera que se cumpla

el equilibrio dinámico.

B

A

0
,0

8
 
m

50

R 

0,1
6 

m

2

3

P

Datos del problema:

La barra AB se apoya en una pared circular en el punto B.

La superficie circular tiene centro en O y radio OB, no es una barra.

La masa de la corredera es despreciable.

mAB = 0,5 kg

vA =−5im/s
aA = 500im/s2

AB= 0,2 m

Solución:

Cálculo de las velocidades:−→VA =−→ω2∧−→
OA

VA =ω2 ·OA · (cos270 j− sin270i)

|ω2|= | VA
OA

|= 5
0,08

= 62,5
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Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

−→ω2 =−62,5k
−→VB =−→VA+−→VBA
VB =VA+ω2∧AB=−5i+0,2 ·ω2 · (cos40 j− sin40i) = 3i+9,6 j
−→VB = 10
−→VG2 =−→VA+−−→VG2A

VG2 =VA+ω2∧AG2 =−5i+0,1 ·ω2 · (cos40 j− sin40i) =−1i−4,8 j

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB =−→aA+−→aBA
aB = aA+α2∧AB−ω2

2 ·AB
aB =−500i+0,2 ·α2 · (cos40 j− sin40i)− (−62,5)2 · ,0,2 · (cos40i+ sin40i)

aB =−500i+0,15 ·α2 j−0,13 ·α2i−593,69i−507,81 j; (I)

Considere que la barra OB es una barra ficticia f :

aB = α f ∧OB−ω2
f ·OB

aB = 0,16 ·α f · (cos18 j− sin18i)− (−62,5)2 ·0,16 · (cos18i+ sin18i)

aB = 0,15 ·α f j−0,05 ·α f i−543,69i−195,3 j; (II)

Igualando (I) y (II):

(i) −1.090,69−0,13 ·α2 =−0,05 ·α f −593,69

( j)0,15 ·α2−507,81= 0,15 ·α f −195,3

α2 =−7.534,94 rad/s2

α f =−9.590,86 rad/s2

−→aG2 =−→aA+−−→aG2A

aG2 = aA+α2∧AG2−ω2
2 ·AG2

aG2 =−500i+α2 ·AG2 · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2
2 ·AG2 · (cosθ2i+ sinθ2 j)

aG2 =−307,08i−826,53 j m/s2

Cálculo de la fuerza y el par de inercia:

FiG2 =−m2 ·aG2 =−0,5 · (−307,08i−826,51 j) = 153,54i+413,26 j

IG2 =
1
12

·m · l2 = 1
12

·0,5 ·0,22 = 1,67 ·10−3 kg ·m2

MiG2 =−IG2 ·α2 =−1,67 ·10−3 · (−7.534,95) = 12,6 kNm
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Mecanismo 10

Cálculo de las fuerzas y reacciones por el método newtoniano:

La fuerza P es tangente a la curva y ⊥, a OB. Por tanto, RA y RB son perpendiculares a la
superficie de deslizamiento.

RO4 

A 

B 

P 
RB 

P2 

FiGx 

FiGy 

ΣMB = 0
FiG2x ·BGy+FiG2y ·BGx+P2 ·BGx+RA ·BA+MiG2 = 0
FGx ·0,1 · sinθ2+(FGy−P2) · (−0,1 · cosθ2)+RA · (−0,2 · cosθ2)+MiG2 = 0
RA =−55,89 j N
ΣMA = 0
[(P · sin(18)) ·ABy+(P · cos(18)) ·ABx]+FiG2x ·AGy+FiG2y ·AGx+P2 ·AGx+MiG2 = 0
[−(P ·0,31) ·0,13− (P ·0,95) ·0,16]+ (153,54 ·0,06)+ (413,26 ·0,08)+ (5 ·0,08)+12,56= 0
(−0,19)|P|+55,16= 0
|P|= 290
−→P = 86,6i−275,8 j

ΣFy = 0
RA+FG2+P2+RB+P= 0
P2 = mAB ·g=−4,9 j
−55,89 j+153,54i+423,26 j−4,9 j+RB+86,6i−275,8 j = 0
RB =−240,14i−86,67 j N

Cálculo de la fuerza P por el método de los trabajos virtuales:

MiG ·ω2+FiG2 ·VG2+ |P| · |VB|= 0
12,6 · (−62,5)+ (153,5i+413,3 j) · (−1i−4,8 j)+ |P| ·10= 0
|P|= 292
−→P = 90,39i+278,2 j
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Mecanismo 11

El mecanismo de la siguiente figura está diseñado para trabajar en posición horizontal.
Se pide resolver los siguientes aspectos:

1. Los CIR I23, I34 y I51 y señalelos en el dibujo.
2. Velocidad absoluta en la barra 3 en el punto A3 y velocidad angular de la barra 4.
3. Aceleración absoluta en la barra 3 respecto al punto A3 y aceleración angular en la

barra 4.
4. La fuerza para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.
5. El momento de inercia reducido en O2.
6. El grado de irregularidad, suponiendo ahora nuevas condiciones: la barra 2 gira con

unaωmedia = 1,5 rad/s y como parámetro resistente solo está actuando un par variable
en la barra 4, con las carasterísticas indicadas en la gráfica siguiente.

7. El CIR I41

O2

A

60

143

0,52

0,38

B

Datos del problema:

ω2 = 2k rad/s
VB = 1im/s
aB = 1im/s2
MO2 = 5 Nm
m2 = 4 kg
m3 = 1,5 kg
m4 = 2,5 kg
m5 = 5 kg
O2A= 0,52 m
AB= 0,38 m
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Mecanismo 11

Las dimensiones del dado 3 son 0,1 · 0,2 m

Solución:

Cálculo de los CIR:

O2

A

60

143

0,52
0,38

B

I41

I31

I34

I51
1

2

3

4

I45 5I25

I21

Cálculo de las velocidades:

−→
VA3 =

−→
VA2+

−−→
VA32

−→
VA3 =

−→
VB+

−→
VAB

VA3 = 1i+ω4 ·BA · (cos143 j− sin143i)
VA3 = 1i−0,23 ·ω4i−0,3ω4 j
VA2 =ω2 ·O2A · (cos300 j− sin300i) = 0,9i+0,52 j

Sustituyendo:

1i−0,23 ·ω4i−0,3ω4 j = 0,9i+0,52 j+ |V32| · (cos300i+ sin300 j)
(i) −0,23 ·ω4−0,5 · |V32|=−0,1
( j) −0,3 ·ω4+0,87 · |V32|= 0,52
|V32|= 0,42 m/s
ω4 =−0,49 rad/s
VA3 = 1i+0,11i+0,15 j= 1,11i+0,15 j m/s
O2G2 = 2/3 ·O2A
L2 = 0,7 m

43



Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Cálculo de las aceleraciones:

−→aA3 =−→aA2+−−→aA32+−−→aCor−→aA3 =−→aB+−→aAB
aA3 = 1i+α4 ·BA · (cos143 j− sin243i)−ω24 ·BA · (cos143i+ sin143 j)
aA3 = 1i−0,23 ·α4i−0,30α4 j+1,07i−0,05 j
aA2 =ω22 ·O2A · (cos300 j− sin300i) =−1,04i+1,81 j
aCor = 2 ·ω2 ·V32 · (cos300 j− sin300i) = 1,46i+0,84 j
aA32 = |a32| · (cos300i+ sin300 j) = 0,5 ·a32i−0,87 ·a32 j

Sustituyendo:

(i) −0,23 ·α4−0,5 ·a32 =−1,04−1,07+1,46
( j) −0,30α4+0,87 ·a32 = 1,81+0,05+0,84
|a32|= 2,33 m/s2
α4 =−2,24 rad/s2
aA3 = 1,58i+0,62 jm/s

2

Cálculo de fuerza para disponer de equilibrio dinámico:

MO2 ·ω2+FE ·VB+FiG2 ·VG2+FiG3 ·VG3+FiG4 ·VG4+FiG5 ·VG5+MiG4 ·ω4 = 0
FiG2 =−m2 ·aG2 =−4 · 2

3
·aA2 =−4 · (0,9 j−0,52i) =−3,6 j+2,1iN

FiG2 ·VG2 = (2,1i−3,6 j) · (0,61i+0,35 j) = 0,02 kg ·m/s
FiG3 =−m3 ·aG3 =−m3 ·aA3 =−1,5 · (1,58i−0,62 j) =−2,37i−0,93 j N
FiG3 ·VG3 = (−2,37i−0,93 j) · (1,11i+0,15 j) =−2,77
aG4 = aB+aG3B = 1i+α4 ·BG3 · (cos143 j− sin143i)−
−ω24 ·BG3 · (cos143i+ sin143 j) = 1,28i+0,31 j m/s2
FiG4 =−m4 ·aG4 =−3,2i+0,99 j N
FiG4 ·VG3 = (−3,2i+0,99 j) · (1,28i+0,31 j) =−3,45
FiG5 ·VG5 = FiG5 ·VB =−5
MiG4 =−IG4 ·α4 =− 1

12
·m4 · l24 ·α4 = 0,07 Nm

Sustituyendo:

5 ·2+FE ·1+0,02+(−2,77)+ (−3,45)+ (−5)+0,07= 0
FE = 1,13 N

Cálculo del momento de inercia:

IRO2 ·ω22 = m2 ·V 2G2+m3 ·V 2G3+m4 ·V 2G4+m5 ·V 2G5+ IG2 ·ω22+ IG3 ·ω23+ IG4 ·ω24
IRO2 ·4= 4 ·0,48+1,5 ·1,25+2,5 ·1,12+5 ·1+0,16 ·4+0,01 ·4+0,03 · (−0,49)
IRO2 = 3,06 kg ·m2
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Cálculo del grado de irregularidad:

δ=
ΔECv
Iv ·ω2med

AMm = 3 ·2π= 6π
AMm = AMR = 1π+5π

δ=
ΔECv
Iv ·ω2med

=
2π

3,06 ·1,52 = 0,91

MT

-7,5 Nm

2II

II

22,5 Nm

Mm

2IIII

30 Nm

MR

-7,5 Nm

2II

X

Y

X

Y

X

Y

Φ

Cálculo del CIR I41:

VA3 = |VA4|= 1,21 m/s
|VA4|= |ω4∧ I41|
I41 = 2,26 m

Suponiendo que el dibujo de los CIR esta a escala 3,5:1, entonces:

VA4 = 4,24 cm
I41 = 7,9 cm
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Mecanismo 12

El mecanismo de la siguiente figura tiene como elemento impulsor la barra 5, cuya
velocidad es V = −5i m/s y la aceleración es a = 2i m/s2. Para el instante mostrado y
teniendo en cuenta que el muelle se comprime 1 cm y su constante es k= 8.000 N/m, se
pide resolver los siguientes aspectos:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.
2. La velocidad absoluta en el punto A y la velocidad angular de la barra 2.
3. La aceleración absoluta en el punto A y la aceleración angular de la barra 2.

Ο2

B

4

5

6

C

3

2

A
1

0

3
0

Datos del problema:

O2A= 5,5 m
BC = 10 m
AC = 6 m
m2 = 1,5 kg
m4 = 3 kg
m5 = 2,5 kg

Dado: a= 1 m y b= 0,5 m

Nota: trabajar con solo dos decimales aproximados por exceso.
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Solución:

Cálculo de los grados de libertad y los CIR:

i= 7
s= 0
n= 6
GL= 3 · (n−1)− (2 · i) = 3 · (6−1)− (2 ·7)= 1

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 ·5
2

= 15

I
41∞

1

2 3

4

56

Cálculo de las velocidades:

−→
VB =

−→
VC+

−→
VBC =

−→
VC =−→ω3∧−→

CB
−5i= |VC| j+ω3 ·CB · (cos150 j− sin150i)
−5i= |VC| j - 8,7·ω3 j−5ω3i
(i) −5=−5 ·ω3
( j) |VC|= 8,7 ·ω3
ω3 = 1 rad/s
|VC|= 8,7 m/s
−→
VA6 =

−→
VA3+

−−→
VA63

−→
VA3 =

−→
VB+

−→
VAB

VA3 =−5i+ω3 ·BA · (cos330 j− sin330i)
VA3 =−5i+2i+3,48 j =−3i+3,48 j
VA6 = |V63| · (cos330i+ sin330 j)−3i+3,48 j
VA6 = 0,87 · |V63|i−0,5 · |V63| j−3i+3,48 j
VA6 =ω2 ·O2A · (cos190 j− sin190i)
VA6 =−5,39 ·ω2 j+0,93 ·ω2i
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Sustituyendo:

(i)0,87 ·V63−3= 0,93 ·ω2

( j)0,5 ·V63+3,48=−5,39 ·ω2

|V63|= 3,06 m/s
ω2 =−0,36 rad/s
V63 = 1,94 j−0,33im/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB =−→aC+−→aBC
aB = 2i
aC = |aC| j
aBC = α∧CB−ω3 ·CB
aBC = α ·10 · (cos150 j− sin150i)−10 · (cos150i+ sin150 j)
aBC =−8,7 ·α j−5 ·αi+8,7i+5 j

Sustituyendo:

2i= |aC| j+(−8,7 ·α j−5 ·αi+8,7i+5 j)
(i)2 =−5 ·α+8,7
( j)0= aC−8,7 ·α+5
α= 1,34 rad/s2

|aC|= 6,66 m/s2

−→aA6 =−→aA3+−−→aA63+−−→aCor−→aA3 =−→aB+−→aAB
aA3 = 2i+α3∧BA−ω2

3 ·BA
aA3 = 2i+1,34 ·4 · (cos330 j− sin330i)−4 · (cos330i+ sin330 j)
aA3 = 2i+4,66 j+2,68i−3,48i−2 j= 1,2i+2,66 j
aA63 = |aA63| · (cosθrel i+ sinθrel j) = 0,87 ·aA63i−0,5 ·aA63 j
aCor = 2ω3∧V63 = 2 ·ω3 · |V63| · (cosθrel j− sinθrel i) = 5,32 j+3,06i
aA6 = aA2 = α2 ·O2A · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2

2 ·O2A · (cosθ2i+ sinθ2 j))
aA6 = α2 ·5,5 · (cos190 j− sin190i)− (−0,36)2 ·5,5 · (cos190i+ sin190 j))
aA6 =−5,39 ·α2 j+0,17 ·α2i+0,7i+0,12 j

Sustituyendo:

(i)0,17 ·α2 =−0,7+1,2+0,87 · |a63|+3,06
( j) −5,39 ·α2 =−0,12+2,66−0,5 · |a63|+5,32
α2 = 43,7 rad/s2

|a63|=−4,45 m/s2
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Como el signo de la |a63| es negativo, la suposición inicial de que el dado se acelera
θrel = 330◦ es incorrecto. Por tanto, se recalcula suponiendo ahora que θrel = 150◦ y |a63|
= 4,45.

V63 = 3,06 · (0,87i+(−0,5 j)) = 2,66i−1,53 j vm/s

a63 = 4,45 · ((−0,87i)+0,5 j) =−3,87i+2,33 jm/s2
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Mecanismo 13

En el mecanismo mostrado en la siguiente figura, el martillo situado en el extremo de la
barra 6 tiene un movimiento con retorno rápido, impulsado por el motor ubicado en O2,
cuyo par es de 5 Nm y la velocidad de giro es de ω = −5k rad/s constante. Tenga en
cuenta que para acumular energía se ha añadido un muelle cuya curva característica es
k = 5.000 N/m y en el instante representado se ha alargado 0,5 m, se pide resolver los
siguientes aspectos:

1. Detalle el procedimiento para los CIR I31, I24, I51, I54 y representalos en un dibujo.

2. La velocidad lineal del dado 5 respecto a la barra 6.

3. La velocidad angular de la barra 6.

4. La aceleración lineal del dado 5 respecto a la barra 6.

5. La aceleración angular de la barra 6.

Datos del problema:

DB= 2 m
BC = 4 m
O2D= 1,6 m
O6C = 2,5 m

Dado 4= 0,15 ·0,15 m

Dado 5= 0,5 ·0,15 m

50



Mecanismo 13

Solución:

Cálculo de los CIR:

2 3

1

6 5

4

Cálculo de las velocidades:

θ2 = 300◦

θ3 = 0◦−→
VD =ω2 ·O2D · (cosθ2 j− sinθ2i) =−4 j−7i
VBi=VC+VBD =VD+ω3 ·DB · (cosθ3 j− sinθ3i)
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Sustituyendo:

VBi=−4 j−7i+2 ·ω3 j
(i)VBi=−7i
( j)0=−4 j+2 ·ω3 j
VB =−7im/s
ω3 = 2i rad/s

−→VC3 =−→VB+−→VCB =VB+ω3 ·BC · (cosθBC j− sinθBCi)
θBC = 225◦

VC3 =−7i−5,66 j+5,66i=−1,34i−5,66 j

−→VC3 =−→VC5 =−→VC6+−→V56
VC5 =ω6 ·O6C · (cosθ6 j− sinθ6i)+ |V56|(cosθrel i+ sinθrel j)
θ6 = 120◦

θrel = 300◦

Sustituyendo:

−1,34i−5,66 j=−1,25 ·ω6 j+2,16 ·ω6i+0,5 ·V56i−0,86 ·V56 j
(i) −1,34i= 2,16 ·ω6i+0,5 ·V56i
( j) −5,66 j =−1,25 ·ω6 j−0,86 ·V56 j
|V56|= 4,22 m/s
ω6 = 1,6 rad/s
V6 =−3,91i−1,95 j m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aD =−ω2 ·O2D · (cosθ2i+ sinθ2 j) =−20i+34,4 j
−→aB =−→aD+−→aBD
aB = aD ·α3 ·BD · (cosθBD j− sinθBDi)−ω2

3 ·BD · (cosθBDi+ sinθBD j)

Sustituyendo y resolviendo:

aB =−28im/s2

α3 =−17,3 rad/s2

−→aC3 =−→aB+−→aCB
aC3 = aB ·α6 ·CB · (cosθrel j− sinθrel i)−ω2

6 ·CB · (cosθrel i+ sinθrel j)
aC3 =−65,7i+60,33 jm/s2

−→aC3 =−→aC5 =−→aC6+−→a56+−−→aCor
a56 = 79,7im/s2

α6 = 8 rad/s2
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Mecanismo 14

Conociendo que el mecanismo de la siguiente figura trabaja en el plano horizontal y que
la velocidad angular de la barra 5 es constante con un valor de 2 rad/s, determine los
siguientes aspectos:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.

2. Los CIR I31, I24, I51, I25.

3. La velocidad absoluta del punto R.

4. La aceleración absoluta del punto R.

Datos del problema:

O2R= 0,4 m
O4T = 0,2 m
O4R= 0,6 m
TP= 0,6 m

Nota: el dibujo no está a escala. Trabajar con solo dos lugares decimales aproximados
por exceso.

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6
i= 7
s= 0
GL= 3 · (6−1)−2 ·7= 1
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Cálculo de los CIR:

I31:{321}−{314}
I24:{241}−{243}
I51:{516}−{514}
I25:{251}−{254}

I41
T

I31

I54

I56

I51

I25

I54

I61

I34

Cálculo de las velocidades: Es necesario interpretar el sentido del desplazamiento del
dado, en este caso su velocidad va en la dirección − j. Si fuese en el sentido contrario,
al resolver el sistema de ecuaciones el resultado sería Vp =− j.

ω4 ·O4T · (cosθ4 j− sinθ4i) =−Vp j+ω5 ·PT · (cosθ5 j− sinθ5i)
θ4 = 342◦; cosθ4 = 0,95; sinθ4 =−0,31
θ5 = 64◦; cosθ5 = 0,44; sinθ5 = 0,9−→
Vp = |Vp| · (cos270i+ sin270 j) =−|Vp|−→j

ω4 ·0,2 · (cos342 j− sin342i) =−Vp j+2 ·0,6 · (cos64 j− sin64i)
0,19 ·ω4 j+0,06 ·ω4i=−Vp j+0,52 j−1,08i
(i)0,06 ·ω4 =−1,08
( j)0,19 · (−18) =−|Vp|+0,52
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ω4 =−18 rad/s
|Vp|= 3,94 m/s
VR4 =ω4∧O4R= (−18) ·0,6 · (cosθ4 j− sinθ4i)
VR4 =−10,26 j−3,35i

−→VR3 =
−→VR4 +

−→VR34
VR3 =−10,26 j−3,35i+ |V34| · (cosθrel i+ sinθrel j); (I)
VR3 =ω2∧O2R
θ2 = 360−52= 308◦

θrel = 180−18= 162◦

VR3 =ω2 ·0,4 · (cos308 j− sin308i) = 0,25 ·ω2 j+0,32 ·ω2i

Sustituyendo en (I):

0,25 ·ω2 j+0,32 ·ω2i=−10,26 j−3,35i−0,95 ·V34i+0,31 ·V34 j
(i)0,32 ·ω2 =−3,35−0,95 ·V34
( j)0,25 ·ω2 =−10,26+0,31 ·V34
ω2 =−32,09 rad/s
|V34|= 7,24 m/s
V34 =−6,92i+2,26 jm/s
VR3 =−10,27i−8,02 j m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aT =−→aP+−→aTP
aT = α4∧O4T −ω2

4 ·O4T
aT = α4 ·O4T · (0,95 j+0,31i)−ω2

4 ·O4T · (0,95i−0,31 j)
aT = 0,19 ·α4 j+0,06 ·α4i− (−18)2 ·0,2 · (0,95i−0,31 j)
aT = 0,19 ·α4 j+0,06 ·α4i−61,56i+20,1 j

aP =−aP j
aTP = α5 ∧PT −ω2

5 ·PT · (cosθ5i+ sinθ5 j)
aTP =−22 ·0,6 · (0,44i+0,9 j)
aTP =−1,06i−2,16 j

0,19 ·α4 j+0,06α4i=−aP j+62,56i−20,1 j−1,06i−2,19 j
0,19 ·α4 j+0,06α4i=−aP j+61,5i−22,29 j
(i)0,06 ·α4 = 61,5
( j)0,19 ·αP =−aP−22,29
α4 = 1.025 rad/s2

aP =−217,04 m/s2
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El signo negativo de la aceleración aP indica que inicialmente se asumió una dirección
incorrecta, es decir, que aunque la velocidad VP es − j, el dado 6 se está desacelerando,
por lo que la aP es j. Este resultado se confirma observando que ω4 es horario y α4 es
antihorario.

Recalculando:

aP = 217,04j m/s2
−→aR4 = α4∧O4R−ω2

4 ·O4R
aR4 = 1.025 ·0,6 · (cos342 j− sin342i)− (−18)2 ·0,6 · (cos342i+ sin342 j)
aR4 = 584,9 j+190i−184,88i+60,07 j
aR4 = 5,12i+644,97 j

−→aR3 =−→aR4+−→a34+−→aC; (II)
θ2 = 308◦; cosθ2 = 0,6; sinθ2 =−0,79
aR3 = α2 ·O2R · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2

2 ·O2R · (cosθ2i+ sinθ2 j)
aR3 = 0,25 ·α2 j+0,32 ·α2i−255,38i+325,41 j

Debido a que α4 es contraria a ω4, entonces el dado 3 también se desacelera, luego se
asume a34 contraria a V34.

θrel = 360−18= 342◦; cos342= 0,95; sin343=−0,31
a34 = 0,95 ·a34i−0,31 ·a34 j
aC = 2 ·ω4∧V34 = 2 · (−18)k∧ (−6,92i+2,26 j)
aC = 249,12 j+81,36i

Sustituyendo en II:

0,25 ·α2 j+0,32 ·α2i−255,38i+325,41 j=
= 5,32i+675,26 j+0,95 ·a34 j+249,12 j+81,36i
(i)0,32 ·α2 = 0,95 ·a34+343,06
( j)0,25 ·α2 =−0,31 ·a34+598,97
α2 = 2.007,3 rad/s2

|a34|= 315,94 m/s2

a34 = 300,14i−97,94 jm/s2

aR3 = 386,96i+827,24 j m/s2
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Mecanismo 15

El mecanismo de la siguiente figura tiene como elemento impulsor la barra 2, la cual gira
con una velocidad angular constante de 0,5 rad/s. Para el instante mostrado resuelva los
siguientes aspectos:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.

2. Calcule el número de CIR del mecanismo y determine los CIR I31, I24, I51.

3. La velocidad angular de la barra 6 y la velocidad entre el dado y la guía.

4. La aceleración angular de la barra 6 y la aceleración entre el dado y la guía.

Nota: las medidas están dadas en m. El dibujo no está a escala. Trabajar con solo dos
decimales aproximados por exceso.

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6
i= 7
s= 0
GL= 3 · (6−1)−2 ·7−0= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
= 15
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I31: {312}−{314}
I51: {513}−{516}
I24: {241}−{243}

Cálculo de las velocidades:

VB =ω2 ·O2B · (cos76 j− sin76i)
VB = 0,5 ·0,30 · (0,24 j−0,97i)
VB = 0,036 j−0,15
−→
VC =

−→
VB+

−→
VCB

ω4 ·0,35 · (cos307 j− sin307i) =VB+ω3 ·0,25 · (cos19 j− sin19i)
0,21 ·ω4 j+0,28 ·ω4i= 0,04 j−0,15i+0,24 ·ω3 j−0,08 ·ω3i
(i)0,28 ·ω4 =−0,15i−0,08 ·ω4
( j)0,21 ·ω4 = 0,04+0,24 ·ω3
ω3 =−0,49 rad/s
ω4 =−0,37 rad/s
−→
VD =

−→
VB+

−→
VDB

VD =VB+ω3 ·0,6 · (cos19 j− sin19i)
VD = 0,036 j−0,15i−0,28 j+0,1i
VD3 =−0,05i−0,24 j
VD3 =VD5; VD5 =−0,05i−0,24 j
−−→
Vabs,5 =

−−−−−→
VDarraster+

−−−→
Vrel,56

VD6 =VD5−V56

donde θrel = 126◦+180◦ = 306◦
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ω6 ·0,4 · (cos126 j− sin126i) =VD5−V56 · (cos306i+ sin306 j)
−0,23 ·ω6 j−0,32 ·ω6i=−0,05i−0,24 j−0,59 ·V56i+0,8 ·V56 j
(i) −0,32 ·ω6 =−0,05−0,59 ·V56
( j) −0,23 ·ω6 =−0,24+0,8 ·V56
V56 = 0,17 m/s
ω6 = 0,47 rad/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB =−→α2∧−−→
O2B−ω2

2 ·
−−→
O2B

Si ω2 es constante, entonces α2 = 0, y la ecuación de aceleraciones queda:

aB =−ω2
2 ·O2B · (cosθ2i+ sinθ2 j)

aB =−ω2
2 ·0,3 · (cos76i+ sin76 j)

aB =−0,02i−0,07 j

−→aC =−→aB+−→aCB
aC = α4 ·0,35 · (cos307 j− sin307i)−ω2

4 ·0,35 · (cos307i+ sin307 j)
aC = 0,21 ·α4 j+0,28 ·α4i−0,03i+0,05 j
aCB = α3 ·0,25 · (cos19 j− sin19i)−ω2

3 ·0,25 · (cos19i+ sin19 j)
aCB = 0,24 ·α3 j−0,08 ·α3i−0,06i−0,02 j

Igualando:

0,21 ·α4 j+0,28 ·α4i−0,03i+0,05 j = 0,24 ·α3 j−0,08 ·α3i−0,06i−0,02 j
(i)0,28 ·α4 =−0,05−0,08 ·α3
( j)0,21 ·α4 =−0,14+0,24 ·α3
α3 = 0,34 rad/s2

α4 =−0,27 rad/s2

−→aD =−→aB+−→aDB
aD = aB+α3 ·0,6 · (cos19 j− sin19i)−ω2

3 ·0,6 · (cos19i+ sin19 j)
aD =−0,02i+0,07 j+0,02 j−0,32i+0,14i−0,05 j
aD =−0,48i−0,65 j
aD5 = aD6+a56+aCor
aD6 = α6 ·0,4 · (cos126 j− sin126i)−ω2

6 ·0,4 · (cos126i+ sin126 j)
aD6 =−0,26 ·α6 j−0,32 ·α6i+0,05−0,07 j

Se asume que el dado 5 está frenando, por ello la aceleración a56 es contraria a V56 y el
ángulo que define a la aceleración es 126◦.
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a56 = a56 · (cos126i+ sin126 j)
a56 =−0,58 ·a56i+0,81 ·a56 j)
aCor = 2 ·ω6 ·V56 · (cosθrel j− sinθrel i)

donde θrel = 306◦

aCor = 2 ·0,47 ·0,17 · (0,59 j+0,81i)
aCor = 0,09 j+0,13i

0,02i−0,65 j=−0,23 ·α6 j−0,32 ·α6i+0,05i−0,07 j+0,59 ·a56i−0,81 ·a56 j+
+0,09 j+0,13i
(i) −0,32 ·α6 =−0,1+0,59 ·a56
( j) −0,23 ·α6 =−0,49−0,81 ·a56
|a56|=−0,45 m/s2

α6 = 0,52 rad/s2

Dado que el módulo de a56 es valor negativo, se deduce que el sentido y por tanto el
ángulo supuesto inicialmente es incorrecto. Entonces:

a56 = 0,26i−0,36 jm/s2
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Mecanismo 16

Debido al movimiento que realiza el mecanismo representado en la siguiente figura, el
muelle realiza un desplazamiento de 10 mm. Sabiendo que la barra 4 gira con una velo-
cidad angular de 2 rad/s y una aceleración angular de 1 rad/s2, considere que en el punto
E el rozamiento es nulo. Para la posición indicada determine:

1. Los grados de libertad del mecanismo (señale en el dibujo los pares cinemáticos).

2. La velocidad de los puntosC y E.

3. La aceleración de los puntosC y E.

4. El par motor en O4 para mantener el equilibrio dinámico.

Datos del problema:

m2 = 2 kg
m4 = 5 kg
m3 = m5 = 0

Constante del muelle k = 80.000 N/m.

CB= 3 m
O4D= 2,4 m
O4G4 = 0,4 m
BD= 4 m
DE = 3 m
Barra 2: 0,5 ·1 m
Barra 4: 0,5 ·4 m

Nota: Se desprecian los radios de los extremos de las barras.
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Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 5
i= 5
s= 1
GL = 3 · (5−1)−5 ·2−1= 1

Cálculo de las velocidades:

−→VB =−→ω4∧−−→
O4B

VB = 2 ·1,6 · (cos330 j− sin330i)
VB = 1,6i+2,7 j

−→VD =−→ω4∧−−→
O4D

VD = 2 ·2,4 · (cos150 j− sin150i)
VD =−2,4i−4,17 j

−→VC =−→VB+−→VCB
VC j =VB+ω3∧CB
VC j = 1,6i+2,7 j+3 ·ω3 · (cos240 j− cos240i)
(i)0 = 1,6+2,61 ·ω3

( j)VC = 2,7−1,5 ·ω3

ω3 =−0,61 rad/s
|VC|= 3,69 m/s
VC = 3,69 j m/s

−→VE =−→VD+−→VED
VE =VD+ω5∧DE
VE =−2,4i−4,17 j+3 ·ω5 · (cos190 j− cos190i)
VE = |VE | · (cos135i+ cos135 j) =−0,71 ·VEi+0,71 ·VE j
(i) −0,71 ·VE =−2,4+0,52 ·ω5

( j)0,71 ·VE =−4,17−2,95 ·ω5

ω5 =−2,71 rad/s
|VE |= 5,36 m/s
VE =−3,77i+3,77 j m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB = α4 ∧O4B−ω2
4 ·O4B

aB = 1 ·1,6 · (cos330 j− sin330i)−22 ·1,6 · (cos330i+ cos330 j)
aB = 1,39 j+0,8i−5,56i+3,2 j
aB =−4,76i+4,59 j
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−→aD = α4 ∧O4D−ω2
4 ·O4D

aD = 1 ·2,4 · (cos150 j− sin150i)−22 ·2,4 · (cos150i+ cos150 j)
aD =−2,09 j−1,2i+8,35i−4,8 j
aD = 7,15i−6,59 j

−→aC =−→aB+−→aCB
aC j = aB+α3∧BC−ω2

3 ·BC
aC j =−4,76i+4,59 j+3 ·α3 · (cos240 j− sin240i)−
−(−0,61)2 ·3 · (cos240i+ sin240 j)
aC j =−4,76i+4,59 j−1,5 ·α3 j+2,61 ·α3i+0,56i+0,97 j
aC j = 5,56 j−4,2i−1,5 ·α3 j+2,61 ·α3i
(i)0=−4,2+2,61 ·α3
( j)aC = 5,56−1,5 ·α3
α3 = 1,61 rad/s2

aC = 3,14 j m/s2

−→aE =−→aD+−→aED
aE = aD+α5∧DE−ω2

5 ·DE
aE = 7,15i−6,89 j+3 ·α5 · (cos190 j− sin190i)− (−2,71)2 ·3 · (cos190i+ sin190 j)

ω5 gira en sentido horario haciendo que la barra 5 desacelere. Esto implica que la aE
vaya hacia abajo; esta dirección define a θ3 = 315◦. Por lo tanto, el resultado nos indica
que α5 debe girar en sentido antihorario.

aE · (cos315i+ cos315 j) = 7,15i−6,89 j−2,95 ·α5 j+0,52 ·α5i+21,7i+3,82 j+
+0,71 ·aEi−0,71 ·aE j = 28,85i−3,06 j−2,95 ·α5 j+0,52 ·α5i
(i)0,71 ·aE = 28,85+0,52 ·α5; α5 = 10,62 rad/s2

( j) −0,71 ·aE =−3,06−2,95 ·α5
|aE |= 48,38 m/s2

aE = 34,36i−34,36 j

Cálculo del par motor:

FM ·VG2 +(Fi4+P4) ·VG4 +Mi4 ·ω4+(Fi2+P2) ·VG2+MO4 ·ω4 = 0
FM =−k ·d = 80.000 ·0,01=−800 j N

El dadoC se desliza en las j positivas comprimiendo el muelle, entonces la FM es−800 j.

VG2 =VC = 3,69 m/s
VG4 =ω4∧O4G4

VG4 = 2 ·0,4 · (cos150 j− sin150i)
VG4 = (−0,7 j−0,5i)m/s
aG2 = aC = 3,14 m/s2
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aG4 = α4∧O4G4−ω2
4 ·O4G4

aG4 = 1 ·0,4 · (−0,87 j−0,5i)−22 ·0,4(−0,87i+0,5 j)
aG4 = (−1,15 j+1,19i)m/s2

Fi4 =−m4 ·aG4
Fi4 =−5 · (−1,15 j+1,19i)
Fi4 = (5,75 j−5,95i) N
P4 = m4 ·g= 5 · (−9,8 j) =−49 j N

IG4 =
m4

12
· (c2+L2)

IG4 =
5
12

· (0,25+16)

IG4 = 6,77 kg ·m2

Mi4 =−IG4 ·α4
Mi4 =−6,77 ·1=−6,77 Nm
Fi2 =−m2 ·aG2
Fi2 =−2 · (3,14) j
Fi2 =−6,28 j
P2 = m2 ·g
P2 =−19,6 j N

Sustituyendo:

FM ·VG2 =−800 ·3,69=−2.896 W
(Fi4+P4) ·VG4 = (5,75 j−49 j−5,95i) · (−0,7 j−0,5i)
(Fi4+P4) ·VG4 =−27,89 W
Mi4 ·ω4 =−6,77 ·2=−13,54 W
(Fi2+P2) ·VG2 = (−6,28 j−19,6i) ·3,69=−95,49 W

Sustituyendo:

−2.896−27,89−13,54−95,49+MO4 ·2= 0
MO4 = 1.516,46k Nm

Este par motor tiene sentido antihorario y se comprueba observando que gira en el mis-
mo sentido queω4.
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Mecanismo 17

El mecanismo de la siguiente figura se mueve en el plano horizontal debido a la acción de
la fuerza motriz Fz = 2 N. Esta fuerza hace girar la barra 4 con rodadura pura respecto a
la bancada con una velocidad angular de 0,5 rad/s y una aceleración angular de 1 rad/s2.
Las masas de los sólidos a tener en cuenta son m3 = 1 kg y m4 = 3 kg, mientras que las
medidas del dado son 30 × 40 mm. Para el análisis dinámico considere que la barra 4 no
tiene ranura. Para la posición mostrada determine:

1. El número de CIR y señale los CIR I34, I31 e I24 en el dibujo.

2. La velocidad del punto X en relación con la articulación O2.

3. La aceleración del punto X en relación con la articulación O2.

4. El par resistente en la barra 2 que mantiene al mecanismo en equilibrio dinámico.

5. El momento de inercia reducido a O2.

Datos de problema:
O2X = 0,37 m
YX = 0,25 m
YZ = 0,17 m
O5P= 0,34 m
YP= 0,33 m
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Solución:

Cálculo de los CIR: La siguiente figura representa el instante inicial del mecanismo y el
instante posterior al inicio del movimiento.

Cálculo de las velocidades:

−→
VX3 =

−→
VX4 +

−→
VX34

ω2∧O2X =ω4∧YX +V34 · (cos21i+ sin21 j)
0,37 ·ω2 · (cos41 j− sin41i) = 0,5 ·0,25 · (cos106 j− sin106i)+V34
·(cos21i+ sin21 j)
0,28 ·ω2 j−0,24 ·ω2i=−0,04 j−0,12i+0,93 ·V34i+0,36 ·V34 j
(i) −0,24 ·ω2 =−0,12+0,93 ·V34
( j)0,28 ·ω2 =−0,04+0,36 ·V34
|V34|= 0,12 m/s
ω2 = 0,03 rad/s
VX2 =VX3 =−0,01i+0,01 j m/s
V34 = 0,12i+0,04 jm/s

−→
VP3 =

−→
PP4 +

−→
PP34

0,34 ·ω5 · (cos14 j− sin14i) = 0,04 j−0,16i+VP34 · (cos166i+ sin166 j)

Cálculo de las aceleraciones:

−→ax3 =−→ax4+−→ax34+−−→axCor; (I)
ax3 = α2 ∧O2X−ω22 ·O2X
ax3 = α2 ·O2X · (cos41 j− sin41i)−ω22 ·O2X · (cos41i+ sin41 j)
ax3 = 0,37 ·α2 · (0,75 j−0,66i)−0,37 ·ω22 · (0,75i+0,66 j)
ax3 = 0,28 ·α2 j−0,24 ·α2i−0,0003i−0,0003 j; (II)
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ax4 = α4∧YX−ω2
4 ·YX

ax4 = α4 ·YX · (cos106 j− sin106i)−ω2
4 ·YX · (cos106i+ sin106 j)

ax4 = 0,25 ·α4 · (−0,27 j−0,96i)−0,25 ·ω2
4 · (−0,27i+0,96 j)

ax4 =−0,24i−0,06 j+0,067i−0,24 j =−0,22i−0,12 j
a34 = a34 · (cos21i+ sin21 j) = 0,93 ·a34i+0,36 ·a34 j
aCor = 2 ·ω4 ·0,12 · (cos21 j− sin21i) = 11 j−0,04i

Sustituyendo en (I):

(i) −0,24 ·α2−0,003=−0,22+0,93 ·0,93 ·a34−0,04
( j)0,28 ·α2−0,0003=−0,12+0,36 ·a34+0,11
|a34|=−0,05 m/s2

α2 = 0,36 rad/s2

Dado el resultado negativo del módulo de la aceleración relativa, se corrige el ángulo que
la define: θ34 = 201◦ y se vuelve a recalcular la aceleración.

Cálculo del par resistente:

M2 ·ω2+Fz ·Vz+Fi3 ·VG3+Mi3 ·ω3+Fi4 ·VG4+Mi4 ·ω4 = 0
VZ =VG4 =ω4 ·YZ · (cos90 j− sin90i)
VZ =VG4 =−0,09i m/s
aG3 = aX3
Fi3 =−m3 ·aG3 =−1 · (−0,06i+0,07 j) = 0,06i−0,07 j N
VG3 =Vx3 =−0,01i+0,02 j m/s
|VG3|= 0,02 m/s

IG3 =
1
12

·m3 · (a2+b2) = 0,0002 kg ·m2

Mi3 =−IG3 · ε3 =−IG3 · ε4
Mi3 =−(0,00021) ·1=−0,00021 Nm
ω3 =ω4 = 0,5 rad/s
aG4 = aZ = α4 ·R · (−i) =−0,15im/s2

IG4 =
1
2
·m4 · r2 = 0,043 kg ·m2

Fi4 =−m4 ·aG4 = 0,45iN
Mi4 =−IG4 ·α4 =−0,043 ·1=−0,043 Nm

Sustituyendo:

0,03 ·M2+0,02−0,001−0,001−0,04−0,06= 0
M2 =−2,31 Nm, es un par resistente por lo que el signo es contrario a ω2.
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Cálculo del momento de inercia reducido.

IR02 = m3 ·
(
VG3
ω2

)2

+ IG3 ·
(
ω3

ω2

)2

+m4 ·
(
VG4
ω2

)2

+ IG4 ·
(
ω4

ω2

)2

IR02 = 1 ·
(
0,022
0,06

)2

+0,00021 ·
(
0,5
0,06

)2

+3 ·
(−0,075

0,06

)2

+0,034 ·
(
0,5
0,06

)2

IR02 = 0,31+0,015+4,69+2,36= 7,2 kg ·m2
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Mecanismo 18

En el mecanismo de la siguiente figura que opera en el plano horizontal están indicados
los movimientos de entrada. Se conoce que la barra 2 se mueve con rodadura pura. Sa-
biendo queω2= 3 rad/s,ω5 = 0,5 rad/s (constante), aM =−2 jm/s2 yVM =−1,5 jm/s,
determine para la posición mostrada:

1. La velocidad angular de la barra 3.

2. La aceleración angular de la barra 3.

3. La posición del CIR absoluto de la barra 2 y la distancia entre el CIR absoluto de la
barra 3 y el puntoM.

4. E par resistente en la barra 5 para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.

5. El momento de inercia reducido en O5.

Datos del problema:

m2 = 2 kg
m3 = 3 kg
FM = 10 N
O5N = 2,2 m
MN = 2,6 m
LM = 0,50 m
MG3 = 2 m
MO= 4 m

IG2 =
1
2
·m ·R2

IG3 =
1
12

·m ·L2
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Solución:

Cálculo de la ω3:

−→VM =−→ω2∧−→LM
VM =−3 ·0,5 · (cos0 j− sin0i) =−1,5 j
−→VN3 =−→VN+−−→VNM
VN3 =VM+ω3 ·MN · (cos16 j− sin16i)
VN3 =−1,5 j+2,5 ·ω3 j−0,73 ·ω3i

−→VN4 =−→VN3+−→V43; (I)
VN4 =ω5 ·O5N · (cos140 j− sin140i)
VN4 = 0,5 ·2,2 · (−0,77 j−0,64i) =−0,7i−0,85 j
|VN4|= 1,1
V43 = |V43| · (cos196i+ sin196 j) =−1,06 ·V43i−0,28 ·V43 j

Sustituyendo en (I):

−0,7i−0,85 j =−1,5 j+2,5 ·ω3 j−0,73 ·ω3i−1,06 ·V43i−0,30 ·V43 j
−0,7i+0,65 j =−0,73 ·ω3i−2,5 ·ω3 j−0,96 ·V43i−0,28 ·V43 j
(i) −0,7=−0,73 ·ω3−1,06 ·V43
( j)0,65= 2,5 ·ω3−0,30 ·V43
ω3 = 0,31 rad/s
|V43|= 0,45 m/s
V43 =−0,47i−0,13 j m/s

Cálculo de la α3:

−→aN3 =−→aM+−−→aNM
aN3 = aM+α3 ·MN · (cos16 j− sin16i)−ω2

3 ·MN · (cos16i+ cos16 j)
aN3 =−2 j+2,5 ·α3i−0,24i−0,07 j
aN3 = 2,5 ·α3 j−0,73 ·α3i−0,24i−2,07 j

−→aN4 =−→aN3+−→a43+−−→aCor
aN4 = α5 ∧O5N−ω2

5 ·O5N · (cos140i+ sin140 j)
aN4 = 0,42i−0,35 j

Se intuye que la a43 va hacia arriba.

a43 = |a43| · (cos16i+ sin16 j)
a43 = 0,96 ·a43i+0,28 ·a43 j
aCor = 2 ·−→ω3∧−→V43 = 2 ·0,31k∧ (−0,47i−0,14 j)
aCor =−0,29 j+0,09i
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Sustituyendo:

0,42i−0,35 j = 2,5 ·α3i−0,24i−2,07 j+0,96 ·a43+0,28 ·a43 j−0,29 j+0,09i
0,57i+2,01 j = 2,5 ·α3 j−0,73 ·α3i+0,96 ·a43i+0,28 ·a43 j
(i)0,57=−0,73 ·α3+0,96 ·a43
( j)2,01= 2,5 ·α3+0,28 ·a43
α3 = 0,68 rad/s2

|a43|= 1,11 m/s2

aN3 =−0,37 j−0,74i

ω3 y α3 tienen igual sentido por lo que la barra 3 se acelera, pero el dado se desliza con
aceleración negativa.

El CIR I31 está en el punto d, por tanto se cumple que:

−→VM =−→ω3∧−−→I31M

I31M =
|VM|
ω3

=
1,5
0,31

= 4,84 m

Cálculo del par resistente:

M5 ·ω5+FM ·VM+Fi2 ·VG2+Fi3 ·VG3+Mi2 ·ω2+Mi3 ·ω3 = 0
FM =−6 j N
VM =−1,5 j m/s
aG2 = aM
Fi2 =−m2 ·aG2 =−2 · (−2 j) = 4 j N
VG2 =VM =−1,5 j m/s
Fi3 =−m3 ·aG3
Fi3 =−3 · (−0,74 j−0,56i)
Fi3 = 1,68i+2,22 j N
aG3 = aM+aG3M
aG3 =−2 j+α3 ·MG3 · (cos16 j− sin16i)−ω2

3 ·MG3 · (cos16i+ sin16 j)
aG3 =−2 j+1,31 j−0,38i−0,18i−0,05 j=−0,74 j−0,56im/s2

−→VG3 =
−→VM+

−−→VG3M

VG3 =−1,5+ω3 ·MG3 · (cos26 j− sin16i)
VG3 =−1,5 j+0,6 j−0,17i=−0,9 j−0,17i

α2 =
|aM|
LM

= 4 rad/s2

IG2 =
1
2
·m2 · r2 = 0,25 kg ·m2
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Mi2 =−IG2 ·α2 =−0,25 · (−4) = 1 Nm

IG3 =
1
12

·m3 ·L2 = 4 kg ·m2

Mi3 =−IG3 ·α3 =−2,72 Nm

Sustituyendo:

M5 ·0,5+(−10 j) · (−1,5 j)+4 j · (−1,5 j)+ (1,68i+2,22 j) · (−0,9 j−0,17i)+
+(−3)+ (−2,72) ·0,31= 0

M5 =−6,54 Nm, es un par contrario a ω5 debido a que es un par resistente.

Cálculo del momento de inercia reducido:

IR05 = IG2 ·
(
ω2

ω5

)2

+m2 ·
(
VG2

ω5

)2

+ IG3 ·
(
ω3

ω5

)2

+m3 ·
(
VG3

ω5

)2

IR05 = 0,25 ·
(

3
0,5

)2

+2 ·
(
1,5
0,5

)2

+4 ·
(
0,31
0,5

)2

+3 ·
(
0,92
0,5

)2

= 38,7 kg ·m2
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Mecanismo 19

En el mecanismo de la siguiente figura, la manivela 2 gira con una velocidad angular
constante ω2 = 5 rad/s y la biela 3 tiene una aceleración angular de α3 = −4 rad/s2.
Para la posición mostrada el dado 4 tiene una velocidad lineal de 0,25 m/s. Suponga que
las masas de las barras 2 y 4 son despreciables y que la barra 3 es una varilla homogénea,
cuya masa es de 4 kg y considerando solo el tramo AC. Calcular los siguiente parámetros:

1. La velocidad del dado respecto la guía.

2. El par motor que hay que aplicar a la barra 2 para que el mecanismo esté en equilibrio
dinámico, sabiendo que este se mueve en un plano horizontal y que en el punto B
existe una fuerza equilibrante FB = 50 N.

3. El momento de inercia reducido en el eje O2.

Datos del problema:

O2A= 0,2 m
AB= 0,4 m
m3 = 4 kg

Nota: el dibujo no está a escala. Trabajar con solo dos decimales aproximados por exceso.

Solución:

Cálculo de las velocidades:

VA =ω2 ·O2A · (cos45 j− sin45i)
VA = 5 ·0,2 · (0,71 j−0,71i) = 0,71 j−0,71i
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−→V3 =−−→VBarr =VA+ω3 ·AB · (cos30 j− sin30i)
VBarr = (0,71 j−0,71i)+ω3 ·0,4 · (0,87 j−0,5i); (I)
VBarr = 0,71 j+0,35 ·ω3 j−0,71i−0,2 ·ω3i

−−→VBabs =−−→VBarr+−−→VBrel −−→VBarr =−−→VBabs−−−→VBrel
VBarr =VBabs j−VBrel · (cos30i+ sin30 j)
VBarr =−0,25 j−0,87 ·VBreli−0,5 ·VBrel j; (II)

Sustituyendo (II) en (I):

−0,25 j−0,87 ·VBreli−0,5 ·VBrel j = (0,71 j−0,71i)+0,35 ·ω3 j−0,2 ·ω3i)
(i) −0,87 ·VBrel =−0,71−0,2 ·ω3

( j) −25−0,5 ·VBrel =−71+34 ·ω3

|VBrel |= 0,136 m/s
VBrel = 0,12i+0,07 jm/s
ω3 =−2,96 rad/s

Cálculo del par motor:

FB ·VB+Fi3 ·VG3+Mi ·ω3+M2 ·ω2 = 0
Fi3=−m3 ·aG3
aG3 = aA+aG34
aG3 = α2∧O2A−ω2

2 · l2 · (cos45i+ sin45 j)+α3 ·AG3 · (cos30 j− sin30i)−
−ω2

3 ·AG3 · (cos30i+ sin30 j)
aG3 =−3,55i−3,55 j−0,522 j+0,30i−1,14i−0,66 j =−4,39i−4,76 j m/s2

Fi3 =−4 · (−4,39i−4,76 j) = 17,56i+17,9 j N

I3 =
1
12

·m3 · l23 =
1
12

·4 · (0,3)2 = 0,03 kg ·m2

Mi3 =−IG3 ·α3 =−0,03 · (−4) = 0,12 Nm

Sustituyendo en la ecuación general:

50 j · (−0,25 j)+ (17,56i+19,4 j) · (0,33 j−0,49i)+ (0,12k) · (−2,96k)+M2 ·5k
M2 = 3,11 Nm

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO2 = Σ[mj ·
(
VGj
ωR

)2

+ IG j ·
(
ω j

ωR

)2

]

VG3 =VA+VG34 =VA+ω3∧AG3
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V3 = 0,71 j−0,71i+(−2,96) ·0,15 · (0,87 j−0,5i)
VG3 = 0,32 j−0,49im/s
|VG3|= 0,59 m/s

IRO2 = 4 ·
(
0,59
5

)2

+0,03 ·
(−2,96

5

)2

= 0,067 kg ·m2
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Mecanismo 20

El mecanismo de la siguiente figura tiene la función de hacer girar la barra 4 según las
características de la barra 6. Este giro depende de la velocidad lineal del dado B, que
es constante con una magnitud de 2 m/s, y la dirección de la fuerza FB = 30 N. Solo se
considera que la masa de la barra 6 es de 3 kg. Determinar los siguientes parámetros:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.

2. Los CIR I26, I51, I31, I36, indicando la metodología aplicada.

3. La velocidad angular de la barra 4.

4. La aceleración angular de la barra 4.

5. El par de equilibrio en la barra 6.

Nota: las longitudes de las barras están dadas en metros. El dibujo no está a escala.
Trabajar con solo dos decimales aproximados por exceso.

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6; i= 7; s= 0
GL = 3 · (6−1)−2 ·7−0= 1
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Denominación de los CIR:

I26:{261−265}
I51:{512−516}
I31:{315−314}
I36:{361−365}

Cálculo de las velocidades:

−→
VD =

−→
VB+

−→
VDB; (I)

VD =ω6∧O6D
VDB =ω5∧BD
VD =ω6 ·O6D · (cos29 j− sin29i) = 0,22 ·ω6 j−0,12 ·ω6i
VDB = 1,3 ·ω5 · (cos130 j− sin130i) =−0,84 ·ω5 j−0,99 ·ω5i
VB =−2 j

Sustituyendo en (I):

0,22 ·ω6 j−0,12 ·ω6i=−2 j−0,84 ·ω5 j−0,99 ·ω5i
(i) −0,12 ·ω6 =−0,99 ·ω5
( j)0,22 ·ω6 =−2−0,84 ·ω5
ω5 =−0,75 rad/s
ω6 =−6,21 rad/s
VD =−1,37 j+0,75im/s
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−→VC3 =−→VC5+−−→VC35; (II)
VC3 =VC4 =ω4 ·O4C · (cos199 j− sin199i)
VC3 =−0,30 ·ω4 j+0,10 ·ω4i

−→VC5 =−→VD+−→VCD
VC5 =VD+ω5∧DC
VC5 = (−1,37 j+0,75i)+0,8 ·ω5 · (cos310 j− sin310i)
VC5 =−1,37 j+0,75i−0,38 j−0,46i
VC5 =−1,75 j+0,29i

VC35 =V35 · (cos310i+ sin310 j)
V35 = 0,64 ·V35i−0,77 ·V35 j

Sustituyendo en (II):

−0,30 ·ω4 j+0,10 ·ω4i=−1,75 j+0,29i+0,64 ·V35i−0,77 ·V35 j
(i)0,10 ·ω4 = 0,29+0,64 ·V35
( j) −0,30 ·ω4 =−1,75−0,77 ·V35
|V35|= 0,76 m/s
ω4 = 7,76 rad/s
V35 = 0,49i−0,59 jm/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aD =−→aB+−→aDB
aB = 0, debido a que la velocidad del dado es constante.
aD = α6∧O6D−ω2

6 ·O6D
aD = 0,25 ·α6 · (cos29 j− sin29i)−0,25 ·ω2

6 · (cos29i+ sin29 j)
aD = 0,22 ·α6 j−0,12 ·α6i−8,43i−4,67 j
aDB = 1,3 ·α5 · (cos130 j− cos130i)−0,25 ·ω2

6 · (cos130i+ sin130 j)
aDB =−0,84 ·α5 j−0,99 ·α5i+0,47i−0,56 j

Sustituyendo:

0,22 ·α6 j−0,12 ·α6i−8,43i−4,67 j =−0,84 ·α5 j−0,99 ·α5i+0,47i−0,56 j
(i) −0,12 ·α6 =−0,99 ·α5+8,95
( j)0,22 ·α6 =−0,84 ·α5+4,11
α5 = 7,56 rad/s2

α6 =−12,2 rad/s2
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La barra 5 se desacelera y la barra 6 se acelera:

−→aC3 =−→aC5+−→a35+−−→aCor−→aC5 =−→aD+−→aCD
aD =−7,83 j−8,12i
aC5 = aD+α5 ·DC · (cos310 j− sin310i)−α25 ·DC · (cos310i+ sin310 j)
aC5 =−7,83 j−8,12i+3,88 j−4,63i−29,39i+35 j
aC5 = 31,05 j−42,14i

Se asume que el dado se está acelerando:

a35 = a35 · (cos310i+ sin310 j) = 0,64 ·a35i−0,77 ·a35 j
aCor = 2 ·ω5 ·V35 · (cos310 j− sin310i)
aCor = 2 · (−0,75) ·0,76 · (0,64 j+0,77i) =−0,73 j−0,88i
aC3 = 0,32 ·α4 · (cos199 j− sin199i)−0,32 ·ω2

4 · (cos199i+ sin199 j)
aC3 =−0,3 ·α4+0,1 ·α4i+16,57i+5,7 j

Sustituyendo:

−0,3 ·α4+0,1 ·α4i+16,57i+5,7 j = 31,05 j−42,14i+0,64 ·a35i−
−0,77 ·a35 j−0,73 j−0,88i
(i)0,1 ·α4+16,57i=−42,14i+0,64 ·a35−0,88i
( j) −0,3 ·α4+5,7 j = 31,05 j−0,77 ·a35−0,73 j
|a35|= 134,04 rad/s2

α4 = 261,98 rad/s2

Cálculo del par de equilibrio:

FB ·VB+Meq ·ω6+Mi6 ·ω6 = 0

I6 =
1
12

·m6 · r26 =
1
12

·3 · (0,25)2 = 0,016 kg ·m2

Mi3 =−IG6 ·α6 =−0,016 · (−12,64) = 0,20 Nm
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Mecanismo 21

El mecanismo representado en la siguiente figura no está a escala, trabaja horizontal-
mente y es impulsado por los movimientos dados a las barras 2 y 5. Para el instante
mostrado determine los siguientes aspectos:

1. Los grados de libertad del mecanismo.
2. La velocidad absoluta del punto F .
3. La aceleración absoluta del punto F .
4. El par resistente en O5.
5. El momento de inercia reducido en O5.
6. El CIR I31.
7. Represente en el dibujo los resultados de V y a de los puntos L y F .

ω2 α2

O2

α5ω5

L

F

O5

3

4

2

5

1
3
0

25

4
5

G5

4
0

66

Datos del problema:

ω2 =−3k rad/s
ω5 =−2k rad/s
α2 =−2k rad/s2
α5 =−2k rad/s2
O2L= 2,7 m
LF = 2,5 m
O5F = 1,4 m
O5G5 = 1 m
R5 = 1,5 m
m4 = 0,5 kg
m5 = 3 kg
MmO2 = 30 Nm
Fmuelle = 2 N
Dado= 0,2 ·0,4 m

Nota: despreciar la ranura de la barra 4.
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Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 5
i= 5
s= 0
GL= 3 · (5−1)−2 ·5−0= 2

Cálculo de las velocidades:

−→VL =ω2 ·O2L · (cosθ2 j− sinθ2i)

donde θ2 = 135◦

VL =−3 ·2,7 · (−0,71 j−0,71i) = 5,8 j+5,8i

−→VF =−→VL+−→VFL
VF3 =VL+ω3 ·2,5 · (−0,91 j− (−0,41i))
VF3 = 5,8 j+5,8i−2,3 ·ω3 j+ω3i; (I)

−→VF3 =
−−→VFabs4−−→VFabs4 =
−−→VFarr5 +

−−→Vrel45
VFabs4 =ω5 ·O5F · (cosθ5 j− sinθ5i)+V45 · (cosθ45i+ sinθ45 j)

donde θ5 = 65◦ y θ45 = 40◦

VFabs4 =ω5 ·1,4 · (0,42 j−0,91i)+0,77 ·V45i+0,64 ·V45 j
VFabs4 =−1,2 j+2,6i+0,77 ·V45i+0,64 ·V45 j; (II)

Igualando (I) y (II):

5,8 j+5,8i−2,3 ·ω3 j+ω3i=−1,2 j+2,6i+0,77 ·V45i+0,64 ·V45 j
(i)3,2+ω3 = 0,77 ·V45
( j)7−2,3 ·ω3 = 0,64 ·V45
V45 = 6 m/s
ω3 = 1,42 rad/s
VF3 =VFabs4 = 7,2i+2,6 j m/s
|VF3|= 7,7 m/s

Cálculo de las aceleraciones:
−→aF3 =−→aL+−→aFl; (III)
aL = α2 ·O2L · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2

2 ·O2L · (cosθ2i+ sinθ2 j)

donde θ2 = 76◦

aL = (−2) ·2,7 · (−0,71 j−0,71i)− (−2)2 ·2,7 · (−0,71i+0,71 j) = 21i−13,4 j; (IV)
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aFL = α3 ·LF · (cosθ3 j− sinθ3i)−ω2
3 ·LF · (cosθ3i+ sinθ3 j)

aFL =−2,3 ·α3 j+α3i+4,5i+2 j; (V)

Sustituyendo en (III):

aF3 =21i -13,4j - 2,3·α3 j+α3i+4,5i + 2j
aF3 = 25,5i−11,4 j−2,3 ·α3 j+α3i; (VI)

aFabs4 = aF3
aFabs4 = aFarr,5 +arel,45+aCor. (VII)
aFarr,5 = α5 ·O5F · (cosθ5 j− sinθ5i)−ω2

5 ·O5F · (cosθ5i+ sinθ5 j)
aFarr,5 = 0,25i−6,3 j

Se asume que el dado se acelera, por ello a56 tiene el mismo sentido queV56. Por lo tanto,
el ángulo que define a la acceleración es 40◦.

a45 = |a45| · (cosθ45i+ sinθ45 j) = 0,77 ·a45i+0,64 ·a45 j
aCor = 2 ·ω5 ·V45 · (cosθrel j− sinθrel i)

donde, θrel = 40◦

aCor = 2 · (−2) ·6 · (0,77 j−0,64i) =−18,5 j+15,36i

Sustituyendo en la expresión (VII):

aFabs4 = 0,25i−6,3 j+0,77 ·a45i−0,64 ·a45 j−18,5 j+15,4i; (VIII)

Igualando VI y VIII:

25,5i−11,4 j−2,3 ·α3 j+α3i= 0,25i−6,3 j+0,77 ·a45i+0,64 ·a45 j−18,5 j+
+15,4i
(i)α3i−0,77 ·a45 =−9,85
( j) −2,3 ·α3−0,64 ·a45 =−13,4
|a45|= 14,95 m/s2

α3 = 1,67 rad/s2

aFabs4 = aF3 = 27,16i−15,23 jm/s2

Cálculo del par resistente en O5:

MRO5 ·ω5+M2 ·ω2+FM ·VL+FiG4 ·VG4+MiG4 ·ω4+FiG5 ·VG5+MiG5 ·ω5 = 0
M2 ·ω2 = (−30) · (−3) = 90
FM ·VL = (−2 j) · (5,8i+5,8 j) =−11,6
aG4 = aF3 = 27,16i−15,23 j
FiG4 =−m4 ·aG4 =−13,58i+7,61 j
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VG4 =VF3 = 7,2i+2,6 j
FiG4 ·VG4 =−77,98

IG4 =
m4

12
· (c2+L2) = 0,5

12
· (0,22+0,42) = 8,3 ·10−3 kg ·m2

MiG4 =−IG4 ·α4 = 0,017 Nm

MiG4 ·ω4 =−0,034 Nm
aG5 = α5 ·O5G5 · (cosθ5 j− sinθ5i)−ω2

5 ·O5G5 · (cosθ5i+ sinθ5 j) = 0,12i−4,46 j
FiG5 =−m5 ·aG5 =−0,36i+13,38 j
VG5 =ω5 ·O5G5 · (cosθ5 j− sinθ5i) =−0,84 j+1,81i
FiG5 ·VG5 = 24,5

IG5 =
m5

2
·R2 = 3

22
· (1,52) = 3,37 kg ·m2

MiG5 =−IG5 ·α5 = 6,75 Nm
MiG5 ·ω5 =−13,5 Nm

Sustituyendo:

MRO5 = 5,69 Nm

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO5 = m4 ·
(
VG4
ω5

)2

+ IG4 ·
(
ω4

ω5

)2

+m5 ·
(
VG5
ω5

)2

+ IG5 ·
(
ω5

ω5

)2

0,5 ·
(
7,7
2

)2

+8,3 ·10−3 ·
(
2
2

)2

+3 · ( 22 )2+3,37·( 22 )2

IRO5 = 13,78 kg ·m2

Cálculo de los CIR:

I31 ·F =
|VF3|
ω3

= 5,42 m

Convertido a la escala para la representación de las velocidades I31 ·F = 2,8 cm.

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
5 · (5−1)

2
= 10

I41: {415}−{413}
I35: {351}−{354}
I25: {251}−{253}
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5

2

4

3

O5

L

O2

α2

ω2

I31

VF5

VF3

I45

I34

I23

I21

I51

I41

∞
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Mecanismo 22

El mecanismo de la siguiente figura realiza el movimiento de salida indicado en C. Este
es impulsado por la rotación con deslizamiento entre las barras 2 y 3 y por la acción de
la fuerza FA. Para la posición mostrada, la velocidad angular de la barra 2 es constante de
5,5 rad/s, mientras que el dado 5 se desplaza con una velocidad lineal constante de VA =
−1im/s. Considerando que la rotación entre las barras 2 y 3 ocurre con desplazamiento
calcule los grados de libertad según el método Grübler.

Considere ahora que la rotación entre las barras 2 y 3 ocurre con rozadura pura; determi-
ne:

1. El número total de CIR y represente los CIR I71, I41, I24.
2. La velocidad entre el dado y la guía y la velocidad de la barra 7 en el punto B.
3. La aceleración entre el dado y la guía y la aceleración de la barra 7 en el punto B.
4. La fuerza resistente en el puntoC y el momento de inercia reducido.

2

ω2

Ο2

3

16

C

6

FC

7

O3

B

A

7

4

5
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Datos del problema:

O3B= 4,5 m
AB= 10,75 m
BC = 7 m
R2 = 2 m; R3 = 5,5 m
m5 = m6 = 0,25 kg
m3 = 2 kg
Barra 5: 1 ·2 m
Barra 6: 1 ·2 m
FA = 15 N

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 7
i= 8
s= 1
GL = 3 · (7−1)−2 ·7−1= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
7 · (7−1)

2
= 21

I71: {715}−{716}
I41: {417}−{413}
I24: {241}−{243}

h

h

h

2

Ο2

C

6

O3

B

A

7

4

5

I51 

I71

I47 

I61 

I41

I42

I21

3
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Cálculo de las velocidades:

VD =ω3 ·R3 =ω2 ·R2

ω3 =
ω2 ·R2
R3

=
5,5 ·2
5,5

= 2 rad/s

Si el signo de ω2 es (+), entonces ω3 será (−).

−→VB4 =−→VB7+−→V47−→VB7 =−→VA+−→VBA−→VB4 =−→VA+−→VBA+−→V47
VB4 =VB3 =ω3 ·O3B · (cosθ3 j− sinθ3i)
VB4 = (−2) ·4,5 · (cos330 j− sin330i)
VB4 =−4,5i−7,9 j, |VB4|= 9
−4,5i−7,9 j =−1i+ω7∧AB+V47
−3,5i−7,9 j = 10,74 ·ω7 · (cos254 j− sin254i)+V47 · (cos254i+ sin254 j)
−3,5i−7,9 j =−2,96 ·ω7 j+10,33 ·ω7i−0,28 ·V47i−0,96 ·V47
(i) −3,5= 10,33 ·ω7−0,28 ·V47
( j) −7,79=−2,96 ·ω7−0,96 ·V47
ω7 =−0,11 rad/s
|V47|= 8,45 m/s
V47 =−2,37i−8,11 jm/s
VB7 =Varr. =−2,14i+0,32 j m/s

−→VC =−→VA+−→VCA
VC =VA+ω7 ·AC · (cos254 j− sin254i)
VC =−1i+(−0,11) · (17,75) · (−0,28 j+0,96i) =−2,87i+0,55 j
|VC|= 2,92 m/s

Cálculo de las aceleraciones:

Nota: si ω2 es constante, entoncesω3 también es constante. Por lo tanto, α2 y α3 son 0.

−→aB =−→aB7+−→a47+−−→aCor.
aB4 = aB3 = α3∧O3B−ω2

3 ·O3B · (cos330i+ sin330 j)
aB4 = 0− (−2)2 ·4,5 · (0,87i−0,5 j) =−15,66i+9 j

−→aB7 =−→aA+−→aBA
aB7 = 0+α7 ·AB · (cosθ7 j− sinθ7i)−ω2

7 ·AB · (cosθ7i+ sinθ7 j)
aB7 = 10,75 ·α7 · (−0,28 j+0,96i)− (−0,11)2 ·10,75 · (0,28i−0,96 j)
aB7 =−2,96 ·α7 j+10,33 ·α7i+0,04i+0,125 j

El sentido de la a47 es contrario a V47 ya que el dado 4 se está desacelerando, por lo tanto
θ47 = 74◦.
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a47 = |a47| · (cos74i+ sin74 j) = 0,28 ·a47i+0,96 ·a47 j
aCor = 2 ·ω7 · |V47| · (cosθ47 j− sinθ47i)
aCor = 2 · (0,11) ·8,45 · (−0,28 j+0,96i) = 0,52 j−1,78i

Sustituyendo:

−15,66i+9 j=−2,96 ·α7 j+10,33 ·α7i+0,04i+0,125 j+0,28 ·a47i+
+0,96 ·a47 j−1,78i+0,52 j
−13,84i+8,35 j−0,28 ·a47i−0,96 ·a47 j =−2,96 ·α7 j+10,33 ·α7i
(i) −13,84−0,28 ·a47 = 10,33 ·α7
( j)8,35−0,96 ·a47 =−2,96 ·α7
α7 = 1,45 rad/s2

|a47|= 4,23 m/s2

aB7 = aarr =−14,94i+4,41 j m/s2

a47 = 1,18i+4,06 jm/s2

−→aC =−→aA+−→aCA
aC = (−1,45) ·17,75 · (−0,28 j+0,96i)− (−0,11)2 ·17,75 · (−0,28i−0,96 j)
aC = 7,21 j−24,71i+0,06i+0,21 j = 7,42 j−24,65i

Cálculo de la fuerza de equilibrio:

FC ·VC+FA ·VA+Fi3 ·VG3+Fi3 ·VG5+Fi6 ·VG6+Mi3 ·ω3 = 0
VG3 = 0
VG5 =VA
VG6 =VC =−2,87i+0,55 jm/s
Fi3 =−m3 ·aG3 = 0, porque aG3 = 0
Fi5 =−m5 ·aG5 = 0, porque aG5 = 0
Fi6 =−m6 ·aG6 =−m6 ·aC =−0,25 · (7,42 j−24,65i)N
Fi6 = 6,16i−1,85 j N
Mi3 =−IG3 ·α3 = 0, porque α3 es 0.
Mi3 =Mi5 =Mi6 = 0, porque son dados que se trasladan.
2,92 ·FC+15−17,8−1,2= 0
|FC|= 1,31
FB =−1,28 j+0,25iN

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO2 = IG3 ·
(
ω3

ω2

)2

+m3 ·
(
VG3
ω2

)2

+m5 ·
(
VG5
ω2

)2

+m6 ·
(
VG6
ω2

)2

IG3 =
1
2
·m · r2 = 7,6 kg ·m2

IRO2 = 7,6 ·
(−2
5,5

)2

+m3 ·
(

0
5,5

)2

+0,25 ·
(−1
5,5

)2

+0,25 ·
(
2,92
5,5

)2

= 1,08 kg ·m2
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Mecanismo 23

En el mecanismo de la siguiente figura está actuando un par motor de 3 Nm sobre la barra
3, la cual gira en sentido antihorario con una velocidad angular constante de 0,5 rad/s.
Por otro lado, sobre el dado 6 actúa una fuerza resistente que frena el giro de la barra
3. Suponga que el mecanismo trabaja en el plano horizontal. Para el instante mostrado
resuelva los siguientes aspectos:

1. La velocidad lineal y angular de la barra 6.
2. La aceleración lineal y angular de la barra 6.
3. La fuerza resistente en el dado 6 que mantiene el mecanismo en equilibrio dinámico

indicando su sentido.
4. El momento de inercia reducido a O2.

2
2

1
5

5
9

Ο2

Ο3

B
4

5

6

C

3
D

2

Datos del problema:

O2B= 3,8 m
O3B= 1,7 m
O2C = 7,5 m
CD= 5 m
R3 = 2 m
m4 = m6 = 0,5 kg
m3 = 1,5 kg

Medida de los dados: 1 · 0,5 m

Nota: el dibujo no está a escala. Trabajar con solo dos decimales aproximados por exceso.
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Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6
i= 7
s= 0
GL = 3 · (6−1)−2 ·7−0= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 · (6−1)

2
= 15

I31: {312}−{314}
I51: {513}−{516}
I24: {241}−{243}

Cálculo de las velocidades:

−→VB =−→ω3∧−−→
O3B

VB =ω3 ·O3B · (cos195 j− sin195i)
VB = 0,5 ·1,7 · (−0,96 j+0,26i) =−0,82 j+0,22im/s

−−→VBabs4 =
−−→VBarr,2 +

−−→Vrel42
VB =V4 =VB3 =ω2∧O2B+V42 · (cos301i+ sin301 j)
VBabs4 =ω2 ·3,8 · (cos121 j− sin121i)+V42 · (cos301i+ sin301 j)
VBabs4 =−1,98 ·ω2 j−3,2 ·ω2i+0,52 ·V42i−0,86 ·V42 j
(i)0,22=−0,86 ·ω2+0,52 ·V42
( j) −0,82=−1,98 ·ω2−0,86 ·V42
V42 = 0,82 m/s
ω2 = 0,06 rad/s

−→VC =−→ω2∧−−→
O2C

VC =ω2 ·7,5 · (cos121 j− sin121i) =−0,41 j−0,24i
−→VD =

−→VC+−→VDC
−VDi=VC+ω5 ·5 · (cos202 j− sin202i)
−VDi=−0,41 j−0,24i−4,65 ·ω5 j+1,85 ·ω5i
(i) −VD =−0,24+1,85 ·ω5

( j)0=−0,41−0,93 ·ω5

|VD|= 0,51 m/s
ω5 =−0,05 rad/s
VD =−0,51im/s
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Cálculo de las aceleraciones:

−→aB3 =−→α3 ∧−−→
O3B−ω2

3 ·
−−→
O3B

aB3 = 0−ω2
3 ·1,7 · (cos195i+ sin195 j) = 0,41i+0,11 j

−−→aBabs4 =−−→aBarr2 +−−→arel42+−−→aCor
aBabs4 = aB3 = 0,41i+0,11 j
aB2 = α2 ·3,8 · (cos121 j− sin121i)−ω2

2 ·3,8 · (cos121i+ sin121 j)
aB2 =−1,98 ·α2 j−0,32 ·α2i+0,24i−0,04 j

Se asume que el dado acelera, por tanto la a56 tiene el mismo sentido que la V56. Por ello,
el ángulo que define la aceleración es 301◦.

arel42 = a42 · (cos301i+ sin301 j) = 0,52 ·a42i−0,86 ·a42 j
aCor. = 2 ·ω2 ·V42 · (cosθrel. j− sinθrel.i)

donde θrel. = 301◦

aCor. = 2 · (0,35) ·1,06 · (0,52 j+0,86i) = 0,38 j+0,64i 0,41i+0,11 j =
=−1,98 ·α2 j−0,32 ·α2i+0,24i−0,04 j+0,52 ·a42i−0,86 ·a42 j+0,38 j+0,64i
(i)0,41=−0,32 ·α2+0,5 ·a42
( j)0,11=−1,98 ·α2−0,87 ·a42
|a42|= 0,1 m/s2

α2 =−0,08 rad/s2

−→aC =−→α2∧−−→
O2C−ω2

2 ·
−−→
O2C

aC = 7,5 ·α2 · (cos121 j− sin121i)−7,5 ·ω2
3 · (cos121i+ sin121 j)

aC = 0,74 j+1,22i+0,53i−1,50 j= 0,72i−0,4 j

−→aD =−→aC+−→aDC
aD = 1,75i−0,8 j+5 ·α5 · (cos202 j− sin202i)−5 ·ω2

5 · (cos202i+ sin202 j)
aD = 4,65 ·α5 j+1,85 ·α5i+0,03i+0,05 j+2,07i−6,79 j= 4,65 ·α5 j+
+1,85 ·α5i+2,1i−6,74 j
(i) −aD = 2,1+1,85 ·α5
( j)0=−6,74−4,65 ·α5
|aD|= 0,6 m/s2

α5 =−0,061 rad/s2
aD =−0,6i

Cálculo del par resistente:

Mm3 ·ω3+FD ·VD+Fi3 ·VG3+Fi4 ·VG4+Fi6 ·VG6+Mi3 ·ω3+Mi4 ·ω4+Mi6 ·ω6 = 0
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VG3 = 0
aG3 = 0
ω6 = 0
α3 = 0
ω4 =ω2

α4 = α2
VG4 =VB4 =−0,83 j−1,58im/s
VG6 =VD =−0,51im/s
aG4 = aB4 = 0,41i+0,11 j m/s2

aG6 = aD = 0,6 m/s2

Fi3 =−m3 ·aG3 = 0
Fi4 =−m4 ·aG4 =−0,21i−0,06 j N
Fi6 =−m6 ·aG6 = 0,3 N
Mi3 =−IG3 ·α3 = 0

Mi4 =−IG4 ·α2 = 1
12

· (a2+b2) ·α2 =−8,3 ·10−3 Nm

Mi6 = 0
Mm3 ·ω3 = 3 ·0,5= 1,5 Nm

Sustituyendo:

1,5−0,51 ·FD+0,26−0,153−5,23 ·10−4 = 0
FD = 3,16 N

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO2 = IG3 ·
(
ω3

ω2

)2

+ IG4 ·
(
ω4

ω2

)2

+m4 ·
(
VG4
ω2

)2

+m6 ·
(
VG6
ω2

)2

3 ·
(

0,5
0,063

)2

+0,05 ·
(
0,063
0,063

)2

+0,5 ·
(
1,78
0,063

)2

+0,5 ·
(
0,51
0,063

)2

IRO5 = 620,89 kg ·m2
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Mecanismo 24

El mecanismo de la siguiente figura tiene como elemento impulsor la barra 2, que gira
con una velocidad angular constante de 2 rad/s y con un par motorMm = 10 Nm. Para la
posición mostrada calcule:

1. Los grados de libertad del mecanismo según el método de Grübler.
2. El número de CIR del mecanismo y los CIR I31, I51, I24.
3. La velocidad angular de la barra 6 y la velocidad del dado respecto a la guía.
4. La aceleración angular de la barra 6 y la aceleración del dado respecto a la guía.
5. El par resistente en la barra 6 para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.
6. El momento de inercia reducido en O2.

1

2

9

5

1

1

5

8

8

1

1

0

2

2

3

0

,

2

5

ω2

B

O2

2

C
3

4

O4

5

6

D

O6

OcG3

G2

Datos del problema:

O2B= 1,5 m
BC= 1 m
BD= 2,2 m
O2D= 1 m
O6D= 1,7 m
O4C = 1,6
m2 = 2 kg
m3 = 3 kg
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Nota: el dibujo no está a escala. Trabajar con solo dos decimales aproximados por exce-
so.

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6
i= 7
s= 0
GL = 3 · (6−1)−2 ·7−0= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 · (6−1)

2
= 15

I31: {312}−{314}
I51: {513}−{516}
I24: {241}−{243}

Cálculo de las velocidades:

−→VB =−→ω2∧−−→
O2B

Donde θ2 = 81◦

VB =ω2 ·O2B · (cos81 j− sin81i)
VB = 2 ·1,5 · (0,16 j−0,98i) = 0,5 j−2,9i

−→VC =−→VB+−→VCB
ω4∧O4C =VB+ω3∧BC

donde θ3 = 10◦ y θ4 = 309◦

ω4 ·1,6 · (cos309 j− sin309i) =VB+ω3 · (cos10i+ sin10 j)
ω4 j+1,4 ·ω4i= 0,5 j−2,9i+0,98 ·ω3 j−0,17 ·ω3i
(i)1,2 ·ω4 =−2,9−0,17 ·ω3

( j)ω4 = 0,5+0,98 ·ω3

ω3 =−2,61 rad/s
ω4 =−2,04 rad/s
−→VD3 =−→VB+−→VDB =−→VB+−→VDB+−→ω3∧−→BD
VD3 =VB+2,2 ·ω3 · (cos10 j− sin10i)
VD3 = 0,5 j−2,9i−5,6 j+0,97i=−1,92i−5,1 j
VD3 =VD5
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−−→VDabs5 =
−−−→VDarr,6 +

−−→Vrel56; (I)−→VD5 =−→VD6+−→V56 =ω6∧O6D+ |V56| · (cosθ56i+ sinθ56 j)

donde θ6 = 309◦ y θ56 = 248◦

VD5 = 1,7 ·ω6 · (cos309 j− sin309i)+V56 · (cos248i+ sin248 j)
−1,92i−5,1 j = 1,07 ·ω6 j+1,32 ·ω6i−0,37 ·V56i−0,93 ·V56 j
(i) −1,92= 1,31 ·ω6−0,37 ·V56
( j) −5,1= 1,07 ·ω6−0,93 ·V56
|V56|= 5,65 m/s
ω6 =−0,13 rad/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB =−→α2∧−−→
O2B−ω2

2 ·
−−→
O2B

aB = 0−ω2
2 ·1,5 · (cos81i+ sin81 j) =−0,96i−5,94 j

−→aC =−→aB+−→aCB
aC = α4∧O4C−ω2

4 ·O4C
aC = 1,6 ·α4 · (cos309 j− sin309i)−ω2

4 ·1,6 · (cos309i+ sin309 j)
aC = α4 j+1,24 ·α4i−4,19i+5,19 j

aCB = 1 ·α3 · (cos10 j− sin10i)−ω2
3 ·1 · (cos10i+ sin10 j)

aCB = 0,98 ·α3 j−0,17 ·α3i−6,6i−1,15 j
α4 j+1,24 ·α4i−4,19i+5,19 j =
=−0,96i−5,94 j+0,98 ·α3 j−0,17 ·α3i−6,6i−1,15 j
(i)1,24 ·α4 =−6,51−0,17 ·α3
( j)1 ·α4 =−12,28+0,98 ·α3
α3 = 15,74 rad/s2

α4 = 3,15 rad/s2

−→aD5 =−→aB+−→aDB
aD5 = aB+2,2 ·α3 · (cos10 j− sin10i)−ω2

3 ·2,2 · (cos10i+ sin10 j)
aD5 =−14,26i+27,31 j

−→aD6 =−→aD6+−→a56+−−→aCor; (II)
aD6 = 1,7 ·α6 · (cos309 j− sin309i)−ω2

6 ·1,7 · (cos309i+ sin309 j)
aD6 =−1,07 ·α6 j−1,31 ·α6i+4,28i−5,24 j

Debido a que la guía es circular, el dado deslizante realiza una traslación con trayectoria
curvilínea alrededor de OC. Por ello la dirección de la aceleración relativa a56 no se
conoce y, por lo tanto, esta no se puede descomponer como−→a56 = |a56| · (cosθ i+ sinθ j),
ya que θ se desconoce.
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Entonces, como la guía es circular, la aceleración relativa a56 del dado deslizante se
puede plantear como−→a56 =

−→
a256+

−→
aN56, donde las direcciones de aN y aT se conocen siendo

aN ‖ OCD y aT ⊥ OCD. Por ello el problema se resuelve de la siguiente manera:

−→
aN56 = |aN56| · (cosγi+ sinγ j)

|aN56|=
a256
OCD

· (cosγi+ sinγ j)

Si γ= 158◦

aN56 =−29,59i+11,95 jm/s2; (III)
|aN56|= 31,91 m/s2

a5/6
T

a5/6
N

γ

δ

−→
aT56 = |aT56| · (cosδi+ sinδ j)

Si γ= 158◦

aT56 =−0,37 ·aT56i−0,93 ·aT56 j m/s2; (IV)

aCor = 2 ·ω6 ·V56 · (cosθrel j− sinθrel i)

donde θrel = 248◦

aCor = 2 · (−0,13) ·5,65 · (−0,37 j−0,93i) = 0,26 j−0,66i

Sustituyendo cada término en la expresión (II) y separando en componentes i y j:

(i) −6,56−4,28+0,66=−1,31 ·α6−0,37 ·aT56
( j)2,69+5,24−0,26=−1,07 ·α6−0,93 ·aT56
|aT56|= 1,04 m/s2

α6 =−8,06 rad/s2

Cálculo del par resistente:

MR6 ·ω6+M2 ·ω2+FiG2 ·VG2+MiG2 ·ω2+FiG3 ·VG3+MiG3 ·ω3 = 0
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aG2 =−ω2
2 ·0,75 · (cos81i+ sin81 j) =−0,46i−2,97 j m/s2

Fi2 =−m2 ·aG2 =−2 · (−0,46i−2,97 j) = 0,94i+5,94 j N

VG2 =
VB
2

=−1,45i+0,25 j, |VG2|= 1,47 m/s

IG2 =
1
12

·m2 · l22 = 0,37 kg ·m2

MiG2 =−IG2 ·α2 = 0, porque α2 = 0
aG3 = aC =−17,58i+3,79 jm/s2

Fi3 =−m3 ·aG3 =−3 · (−17,58i+3,79 j) =−52,74i+11,37 j N
VG3 =VC =−2,45i−2,04 j, |VG3|= 3,19 m/s

IG3 =
1
12

·m3 · (l23) = 3,06 kg ·m2

Mi3 =−IG3 ·α3 =−3,06 · (15,74) =−48,16 Nm

MR6 · (−0,13)+2 ·10+(0,94i−5,94 j) · (−1,45i+0,25 j)+
+(−52,74i+11,37 j) · (−2,45i−2,04 j)+ (−48,16) · (−2,61) = 0
MR6 = 2.271 Nm, es un par resistente por lo que el signo es contrario a ω6.

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO2 = m2 ·
(
VG2
ω2

)2

+ IG2 ·
(
ω2

ω2

)2

+m3 ·
(
VG3
ω2

)2

+ IG3 ·
(
ω3

ω2

)2

IRO2 = 2 ·
(
1,47
2

)2

+0,37 ·
(
2
2

)2

+3 ·
(
3,19
2

)2

+3,06 ·
(
2,61
2

)2

IRO2 = 14,29 kg ·m2
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Mecanismo 25

En el mecanismo de la siguiente figura que trabaja en el plano horizontal, se conoce
que −→ω2 = 2,4 rad/s. Entre las barras 4 y 5 existe rodadura pura, además tenga en cuenta
que en O6 existe un par resistente de 12 Nm. El muelle está comprimido 0,15 m y su
constante es k = 200 N/m. Para el instante mostrado determine:

1. La velocidad angular de la barra 6.
2. La aceleración angular de la barra 6.
3. El par motor en la barra 2 para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.
4. El momento de inercia reducido en O6.

w 2

1

A

B

D

C

2 3

4

O2

O6

5
6

2
2

,63
0

13

P

15

Datos del problema:

O2A= 0,05 m
O6C = 0,15 m
AB= 0,2 m
R4 = 0,10 m
R5 = 0,05 m
m4 = 7 kg
m5 = 3 kg

Solución:

Cálculo de las velocidades:
−→VB =−→VA+−→VBA
ω2 =−2,4 rad/s
VA =ω2 ·O2A · (cos30 j− sin30i) =−0,10 j+0,06i
VB =VA+ω3 ·AB · (cosθ3 j− sinθ3i)
VB =−0,10 j+0,06i+0,184 ·ω3 j+0,08 ·ω3i
VB =ω4 ·PB · (cosθ4 j− sinθ4i) = 0,1 ·ω4 · (cosθ4 j− sinθ4i) =−0,1 ·ω4i
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Sustituyendo:

−0,1 ·ω4i=−0,10 j+0,06i−0,18 ·ω3 j−0,77 ·ω3i
(i) −0,1 ·ω4 = 0,06+0,08 ·ω3

( j)0= 0,10+0,18 ·ω3

ω3 = 0,56 rad/s
ω4 =−1,03 rad/s
VB = 0,10i m/s

−→VD5 =−→VD4 =−→VB+−→VDB =ω4∧PD4, θ4 = 105◦

VD5 = 0,10i+(−0,001) · (0,1) · (−0,26 j−0,96 j) = 0,2i+0,03 j−→VC =−→VD5+−→VCD =VD5+ω5∧DC
VC =VD5+ω5 ·0,05 · (cos105 j− sin105i)
VC = 0,20i+0,03 j−0,01 ·ω5 j−0,05 ·ω5i
VC =ω6 ·O6C · (cos193 j− sin193i) =−0,15 ·ω6 j+0,03 ·ω6i

Sustituyendo:

0,2i+0,03 j+0,20i+0,03 j−0,01 ·ω5 j−0,05 ·ω5i=−0,15 ·ω6 j+0,03 ·ω6i
(i)0,2−0,05 ·ω5 = 0,03 ·ω6

( j)0,03−0,01 ·ω5 = 0,15 ·ω6

ω6 = 0,17 rad/s
ω5 = 4,1 rad/s
VC =−0,03 j+0,01im/s
|VC|= 0,03 m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aA =
−→
aNA +

−→
aTA

aNA =−ω2
2 ·O2A · (cos30i+ sin30 j) =−0,03i−0,14 jm/s2

aTA = α2 ·O2A · (cos30 j− sin30i) =−0,22 j+0,13i
aA =−0,13i−0,36 jm/s2

−→aB =−→aA+−→aBA
aB = aA+α2 ·AB(cos157,4 j− sin157,4i)−ω2

3 ·AB · (cos157,4i+ sin157,4 j)
aB =−0,06i−0,38 j−0,18 ·α3 j−0,08 ·α3i
aB = α4 ·PB · (cos90 j− sin90i) =−0,1 ·α4i

Igualando:

−0,1 ·α4i=−0,06i−0,38 j−0,18 ·α3 j−0,08 ·α3i
(i) −0,1 ·α4 =−0,06−0,08 ·α3
( j)0=−0,38−0,18 ·α3
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α3 =−2,13 rad/s2
α4 =−1,02 rad/s2
aB = 0,1im/s2

−→aD =−→aB+−→aDB
aD = aB+α4 ·0,1 · (cos105 j− sin105i)−ω2

4 ·0,1 · (cos105i+ sin105 j)
aD = 0,1i+0,03 j+0,1i+0,03i−0,10 j= 0,22i−0,08 j m/s2

−→aC =−→aD+−→aCD
aC = aD+α5 ·0,05 · (cos105 j− sin105i)−ω2

5 ·0,05 · (cos105i+ sin105 j)
aC = 0,22i−0,08 j−0,01 ·α5 j−0,05 ·α5i+0,22i−0,81 j
aC = 0,44i−0,89 j−0,01 ·α5 j−0,05 ·α5i
aC = α6 ·O6C · (cos193 j− sin193i)−ω2

6 ·O6C · (cos193i+ sin193 j)
aC = 0,03 ·α6i−0,14 ·α6 j+0,004i+0,001 j

Igualando:

0,44i−0,89 j−0,01 ·α5 j−0,05 ·α5i= 0,03 ·α6i−0,14 ·α6 j+0,004i+0,001 j
(i)0,44−0,05 ·α5 = 0,03 ·α6+0,004
( j) −0,89−0,01 ·α5 = 0,14 ·α6+0,001
α5 = 2,63 rad/s2

α6 = 8,8 rad/s2

aC = 0,294i−1,231 jm/s2

Cálculo del par motor:

MO2 ·ω2+FM ·VB+MR ·ω6+Fi4 ·VG4+Fi5 ·VG5+Mi4 ·ω4+Mi5 ·ω5 = 0
FM =−k ·d =−200 ·0,15=−30iN
MR =−12 N
Fi4 =−m4 ·aG4 =−m4 ·aB =−7 ·0,1=−0,7i N
Fi5 =−m5 ·aG5 =−m5 ·ac =−3 · (0,29i−1,23 j) =−0,88i+3,69 N
VG4 =VB = 0,10im/s
VG5 =VC =−0,03 j+0,06i, |VC|= 0,07 m/s

IG4 =
1
2
·m4 ·R24 = 0,04 kg ·m2

Mi4 =−IG4 ·α4 = 0,04k Nm

IG5 =
1
2
·m5 ·R25 = 0,004 kg ·m2

Mi5 =−IG5 ·α5 =−0,01k Nm
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Sustituyendo:

MO2 · (−2,4)+ (−30i) · (0,103i)+ (−12) · (0,17)+ (−0,7i) · (0,10i)+
+(−0,88i+3,69 j) · (−0,03 j+0,06i)+0,04 · (−1,03)+ (−0,01) · (4,1) = 0
MO2 =−2,26k Nm

Cálculo del momento de inercia reducido:

IRO6 = m4 ·
(
VB
ω6

)2

+m5 ·
(
VC
ω6

)2

+ IG4 ·
(
ω4

ω6

)2

+ IG5 ·
(
ω5

ω6

)2

IRO6 = 7 ·
(
0,10
0,17

)2

+3 ·
(
0,026
0,17

)2

+0,035 ·
(−1,03

0,17

)2

+0,004 ·
(
4,1
0,17

)2

IRO6 = 6,28 kg ·m2
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Mecanismo 26

El mecanismo mostrado en la figura está diseñado para mover una carga que es solidaria
a la barra 6. El muelle se utiliza para controlar el impulso del rodillo 5. Este mecanismo
trabaja en el plano horizontal y se pide resolver los siguientes aspectos:

1. Detalle el procedimiento para determinar los CIR I51 y representalo en un dibujo.
2. La velocidad angular de la barra 3 y 4.
3. La velocidad angular de la barra 6 y la velocidad relativa en el puntoC.
4. La aceleración angular de la barra 3 y 4.
5. La aceleración angular de la barra 6 y la aceleración relativa en el puntoC.
6. El par resistente de la barra 6 para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.

6

O6

B

C

O2
2

3

4 O4

ω2D

E

5

1
6

2

53

2
6

5

Datos del problema:

O2D= 0,16 m
O4B= 0,1 m
O6C = 0,2 m
BD= 0,19 m
BC = 0,2 m
ω2 =−3k rad/s
MmO2 = 5 Nm
m3 = 6 kg
m4 = 8 kg
m6 = 15 kg
Fmuelle = 20 N
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Considerar que la barra 6 es cuadrada, a= b= 0,26 m.

Solución:

Cálculo de los grados de libertad:

n= 6
i= 7
s= 0
GL= 3 · (6−1)−2 ·7−0= 1

Cálculo de los CIR:

N.º de CIR=
n · (n−1)

2
=
6 · (6−1)

2
= 15

I51: {516}−{514}

1

2 3

4

56

Cálculo de las velocidades:
−→VD =−→VB+−→VDB
ω2∧O2D=ω4∧O4B+ω3∧BD

donde θ2 = 217◦

VD =ω2 ·O2D · (cosθ2 j− sinθ2i) =
= (−3) ·0,16 · (cos217 j− sin217i) =−0,29i+0,38 j

donde θ2 = 185◦

VB =ω4 ·O4B · (cosθ4 j− sinθ4i) = 0,01 ·ω4i−0,10 ·ω4 j

donde θ3 = 288◦

VDB =ω3 ·BD · (cosθ3 j− sinθ3i) = 0,18 ·ω3i+0,06 ·ω3 j

103



Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Sustituyendo:

−0,29i+0,38 j= 0,01 ·ω4i−0,10 ·ω4 j+0,18 ·ω3i+0,06 ·ω3 j
(i) −0,29= 0,01 ·ω4+0,18 ·ω3

( j)0,38=−0,10 ·ω4+0,06 ·ω3

ω3 =−1,37 rad/s
ω4 =−4,66 rad/s

donde θC4 = 5◦

−VB =VC5 =ω4∧O4C = 0,04i−0,46 j

−→VC5 =−→VC6+−−→VC56
θ6 = θr = 206◦

VC5 =ω6 ·O6C · (cosθ6 j− sinθ6i)+ |V56| · (cosθri+ sinθr j)
VC5 = 0,09 ·ω6i−0,18 ·ω6 j+(−0,90 · |V56|i−0,94 · |V56| j)
(i)0,04= 0,09 ·ω6−0,90 · |V56|
( j) −0,46=−0,18 ·ω6−0,44 · |V56|
ω6 = 2,17 rad/s
|V6|= 0,17 m/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aD =−→aB+−→aDB
aD =−ω2

2 ·O2D · (cosθ2i+ sinθ2 j) = 1,15i+0,87 j
aB = α4 ·O4B · (cosθ4 j− sinθ4i)−ω2

4 ·O4B · (cosθ4i+ sinθ4 j)
aB = 0,01 ·α4i−0,1 ·α4 j+2,16i+0,19 j
aDB = α3 ·BD · (cosθ3 j− sinθ3i)−ω2

3 ·BD · (cosθ3i+ sinθ3 j)
aDB = 0,18 ·α3i−0,06 ·α3 j−0,11i+0,34 j
(i) −0,9= 0,01α4+0,18 ·α3
( j)0,34=−0,1α4+0,06 ·α3
α3 =−4,82 rad/s2
α4 =−3,38 rad/s2
aDB =−0,98i+0,06 j m/s2

aB = 2,13i+0,53 jm/s2

−→aC4 =−→aC5 =−→aC6+−−→aC56+−−→aCor
aC4 = α4 ·O4C · (cosθ4 j− sinθ4i)−ω2

4 ·O4C · (cosθ4i+ sinθ4 j) = 2,13i+0,53 j
aC6 = α6 ·O6C · (cosθ6 j− sinθ6i)−ω2

6 ·O6C · (cosθ6i+ sinθ6 j) =
= 0,09 ·α6i−0,18 ·α6 j0,85i+0,41 j
aC56 = |aC56| · (cosθri+ sinθr) =−0,9 · |a56|i−0,44 ·a56 j
aCor = 2 ·ω6 ·V56 · (cosθr j− sinθri) = 0,32i−0,65 j
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(i) −0,90= 0,09α6−0,90 ·a56
( j)0,34=−0,18α6−0,44 ·a56
α6 = 2,92 rad/s2

a56 = 3,96 m/s2

Cálculo del par resistente:

MRO6 ·ω6+FM ·VE+MmO2 ·ω2+FiG3 ·VG3+MiG3 ·ω3+MiG4 ·ω4+MiG5 ·ω5 = 0
FiG3 =−m3 ·aG3 =−m3 ·aE
aE = aD+aED
aE = 1,15i+0,87 j+[α3 ·0,95 · (cosθ3 j− sinθ3i)−ω2

3 ·0,95 · (cosθ3i+ sinθ3 j)]
aE = 1,15i+0,87 j−0,49i+0,03 j = 0,66i+0,9 j
MRO6 ·2,17+9,8+150+(−0,93)+ (−0,12)+ (0,11)+ (−1,07) = 0
MRO6 =−72,62 Nm
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Mecanismo 27

El mecanismo mostrado en la figura está diseñado para trabajar en el plano horizontal.
Considere que la barra 6 tiene rodadura pura para resolver los siguientes aspectos:

1. El procedimiento para determinar los CIR I31, I65 y I61 y representalos en un dibujo.
2. La velocidad absoluta de la barra 2 en el punto B2.
3. La velocidad angular de la barra 5 y la velocidad del disco 6 respecto a la cruz de

malta.
4. La aceleración absoluta de la barra 2 en el punto B2.
5. La aceleración angular de la barra 5 y la aceleración del disco 6 respecto a la cruz de

malta.
6. El momento de inercia reducido para acoplar un volante en O2.
7. El par motor para mantener el mecanismo en equilibrio dinámico.
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Datos del problema:

ω4 =−3k rad/s, constante.
O2A= 0,9 m
O2G2 = 0,4 m
O5B= 0,7 m
O4C = 1,4 m

AB= 2,4 m
AC = 1,8 m
MR = 10 Nm
m2 = 5 kg
m5 = 15 kg
m3 = m4 = m6 = 0 kg
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La barra 5 es maciza y sus dimensiones son a= b= 1,7 m

La barra 2 presenta las dimensiones a= 0,5 m y b= 2,7 m

Solución:

Cálculo de los CIR:

I31: {312}−{314}
I65: {punto− contacto}−{disco−guia}
I61: {615}−{612}
Incógnitas: I31, I65 y I61
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Cálculo de las velocidades:
−→VC =−→VA+−→VCA
ω4 ·O4C · (cosθ4 j− sinθ4i) =
=ω2 ·O2A · (cosθ2 j− sinθ2i)+ω3 ·AC · (cosθ3 j− sinθ3i)
θ4 = 238◦: sinθ4 =−0,85, cosθ4 =−0,53
θ2 = 210◦: sinθ2 =−0,5, cosθ2 =−0,87
θ3 = 295◦: sinθ3 =−0,90, cosθ3 = 0,42
2,23 j−3,57i=−0,78 ·ω2 j+0,45 ·ω2i+0,76 ·ω3 j+1,62 ·ω3i
(i) −3,37= 0,45 ·ω2+1,64 ·ω3

( j)2,23=−0,78 ·ω2+0,76 ·ω3

ω2 =−3,78 rad/s
ω3 =−1,15 rad/s
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VB2 =ω2 ·O2B2 · (cosθB j− sinθBi)
θB = 30◦: sinθB = 0,5, cosθB = 0,87
O2B2 = AB−O2A= 1,5 m
VB2 =−4,93 j+2,84i
|VB2|= 5,67

−→VB2 =−→VB6 =−→VB5+−−→VB56
VB5 =ω5 ·O5B · (cosθ5 j− sinθ5i)
θ5 = 150◦: sinθ5 = 0,5, cosθ5 =−0,87
VB5 =−0,61 ·ω5 j−0,35 ·ω5i
VB65 = |VB56| · (cosθrel i+ sinθrel j)
θrel = 330◦: sinθrel =−0,5, cosθrel = 0,87
VB65 = 0,87 ·VB56i−0,5 ·VB56 j

Sustituyendo:

−4,93 j+2,84i=−0,61 ·ω5 j−0,35 ·ω5i+0,87 ·VB56i−0,5 ·VB56 j
(i)1,95=−0,35 ·ω5−0,5 ·VB56
( j) −3,38=−0,61 ·ω5+0,87 ·VB56
|VB56|= 4,77 m/s
ω5 = 3,97 rad/s

Cálculo de las aceleraciones:
−→aC =−→aA+−→aCA
aC =−ω2

4 ·O4C · (cosθ4i+ sinθ4 j) = 6,68i+10,68 j
aA = α2 ·O2A · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2

2 ·O2A · (cosθ2i+ sinθ2 j)
aC =−0,78 ·α2 j+0,45 ·α2i+11,13i+6,43 j
aCA = α3 ·AC · (cosθ3 j− sinθ3i)−ω2

3 ·AC · (cosθ3i+ sinθ3 j) =
= 0,76 ·α3 j+1,64 ·α3i−1i+2,15 j

Sustituyendo:

6,68i+10,68 j =−0,78 ·α2 j+0,45 ·α2i+11,13i+6,43 j+
+0,76 ·α3 j+1,64 ·α3i−1i+2,15 j
(i) −3,45= 0,45 ·α2+1,64 ·α3
( j)2,1=−0,78 ·α2+0,76 ·α3
α2 =−3,73 rad/s2
α3 =−1,08 rad/s2

−→aB2 =−→aB6 =−→aB5+−−→aB65+−−→aCor
aB2 = α2 ·O2B · (cosθB j− sinθBi)−ω2

2 ·O2B · (cosθBi+ sinθB j) =−21,38i−15,6 j
aB5 = α5 ·O5B · (cosθ5 j− sinθ5i)−ω2

5 ·O5B · (cosθ5i+ sinθ5 j)
aB5 =−0,61 ·α5 j−0,35 ·α5i+9,46i−5,46 j
aB65 = |aB65| · (cosθrel i+ sinθrel j)
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donde θrel = 330◦

aB65 = 0,87 ·a65i−0,5 ·a65 j
aCor = 2 ·ω5 ·V65 · (cosθrel j− sinθrel i) = 32,63 j+18,84i

Sustituyendo:

−21,38i−15,6 j =−0,61 ·α5 j−0,35 ·α5i+9,46i−5,46 j+0,87 ·a65i−0,5 ·a65 j+
+32,63 j+18,84i
(i) −49,68=−0,35 ·α5+0,87 ·a65
( j) −42,77=−0,61 ·α5−0,5 ·a65
a65 =−23,64 m/s2

α5 = 83,64 rad/s2

Cálculo del momento inercia reducido:

IRO2 ·ω2 = m2 ·V 2
G2+ IG2 ·ω2

2+ IG5 ·ω2
5

VG2 =ω2 ·O2G2 · (cosθG2 j− sinθG2i) = 1,31 j−0,76i
|VG2|= 1,51 m/s

IG2 =
m2

12
· (a2+b2) = 5

12
· (0,52+2,72) = 3,14 kg m2

IG5 =
m5

12
· (a2+b2) = 15

12
· (1,72+1,72) = 7,22 kg m2

IRO2 ·ω2 = 5 ·1,51+3,14 ·14,29+7,22 ·15,76= 0
IRO2 = 43,97 kg m2

Cálculo del par motor:

MmO2 ·ω2+MR ·ω5+FiG2 ·VG2+MiG2 ·ω2+MiG5 ·ω5 = 0
MR =−10k Nm
FiG2 =−m2 ·aG2
aG2 = α2 ·O2G2 · (cosθG2 j− sinθG2i)−ω2

2 ·O2G2 · (cosθG2i+ sinθG2 j) =
=−4,15 j−4,2i
FiG2 = 21i+20,75 j N
MiG2 =−IG2 ·α2 = 11,71k Nm
MiG5 =−IG5 ·α5 =−603,88k Nm

Sustituyendo:

MmO2 ·−3,78+(−10) ·3,97+(21i+20,75 j) · (1,31 j−0,76i)+ (11,71) · (−3,78)+
+(−603,88) ·3,95= 0
MmO2 = 650,28 Nm
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Mecanismo 28

El mecanismo de la siguiente figura está diseñado para trabajar en posición horizontal.
Se pide resolver los siguientes aspectos:

1. Velocidad absoluta en la barra 4.
2. Velocidad relativa de la barra 3 respecto a la barra 4.
3. Aceleración angular en la barra 4.
4. Aceleración relativa de la barra 3 respecto a la barra 4.
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Datos del problema:

ω2 = 3k rad/s
ω5 =−2k rad/s
α2 = 5k rad/s2

α4 = 25k rad/s2

α5 =−3,3k rad/s2

Solución:

Cálculo de las velocidades:
−→VB3 =−→VB4+−→V34−→VB3 =−→ω2∧−−→

O2B
VB3 =ω3 ·O2B · (cosθ2 j− sinθ2i)
θ2 = 150◦

VB3 =−1,03 j−0,6i
|VB3|= 1,19
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V34 = |V34| · (cosθrel i+ sinθrel j)
V34 = 0,42 ·V34i−0,91 ·V34 j−→VB4 =−→VC+−→VBC
VC =ω5 ·O5C · (cosθ5 j− sinθ5i)
θ5 = 0◦

VC =−0,8 j
VB4 =−0,8 j+ω4∧CB
VB4 =−0,8 j−0,21 ·ω4i+0,21 ·ω4 j

Sustituyendo:

−1,03 j−0,6i=−0,8 j−0,21 ·ω4i+0,21 ·ω4 j+0,42 ·V34i−0,91 ·V34 j
(i) −0,6=−0,21 ·ω4+0,42 · ·V34
( j) −0,23= 0,21 ·ω4−0,91 ·V34
|V34|= 1,68 m/s
ω4 = 6,24 rad/s
VB4 =−1,31i+0,51 j
VBC =−1,31i+1,31 j
VB34 = 0,71i−1,54 j

|I41C|= |VC
ω4

|= 0,13 mm

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB3 =−→aB4+−−→aB34+−−→aCor
aB3 = α2 ·O2B · (cosθ2 j− sinθ2i)−ω2

2 ·O2B · (cosθ2i+ sinθ2 j) = 2,06i−3,54 j
−→aB4 =−→aC+−→aBC
aC = α5∧O5B−ω2

5 ·O5C
aC = α5 ·O5B · (cosθ5 j− sinθ5i)−ω2

5 ·O5B · (cosθ5i+ sinθ5 j)
aC = (−3,3) · (0,4) j−4 ·0,4i=−1,6i−1,32 j m/s2

aBC = α4∧CB−ω2
4 ·CB

aBC = α4 ·CB · (cosθ4 j− sinθ4i)−ω2
4 ·CB · (cosθ4i+ sinθ4 j)

aBC =−0,21 ·α4i+0,21 ·α4 j−8,18i−8,18 j
aB34 = |aB34| · (cosθrel j− sinθrel i)
aB34 = 0,42 ·aB34i−0,91 ·a34 j
aCor = 2 ·ω4 ·VB34 · (cosθrel j− sinθrel i)
aCor = 19,2i+8,9 j

Sustituyendo:

2,06i−3,54 j =−1,6i−1,32 j−0,21 ·α4i+0,21 ·α4 j−8,18i−8,18 j+
+0,42 ·aB34i−0,91 ·a34 j+19,2i+8,9 j
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(i) −7,36=−0,21 ·α4+0,42 ·aB34
( j) −2,94= 0,21 ·α4−0,91 ·aB34
|aB34|= 21,02 m/s2

α4 = 77,1 rad/s2

aB4 =−25,97i+6,69 j m/s2

aB3 = 2,06i−3,54 jm/s2

aB34 = 8,8i−19,1 j m/s2

aC =−1,6i−1,32 j m/s2
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Mecanismo 29

El mecanismo de la siguiente figura está diseñado para mover una carga que es solidaria
a la barra 3, el material de ambas piezas es de acero. Se desea que dicha carga gire 90◦
aproximadamente. En este instante el muelle está alargado 0,02 m. El mecanismo trabaja
en el plano horizontal y se pide resolver los siguientes aspectos:

1. Velocidad absoluta de la barra 3 en el punto B y de la barra 5 en el puntoC.
2. Velocidad angular de la barra 3 y la velocidad del dado 4 respecto a la guía.
3. Velocidad absoluta del puntoC correspondiente a la barra 3.
4. Aceleración absoluta de la barra 3 en el punto B y la barra 5 en el puntoC.
5. Aceleración angular de la barra 3 y aceleración del dado 4 respecto a la guía.
6. Aceleración absoluta del puntoC correspondiente a la barra 3.
7. Par resistente en la barra 3 para mantener el mecanismo en el equilibrio dinámico.
8. Momento de inercia reducido al eje O2.
9. Grado de irregularidad y ancho del volante a situar en la barra 2.
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Datos del problema:

O2B= 0,11 m
BC= 0,14 m
O5D= 0,13 m
O5C = 0,26 m
ω2 = 2 rad/s, constante
ω5 = 1 rad/s, constante
MmO2 = 5 Nm, constante
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MmO5 se desprecia
kmuelle = 3.200 N/m
m3 = 15 kg
m4 = 1 kg
Rv = O2B

Barra 3 es maciza.

Las dimensiones de la barra 4 son a= 0,03 m y b= 0,06 m.

Solución:

Cálculo de las velocidades:

donde, θ2 = 350◦

VB2 =ω2 ·O2B · (cosθ2 j− sinθ2i) = 0,04i+0,22 j

donde θ5 = 0◦

VC5 =ω5 ·O5C · (cosθ5 j− sinθ5i) = 0,26 j
VC5 =VC4 = 0,26 j
VD = 0,13 j

−→VC4 =−→VC3+−−→VC43−→VC3 =−→VB+−→VCB
VC3 = 0,04i+0,22 j+ω3 ·BC · (cosθ3 j− sinθ3i)

donde θ3 = 320◦

VC3 = 0,04i+0,22 j+0,09 ·ω3i+0,11 ·ω3 j
VC43 = |VC43| · (cosθrel i+ sinθrel j)

donde θrel = 117◦

VC43 =−0,45 · |VC43|i+0,89 · |VC43| j

Sustituyendo:

0,26 j= 0,04i+0,22 j+0,09 ·ω3i+0,11 ·ω3 j−0,45 ·V43i+0,89 ·V43 j
(i) −0,04= 0,09 ·ω3−0,45 ·V43
( j)0,04= 0,11 ·ω3+0,89 ·V43
ω3 =−0,14 rad/s
|V43|= 0,06 m/s
|VC3|= 0,2 m/s
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VC3 = 0,03i+0,20 j m/s
V43 =−0,03i+0,05 jm/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aC4 =−→aC3+−−→aC43+−−→aCor
aC5 = aC4 =−ω2

5 ·O5C · (cosθ5i+ sinθ5 j) =−0,26i
−→aC3 =−→aB+−→aCB
aB =−ω2

2 ·O2B · (cosθ2i+ sinθ2 j)
aCB = α3 ·BC · (cosθ3 j− sinθ3i)−ω2

3 ·BC · (cosθ3i+ sinθ3 j)
aC3 = 0,09 ·α3i+0,11 ·α3 j−0,43i+0,08 j
aC43 = 0,45 · |a43|i−0,89 · |a43| j
aCor = 2 ·ω3 · |V43| · (cosθrel j− sinθrel i) =−0,02i−0,01 j

Sustituyendo:

−0,26i= 0,09 ·α3i+0,11 ·α3 j−0,43i+0,08 j−0,45 · |a43|i+0,89 · |a43| j−
−0,02i−0,01 j
(i)0,18= 0,09 ·α3+0,45 ·a43
( j)0,09= 0,11 ·α3−0,89 ·a43
α3 = 1,54 rad/s2

|a43|= 0,09 m/s2

a43 = 0,04i−0,08 j m/s2

aC3 = 0,29i+0,25 j m/s2

Cálculo del par motor:

MR ·ω3+Mm ·ω2+FM ·VD+FiG3 ·VG3+FiG4 ·VG4+MiG3 ·ω3+MiG4 ·ω4 = 0

Recuerde queω4 ≈ω3 y α4 ≈ α3

FM =−k ·d = (−3.200) ·0,02 j =−64 j N
FiG3 =−m3 ·aG3 =−m3 ·aC3 =−15 · (0,29i+0,25 j) = 4,35i−5,25 j N
FiG4 =−m4 ·aG4 =−m4 ·aC4 =−1 · (−0,26i) = 0,26iN
VG3 =VC3 = 0,03i+0,20 j, |VG3|= 0,20 m/s
VG4 =VC4 = 0,26 j, |VG4|= 0,26 m/s
ω4 =ω3

α4 = α3

MiG3 =−IG3 ·α3 =−1
2
·m3 ·R2 ·α3 =−0,37 Nm

MiG4 =−IG4 ·α4 =− 1
12

·m4 · (a2+b2) ·α4 =−0,01 Nm
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Sustituyendo:

MR · (−0,14)+5k ·2k+(−64 j) · (0,13 j)+ (4,35i−5,25 j) · (0,03i+0,2 j)+
+(0,26i) · (0,26 j)+ (−0,37)k · (−0,14)k+(−0,01)k · (−0,14)k= 0
MR = 6,29k Nm

Cálculo del momento de inercia:

IRO2 ·ω2
2 = m3 ·V 2

G3+m4 ·V 2
G4+ IG3 ·ω2

3+ IG4 ·ω2
4

IRO2 ·4= 15 ·0,22+1 ·0,262+0,24 · (−0,14)2+0,0045 ·0,142
IRO2 = 0,17 kg ·m2

Volante de inercia de acero:

Como datos disponemos: ρ = 7.800 kg/m3 y Rv = 0,1 m

Iv =
m ·R2v
2

m=
2 · Iv
R2v

V ·ρ = m

π ·R2v ·h ·ρ =
2 · Iv
R2v

h=
2 · Iv
ρ ·π ·R4v

donde Iv = IRO2 = 0,17 kg ·m2

h=
2 ·0,17

7800 ·π ·0,114 = 0,09 m

Cálculo del ancho del volante y el grado de irregularidad:

δ =
ΔECv
Iv ·ω2

med

Para calcular MR, se comprueba que el área del par resistente es igual al área del par
motor.

AMR = AMm = 2π ·5= 10π

AMR =
1
2
·b · x

Igualando ambos términos:

10π=
1
2
·2π ·MR

MR = 10 Nm
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Considerando que ΔECv es igual a AMT , entonces:

ΔECv = AMT =
1
2
·π ·5= 7,85

ωmed = 8 rad/s

δ=
ΔECv
Iv ·ω2med

=
7,85
0,17 ·82 = 0,72
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θ

θ

π

π

π

2π

2π

2π

M

M

M

m

T

R

5

-10

-5

5

117



Teoría de mecanismos. Ejercicios resueltos

Mecanismo 30

El mecanismo de la siguiente figura está diseñado para trabajar en posición horizontal.
Se pide resolver los siguientes aspectos:

1. Velocidad angular en la barra 4 y velocidad relativa en el punto B.
2. Aceleración angular en la barra 4 y aceleración relativa en el punto B.
3. Las ecuaciones que permiten establecer el equilibrio dinámico en el mecanismo.
4. La fuerza que debe hacer el muelle para disponer de equilibrio dinámico.
5. La ecuaciones que definen el principio de reducción del mecanismo.
6. El momento de inercia reducido en O2.
7. El grado de irregularidad, suponiendo que el par resistente debido a la acción del

muelle se comporta variable según la gráfica siguiente. El valor medio de la velocidad
angular de la barra 2 es ωmed = 3,5 rad/s.
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Datos del problema:

ω2 = 5k rad/s
ω5 =−3k rad/s
α2 = 5k rad/s2

α5 =−3,3k rad/s2
Mm = 3 Nm
m3 = 8 kg
m4 = 18 kg
m5 = 10 kg
R4 = 0,34 m

Las dimensiones del dado son 0,01 · 0,01 m
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Solución:

Cálculo de las velocidades:

−→VC =−→ω5∧−−→
O5C

VC =ω5 ·O5C · (cos0 j− sin0i) =−1,2 j

VD =
1
2
·VC =−0,6 j

−→VB3 =−→ω2∧−−→
O2B

VB3 =ω2 ·O2B · (cos150 j− sin150i) =−1i−1,7 j

VG3 = |VB3|= 1,97
−→VB3 =−→VB4+−→V34
−→VB4 =−→VC+−→VBC
VB4 =−1,2 j+ω4 ·CB · (cos45 j− sin45i) =−1,2i+(0,21 ·ω4 j−0,21 ·ω4i)

donde θrel = 243◦

V34 = |V34| · (cosθrel+ sinθrel) = |V34| · (−0,45i−0,89 j)

Sustituyendo:

−1i−1,7 j =−1,2i+0,21 ·ω4 j−0,21 ·ω4i−0,45 · |V34|i−0,89 · |V34| j
(i) −1=−0,21 ·ω4−0,45 ·V34
( j) −1,7= 0,21 ·ω4−0,89 ·V34
ω4 = 0,45 rad/s
|V34|= 2,01 m/s
VB4 =−1,29i+0,09 jm/s
VBC =−1,29i+1,29 j m/s
V34 =−0,90i−1,79 jm/s

Cálculo de las aceleraciones:

−→aB3 =−→aB4+−−→aB34+−−→aCor
aB3 = α2 ∧O2B−ω2

2 ·O2B · (cos150 j− sin150i)
aB3 =−0,8 j−1,39i+8,66i−5 j= 7,9i−6,4 j
−→aB4 =−→aC+−→aBC
aC = α5∧O5C−ω2

2 ·O5C · (cos0 j− sin0i) =−0,8 j−3,6i
aD = 0,4 j−1,8i
aB4 =−0,8 j−3,6i−ω2

4 ·CB · (cos45i+ sin45 j)+α4 ·CB · (cos45 j− sin45i)
aB4 =−0,8 j−3,6i−1,1i−1,1 j+0,21 j ·α4−0,21i ·α4 =
=−4,7i−1,9 j+0,21 j ·α4−0,21i ·α4
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aB34 = |aT34| · (cosθrel+ sinθrel)+ |V
2
34

2
| · (cosθrel+ sinθrel)

aB34 =−0,45i ·aT34−0,89 j ·aT34−7,2i+3,7 j
aCor = 2 ·ω4∧V34 = 2,35i+4,62 j

Sustituyendo:

7,9i−6,4 j =−4,7i−1,9 j+0,21 j ·α4−0,21i ·α4−0,45 ·aT34i−
−0,89 ·aT34 j−7,2i+3,7 j+2,35i+4,62 j
(i)7,9+4,7+7,2−2,35=−0,21 ·α4−0,45 ·aT34
( j) −6,4+1,9−3,7−4,62= 0,21 ·α4−0,89 ·aT34
α4 =−75,70 rad/s2
aT34 =−3,45 m/s2

aT34 = 1,55i+3,07 jm/s2

aB34 =−5,65i+6,67 j m/s2

Cálculo de fuerza para disponer de equilibrio dinámico:

Mm ·ω2+FM ·VD+FiG3 ·VG3+FiG4 ·VG4+FiG5 ·VG5+MiG3 ·ω3+MiG4 ·ω4+

+MiG5 ·ω5 = 0
VD =−0,6 j m/s
VG5 =−0,4 j m/s
VG3 =−1i−1,7 j m/s
VG4 =−0,8 j m/s
FiG5 =−m5 ·aG5 =−m5 ·aD =−31,44i+25,54 j N
FiG3 =−m3 ·aG3 =−m3 ·aB3 = 18i+4 jN
FiG5 ·VG5 =−11,5 kg ·m/s
FiG3 ·VG3 =−7,68 kg ·m/s
FiG4 ·VG4 =−1,6 kg ·m/s

MiG3 =−IG3 ·α4 =− 1
12

·m3 · (a2+b2) ·α4 = 0,01 Nm

MiG4 =−IG4 ·α4 =−1
2
·m4 ·R24 ·α4 = 78,75 Nm

MiG5 =−IG5 ·α5 =− 1
12

·m5 · (O5C)2 ·α5 = 0,44 Nm

MiG3 ·ω3 = 0,0045
MiG4 ·ω4 = 35,43
MiG5 ·ω5 =−1,32
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Sustituyendo:

3 ·5+FM · (−0,6)+ (−7,68)+ (−1,6)+ (−11,5)+0,0045+35,43+(−1,32) = 0

|FM|= 28,33
0,6

= 47,21 j N

Cálculo del momento de inercia:

IRO2 ·ω22 = m3 ·V 2G3+m4 ·V 2G4+m5 ·V 2G5+ IG3 ·ω23+ IG4 ·ω24+ IG5 ·ω25
IRO2 ·25= 31,12+11,52+1,6+2,67 ·10−5+0,21+1,2
IRO2 = 1,83 kg ·m2

Cálculo del grado de irregularidad:

δ=
ΔECv
Iv ·ω2med

AMm = ΔECv =
1
2
· 7π
10

·7= 7,7

δ=
ΔECv
Iv ·ω2med

=
7,7

6,4 ·3,52 = 0,1

θ

θ

θ

π

π

π

2π

2π

2π

M

M

M

m

R

R

3

-10

-7

3
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Mecanismo 31

El mecanismo de la siguiente figura es una máquina sierra alternativa utilizada en fábri-
cas y talleres para el corte de barras y perfiles metálicos. La máquina consta de un motor
eléctrico que acciona una transmisión en dos etapas. La primera etapa esta formada por
dos poleas de diámetros d1 = 90 mm (polea conductora) y d2 = 400 mm (polea condu-
cida) y una correa trapezoidal. La segunda etapa esta formada por una transmisión de
engranajes con números de dientes z1 = 26 (piñón) y z2 = 145 (la rueda). La polea con-
ducida y el piñón giran solidarios al eje O2, mientras que la rueda constituye la manivela
del mecanismo de barras proporcionando el movimiento alternativo del arco donde se
fija la hoja de sierra. Este último desliza en la guía del brazo articulado a la bancada
produciendo el corte en la carrera de trabajo (donde el arco se mueve de izquierda a
derecha). En esta carrera los dientes de la sierra arrancan la viruta de la barra de metal
sujeta por una mordaza a la bancada de la máquina. La barra de metal realiza sobre los
dientes de la sierra una fuerza de resistencia al corte FC que se considera reducida al
punto R. En la carrera de retorno, el brazo se levanta ligeramente, para evitar el contacto
de los dientes de la sierra con el material.

motor

P

x

y

g

h3

l3

l4

z2

z1

d2

d1

O2

O1

O3

n1

O4

Τ1

h2

h1

d

d2=400 mm
d1=90 mm

h1=290 mm
h2=221 mm
h3=235 mm

d=290 mm

l3=120 mm l4=400 mm

Pmot=2,2 kW 

z1=26
z2=145

Q
R

G

brazo

arco

sierra

s

Fc

h4

h4=150 mm

Q’
h5

h5=60 mm

n1=1140 min-1 

h6
h7

h6=34,5 mm
h7=334,2 mm

marco=18,5 kg

ϕ1

El motor tiene una potencia nominal P1 = 2,2 kW y una velocidad de rotación nominal
n1 = 1140 min−1, en su eje está montada la polea conductora. Para el estudio del mo-
vimiento del mecanismo de la sierra se supone la orientación del brazo constante con
ángulo ϕ1 = 15◦, se utiliza el vector de coordenadas generalizadas q = {ϕ3, ϕ4, s}T y
el triedro de eje x, y, z. Además, tanto las resistencias pasivas del mecanismo como las
inercias de los sólidos que lo forman se consideran negligibles, con excepción del sólido
arco-sierra con masa marc = 18,5 kg y posición de su centro de inercia en el punto G.
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A partir de las consideraciones antes citadas determine:

1. Los grados de libertad (GL) de la máquina e indique si hay o no redundancias. Justi-
fique adecuadamente su respuesta.

2. La velocidad angular de rotación ϕ̇1 de la polea conductora y el par T1 que dicha polea
transmite.

3. La velocidad angular ϕ̇3 de la manivela O3P función de la velocidad angular ϕ̇1 de la
polea conductora.

4. El sistema de ecuaciones de enlace geométricas Φ(q) = 0 a partir de las coordenadas
generalizadas indicadas y su matriz Jacobiana Φq.

5. Las expresiones y el valor numérico de las velocidades angular de la biela ϕ̇4 y de
translación del arco-sierra ṡ del mecanismo de barras en función de la velocidad an-
gular de la polea motriz ϕ̇1, para la configuración donde el vector de coordenadas
generalizadas es q= {90◦;−9,81◦; 363,34 mm}T . Utilice el valor ϕ̇1 calculado en 2).

6. Determine el centro instantáneo de rotación IPQ de la biela PQ para la configuración
del mecanismo dada en el dibujo.

7. Determine cuál es el valor de la fuerza de corte FC que la sierra aplica sobre la barra de
metal en la configuración q= {90◦; −9,81◦; 363,34 mm}T . Considere que se neglige
la aceleración del sólido arco-sierra.

8. Dibuje el diagrama de cuerpo libre de los sólidos arco-sierra y biela. Indique ade-
cuadamente las orientaciones y sentidos de las fuerzas y momentos que pudiesen
aparecer.

Solución:

1. Cálculo de los grados de libertad.

Los GL de la máquina se determinan por inspección directa anulando velocidades a
miembros de los mecanismos que la forman, hasta que todos queden fijos. Así, en
la máquina habrá tantos GL como velocidades generalizadas se hayan anulado para
detener su movimiento. La consideración del brazo con orientación fija un ángulo
ϕ5 = 15◦ implica considerar que éste forma parte de la bancada de la máquina y, por
tanto, que el sólido arco-sierra sólo esté provisto de movimiento de translación. Si se
anula la velocidad de rotación del eje del motor haciendo n1 = 0, la polea conductora
no tiene velocidad angular ϕ̇1 = 0 y no transmite rotación a la conducida, la cual
también queda fija, y por ende el piñón solidario al eje de esta última también queda
fijo y no transmite rotación a la rueda. Así, el punto P de la rueda es fijo, obteniéndose
un triángulo O3PQ de lados constantes y vértices fijos. De esta manera, el punto Q
queda fijo y la hoja de sierra también, es decir, todo el mecanismo de barras queda
fijo. Por tanto, la máquina tiene 1 GL ya que todos sus elementos quedan fijos al
anular una velocidad angular.

Si se aplica el criterio de superposición de restricciones del movimiento (Criterio de
Grübler-Kutzbach) a toda la máquina se obtiene 1 GL, como se demuestra a conti-
nuación:

5 (sólidos móviles) × 3 GL/sólido − 5 (articulaciones)× 2 GL/articulación − 1 (par
prismático) × 2 GL/par prismático − 2 (transmisiones) × 1 GL/transmisión = 1 GL
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Así, el número de GL determinado por inspección directa coincide con el determina-
do por el criterio de Grübler-Kutzbach, lo que indica que el mecanismo no presenta
redundancias totales.

2. Cálculo de la velocidad angular de rotación ϕ̇1 y el par T1 que transmite la polea.

La polea conductora está montada de manera solidaria al eje de motor, de modo que
tiene su misma velocidad angular ϕ̇1 y transmite el par T1 que dicho eje proporciona,
de este modo se obtiene:

ϕ̇1 =
2π ·n1
60

= 119,38 rad/s

P1 = T1 · ϕ̇1 −→ T1 =
P1
ϕ̇1

= 18,43 Nm

3. Cálculo de la velocidad angular ϕ̇3 en función de la velocidad angular ϕ̇1 de la polea
conductora.

Para obtener la función ϕ̇3 (ϕ̇1) que relaciona las velocidades de los ejes de la rueda
y del motor, se aplica el concepto de relación de transmisión total τt . Este parámetro
se calcula a partir de las relaciones de transmisión por poleas y correa τp y por
engranajes dentados τe. Así, se tiene:

τt = τp ·τe = d1
d2

· z1
z2

= 0,0403

τt =
ϕ̇3

ϕ̇1

ϕ̇3 = τt · ϕ̇1 =
d1
d2

· z1
z2

· ϕ̇1 = 0,0403 · ϕ̇1 = 4,811 rad/s

El signo positivo de la relación de transmisión calculada, es coherente con el con-
venio de signos de las velocidades angulares ϕ̇1 (positiva en sentido horario) y ϕ̇3
(positiva en sentido antihorario), tal como se puede ver en el dibujo de la máquina.

4. Cálculo del sistema de ecuaciones de enlace geométricas Φ(q) = 0 a partir de las
coordenadas generalizadas indicadas y su matriz Jacobiana Φq.

Para el estudio del mecanismo de barras que proporciona el movimiento de la ho-
ja de sierra se utiliza el conjunto q = {ϕ3, ϕ4, s}T formado por 3 coordenadas
generalizadas (NCG = 3). En este mecanismo se tiene una única coordenada in-
dependiente (NCI = 1), que es el ángulo ϕ3 que indica la orientación de la ma-
nivela O3P, siendo este el elemento de entrada de movimiento a dicho mecanis-
mo. Así, la diferencia NCG−NCI indica que se pueden obtener dos ecuaciones
de enlace geométricas linealmente independiente, las que se encuentran a partir de
la condición de cierre del anillo O3PQQ

′O4O3. La ecuación de cierre del anillo es
O3P+PQ+QQ′ +Q′O4+O4O3 = 0. Haciendo uso de las coordenadas generaliza-
das citadas y expresándola en la base x, y da lugar a las ecuaciones de enlace:
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Φ(q) = 0

→
{

l3 · cosϕ3− l4 · cosϕ4+h4 · sinϕ5+ s · cosϕ5 = 0
l3 · sinϕ3− l4 · sinϕ4+h4 · cosϕ5− s · sinϕ5−h3 = 0

}

La matriz Jacobiana se obtiene derivando las ecuaciones de enlace geométricas res-
pecto a las coordenadas generalizadas, resultando ser:

Φq =[
−l3 · sinϕ3 l4 · sinϕ4 cosϕ5

l3 · cosϕ3 −l4 · cosϕ4 −sinϕ5

]

5. Cálculo de las expresiones y el valor numérico de las velocidades de la biela ϕ̇4 y
de translación del arco-sierra ṡ del mecanismo de barras en función de la velocidad
angular de la polea motriz ϕ̇1.

En coherencia con el apartado anterior, en el mecanismo de barras que se analiza se
toma como velocidad generalizada independiente q̇i = ϕ̇3. Anteriorment se obtuvo
la relación ϕ̇3 = τt · ϕ̇1 dando un valor numérico de ϕ̇3 = 4,811 rad/s. Aplicando
el procedimiento que permite dividir la matriz Jacobiana en términos independien-
tes y dependientes, se pueden determinar las velocidades generalizadas dependientes
requeridas q̇d = {ϕ̇4, ṡ}T según:

q̇d =−[Φd
q]

−1 · ([Φi
q] · q̇i+Φt), Φt = 0

{
ϕ̇4
ṡ

}
=−

[
l4 · sinϕ4 cosϕ5

−l4 · cosϕ4 −sinϕ5

]−1

·
[{

−l3 · sinϕ3

l3 · cosϕ3

}
· ϕ̇3+

{
0
0

}]

{
ϕ̇4
ṡ

}
=− 1

l4 · cos(ϕ4+ϕ5)

{
−l3 · cos(ϕ3+ϕ5) · ϕ̇3

l3 · l4 · sin(ϕ4−ϕ3) · ϕ̇3

}

ϕ̇4 =
l3 · cos(ϕ3+ϕ5)

l4 · cos(ϕ4+ϕ5)
· ϕ̇3

ϕ̇4 =−0,078 · ϕ̇3

ϕ̇4 =−0,078 ·τt · ϕ̇1

ϕ̇4 =−0,3753 rad/s

ṡ=−l3 · sin(ϕ4−ϕ3)

cos(ϕ4+ϕ5)
· ϕ̇3

ṡ=−l3 · sin(ϕ4−ϕ3)

cos(ϕ4+ϕ5)
·τt · ϕ̇1

ṡ= 0,5722 m/s
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6. Cálculo del centro instantáneo de rotación IPQ de la biela PQ para la configuración
del mecanismo dada en el dibujo.

La determinación del centro instantáneo de rotación absoluto de la biela se encuentra
aplicando el teorema de los tres centros a las ternas formada por los sólidos: i) banca-
da (sólido 1), para el estudio se considera que el brazo de orientación fija forma parte
de la bancada; manivela O3P (sólido 2) contenida en la rueda y la biela PQ (sólido
3); ii) bancada (sólido 1), arco-sierra (sólido 4) y la biela PQ (sólido 3).

Terna CIR conocidos CIR a determinar
S1, S2, S3 I21, I32 −→ I31
S1, S3, S4 I41, I34 −→ I31

Es decir, que el CIR IPQ ≡ I31 de la biela se encuentra en la intercepción de la recta
que pasa por los puntos O3 y P que contiene los CIRs: I21, I32 y la recta que pasa por
el punto Q en dirección perpendicular a la guía del brazo y que contiene los CIRs:
I41 y I34.

7. Cálculo la fuerza de corte FC que la sierra aplica sobre la barra de metal en la confi-
guración q= {90◦; −9,81◦; 363,34 mm}T .

Por el principio de acción y reacción la fuerza de corte FC que la sierra aplica sobre la
barra, es igual a la fuerza de resistencia al corte que la barra realiza sobre los dientes
de la sierra. Para determinar su valor se puede hacer uso del Método de las Potencias
Virtuales con un movimiento virtual compatible con todos los enlaces. Las fuerzas
y pares externos que actúan en el sistema máquina son: el par motor T1, la fuerza
de corte FC y, debido a la consideración de la masa marc del arco-sierra aparecen
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la fuerza del peso marc · g de dicho sólido y la fuerza de inercia Fiarc asociada a su
aceleración (la cual para este caso de estudio se considera negligible), ambas están
aplicadas en su centro de masa G de sólido. El movimiento virtual compatible con
los enlaces tiene un comportamiento idéntico al movimiento real; dado que el sistema
tiene 1 GL, sólo hay un movimiento virtual independiente ϕ̇∗

1 que permite obtener la
siguiente expresión de potencia:

T1 · ϕ̇∗
1+

−→FC ·−→v∗ (R)+marc ·−→g ·−→v∗ (G)+−−→Fiarc ·−→v∗ (G) = 0

Siendo
−→
v∗ (R) =

−→
v∗ (G) =

−→̇
s∗

T1 · ϕ̇∗
1+FC · ṡ∗ −marc ·g · sin(ϕ5) · ṡ∗ −marc · s̈ · ṡ∗ = 0

Si consideramos la acceleración s̈ despreciable, simplificamos la expresión a:

T1 ·ϕ̇∗
1−FC · l3 ·

sin(ϕ4−ϕ3)

cos(ϕ4+ϕ5)
·τt ·ϕ̇∗

1+−marc ·g ·sin(ϕ5) · l3 · sin(ϕ4−ϕ3)

cos(ϕ4+ϕ5)
·τt ·ϕ̇∗

1 = 0

Eliminando el termino ϕ̇∗
1 de la ecuación llegamos a la siguiente expresión:

FC =
T1
l3

· sin(ϕ4+ϕ5)

cos(ϕ4−ϕ3) ·τt +marc ·g · sin(ϕ5)

FC = 108,32 N
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8. Dibujo del diagrama de cuerpo libre de los sólidos arco-sierra y biela.

Q
R

G

arco

sierraFc

h6h7

Fbiela-arc

marcg

Fbrazo-arc

Mbrazo-arc

Al no considerarse la inercia de la biela, las fuerzas de enlace que actúan en sus
articulaciones, tienen en el sentido longitudinal del elemento.

Pl4Q

Farc-biela

Fman-biela
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