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Resum

Paraules clau: Materials superconductors, problema de Biot-Savart Invers, Transfor-

mada Rapida de Fourier, Analisi Singular Espectral.

Donada una mesura del component vertical B, del camp magneétic que genera un corrent
bidimensional, resolem el problema de Biot-Savart invers per tal de calcular el corrent
J al llarg de la mostra. En particular, calculem el mapa de J en una malla rectangular,

assumint que el corrent és:

(i) Pla: J = (Jy, J,,0).

(ii) Homogeni al llarg de 'eix O Z: T = 7(:1:, Y).

En el cas en que el corrent no sigui homogeni en ’eix OZ, el que obtindrem és la mitjana

sobre ell, i
_ 1 f
J=-—1[ 7 d
az ) Twwad
Per tal de fer el calcul del corrent, utilitzarem la Transformada Rapida de Fourier, per

invertir la matriu de Toeplitz que apareix en el sistema.

A causa de la propagacié de 'error en la resolucié del sistema lineal, per tal de que
aquest procediment sigui satisfactori, caldra desenvolupar un metode de filtratge de la
mesura de B, per tal de reduir-ne el soroll. Per a fer aquest filtratge utilitzarem 1’ Analisi
Singular Espectral (SSA).

Gracies a 1'is de la inversié de Fourier i el SSA, aconseguirem resoldre el problema de

Biot-Savart invers amb un metode extremadament rapid.
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Abstract

Keywords: Superconductivity, Inverse Biot-Savart problem, Fast Fourier Transform,

Singular Spectrum Analisis.

Given a measurement of the vertical magnetic field B, generated by a bidimensional
current, we solve the inverse Biot-Savart problem to calculate the current J along the
sample. Particularly we calculate the J map in a rectangular mesh, assuming that the

current is:

(i) Two-dimensional: T = (Jzs Jy, 0).

(ii) Uniform along the axis OZ: T = 7(3;, Y).

If the current is not uniform along the OZ axis, we will obtain the average on the OZ

axis,

_ 1 zf
J=— 7 T,y,z)dz
AZ 0 ( 7y7 )
To calculate the current we are going to use the Fast Fourier Transform to invert the

Toeplitz matrix that appears in the system.

Due to the propagation of the error in the resolution of the linear system, to obtain
the correct values of the current J using this procedure, we need to develop a filtering
method for the B, measure, which has a lot of noise. To do this filtering we are going

to use the Singular Spectrum Analysis (SSA) technique.

Therefore, combining the Fourier Analysis and the SSA, we will solve the inverse Biot-

Savart problem using an extremely fast method.
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Introduccio

Les ceramiques superconductores estan comencant a tenir aplicacions industrials, per
les quals es necessiten peces tridimensionals de mida centimetrica. La gran sensibilitat
d’aquests materials fa que sigui molt important realitzar-ne controls de qualitat per tal
de revelar-ne els defectes que puguin contenir. Per aixo, es necessita calcular el corrent

que circula per les mostres de manera no destructiva.

Per tal de poder calcular el corrent electric, el procediment de mesurar el camp magneétic

generat pel corrent i invertir el problema de Biot-Savart és el procediment més fi possible:

e En mostres 2-dimensionals el corrent és planar perque aixi ho dicta ’estructura

cristalina del material, pero no es fa cap hipotesi de regularitat sobre el corrent.

e En mostres 3-dimensionals es calcula la mitjana de corrent sobre I'eix OZ, perque
en aquest cas no podem resoldre el problema en tres dimensions ja que el problema
de Biot-Savart malgrat ser invertible en teoria en aquests casos, no ho és a la

practica a causa de la propagacié de 'error de la mesura.

Fins ara el calcul de Biot-Savart invers es feia per discretitzacid, linealitzacié i resolucio
d’un sistema sobredeterminat [2], [5], [6], [7]. Pero aquest procediment havia arribat al

limit de precisié per dos motius:

e Les mesures de la sonda Hall amb les que s’obtenia la mostra de la component
vertical del camp magnetic B, acumulaven un cert soroll, la variacié del qual
dominava sobre la dels valors reals del camp magnetic al agafar les mesures més

fines.

e Al agafar mesures a una escala Ax el sistema d’equacions lineals resultant és de
. . 11\2 1\2 - , , ,
dimensié (x7)° x (x3)° i, per tant, com més fina era la mesura més costds era
resoldre el sistema sobredeterminat. Per aquest motiu calia utilitzar metodes de
resolucié out-of-core perque la matriu del sistema no cabia a la memoria RAM de

l'ordinador.
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Aixi doncs, donat ’elevat cost computacional de resoldre el problema de Biot-Savart
invers amb un sistema sobredeterminat, juntament amb la limitacié pel que fa la precisio

de la mesura, creava la necessitat de buscar una resolucié diferent d’aquest problema.

Es coneixia una via alternativa per resoldre el problema de Biot-Savart invers mitjangant
Transformada de Fourier Rapida (FFT) i deconvolucid, aprofitant les simetries del siste-
ma. Pero aquest metode només es pot aplicar en linealitzacié compatible determinada,
és a dir, amb una discretitzacié amb el mateix nombre d’elements de la mostra que ter-
mes a calcular. A més, aquesta via de resolucié presentava una propagacié dels errors de
la sonda Hall enorme, de manera que només s’obtenien resultats plausibles a resolucions

molt grolleres. Per aixo fins ara s’havia descartat aquesta metodologia [18].

L’objectiu d’aquest treball era aprofundir en aquesta de via de resolucié alternativa, fins
ara descartada, buscant un metode de filtratge adient per eliminar I’error de la mostra

que permetés aplicar-la. Aixi doncs, els objectius del projecte eren:

e Aplicar un filtrat mitjangant Analisi Singular Espectral (SSA) a la mesura de B,
de la sonda de Hall, per recuperar el camp B, real, és a dir, sense el soroll ni les

distorsions que presentava inicialment.

e Un cop obtinguda la mesura de B, filtrada, fer la inversié de Biot-Savart via FFT

i deconvolucio.

Per tal de realitzar aquest estudi, primer s’ha fet un estudi dels fonaments fisics i
d’Analisi de Fourier que s’utilitzen en aquesta via alternativa de resolucié. Després
s’ha aprofundit en la técnica del SSA, buscant la metodologia idonia per fer el filtratge
de les mesures de B, que permetés posteriorment resoldre el problema de Biot-Savart
invers satisfactoriament. Per tal d’analitzar I'eficiencia del metode desenvolupat, s’ha
treballat amb cinc mostres reals, encara que en el treball només s’exposen els resultats
obtinguts amb dues d’elles. Finalment, donada la inviabilitat de calcular el nombre de
condici6 del problema linealitzat, s’ha optat per fer un estudi estadistic de la propagacio
de l'error en aquesta resolucié. Donada la forma particular de les matrius del sistema
de Biot-Savart linealitzat, aquest estudi estadistic proporcionara en el futur intervals de

confianga pel nombre de condicié del problema.



Capitol 1

Introducciod fisica: La Llei de

Biot-Savart

En aquest primer capitol introduirem els conceptes fisics fonamentals relacionats amb el
camp magnetic, que es relaciona amb el corrent electric a partir de la llei de Biot-Savart.
Finalment, presentarem el problema que pretenem resoldre a través d’aquest treball: el

problema de Biot-Savart invers.

1.1 El camp magnetic

1.1.1 Introduccio

L’existencia d’'un camp magnetic B pot demostrar-se de manera directa experimental-
ment: simplement cal col-locar una briixola en aquell punt i veure si tendeix a alinear-se
en algun punt concret. Si no existeixen imants o corrents electrics, aleshores la briixola
apuntara al camp magnetic terrestre. En canvi, en el cas d’existir corrents electrics o
imants, llavors apuntaria en la direccié del camp magnetic resultant del camp magnetic

terrestre juntament amb el creat pel corrent electric o 'imant.

Per definir més formalment el camp magnetic B necessitem fer-ho en termes de la forga
magnetica Fp que el camp magnetic exerceix sobre una particula amb carrega ¢ que es
mou a velocitat v. A patir de 'experimentacié amb el moviment a diferents velocitats de

diferents particules carregades, s’obtenen els segiients resultats per la forga magnética:

1. Fp és proporcional a la carrega q.

2. F'p és proporcional a la velocitat v.
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3. La for¢a Fp que actua sobre una carrega negativa té sentit oposat a la que actua

sobre una carrega positiva que es mou a la mateixa velocitat.
4. Fp és perpendicular al camp magneétic i a la velocitat.

5. Fp és proporcional al sinf, on 6 és ’angle entre el camp magnetic i la velocitat.

Aquestes observacions queden resumides a partir del segiient resultat. Quan una particula
amb carrega ¢ es mou a velocitat v per l'interior d’'un camp magnetic B, la forca

magnetica Fp que actua sobre ella és:

Fp=quxB (1.1)

D’aquesta manera el camp magnetic B queda definit en funcié de la forca exercida sobre
una carrega mobil. La unitat del Sistema Internacional (SI) del camp magnetic és el
tesla (T).

1.1.2 Camp magnetic creat per carregues puntuals mobils. Camp

magnetic creat per corrents electrics: la Llei de Biot-Savart

Quan una particula amb carrega ¢ es mou a velocitat v, es produeix un camp magnetic

B en l’espai que ve donat per
 BoquX T

B
dr 3

(1.2)

on 7 és el vector que va des de la particula amb carrega ¢ fins al punt P on estem
calculant el camp magnetic B; i pg és una constant de proporcionalitat anomenada

permeabilitat de l’espai lliure 1 de valor en el buit (i aproximadament en I’atmosfera)

po =4 x 1077 T -M/A

A partir de I’equacié anterior, deduim les segiients propietats pel camp magnetic creat
per una carrega mobil:
1. B és proporcional a la carrega ¢ i a la velocitat v.

2. B és inversament proporcional al quadrat de la distancia entre la particula carre-

gada i el punt en el que calculem el camp magnetic.
3. B és zero al llarg de la linea de moviment de la particula carregada.

4. B és perpendicular a via 7.
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Durant I’any 1819, Jean-Baptiste Biot (1774-1862) i Félix Savart (1791-1841) van gene-
ralitzar aquesta equacio a partir d’avaluar la forca que rebia un imant situat a prop d’un
corrent electric. De forma experimental, van arribar a les segiients conclusions sobre el
camp magnetic dB creat en un punt P associat a un element de longitud dl d’un corrent

electric I:

1. El vector dB és perpendicular a dl (que apunta en la direccié del corrent) i a 7,

el vector que va de dl al punt P.

2. La magnitud de dB és inversament proporcional a 2, on r és la distancia entre dl
iP.

3. La magnitud de dB és proporcional al corrent I i a dl.

4. La magnitud de dB és proporcional al sinf, on 6 és ’angle entre els vectors dl i

.

Aquestes observacions van quedar sintetitzades a partir de la segiient expressié ma-

tematica, coneguda com la Llei de Biot-Savart:

po Idl x 7

dB =
A7 3

(1.3)

dB,, ?P

out

Figura 1.1: El camp mangnetic dB en un punt P creat pel corrent I al llarg de
lelement de longitud dl ve donat per la Llei de Biot-Savart. Font [9]

A partir de I'equacié anterior podem calcular dB, que correspon al camp magneétic creat

pel corrent que circula per una petita porcié dl del conductor. Per tant, si volem calcular
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el camp magnetic total B creat en un punt per un corrent de dimensié finita, haurem
de sumar totes les contribucions de tots els elements de corrent I dl que recorren el

conductor. Conseqiientment, ’expressié de B és

B:,%r dl x3?> 14)
m r

1.1.3 La llei de Biot-Savart en corrents plans i constants
Considerem un corrent pla i constant J = (J;, Jy,0) en una mostra ortoedrica

C= [:COa I’f] X [y(]v Z/f] X [Z(], Zf]
Aleshores, el diferencial de corrent Idl és
Idl = (Jy, Jy, 0)dvol

on dvol = dxdydz és el diferencial de volum.
Per altra banda,

?:(xb_w7yb_yazb_z)

Per tant,

Idlx 7 =| J, Jy 0 | = Jylzp —2), —Ju(2p — 2), Ju(yp — y) — Jy(xp — ))

Tpy—T Yp—Y 2p— %

Aplicant la Llei de Biot-Savart sobre aquest corrent pla constant al llarg de C, obtenim

que el camp magnetic B = (B, By, B.) en el punt (z, y, 2p) és

/// ((zp — z)? yb(Zb ;)22)—|' o oi (15)

/// = zb(zz;y—);i P dvol (1.6)

R e
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Per tal de calcular les integrals anteriors, en el cas en que J; i Jy, siguin constants, només

és necessaria la integraci6 de les segiients expressions:

o= Tp — X
(25— 2)2 + (p — 1) + (2 — 2)2)?

f, = Yo—Y

(@ =22+ (g — )2 + (2 — 2)2)5

fz: A

3
((zp—2)2 + (g — y)* + (26 — 2)?)2
En cada cas podem trobar la primitiva respecte de la variable en el numerador utilitzant

que

/tdt_ I
(12 + a)? NG

Aix{ doncs, per obtenir les expressions de B, B, i B, les integrals a calcular sén:

1 1

/] L=

- //[yo,yf]X[zo,Zf] V@ =)+ (i —9)2+ (26— 2)2 /(26— 20)> + (1 — 1)% + (2 — 2)?

1 1

/] 5=

B //[x07x.f]><[2072f] Ve = 2)? + (s —yp)? + (2 — 2> /(w0 —2)2 + (1 — 90)* + (2 — 2)?
1 1

/] 1.5

- //[x()@f]x[ymyf] V(@ —2)? + (g — )2+ (2 — 29)2 V(w6 —2)2+ (1o — ¥)> + (26 — 20)?

En cada integral doble encara podriem calcular la primitiva respecte d’'una de les altres
variables, pero aleshores l'expressié resultant seria molt més complicada i dificilment
integrable. L’estrategia emprada per fer el calcul directe és aplicar abscisses gaussianes
per a calcular aquestes integrals dobles. Finalment, un cop calculades aquestes integrals,

només ens queda substituir a la férmula del camp magnetic. Considerant que f2 = 1077

B, =10""J, / / / f-dvol
C

tenim
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By:10_7Jm///szdv0l
B,=10"" (Jx / / /C fydvol — J, / / /O fmdvol>

1.1.4 Camp magnetic creat per un material imantat

Un material imantat queda descrit pel seu vector imantacié M, que és la densitat del

moment dipolar magnetic m per unitat de volum.

Si una mostra ortoedrica té volum AzAyAz i imantacié vertical M = (0,0, M) cons-
tant, el seu moment dipolar magnetic total és un vector (0,0, MAzxAyAz), i el camp
magnetic B que genera és el del seu corrent critic: un corrent que recorre la vora vertical

de la caixa amb densitat M.

3

V| T e |
PR B R I ¢

FigUurA 1.2: Moment dipolar i corrent per la vora.

Una mostra ortoedrica C' = [xo,xf] X [yo,yy] X [20,2f] amb imantacié constant vertical

M té doncs el seglient corrent critic:

(i) A la cara y = yo, un corrent J = (M,0,0) en un domini [zg, zf] X [20, 2¢].
(ii) A la cara z = x¢, un corrent J = (0, M,0) en un domini [yo, yf] X [20, 2¢].
(iii) A la cara y = yy, un corrent J = (—M,0,0) en un domini [z, z¢] X [20, 2¢].

(iv) A la cara x = x9, un corrent J = (0, —M,0) en un domini [yo, ys] X [20, 2f].
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Substituint aquests valors del corrent critic en les férmules derivades de la llei de Biot-
Savart a l’apartat anterior, observem que podem calcular les components del camp

magnetic B a partir de la imantacié constant M:

Nl

BZ:HOM[// 3 (yo — yf) N
Am [zo.2s]x[z027) (w5 — )% 4 (yp — y5)? + (25 — 2)?)

4 (yb_yo) 3d$d2'+

(o — )2+ (yp — y0)? + (2 — 2)?)2

(NI

// B (zp — ) n
wowslxlzo.zs)  ((wp — )2 + (Yo — y)? + (2 — 2)?)

(‘Tb _.CUO) dde _

_l’_ g
((xp — 20)%2 + (g — ¥)% + (26 — 2)?)

N

1
S T—
4 [zo,xf]x[o.uslx[20.27) (6 — )2 4+ (yp — ¥)? + (25 — 2)?)2

+ 3(yp —9) - dedydz+

((wp — )2 + (yp — ¥)? + (2 — 2)?)>2

Njw

1
~ +
///[wafﬂx[ymyflx[zovzf] ((p — )%+ (g — y)? + (2 — 2)?)

3 r —
+ (2o — 2) sdxdydz | =

((wy — )2 + (yp — 9)2 + (2 — 2)?)2

N2 .2
:'UOM/// dedydz
A [z0, £] % [0,y ] X [20,2 ] r

on hem usat la notacié r = 1/(z — )2 + (y — )% + (2 — 2p)2, hem agrupat les integrals
dels parells de cares oposades i hem passat de les integrals dobles a les triples aplicant

la regla de Barrow en sentit contrari.
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Assumim ara que la imantacié M no és constant. Donada una mostra ortoedrica amb
M = M(x,y, z) variable, subdividint-la en mostres ortoedriques més petites on assumim
que M és constant i prenent el limit quan el nombre de mostres ortoedriques tendeix a

infinit arribem a la formula per obtenir B, a partir de M:

N2 .2
B, = ,uo/// Mdedydz (1.8)
4m [0, £ X [y0,y ] % [20,2¢] r

Procedint de manera analoga, deduim l’expressié per les altres components del camp

magnetic B(zp, yp, 25):

B, =X / / / = "3)5(% =) drdydz (1.9)
m (w0, 7] X [yo,ys] X [20,27] r

B, = ’"‘0/// e y)gzb =) drdydz (1.10)
dm [0 1 0.y )X [20,2] r

A més, a partir de 'argument d’aproximar M per una funcié amb valors constants en

una subdivisié de submostres ortoedriques de la mostra original, i aleshores prendre
limit quan el nombre de submostres tendeix a infinit, deduim també la relacié entre la

imantacié i el corrent de la mostra ortoedrica original:

J=rot M (1.11)

1.2 El problema de Biot-Savart invers

En el problema de Biot-Savart invers, I’objectiu és poder determinar les mesures de
corrent J = J(z,y,2) que circulen per un conductor si coneixem els valors de camp
magnetic B = B(x,y, z) a l'exterior del conductor.

A partir de la llei de Biot-Savart tenim la relacié

,uo] le?

i, per tant, en aquest cas necessitem invertir I’expressié de la llei de Biot-Savart per tal

de poder obtenir I’expressié del corrent J.

Observacié: En general la llei de Biot-Savart no és invertible, ja que hi ha corrents J que
provoquen un camp magnetic nul. Aquests corrents s’anomenen corrents magnéticament
silenciosos (magnetically silent sources). Un exemple de corrent magneticament silencids

és el que produeix un dipol de corrent radial en un conductor esferic i simetric [19].
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Encara que, tal i com hem vist, el problema de Biot-Savart invers no té solucié en general,
si que en té en el cas particular en que el corrent és pla i no depen de z, és a dir J =
(Jz(z,y), Jy(z,y),0). Tal i com es despren de I’algoritme on apliquem la Transformada
de Fourier Rapida (FFT), deconvolucié pel calcul, i veurem experimentalment al llarg
del treball, en aquest cas el corrent queda determinat per la component vertical B, del

camp magnetic que genera.

En aquests casos, en general I'objectiu sera obtenir la imantacié M a partir del camp
magnetic B, ja que un cop obtinguda la imantacié obtindrem la circulacié de corrent J

de manera immediata segons la férmula

oM oM
J=rotM = (,—)
y Oz
Al llarg del calcul d’M usarem els mateixos arguments que en I'apartat anterior: farem
una subdivisié de la mostra original en submostres ortoedriques, on suposarem que la
imantacié M és constant. Aleshores procedirem a fer el calcul invers i passarem al limit

si es pot. Aixi doncs, tal i com s’exposa en el seglient apartat, plantegem el calcul invers

discretitzat.

1.2.1 El problema de Biot-Savart invers en materials superconductors
YBaCuO

El problema que ens plantegem és el segiient: tenim una mostra de material conductor
A x I, que és un cilindre recte sobre una base plana A C R? que pot tenir qualsevol
geometria (rectangular, circular o altres més complexes). Per aquesta mostra circula
un corrent J = (J;, Jy, J.) sobre el que fem les segiients hipotesis (per assegurar que el

problema de Biot-Savart invers tingui solucid):

(i) El corrent circula en plans horitzontals, és a dir, J, = 0.

(ii) Per cada seccié horitzontal circula el mateix corrent, és a dir, les funcions J, i Jy,

només depenen de les variables x,y.

Aquestes hipotesis sén raonables en mostres de materials superconductors del tipus
YBaCuO. La primera es compleix sempre en mostres ben cristal-litzades. La segona,
tot i ser més restrictiva, té sentit si treballem amb mostres de poc gruix i totalment

penetrades pel camp.

Per altra banda, no fem cap hipotesi sobre el comportament del corrent en els plans ho-

ritzontals. En particular, no pressuposem res sobre el nombre de dominis o el recorregut
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del corrent. Seguim el procediment de calcul introduit inicialment per [20] per a mostres

2-dimensionals (sense gruix), i estes en [21] a mostres amb gruix.

. S .. . s
Donada la mostra superconductora A x I amb parametritzacié r' = (2/, ¢/, 2’) i imantacié

M(r'), tal i com hem vist el camp magnetic induit en un punt de l'espai r = (2, v, 2) és

o 3M(r')-(r—r,)r7r/7M Vo
B(r) = . /AX[ ’r—r"s ( ) ‘I._r/}?)d l (1.12)

En el cas estudiat, en que el camp magnetic aplicat, i per tant la imantaci6 M, és
vertical, si denotem M = M, aleshores la component vertical del camp magnetic ve
donada per la férmula

2
1o M(r') - (3(z — 2/)2 —|r — ')

B.(z,y,2z) = — dvol 1.1

(myz) 47T/A><I ‘1['—1['/‘5 e ( 3)

Tot i aix0, el nostre objectiu és I'invers: volem calcular la imantacié escalar M a partir
del camp magnetic B, que haurem pogut mesurar en punts de sobre la mostra amb una
sonda Hall. Per tal de fer-ho, plantegem el problema invers de Biot-Savart discretitzat:
degut al caracter discret de les mesures del camp magnetic disponibles, dividirem un
entorn de la superficie A en una malla rectangular fina, que anomenarem la malla dis-
cretitzada, i suposarem que la imantacié M pren un valor constant M (4, j) en els prismes
quadrats de A x I delimitats pels quadrats A;; de la mostra. Per altra banda, mesurem
mitjangant la sonda Hall el camp magnetic vertical B, en una segona malla rectangular

de punts situats a una algada constant z = h sobre la mostra, la malla de mesura.

Utilitzant les mesures discretes de la imantacid, si apliquem la férmula (1.13) sobre un

punt (Z,,, yn, h) de la malla de mesura, obtenim la segiient igualtat pel camp magnetic:

-\ Mo 322 — 12
B.(xm,yn, h) = Z M(i,5)— —————dwvol (1.14)
— 47 AsxT 7“5
17 ©J
onr = ’(xm,yn,h) — (a:,y,z)} pels punts (z,y,z) de la mostra, i prenem el sumatori

sobre tots els rectangles A;; de la malla discretitzada.
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_ malla de mesura
mostra
FIGURA 1.3: Malles de discretizacié i de mesura sobre la mostra. Extret de [1]
Per tal de simplificar ’expressié anterior, introduim els coeficients
o 322 —r?
G(m,n,i,j) = ,uo/ ——=—dvol (1.15)
47T Aij x 1 r
D’aquesta manera, tenim que
(1.16)

Bz(xmayna h) - ZM(Z7]) : G(manaiaj)
ij

Per tant, un cop mesurats els valors de B (%, Yn, h), I'equacié (1.16) es converteix en

una equacié lineal amb incognites M (i, j) i amb coeficients G(m,n, i, j).

A més, donada la importancia de precisié en el calcul de (1.15), enlloc d’aproximaci6

per abscisses gaussianes s’ha optat per usar la funcié de calcul desenvolupada per A.

Purti i J. Amords a [17] que fa la integracié analitica de G.



Capitol 2

Metode de Fourier pel calcul de

corrents critics

En aquest capitol s’exposa la teoria relacionada amb Analisi de Fourier necessaria per
tal de desenvolupar I'algorisme que utilitzarem per resoldre el problema de Biot-Savart
invers. També es descriuen les idees principals en que es basa ’algorisme de la FFT.
Finalment, es descriu ’algorisme de resolucié del problema de Biot-Savart mitjancant
la FFT.

2.1 Analisi de Fourier en funcions periodiques

Sigui T = R/27Z, hi ha una clara identificacié entre les funcions f : T — C i les funcions
27 periodiques g : R — C. Per aquest motiu, per tal d’introduir els conceptes basics de
les series de Fourier per funciones periodiques ens podem restringir a funcions de domini
en T.

Observacié: Donada la correspondéncia esmentada anteriorment, la mesura de Lebes-
gue en T la definim com: una funcié f és integrable en T si la funcié 27-periodica

associada, que també denotem per f, és integrable en [0,27). Per tant, escriurem

21
/ = [ flw)ds.
T 0

Denotem per L'(T) el conjunt de totes les funcions complexes i Lebesgue integrables en

T. Definint la norma

1
= — t)| dt
£l = 5= [ 1700)
el conjunt L'(T) és un espai de Banach.

14
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Definicié: Donada f € L'(T), definim I'n-éssim coeficient de Fourier de la funcié f

com

= % /T ft)e ™mat, n € 7. (2.1)

Definicié: Donada f € L'(T), la série de Fourier associada és

Z f(n)e™. (2.2)

n=—oo

Teorema Sigui f; € L}(T), per j = 0,1,..., tal que Hf] — foHL1 — 0. Aleshores fj(n) —

fo(n) uniformement.

Demostracié. Donada qualsevol g € L'(T) aleshores

~ 1 —in —m
] =5 [ atvead < o [ ot ai= o [ o] =1l
TJr
Per tant,
fim) = fo)| =[5 = fot)| <[5 = foll 0, Wnez
O
Teorema: Sigui f € L'(T) tal que f(0) = 0. Aleshores la funcié F(t fo T)dT és
continua, 27-periodica i
A 1 -
F(n)=—f(n), n#0. (2.3)

Demostracio. La continuitat és evident. Vegem la periodicitat:

t+27 R
Ft+27) — F(t) = /t F(r)dr = /T F(F)dr = 27 /(0) =

Finalment, l'expressi6 (2.3) 'obtenim integrant per parts:

R 1 0 Cint 1 F(t)e—int 2 1 27 —int

11 . 1.
— t —int g4 __
inom Tf( Je "t = f(n)

dt =

2 Jq —in
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O]

Definicié: Donades dues funcions f,g € L'(T) la convolucid entre f i g és la funcié
(Feo)t) = 3= [ ft=7)g

Proposicié: Donades dues funcions f,g € L'(T) la convolucié entre f i g estd ben

definida. A més, f+g € L'(T) i satisfa les segiients expressions:

1f*gllze <[ fllzllgll e (2.4)

(f9)(n) = f(n)g(n) (2.5)

Demostracio. Per veure que la convolucié esta ben definida, cal provar que fxg és
integrable (com a funci6 de 7 en T). Vegem-ho:

Les funcions f(t —7) i g(7), considerades com a funcions de les dues variables (t,7), sén
mesurables. Per tant, F(t,7) = f(t — 7)g(7) també és mesurable.

A més,
3 | e [IFCnlinai= g [ [lFenlanir =g [lalin. =
1711 lgl s < o0

Conseqiientment, f*g és integrable i, per tant, pertany a L'(T).

Vegem ara la demostracié de 'expressié (2.4):

;/‘(f*g)(t)‘dt /' F(t,7)dr

Finalment, provem (2.5):

a< / /\F )| dtdr = £l lgll

s 1

(fxg)(n) = o / (fxg)(t)e™™'dt = / / F(t = 1)e ™ g(r)em M dtdr =

_ (;ﬂ / f(t)e_mtdt> (2W / g<7>e—mfdf) — fman)

2.2 Analisi de Fourier en funcions de variable real

En la seccié anterior s’ha definit la transformada de Fourier en T. L’objectiu d’aques-

ta seccié és generalitzar les definicions i resultats anteriors a tot R. En concret, ens



Meétode de Fourier pel calcul de corrents critics 17

centrarem en les funcions f : R — C que pertanyen a L!(R).

Denotem per L!(R) I'espai de funcions integrables de Lebesgue en R. Donada f € L'(R)

la seva norma és

+oo
9@ = [ @)

—00

Definicié: Donada una funcié f € L*(R), la transformada de Fourier f de f és

f(§ = o f(z)e % dx per £ €R. (2.6)

Teorema: Sigui f € L'(R), aleshores f és uniformament continua en R.

Demostracié. Donat £ € R i v € R, la diferéncia entre f(€ +v) i f(€) és

“+o00

(e +v)— fe) = / f(@)(e €I _ emieryy

—00
Si calculem el modul de la diferéncia

+oo ) )
‘f(x)(e—z(g—i-u)x - e—z.ﬁx)

fern-f©|< [ o= [l - )

—0o0

Observem que la diferéncia entre f(¢€ + v) i f(€) estd acotada per una funcié que no

depen de £ i que tendeix a zero quan v — 0. Per tant, f és uniformement continua. [J

Definicié: Donada f € L'(R), I'antitransformada de Fourier o transformada inversa

de Fourier de f és

P = [ Feeneas (27)
Definicié: Donades dues funcions f,g € L*(R) la convolucié entre f i g és la funci6

(frg)(x) = /R £ - 1)g(y)dy

Proposicié: Donades dues funcions f,g € L'(R), la convolucié entre f i g esta ben

definida. A més, f+g € L'(R) i satisfa les segiients expressions:

1 #gll e <Nl llgll e

(f9)(n) = f(n)g(n)
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Demostracio. La demostracié és 'adaptacié de la demostracié de la proposicié analoga

de I'apartat anterior. ]

2.3 Analisi de Fourier en grups abelians localment com-

pactes

Defincié: Sigui G un grup abelia i localment compacte (LCA), la mesura de Haar p té
dues propietats:

(1) u(F) < oo si E és compacte.

(2) p(E+x) = u(E) per tot E C G mesurable iz € G.

Notacio: Denotem la integral de f respecte la mesura de Haar com

/Gf(x)d:c

Definicié: Sigui G un grup LCA, aleshores L'(G) denota el conjunt de funcions f :

G — R tals que la seva norma donada per la mesura de Haar és finita.

Definicié: Donades dues funcions f, g € G, la convolucio entre f i g és la funcié

(frg)(x) = /G f(& - y)g(y)dy

Definicié: Sigui G un grup LCA, un caracter de G és un homomorfisme de G cap a
St (el grup multiplicatiu dels nombres complexes de modul 1). Per tant, si £(x) és un

caracter de G, aleshores satisfa:

[€@)[=1 i &aty) =E@)EW)

Definicié: Donat G un grup LCA, G denota el conjunt de tots els caracters de G:

G= {f :G—= S ccC t.q. & és un caracter de G}

Notacié: En general, per tal d’expressar les operacions amb caracters denotarem <

x,& >:= £(x). En altres ocasions, també utilitzarem e®® := £(x).

Definicié: Donat G un grup LCA| establirem que hi ha convergéncia en G si, i només

si, hi ha convergencia uniforme en els subconjunts compactes de G.
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A partir de la definicié queda definida una topologia per G amb la que G és un grup
LCA.

Definicié: Sigui G un grup LCA, al grup LCA G I’anomenarem el grup dual de G.

Teorema: (Teorema de dualitat de Pontryagin) Sigui G un grup LCA, aleshores G=aG
[14].

Definicié: Sigui G un grup LCA. Donada f € L'(G), la transformada de Fourier de f
és

fle) = /G ST ES (), £cC

Proposicié: Sigui G un grup LCA. Donades f, g € L'(G), aleshores satisfan

—_—

(f=9)(&) = £(£) - 4(¢) (2.8)

Demostracio. Desenvolupem 'expressié de ’esquerre:

—_

F9)(6) = /G ST ES(frg)(a)de = /G ZTEs /G £z — y)g(y)dyde =

:// flx—y)<a—y,€>g(y)< y, € >dydx =
GxG

— [ s uEsdu [ o)< uEsdy = f(6) - 9(6)
G G

2.4 Analisi de Fourier en funcions discretes

2.4.1 Analisi de Fourier en funcions discretes f: Z/N7Z — C

Un cop estudiada de manera general 1’Analisi de Fourier en grups abelians localment
compactes, anem a estudiar particularment I’Analisi de Fourier en el grup LCA G =
Z/NZ.

Al treballar amb aquest grup,la mesura de Haar assigna a cada punt de Z/NZ el mateix
pes %

A més, el conjunt de caracters de Z/NZ és
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Notacié: Donada una funcié f : Z/NZ — C, denotarem f(m) = f,. Per tant, la

N-1
m=0"

funcié vindra definida per {f,}

Definicié: Donada f € LY(Z/NZ), la transformada de Fourier de f és
1 = k
=N 2 S S (2.9)
Definicié: Donada f € LY(Z/NZ), 'antitransformada de Fourier de f és

F(m) = > fre?™¥ (2.10)

Definicié: Donades les funcions f,g € L'(Z/NZ), la seva convolucié és
1 N-
f*g N Z_% fm—lgl

2.4.2 Analisi de Fourier en funcions discretes f: Z/MZ x 7Z./NZ — C

De nou, tornarem a particularitzar les definicions generals de I’Analisi de Fourier en grups

abelians localment compactes. En aquest cas, anem a estudiar I’Analisi de Fourier en el

grup LCA G = Z/MZ x Z)NZ.

En aquest grup, la mesura de Haar assigna a cada punt de Z/M7Z x Z/NZ un pes de

1
MN*

El conjunt de caracters és

G={¢pi: 22 —» St | k=0,1,..., M —1, 1=0,1,...,N—1

(m, n)—e (575

Notacié: Donada una funcié f : Z/MZ x Z/NZ — C, denotarem f(m,n) = fp, . Per

tant, la funcié vindra definida per { fm n} (mun)€Z) MIXTINT"

Definicié: Donada f € LY(Z/MZ x Z/NZ), la transformada de Fourier de f és

M-1N-1

F ) = i 30 3 e (R

m=0 n=0
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Definicié: Donada f € LY(Z/MZ x 7./ NZ), l’antitransformada de Fourier de f és

2

—-1N-1

1 n
F(m,n) = m 27” W)
0 l:U

i

Definicié: Donades les funcions f,g € L' (Z/MZ x Z/NZ), la seva convolucié és

1 M—-1N-—
(f*g = Mi Z Z fm—r,n—s *Grs
r=0

s=0
2.5 Transformada rapida de Fourier

La transformada rapida de Fourier (FFT) és un algorisme que permet calcular eficient-

ment la transformada de Fourier discreta (DFT) i la seva inversa.

Definicié: Donada una seqiiencia de nombres xg, ..., zxy—1 la transformada discreta de

Fourier és
N-1

X, =S g R E=0,... N—1. (2.11)
n=0

Per altra banda, la transformada inversa de Fourier discreta (IDFT) ve donada per

ZXkem'm n=0,...,N—1. (2.12)

Observacié: La transformada de Fourier en funcions discretes f: Z/NZ — C i la
transformada de Fourier en funcions discretes f: Z/MZ x 7/ N7 — C sén el mateix que

la DFT, pero aplicada en uns dominis particulars.

L’objectiu d’aquest apartat és exposar ’algorisme de la FFT, ja que és un algorisme
basic pels futurs calculs que realitzarem. La FFT és 'algorisme més eficient per calcular
la DFT, ja que necessita només O(NlogN) operacions, mentre que el calcul directe de
la DFT en necessita O(N?).

2.5.1 Formulacié matricial

Donats els punts zg,...,zxy_1 Considerem la DFT:
N—-1 .
Xp=Y aleFh k=0, ,N-1 (2.13)
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0) _

on r; "’ = T.

Donada I’expressié anterior, observem que per calcular els termes X hem de calcular N

equacions. Per exemple, si N =4 i denotem W = 6_%, desenvolupant (2.13) obtenim:

Xo = 2WO 4+ 2OWO 4 2PWO 4 P WO
Xy =20 WO+ 0w 2P W2 P w?
X = x(()O)WO + :L‘&O)W2 + xgo)W4 + :Uz())O)T/V6

Xz =2 WO + 20w 4 2P WO 4 P w

A continuacié, podem expressar aquestes equacions matricialment:

Xo wo wo wo wo |z
b'e wo wt w2 w3 | |2
X | |wo w2 owr owe| | 2O 214)
be wo w3 we wo| |z

L’expressié matricial anterior la denotarem per

D’aquesta manera observem que per tal de calcular els coeficients X, haurem de fer
N? multiplicacions complexes i (N)(N — 1) sumes complexes. L’objectiu de la FFT és

reduir el nombre d’operacions i aconseguir aixi un algorisme més eficient.

2.5.2 Desenvolupament intuitiu

Par tal d’il-lustrar de manera simplificada i intuitiva els passos de la FFT, anem a

considerar el cas en que N = 4 = 22,

En el primer pas de la FFT reescriurem la matriu (2.14) usant la relaci6 W+ =
Whn mod(N)

Xo 11 1 1 ||z
X3 1wt w2 w3 | |2
X | (1w owo w2 | (2.15)
X; 1 ws w2 w2
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A continuacié factoritzem la matriu de (2.15) com el producte de dues matrius:

(x| [t wo o o[t owe o2
X, 1 W2 0 01 0o wo|]|az”
x| o 1wt o w2 o |29 (2.16)
X; 0 1 w3lfo1 o w2||2l

Observacié: En la factoritzacié de la matriu de (2.15), les files 1 i 2 queden intercan-
viades. Per aix0, al vector X també hem intercanviat els termes X; i Xo. A aquest

vector amb les files intercanviades el denotarem per Xj,

Un cop feta la factoritzacié anterior, procedim amb ’analisi del nombre d’operacions

necessaries per calcular els termes X;. En primer lloc, considerem 'operacié

! 1o we o]zl
2\l o1 0o wo|[zV
0 (1o w2 oo | |20 2.17)
2V 01 0 w2||aV

Els calculs que hem de fer sén:

(i) x(gl) = :Céo) + Woxg))
(ii) wgl) = :vgo) + Woxgo)
(iii) a:gl) = xéo) + nggo) = xéo) - Woxéo)
(iv) LL‘él) = :rgo) + WQQEZ(,)O) = xgo) — Womgo)

Per tant, hem de fer 2 multiplicacions complexes (ja que a (iii) i (iv) les multiplicacions

ja han estat calculada préviament) i 4 sumes complexes.

Seguidament, considerem ’altre operacié matricial necessaria per obtenir els coeficients
X

X| [«2] [1 wo o o]/[a]
X, 22 1 W2 o 2tV
=l @~ 1 ) (2.18)
X a$ 0 0 1 W|al
X3 xéz) 0 1 w3 xél)

Ara els calculs que hem de fer sén:

(i) a;éQ) = m(()l) + Woxgl)
(ii) x?) = xél) + W%gl) = :L‘(()l) — Woxgl)
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(iii) 257 = 2l + Wiz
(iv) xéQ) = :J:gl) + W%gl) = wgl) - Wl:):gl)

De nou, hem de fer 2 multiplicacions complexes i 4 sumes complexes.

Aix{ doncs, utilitzant la FFT només cal realitzar 4 multiplicacions complexes i 8 sumes
complexes per tal d’obtenir els valors dels termes X;. En canvi, el calcul d’aquests termes

de manera directa suposava fer 16 multiplicacions complexes i 12 sumes complexes.

2.5.3 Generalitzacio de la FFT

Per tal de descriure de manera formal i general la FFT, expressarem la DFT dels punts

T1,...,TN COM
N-1
Xp=> aPwk  k=0,...,N-1
n=0

Primerament, formularem l'expressié de la FFT per N = 4. Inicialment, necessitem

expressar els diferents valors d’n i de k en binari:
k=0,1,2,3 o amb binari k = (ki1,ko) = 00,01,10, 11

n=20,1,2,3 o amb binari n = (n1,n9) = 00,01,10,11

D’aquesta manera, podem escriure
k =2k + ko n =2n1 + ng

Utilitzant la notaci6 binaria, escrivim la transformada de Fourier com

1 1
Xy ko = Z Z x§101)7n0W(2k1+k0)(2m+no) (2.19)

no=0mn1=0

Per tal de desenvolupar els sumatoris anteriors, considerem la segiient factoritzacié dels

termes WP:

W(2k1+ko)(2n1+no) — W(2k:1+k:0)2n1 W(2k1+ko)n0 — W4k‘1n1 WQk’onl W(le-i—k:())no —

W2k0n1 W(2k1 +ko)no

2mi 4\ K111
on hem usat que W4kim = (67T4) =1km =1
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Aleshores, podem escriure la DFT com

1 1
Xk’1,k0 — Z Z (0) W2k0n1 W(2k1+k0)no

Lnimo
no=0 | n1=0

Aquesta expressio de la DFT és la base de ’algorisme utilitzat en la FFT. Desenvolupant
cadascun dels sumatoris per separat obtindrem les mateixes equacions que en la seccid
anterior i, per tant, aconseguirem reduir el nombre de calculs necessaris per calcular els

coeficients de la transformada discreta de Fourier.

En primer lloc, estudiem el sumatori de l'interior del paréentesi:

2kony
xko,no E xm nOW
n1=0

Desenvolupant terme a terme obtenim el segiient sistema:

0
=) e

A=At

Matricialment, aquestes equacions donen

01 [1 o we o] |2
1| [0 1 0 WO fa)
) 1o w2 o ||z
_xﬁ 01 0 w2 |al}]

que coincideix amb ’expressié (2.17) de la seccié anterior.

De manera similar, desenvolupant 1’expressio

1
(2) _ 1) (2k14ko)no
Thoky — Z ko,noW
no=0
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obtenim la segiient forma matricial

2 1 Wo 0 0 ||zl
St w20 oo ||aly
Rl PR
xfi 1 w3 xﬂ

que coincideix amb ’expressié (2.18).

Combinant totes les equacions, obtenim la formulacid de Cooley-Tukey de la FFT per
N =4:

1
= 3

n1,no
n1=0
1
(2) _ (1) (2k1+k0)n0
Lhokr = Z xk’o,noW
no=0

_ .2
thko - :Eko,kl

A continuacid, procedim a desenvolupar la formulacié de Cooley-Tukey per una seqiiéncia

de punts x1,...,zxy amb N =2, on t € Z:

Donada N = 2¢, expressem n i k en forma binaria com

n=2"Tn1+2" 209+ +ng

=21k g + 22k o4+ + ko

Aleshores, reescrivim ’expressié de la DFT

no=0n1=0 ny—1=0

onp= 2"k 1 4+ 2" ko + - 4+ ko) (2 g1 4+ 2" Py o + -+ - + o)

Igual que hem fet en el cas en que N = 4, el seglient pas consisteix en factoritzar WPr:
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WP = W2 k12 2 keadho) (20 1),

. W(2t_1kt—l+2t_2kt—2+"‘+k0)(2t—2nt—2) W(2t_1kt—1+2t_2kt72+’“+k0)n0

Considrent el primer terme veiem el segiient:
W(2t_1kt—l+2t_2kt—2+"'+k0)(zt_lnt—l) —

— W2t(2t_2kt,1nt,1) . W2t(2t_3kt,2nt,1) .. WQt(klntfl)WQt_lk‘ontfl — W2t_1k‘0nt,1

s N
on hem usat que W2 = [6_%] = 1.

Similarment, pel segiient terme tenim

W2 k1420 2k otetho) (20 20y 2) _

_ W2t(2t73k‘t,1nt,2)‘W2t(2t74k‘t72nt72) . WQtfl(k‘lntfg)WQt*Qk‘ontfg — W(2k1+k0)2t72nt72

Aplicant aquesta idea similarment sobre cada un dels termes dels productes, acabem

obtenint la segiient expressié per la DFT:

1 1 1
_ 0 2t (koni—1 2k1+ko)2t " 2ns_o
th—l:kt—Qw-,kO - E E , T E xgzt)_l,...,now ( )W( ) T
0

no=0mn1=0 ng_1=

e W@ 12 2k ot ko)no

Calculant cadascun dels sumatoris per separat tenim
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1

(1) _ (0) 2t~ (koni—1)
Lkoni—2,omo Z $nt—17nt727m,n0W
ng—1=0
1
(2) _ (1) (2k1+ko)2t~2n4_o
Lo ok1,mi—z.mo Z xko,nt—z,m,now
ny—2=0
l(ct . E x](: kl (2t_1kt—1+2t_2kt—2+---+ko)n0
0,R1,-- 7 0,R1,...,T0
no=0

_..®
thflykt—%-n’ko - xk’o,kl,...,ktfl

La formulacié anterior és la formulacié de Cooley-Tukey de la FFT per N = 2¢. Obser-
vem que mentre que el calcul directe dels coeficients de la DFT implica fer N2 multi-
plicacions complexes i N(N — 1) sumes complexes amb aquesta formulacié, usant que
WP = —Wrty , només serd necessari calcular ¢ mult1phcac1ons complexes i Nt sumes
complexes. Per tant, assumint que el cost computac1ons d’un algorisme és proporcional
al nombre de multiplicacions que cal realitzar, llavors el ratio del cost computacional de

fer el calcul directe o amb FFT és



Meétode de Fourier pel calcul de corrents critics 29

4500

4000

3500

2500

I

3000 I
l

I

2000 Calcul Directe

1500 l
1000 /
500 //
0 ——""//’

Algorisme FFT

Nimero de multiplicacions complexes (x1000)

0 2 4 8 16 32 64 128 256 512 10242048

N (nimero de punts de la mostra)

F1auraA 2.1: Comparacié del cost computacional del calcul directe i el calcul mitjangant
FFT.

Observaci6: [3] Pel cas en qué N = riry---7y,, podem desenvolupar la formulacié de

Cooley-Tuney de manera similar a I’exposada anteriorment a partir de la descomposicié

n=nm_1(r1r2- - Tm-1) + m—a(r1r2 - rm—2) + - - -n171 + Mo

k=kmn-1(rire - rm-1) +km—a(rira---rm-2) + - k1r1 + ko

2.6 El problema de Biot-Savart invers mitjancant trans-

formada de Fourier
Recuperem el problema exposat a la seccié (1.3), per tal de proposar un metode de
resoluci6 del problema de Biot-Savart invers.

Tal i com haviem vist, donat un domini A x I de material superconductor per on hi cir-
cula un corrent J = (J(z,y), Jy(x,y),0), al fer la discretitzacié anteriorment exposada

obteniem que la component vertical del camp magnetic era

B.(m,n) = Z M(i,7)G(m,n,i,j)
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Aleshores, donat que G és una matriu 4-dimensional de Toeplitz [18], com es veu a la

seva definici6 a (1.15) i a la figura 1.3, podem expressar:

G(mvnvivj) = g(lm—ﬂ 7|n_.]’) = g(m - i,n—j)

Usant aquesta nova relacid, expressem de nou ’equacié per obtenir la component vertical

del camp magnetic:

B.(m,n) =Y _ M(i,j)g(m —i,n — j) = (Mxg)(m,n)
i,J

Aleshores,
FFT(B,) = FFT(M=g) = FFT(M) - FFT(g)

on hem utilitzat la propietat (2.8).

Conseqlientment,

_ FFT(B.)

FFT(M) =~ o (2.20)

= M =IFFT [FFT(BZ)]

FFT(g)
on IFFT denota la antitransformada rapida de Fourier.

D’aquesta manera, hem determinat un procediment per tal de calcular la imantacio
M d’un corrent que circula per un material superconductor donat els valors del camp
magnetic vertical B,. A més, els termes g(m — i,n — j) no sén mai nuls. Aquest fet
ens permet assegurar que podrem fer tots els calculs anteriors i que, per tant, el nostre

problema de Biot-Savart és invertible.

2.6.1 Consideracions de l’algorisme anterior

Encara que des d’un punt de vista teoric ’algorisme anterior és molt eficient i funciona,

a la practica haurem de tenir en compte dos aspectes:

e Encara que treballem amb mesures de B, calculades numericament, i per tant
sense soroll, ’algorisme no funciona per mesures molt fines a causa del nimero de

condicié de la matriu G del problema linealitzat G - M = B,.

e Al treballar amb mesures reals de B,, si volem aplicar 1’algorisme directament
haurem d’usar mesures molt grolleres. Aix0 es deu a que les mesures reals contenen

els errors generats per la sonda Hall. Per tant, al augmentar la resolucié del calcul
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i la mida de G, el nimero de condicié de G empitjora i es produeix una propagacio

de ’error que no permet obtenir els valors correctes de la imantacié M.

Per tal de veure el primer punt, generem numericament la segiient mostra de B, de

dimensions 250 x 7200:

B, (1

250

columnes
files

FIGUuraA 2.2: Mostra de B, calculada numericament.

Considerant que la separacio entre les mostres de les files és de 0,005 mm, que la separacio
entre les mostres de les columnes és de 0,2 mm, que l'algada a la que s’ha mesura el

camp magnetic és 0,25 mm i el gruix de la mostra és de 0,0007 mm, si calculem M

mitjancant Analisi de Fourier obtenim el segiient:

M [Adm]

250

Columnes
Files

FIicura 2.3: M calculada amb el meétode de Biot-Savart via Analisi de Fourier.

Clarament la M obtinguda no és correcta i, per tant, veiem que l’algorisme no funciona

per resolucions tan precises.
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Aixi doncs, optem per agafar una columna de cada trenta. D’aquesta manera la mostra
de B, té dimensions 250 x 240 i la separaci6 entre les mostres de les files és de 0,15 mm.
La resta de parametres es mantenen. Treballant amb aquesta mostra menys fina, la M

obtinguda és la segiient:

columnes

files

F1GURA 2.4: M calculada amb el metode de Biot-Savart via Analisi de Fourier, treba-
llant amb mesura grollera.

En aquest cas, la M calculada amb 'algorisme exposat si que és correcta, ja que presenta
una forma llisa i té una forma similar a la de B,. Per tant, al treballar amb mostres

reals com a molt treballarem amb resolucions com 'anterior.

De tota manera, tal i com comentavem en el segon punt, al treballar amb mostres reals
I’algorisme també es veu afectat pel soroll que conté la mesura B,. Per aquest motiu,
I’algorisme no permet obtenir els valors correctes de M al treballar amb una mostra
fina de B, real. Per tal d’exemplificar-ho, vegem els resultats obtinguts amb la mostra
stacknouL.30_2pols_2016_2_24_16_28_.mat.
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250

columnes

files

FicuraA 2.5: B, de la mostra real stacknoul.30_2pols_2016_2_24_16_28_.mat

Encara que les dimensions de la mostra sén de 250 x 7200, agafem una mesura grollera
de 250 x 240, ja que hem vist que 'algorisme no funciona per resolucions més fines.
D’aquesta manera, la separacié entre les mesures de les files és de 0,15 mm, la separacié
entre les mesures de les columnes és de 0,2 mm. Aplicant I'algorisme directament la M

resultant és:

%10

M [Adr]
e S R S Y

b=l
260

280

columnes

files

FiGUrA 2.6: M calculada amb el metode de Biot-Savart via Analisi de Fourier a partir
de B, de la mostra real.

Clarament la M obtinguda és erronia i esta totalment alterada pel soroll que contenia la
mostra inicialment. Aixi doncs, observem que si apliquem l’algorisme de Biot-Savart via

Analisi de Fourier directament sobre una mostra real els resultats no sén satisfactoris.

Tgualment, reduint molt la resolucié de la mostra, aconseguirem que ’algorisme funcioni

al treballar amb una matriu de mostres de B, de dimensions 83 x 60, de manera que la
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distancia entre les mesures de les files és de 0,6 mm i la distancia entre les mesures de

les columnes és de 0,6 mm.

%10

0.s

AL
1] , 7
S

05

a0

columnes

files

FiGurA 2.7: M calculada amb el metode de Biot-Savart via Analisi de Fourier a partir
de B, de la mostra real, treballant amb mesura grollera.

Per tant, tenim que l'algorisme només funciona amb mostres reals si treballem amb
resolucions molt baixes, ja que al augmentar la resolucié de la mostra de B,, a causa
dels errors i el soroll que genera la sonda Hall, aquest algorisme ocasiona una propagacio
de ’error que no permet obtenir els valors correctes de la imantacié M. Per aquest motiu,
per poder aplicar el calcul de Biot-Savart invers via Fourier, detectem la necessitat de
fer un filtratge previ de la mostra en que reduim significativament el soroll que presenta

inicialment.



Capitol 3

L’Analisi Espectral Singular

Tal i com hem vist en 'apartat anterior, per tal de calcular la imantacié M a partir
dels valors de B, utilitzant analisi de Fourier, necessitem previament fer un filtratge de
la mesura de B, per tal d’eliminar el soroll que conté. Per tal de fer aquest filtratge
del soroll utilitzarem la técnica no parametrica de 1" Analisi Espectral Singular (SSA),
veient que en altres estudis en el camp de I'enginyeria ha estat una técnica molt efectiva

per filtrar el soroll de les mesures [10].

El SSA és una tecnica innovadora en l'estudi de les series temporals. Des del naixement
d’aquesta tecnica a 'any 1986, el SSA s’ha convertit en una eina molt potent, en part
gracies a la seva utilitat en gran diversitat de camps. S’utilitza en 'ambit de les ma-
tematiques i la fisica, pero també en economia, investigacions de mercat, meteorologia,

oceanografia i moltes altres arees [12].

La idea basica del SSA consisteix en descomposar la série original en la suma d’un nombre
petit de series independents, amb l’objectiu de que cadascuna de les series resultants
es pugui interpretar com un component de la series original. Principalment es voldra
separar entre la tendeéncia o trend, les components oscil-latories i el soroll. Gracies a
aquesta descomposicid, el SSA s’utilitza sovint per netejar les senyals del soroll i per

extreure les components oscil-latories d’'una serie.

3.1 Metodologia del SSA

E1 SSA es divideix en dues etapes: I'etapa de descomposicié i 'etapa de reconstruccio.

L’etapa de descomposici6 esta formada per dos passos:

35
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1. El embedding step: La serie 1-dimensional original és representada com una serie
temporal multidimensional, la dimensié de la qual s’anomena window length. La

serie multidimensional resultant s’anomena trajectory matriz.

2. El SVD step: Es fa una descomposicié en valors singulars de la trajectory matriz.
L’etapa de reconstruccié també la fragmentem en dos passos:

1. El grouping step: Consisteix en classificar les matrius obtingudes en el SVD step

en diferents grups i en sumar les matrius que formen part del mateix grup.

2. El diagonal averaging: L’altim pas del SSA es basa en obtenir una serie temporal

a partir de cadascuna de les matrius resultants del pas anterior.

3.1.1 Etapa de descomposicid
3.1.1.1 El embedding step

Donada la série temporal 1-dimensional Yr = (y1,...,yr), fixem un enter L (window
length) tal que 1 < L < N. Aleshores, convertim la série original en una serie multidi-
mensional X1, ..., X, amb X; = (yi, ..., ¥i1r—1) € RF, on K =T — L+ 1. Als vectors X;

els anomenem L-lagged vectors o lagged vector.

Finalment, a partir dels lagged vectors, formem la trajectory matriz X = [X1, ..., Xk] =
LK
(@ij )i i1

Observacié: La trajectory matriz és una matriu de Hankel, ja que els termes de les

diagonals ¢ 4+ j = const s6n iguals.

3.1.1.2 E1 SVD step

El segon pas del SSA consisteix en fer la descomposicié en valors singulars (SVD) de la
trajectory matriz, per tal d’expressar-la com una combinacié lineal de matrius de rang
1. Sigui S = XX7T | denotem per \i,...,\r, els valors propis d’S ordenats de manera
decreixent (A1 > ... > A,) i per Uy,...,Ur el sistema ortonormal de vectors propis

corresponents als valors propis anteriors.

Sigui d = max {z | A > 0} = rang(X). Denotant V; = XTUZ'/\/)\T-, aleshores podem

escriure la SVD de la trajectory matriz com
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on X; = VAUV,

Les matrius X; tenen rang 1, per tant sén matrius elementals.

3.1.2 Etapa de reconstruccié
3.1.2.1 Grouping step

Notacié: Sigui I = {ij,...,ix} un conjunt d’indexos, aleshores la matriu resultant
XI:XZ'1 ++sz

En el primer pas de I’etapa de reconstruccié separarem les matrius elementals X; en dife-
rents grups i sumarem les matrius que formen part de cadascun dels grups. Aixi doncs,
donat el conjunt d’indexos {i1,...,iq} farem una particié disjunta en m subconjunts
I, ..., I,. Aquest procediment s’anomena eigentriple grouping. Un cop fet I’ eigentriple
grouping, expressem:

X:X]1+"'+ij (3.2)

Definicié: Donat un subconjunt d’indexos I, la contribucié de la matriu X7 a 'expressié

(3.1) és Yyes N/ N

A partir de la definicié anterior, observem que com més gran és el valor propi associat

a una matriu elemental, més gran és la seva influéncia sobre la serie original.

3.1.2.2 Diagonal averaging

En I'dltim pas del SSA, transformem cada matriu X7, en una nova serie de longitud N.

El procediment del diagonal averaging és el seglient:

Sigui Z una matriu L x K amb elements z; ;, amb 1 <7 < L il < j < K. Denotem
L* = min(L,K), K* = max(L,K)i N = L + K — 1. Denotant z; = zj siL <K i

*
iy

serie go, ..., gv—1 amb la segiient formula:

z zj; altrament. En el procediment del diagonal averaging, passem la matriu Z a la

k+1
Hik Zmil Z:;m,k—m-i-Q per 0<k<L*-1
Ik = % 5:1 Zi 2 per L*—1<k<K* (3.3)

1 N—-K*+1 * *
| Nk Dk K2 Zmk—ma2 DET K*<k<N
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Aixi doncs, aplicant el diagonal averaging sobre les matrius X7y, , obtenim les series y*)
= (g(()’“), . gj](\]f)_l) de manera que la serie inicial v, ..., yr queda descomposada com la

suma de m series:

Yo =)0 (3.4)
k=1

3.2 Diagonal averaging

Un dels passos més importants de la SSA és el diagonal averaging, ja que ens permet
obtenir les series associades a cada matriu i d’aquesta manera, tenir la descomposicid

de la série original en altres series.

Definicié: Una matriu X de dimensions L x K és una matriu de Hankel si Vs tal que

2 <s< L+ K, els elements z;; de la diagonal ¢ + j = s coincideixen.

Com a conseqiiencia directa de la definicié de trajectory matrix, tota matriu de Hankel

té associada una serie temporal Fy amb N = K + L — 1, i viceversa.

Si els components d’una serie original fossin separables, agrupant correctament les ma-
trius elementals cadascuna de les matrius Xy, seria una matriu de Hankel. En aquest
cas, l'obtencié de la serie associada a cadascuna de les matrius és immediata: per cada
k i n, els components de la serie f,sk) corresponen als +® de 1a diagonal secundaria

ij
{(i,7),tals que i + j = n+ 2} de la matriu X, .

Tot i aixo0, a la practica els components de la serie no seran separables. Per tant necessi-
tem un procediment formal per tal de transformar una matriu qualsevol en una matriu
de Hankel i, conseqiientment, en una serie. De fet, buscarem la matriu de Hankel ”més

proxima”a la matriu original.

Definicié: Donada una matriu L x K arbitraria Y = (y;;), 'operador de Hankel H

defineix la matriu HY = (y;;) on:

ﬁ Efn_:ll y;;,,s—m per 2<s< L—-1
Gis =4 15 et Yoo per  L*<s<K*+1 (3.5)

N_ls+2 Z#*:S_K* Ym.s—m Dper K*+2<s<N+1.

on L* =min(L,K), K* =mazx(L,K), N=L+K—-1,s=i+jiy;=y;si L<KIi

Yy;; = yji altrament.



L’Analisi Espectral Singular 39

Prop: Donada una matriu Y de dimensions L x K, la matriu Z = HY és la matriu
d’entre totes les matriu de Hankel de la mateixa dimensié Y, tal que ||Y — Z||p és

minima.

Demostracio. Sigui Z una matriu de Hankel de la mateixa dimensié que Y. Per definicid,
els termes z;; satisfan que z;; = g, per i+j = s i un cert gs. Aleshores la norma de

Frobenius de la diferéncia és

) L+K )
1Y = Zllp =Yy =zl = > > |wij — s
ij s=2 i+j=s

Aixi doncs, volem trobar els termes gs tals que minimitzin 'expressié anterior. Reem-
placar els coeficients de cada diagonal per una constant és el classic problema de trobar
una funcié constant de regressié per a una taula de valors, que té per solucié minimitzant

del residu la mitjana dels valors de la taula. Per tant, el resultat és

gs=— D v onng=[{(ij)ta 1<i<L 1<j<K i i+j=s}| (36)
5 itj=s

L’expressié obtinguda (3.6) és equivalent a 'expressié (3.5).

3.3 Seleccié dels parametres

En el procediment del SSA hi ha dos parametres basics que cal escollir: el primer és
I’enter L que correspon a la window length; i el segon fa referéncia al nombre de grups
amb que separem la serie original i a la manera en que agrupem les matrius elementals.
La selecci6 dels parametres dependra del tipus de seérie (quins components la formen) i

Pobjectiu pel que realitzem el SSA [12].

En aquest treball, 'objectiu és utilitzar el SSA per tal de realitzar una reduccié del soroll
que presenta la mostra de B, obtinguda amb la sonda Hall. Per aixo, ens centrarem en
els punts basics de la seleccié dels parametres pel cas en que apliquem el SSA per tal de

realitzar una reduccié del soroll que conté la serie original.

Al realitzar un filtratge del soroll que conté una serie, 'objectiu és separar la serie

original com la suma del trend i el soroll. Vegem en que consisteixen:

(i) Encara que no existeix una definici6 formal pel trend d’una serie [12], en general
s’assumeix que el trend és aquell component de la serie que és no estacionari i que

varia lentament al llarg del periode en que observem la série temporal.
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(ii) El soroll es refereix a les pertorbacions que interfereixen sobre els valors de la serie

temporal.

Aleshores, en el filtratge del soroll de la serie original 'objectiu sera expressar la trajec-
tory matrix com:
X = Xtrend + Xsoroll

i quedar-nos amb la serie associada a la matriu X*rend,

3.3.1 La window length per la reduccié del soroll

El primer parametre que cal fixar al realitzar I’'SSA és la window length L. En general,
I’eleccié d’aquest parametre es realitza particularment per cada problema i no hi ha
un valor concret que funcioni sempre. Igualment, si que cal tenir en compte algunes

consideracions:

(i) Si la serie original esta formada per N elements, aleshores L no ha de ser superior

a N/2.

(ii) Si el trend té una forma llisa i, en canvi, el soroll presenta oscil-lacions de freqiiéncia
alta podem escollir una L petita. En aquest cas, podem expressar clarament el

trend a partir dels eigentriples de vaps gran.

(iii) Si el trend no és tant llis, per tal de tenir la matriu associada caldra agafar eigen-
triples amb vaps més petits, que poden ser similars als que corresponen al soroll.

Per tal d’evitar aquesta confusid, caldra agafar una L més gran.

3.3.2 El grouping step per la reduccié del soroll

Un cop fixada la window length L, per tal d’aconseguir separar el trend del soroll haurem
d’agrupar els eigentriples en dues matrius: ’associada al trend i ’associada al soroll. Per
tal de fer aquesta separacié optimament tindrem en compte el concepte de contribucid

descrit a la seccié 3.1.2.1.

A partir d’aquesta idea, en els casos en que el trend sigui llis inicament haurem d’agrupar
els eigentriples amb vaps grans per tal de definir el trend i tota la resta formara part del
soroll. En molts casos, aix0 ja sera suficient. De tota manera, si el trend és menys llis
i presenta alguna oscil-lacié també tindrem en compte que el trend ha de ser separable
del soroll i, per tant, podrem ajustar I’agrupacié dels eigentriples a partir de 1'is dels

periodogrames.



10

L’Analisi Espectral Singular 41

Encara que 'agrupacié és molt particular de cada problema, i en molts casos es deter-
mina empiricament comparant la mostra original amb la mostra filtrada, utilitzarem els
periodogrames per tal de comprovar que s’ha realitzat correctament la separacié entre
el trend i el soroll. Amb I'is dels periodogrames es pot analitzar que la série original
s’ha separat en dues series de diferents freqiiencies. A més, també permet veure que el

trend conté les freqiiéncies baixes de maxima poteéncia [12].

Definicié: Donada una seérie temporal Fy = (fo,..., fn), el seu periodograma és el
grafic dels termes NC? respecte els termes wy = (k — 1)/N per k = 0,...,[N/2] — 1.
On C’g = a% + bz iagibg son la part real i imaginaria de la transformada de Fourier

discreta.

3.4 Implementacié del SSA al matlab

Per tal d’utilitzar el filtratge SSA sobre les mesures de B,, implementem la funcid

SSA_simple.m en codi matlab.

Els inputs de la funci6 sén:

e L’input 1 és la serie original X.

e L’input 2 és la window length L.

e L’input 3 és el nombre d’eigentriples que utilitzarem per definir el trend.
Aleshores la funcié realitza I’'SSA de la serie original i retorna la série amb el soroll
filtrat.

El codi de la funcié és el segiient:

function y = SSA_simple(x1,L,eigen)

/#Realitza un filtratge SSA per la série zl1 amb window length L %
sagafant I =1:eigen eigentriples per definir el trend.
N=length(x1);

% Trajectory matriz:

if L>N/2;L=N-L;end
K=N-L+1;
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X=zeros(L,K);
for i=1:K
X(1:L,i)=x1(i:L+i-1);

end

JFem la SVD

S=X*X"';

[U,autovall=eig(S);

[d,i]=sort(-diag(autoval));

d=-d; /d conté els valors propis ordenats de gran a petit

U=U(:,1i); Jara ordenem també els veps amb el mateix ordre que els vaps.

V= (X")*U; /la columna i-éssima de la matriu és el wvector Vi dels apunts.

/Reconstruccid

I = l:eigen; JAqui fizem quins grups volem que formin part del trend

Ve=V';
T=UC:,D)*Vt (I, :);

y=zeros(N,1);
Lp=min(L,K) ;
Kp=max (L,K) ;

for k=0:Lp-2
for m=1:k+1;
y(k+1)=y(k+1)+(1/(k+1))*T(m,k-m+2) ;
end

end

for k=Lp-1:Kp-1

for m=1:Lp;
y(k+1) =y (k+1)+(1/(Lp) ) *T(m,k-m+2) ;
end
end

for k=Kp:N
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for m=k-Kp+2:N-Kp+1;
y(k+1) =y (k+1)+(1/(N-k))*T(m,k-m+2) ;
end

end

end

3.5 Aplicacié del SSA en les mesures de B,

Un cop vista la teoria basica del SSA per tal de reduir el soroll d’'una mesura, anem
a aplicar-ho per tal de fer el filtratge en una mesura de B, obtinguda amb la sonda
Hall. D’aquesta manera, un cop tinguem els valors de B, sense soroll podrem resoldre

el problema de Biot-Savart invers amb analisi de Fourier.

Les mesures de B, venen donades en una matriu N x M. Aleshores per tal de fer el
filtratge del soroll, farem un SSA per cadascuna de les files i a continuacié un SSA per

columnes.

Assumim que podrem aplicar un SSA amb els mateixos parametres per totes les files i un
SSA amb els mateixos parametres per totes les columnes. D’aquesta manera el filtratge

podra ser realitzat de forma automatica i per qualsevol dimensié de files i columnes.

Els passos a seguir seran:

(i) Estudiar els parametres adients per diverses files i establir els valors (sempre els

mateixos) que utilitzarem en el SSA per totes les files.
(ii) Aplicar el SSA per files amb els parametres anteriors.

(iii) Donada la matriu en que hem aplicat el SSA per files, estudiarem els parametres
adients per diverses columnes per determinar els valors (sempre els mateixos) que

utilitzarem en el SSA per totes les columnes.

(iv) Aplicar el SSA per columnes sobre la matriu on ja hem aplicat previament el SSA

per files.

3.5.1 Definicié dels parametres per una mostra real

Donada la mostra stacknoul.30_2pols_2016_2_24_16_28_mat de B, anem a determinar

els parametres adients per tal de fer un filtratge del soroll amb el SSA.
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Tot i aix0, previament donada la mostra inicial, de dimensions 250 x 7200, en calculem
una mesura grollera (amb la que treballarem) de dimensions 250 x 240. Aix0 es deu a
que el problema de Biot-Savart invers amb la discretitzacié plantejada només funciona
en aquestes dimensions a causa de ’empitjorament del nombre de condicié del problema

lineal al fer més fina la resolucié del calcul.

Donada la mostra anterior, analitzem previament I’evolucié dels vaps dels eigentriples
associats a diverses files treballant amb una window length L. = 20. En concret estudia-

rem 20 files equidistants entre la fila 10 i la 240:

F1GURA 3.1: Evolucié dels vaps per files

A partir del grafic observem que a partir del quart valor propi, els valors propis tenen un
pes molt petit en comparacié amb els primers. Per aix0, per files farem el SSA agafant

els quatre primers eigentriples per tal de definir el trend.

Comparant les files inicials amb les files filtrades, comprovem que els parametres selec-

cionats son satisfactoris:
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esura filtrada
Mesura inicial

250
columna de la matriu

FigurA 3.2: Comparacio de la fila 21 inicial i la filtrada

Mesura filtrada

Mesura inicial

-1.341

1342 \

1343 -

1345 -

:13477 \‘\‘ //
=
41348 - »V‘—' =

105 110 115 120 125 130 135 140 145
columna de la matriy

FiGUrA 3.3: Comparacié de la fila 21 inicial i la filtrada, observant amb més detall
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a I | | | |
o 50 100 150 200 250
columna de la matriu

FiGURA 3.4: Comparaci6 de la fila 160 inicial i la filtrada.

Observem que quan la mesura presenta soroll (com a la fila 21), el filtratge permet
eliminar-lo, pero en els casos en qué la mesura inicial practicament no té soroll (com a

la fila 160), aleshores la mesura filtrada s’ajusta correctament a la mesura inicial.

Aixi doncs, realitzem un SSA per cadascuna de les files de la mostra inicial amb una
window length L = 20 i agafant els quatre primers eigentriples per tal de definir el
trend. Aleshores, repetim el mateix procediment per columnes. De nou, agafem L. = 20

i analitzem ’evolucid dels vaps corresponents als eigentriples de 20 columnes:

FiGURA 3.5: Evolucié dels vaps per columnes

De nou, trobem una situacié molt similar a la de les files, aixi que també agafarem els

quatre primers eigentriples per tal de definir el trend.
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Per comprovar que l’eleccié ha estat correcta, comparem els valors de les columnes

inicials i les columnes filtrades:

o 50 100 150 200 250
Fila de |2 matriu

F1cUrA 3.6: Comparacié de la columna 185 inicial i la filtrada

150 155 160 165 170 175
Fila de |2 matriu

FiGURA 3.7: Comparaci6 de la columna 185 inicial i la filtrada, amb més detall

Un cop tenim determinats els parametres, en aquest hem vist que és satisfactori agafar L
= 201 els primers quatre eigentriples per definir el trend, tant per files com per columnes,

realitzem el SSA per totes les files i seguidament el SSA per totes les columnes.

Escollits els parametres i fet el filtratge, fem una ultima verificacié a partir d’analitzar
mitjancant un periodograma que les freqiiencies de les dues séries amb qué hem separat
la serie original sén diferents.Per exemple, analitzem els periodogrames referents a la fila

190:
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Periodograma de la fila 150 original

20

Densitat Espectral (48/H,)
=]
i

e

o 20 40 =] 80 100 120 140
Freqiéncia (H_)
F1GURA 3.8: Periodograma de la fila 190 original
Periodograma del trend e fa fia 190
A T T T T
1 B
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i e
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a
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F1GURA 3.9: Periodograma del trend de la fila 190
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Perindograma del saroll de |a fila 190

8]
T

Densitat Espectral (JB/H,)

60 80 100 120 140
Fregiiencia (H)

FiGUurA 3.10: Periodograma del soroll de la fila 190

Observem que la serie filtrada (que correspont al trend) esta formada per les freqiiencies

baixes de maxima potencia. En canvi, la seérie que correspon al soroll conté les altres

freqiiencies de molt baixa poténcia. A més, veiem també que les freqiiencies de les dues

series no intersecten, per tant son aproximadament separables.



Capitol 4

Aplicacié al calcul de corrents
critics en materials

superconductors

En aquest capitol aplicarem la metodologia estudiada per resoldre el problema de Biot-
Savart invers (on es combina l’analisi de Fourier i el filtratge mitjangant SSA) en mesures
reals de B,. D’aquesta manera podrem analitzar ’efectivitat de ’algorisme plantejat.

Completarem ’analisi amb un estudi estadistic de la fiabilitat del resultat.

4.1 Els materials superconductors YBaCuO

L’objectiu d’aquest apartat és poder aplicar les metodologies exposades anteriorment
(el calcul de Biot-Savart invers amb transformada de Fourier i el filtratge SSA), per tal
de calcular mapes de circulacié de corrent electric en peces de material superconductor
ceramic tipus YBaCuO a partir de mesures del camp magnétic generat pel corrent a

I’exterior de la peca.

Aquestes ceramiques superconductores tenen un interes creixent donada la seva aplicacié
en diferents ambits industrials, on s’utilitzen peces tridimensionals de mida centimetrica.
La gran sensibilitat de la superconductivitat als defectes de cristal-litzacié del material
fa que la circulacié de corrent en les mostres d’aquesta mida sigui irregular. Per aixo
és necessari calcular el corrent critic d’aquests materials, és a dir, el corrent que hi pot

circular sense alterar-ne les seves propietats.

Per tal de poder determinar els corrents que circulen pel material, s’ha mesurat el camp

magnetic B, a una certa alcada h utilitzant una sonda Hall, mentre el material era

50
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recorregut per un cert corrent. A partir d’aquestes mesures, voldrem determinar el
corrent resolent el problema de Biot-Savart invers amb analsisi de Fourier i utilitzant el

filtratge SSA per reduir el soroll de fons de la mesura.

(1) Motors pas a pas
(2) Plat micrométric

(3) Sistema derelési tarjetade
control dels motors.

(4) sondaHall.

FIGURA 4.1: Sistema de desplacament de la sonda Hall. Extret de [4]

Motor
control

de control

>
Amp. = Ordinador

LTS S

= Motory
Motor x

i T T 1 1 Sistema de rastreigde la

¢ sonda Hall
]

k
1]
@-;Portamostres

- 220 mm_§

Mostra

FiGUrA 4.2: Diagrama del muntatge per calcular el camp magnetic B, amb la sonda
Hall. Extret de [13]

Hem treballat amb col-laboracié amb en Miquel Carrera i en Xavier Granados, del grup
de Materials Superconductors i Nanoestructures a gran escala del Institut de Ciencia

de Materials de Barcelona (CSIC), que ens han facilitat les mesures de camp magnetic
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per sonda Hall de cinc peces reals, stacks, construits apilant varies capes de cinta su-
perconductora, produint ortoedres de longitud 30-80 mm, amplada 12 mm, i gruixos
entre 0,5 mm i 1 mm. Aquests stacks han estat refrigerats en nitrogen liquid, i se’ls ha
sotmes a un procés d’imantacié per a provocar el corrent critic que mostra la capacitat

superconductora del material.

Mostrem aqui els resultats de ’estudi en la mostra stacknoul.30_2pols_2016-2_24_16_28_.mat,

formada per 9 cintes apilades, de 30 x 12 x 0,5 mm?

, amb B, mesurat a 0,5 mm per
sobre del stack; i en la mostra stackSPCuL60_FC1T Th4dmAinv_2016_54_19_2_, stack de

cintes superconductores de dimensions 60 x 12 x 0,866 mm? amb B, mesurat a 0,5 mm

d’algada sobre la mostra mitjancant la sonda Hall.

4.2 Metodologia de treball

Per tal de poder calcular el corrent J a partir de B, utilitzant transformada de Fourier,

necessitem abans realitzar el filtratge de la mostra. Aixi doncs, els passos a seguir seran:

(i) Fer un filtratge del soroll per files usant SSA. L’elecci6 dels parametres es fa seguint

el procediment exposat a les seccions 3.3 i 3.5.

(ii) Definir el nivell 0. Aquest pas consisteix a imposar que a I'extrem de cada fila el
camp magnetic B, ha de ser 0, ja que esta calculat a un punt allunyat del material
superconductor. Per tal de fer-ho, s’ha definit la recta amb origen al primer punt
de la fila i final a I’altim punt i s’han traslladat tots els punts imposant que 'origen
i final de la recta havien de valdre zero.

Aquest pas afegeix soroll a les columnes, perd no és un problema ja que el filtratge

per columnes encara no s’ha dut a terme.
(iii) Filtratge del soroll per columnes usant SSA.

(iv) Donada la mostra de B, amb el soroll filtrat, calcular la imantacié M usant trans-

formada de Fourier.

(v) Analitzar graficament la forma de M i retallar manualment pertorbacions en els

extrems.

(vi) Fer SSA sobre M per eliminar pertorbacions produides pel soroll restant a la
mostra B,. De nou, fem primer el SSA per files i després per columnes, seguint la

mateixa metodologia que al fer el SSA sobre B,.

(vii) Calcular J usant que rot(M) = J.
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(viii) Per tal de verificar que els calculs i el filtratge és satisfactori es compara el camp
magnetic original amb el camp magnetic calculat a partir del corrent J que hem
obtingut. Aquest calcul es fa per integracié numerica de la llei de Biot-Savart per
J.

(ix) Donat que el calcul del nimero de condicié de G, cond(G), és inviable per la mida
de la matriu G de discretitzacié del problema, fem un estudi estadistic de la pro-
pagacié de D'error absolut i relatiu en la resolucié afegint pertorbacions aleatories

a B, i mesurant 'efecte en la M obtinguda.

El darrer punt (ix) es fa per a tenir un control de l'error que refini el del pas (viii).
Treballant amb una mesura més petita i, per tant, amb una G de dimensions més reduides
en que podem calcular el nimero de condicié i els valors propis de manera exacta, podem
comparar aquestes mesures estadistiques amb les reals i arribar a establir intervals de
confianga pels valors de cond(G) (aquesta idea s’ha desenvolupat més extensament a

Papartat 4.5 i sera objecte de desenvolupament en el futur).

4.3 Resultats de la primera mostra

Primerament aplicarem el calcul de Biot-Savart via Analisi de Fourier, juntament amb
el filtratge mitjancant SSA, sobre la mostra stacknoul.30_2pols_2016_2_24_16_28_.mat.

Les caracteristiques d’aquesta mostra sén les segiients:

Les dimensions de B, sén 250 x 7200.

La separaci6 entre les mostres de les files (dz) és de 0,005 mm.

La separaci6 entre les mostres de les columnes (dy) és de 0,02 mm.

L’alcada sobre la mostra a la que la sonda mesura B, és de 0,51 mm.

El gruix de la mostra és de 0,5 mm.

Donats els valors inicials de B,, primerament en calculem una mesura grollera de di-

mensions 250 x 240, a partir d’agafar 1 columna de cada 30.
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Ficgura 4.3: El camp vertical B, de la mostra

Aleshores procedim a estudiar quins parametres prendrem per fer el SSA. Tal i com hem
vist en la secci6 3.5.1, en aquest cas tant per files com per columnes agafem L = 20 i els

primers 4 eigentriples per tal de definir el trend.

A partir de les mesures de B, filtrades ja podem calcular M.

%10

5‘7‘\!|\IF1%

i

05

280

columnes

files

FIGURA 4.4: La imantacié M.

La M obtinguda presenta a les vores algunes pertorbacions. Donat que a les vores ha de
ser constant, excloem aquests fragments i seguidament fem un filtratge SSA de M per
eliminar el soroll que conté. En concret, fem un SSA amb L = 20 i agafant 5 eigentriples

per tal de definir el trend, tant per files com per columnes. La M filtrada és:
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FIGURA 4.5: La imantacié M, un cop retallades les pertorbacions i filtrada.

A partir d’aquesta M, calculem el corrent J usant que rotM = J. Donat J, podem

calcular el seu contorn de densitat i un mapa del corrent.
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FIicura 4.6: El corrent J,.
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FIGURA 4.7: Contorn de densitat.
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FIGURA 4.8: Mapa de corrent.

Un cop calculat el corrent J, després d’aplicar un filtratge SSA sobre B, i un filtratge
SSA sobre M, volem comprovar que el resultat es correspon amb les dades originals.
Per tal de fer-ho calculem de manera directa el camp magnetic B, a partir dels valors
obtinguts del corrent J. Aleshores, la diferéncia que hi hagi entre el camp magnetic
original i el camp magnetic recalculat amb els valors del corrent, ens permetra avaluar

I’error que presenta 1’algorisme.

Comparant algunes files i columnes de la mostra original de B, i de la mostra recalculada,

observem que estan molt properes i, per tant, el calcul ha estat satisfactori.
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——B, inicial
B, firada
0.0 — — B, recalculada

FigurA 4.9: Comparaci6 dels valors de la fila 85 de la matriu B,

0026 —

——B, inicial
B, firada
— B, recalculada
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0.005

005 | | | | | | I
o

F1GURA 4.10: Comparacié dels valors de la columna 80 de la matriu B,

A més, si establim que ’error relatiu és

inicial recalculat
‘ ‘ Bz - Bz

;

r = [Bicil]

en aquest cas e, = 0,0114.
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4.4 Resultats de la segona mostra

A continuacié, estudiarem l'eficiencia de 1’algorisme desenvolupat sobre la mostra
stackSPCuL60_FC1T_Th4mAinv_2016_54_19_2_.mat. Les caracteristiques d’aquesta mos-

tra son les seglients:

Les dimensions de B, sén 400 x 8400.

La separaci6 entre les mostres de les files (dx) és de 0,005 mm.

La separaci6 entre les mostres de les columnes (dy) és de 0,02 mm.

L’alcada sobre la mostra a la que la sonda mesura B, és de 0,51 mm.

El gruix de la mostra és de 0,866 mm.

Donats els valors inicials de B,, primerament en calculem una mesura grollera de di-

mensions 400 x 240, a partir d’agafar 1 columna de cada 35.

FiGurA 4.11: El camp vertical B, de la mostra

El primer pas és estudiar quins parametres prendrem per fer el SSA. En aquest cas,
a partir d’estudiar ’evolucié dels valors propis i de comparar les files filtrades amb les
originals, fem el SSA amb els segiients parametres: L = 20, 4 eigentriples per definir el

trend per files i 5 eigentriples per definir el trend per columnes.

A partir de les mesures de B, filtrades ja podem calcular M.



Aplicacio al calcul de corrents critics en materials superconductors 59

LA

ol Il\ﬂll\I\ll\I\ll\I\H\I\ll\I\ll\I\Il\l\ll\ﬂll\ﬂll\i\llwﬂllmum

}!H:"HH}}??>?NNmuumwwm.,.

uwum}lﬂf}lﬂ]}lﬂ'}lﬂ| I | ’ ’ ’

250

columnes
files

FIGURA 4.12: La imantacié M.

La M obtinguda presenta a les vores algunes pertorbacions. Donat que a les vores ha de
ser constant, excloem aquests fragments on hi ha les pertorbacions i, seguidament fem
un filtratge SSA de M per eliminar el soroll que conté. En concret, fem un SSA amb L
= 20 i agafant 5 eigentriples per tal de definir el trend, tant per files com per columnes.
La M filtrada és:

l (il |
o

0.04

a 0.005

F1GURA 4.13: La imantacié M, un cop retallades les pertorbacions i filtrada.

A partir d’aquesta M, calculem el corrent J i el representem graficament. També repre-

sentem el seu contorn de densitat i un mapa del corrent.



Aplicacio al calcul de corrents critics en materials superconductors

T T T
00 - L
% HEE
156408
oo6 -
005 - o BetlB §1 i
aTa B
o408 # et
004
-
oo
om
156408
oo -
1 | 1 | | |
oot 0015 0 002 003 003
x

FIGURA 4.15: Contorn de densitat.
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0015 0025 003 0.035 0.04
%

FiGurA 4.16: Mapa de corrent.

Igual que hem fet amb el primer exemple, per tal de comprovar que el resultat es corres-

pon amb les dades originals, calculem de manera directa el camp magnetic B, a partir

dels valors obtinguts del corrent J.

Comparant algunes files i columnes de la mostra original de B, i de la mostra recalculada,

observem que estan molt properes i, per tant, el calcul ha estat satisfactori.

B, inicial
B, fitrada

B, recalculada

FIGURrA 4.17:

100 150 200 250 300 350 400

Comparaci6 dels valors de la fila 93 de la matriu B,
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——B, inicial
) B, firada
002~ B, recalculada

o 20 40 B0 a0 100 120 140 160 180 200

FiGurA 4.18: Comparaci6 dels valors de la columna 183 de la matriu B,

A més, Verror relatiu és e, = 0,0335.

4.5 Estudi del nimero de condicié estadistic

Per tal de verificar la fiabilitat de la metodologia de resoluci6 del problema de Biot-Savart

invers exposada, cal realitzar un estudi de l’error.

En ciéncia de materials 'ajust de B, respecte al B, produit pel corrent calculat es
considera la validacié maxima dels resultats del calcul, pero donada la presencia de

corrents magneticament silenciosos és prudent fer un analisi amb rigor matematic.

En el calcul de la imantaci6 M a partir del camp magnetic B,, encara que ho fem via
Fourier per les simetries de Toeplitz de la matriu, en el fons estem resolent un sistema
lineal G- M = B.

A més, la matriu GG del sistema anterior no és una matriu qualsevol i diferent en cada

problema, sind que es tracta de la matriu de Biot-Savart i presenta caracteristiques

comunes. Aixi doncs, estudiant el nimero de condicié de G i també HGA‘

5, Obtindrem

informacié sobre la propagacié de l'error que sera aplicable en qualsevol mostra.

Donat un sistema lineal qualsevol Az = b, sabem que I’error absolut al resoldre el sistema
és 'error absolut en b multiplicat com a maxim per HA_1H2' Per altra banda, l'error

relatiu al resoldre el sistema és ’error relatiu en b multiplicat com a maxim pel nimero
de condici6é d’A [11].
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Aixi doncs, a la practica, per tal d’estudiar la propagacié dels errors considerarem el
sistema Gm = b, on els vectors m i b corresponen a les matrius M i B, escrites en una

sola columna.

A més, en el cas de resoldre el sistema lineal via transformada de Fourier, aquestes cotes
sobre la propagacié de l'error es poden aplicar igualment perque la transformada de

Fourier és una isometria i per tant no canvia la propagacié de l’error.

Per tant, amb el calcul del nimero de condicié de G i dels seus valors singulars, ja
tindriem tota la informacié necessaria per l’estudi de la propagacié dels errors. Tot i
aix0, donat que les matrius G subjacents al nostre calcul sén enormes, calcular la cota
exacta de propagacié d’error seria molt més costds que el nostre calcul. Per aquest
motiu, inspirats pels nostres clients de ciencia de materials, buscarem una estimacio

d’aquestes cotes mitjangant un enfoc estadistic.

Per casos en que prenem una malla de discretitzacié molt grollera i per tant la matriu
G de Biot-Savart és més petita i calculable, podem calcular els factors de propagaci6 de

Perror absolut i relatiu exactament.

Per exemple, treballant amb la mostra de stacknoulL30_2pols_2016_2_24_16_28_.mat fil-
trada en que ja haviem agafat 1 columna de cada 30, si prenem 1 columna de cada 4 i
una fila de cada 5, obtenim una matriu G de dimensions 3000 x 3000, que podem calcular
exactament. Aleshores, el nimero de condicié de G, és a dir, el factor de propagaci6 de
lerror relatiu és 6,2435 i el factor de propagaci6 de I'error absolut és HG_I H2 =4,08-107.
El factor de propagacio de I’error absolut és molt gran perque les unitats de la imantacié

sén molt més grans que les del camp magnetic.

o 500 1000 1500 2000 2500 3000

F1cUrA 4.19: Al tenir G calculada exactament, podem fer la seva SVD i obtenir el
perfil de decreixement dels seus valors propis.
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A continuacié, fem una estimacié dels factors de propagacié de 'error seguint el segiient

procediment:

e Calculem un vector A, consistent en una pertorbacié de norma 1 sobre el vector
b.

e Resolem el sistema lineal a partir del vector b pertorbat. Aixi obtenim una m

perturbada 7. Per tant, error en m sera A,, = m —m.

X : . A
e L’error absolut en m sera E, ,, =||Ap,]|| i l'error relatiu E, ,, = H|T"|L|H
e El factor de propagacié de ’error absolut sera o = = |An]l, ja que lerror
a,

absolut en b tenia norma 1. El factor de propagacié de l'error relatiu sera g =

Erm _ [[Am]l{I0l]
Erp [l

Repetint aquest procediment 1000 vegades, amb 1000 pertorbacions A; escollides ale-
atoriament obtenim 1000 valors dels factors de propagacié de ’error. En aquest cas la
mitjana del factor de propagacié de 'error relatiu és 2,73 i la desviacié estandard és de
1,53 . En el cas del factor de propagacié de I'error absolut, la mitjana és 3,45 - 107 i la

desviaci6 estandard és de 1,94 - 107

Aixi doncs, comparant els valors estadistics dels factors de propagacié amb les cotes de
I’algebra lineal exactes constatem que el valor mitja és del mateix ordre de magnitud.
Per tant, extrapolant aquest comportament sobre matrius G més grans, podrem aplicar
aquesta metodologia per estimar els factors de propagacio dels errors en els casos en que
la G es tan gran que no pot ser calculada eficientment i resolem el sistema mitjangant
FFT.

D’aquesta manera, aplicarem aquest procés sobre la mostra stacknoul.30_2pols_2016_2_24_16_28_.mat
filtrada i resolent el problema via FFT. Repetint el procés amb 1000 pertorbacions
analitiques sobre B, obtenim que el valor mitja del factor de propagacié de 'error rela-
tiu és 3,51-10% i la desviacié estandard és de 46, 7. El valor mitja del factor de propagaci6

de Ierror absolut és 4,47 - 10'° amb una desviacié estandard de 5,95 - 108.

A més, en aquest cas observem graficament que la distribucié dels factors de propagacié

dels errors és clarament gaussiana:
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FiGURA 4.20: Histiograma dels factors de propagacioé de l’error relatiu.
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F1GURA 4.21: Histiograma dels factors de propagacié de ’error absolut.

Comprovem que la distribucié és gaussiana a partir del test de Kolmogorov-Smirnov, on
el p-valor és 0,6237. De fet, observem que com més fina és la discretitzacio, aleshores
la distribucié dels factors de propagacié dels errors pren una distribucié més gaussiana.

Aix0 és conseqiiencia del teorema central del limit.

Aquest fet és important perque un cop vista la distribucié gaussiana podem donar in-
tervals de confianca del marge d’error en norma L2 que té el nostre calcul de M per
a confiances del 95%, 99% ... Aquest estudi, basat en les propietats particulars de les
matrius G de Biot-Savart que aqui hem presentat i que hom espera que permeti arri-
bar a establir intervals de confianga pels valors de cond(G), HG_l Hz’ sera la continuacié

natural del treball aqui presentat.



Conclusions

A partir dels resultats exposats en aquest treball podem concloure que el calcul del
problema de Biot—Savart via FFT i deconvolucié combinat amb un filtratge SSA és un

metode molt adient per solucionar aquest problema.

En particular, s’ha vist que el filtratge optim de la mesura de B, s’aconseguia fent un
SSA per files, prenent els mateixos parametres per cadascuna d’elles, i a continuacid
un SSA per columnes, també agafant els mateixos parametres per cada columna. A
més, a partir de I'estudi de la magnitud dels valors propis de la descomposicié SVD de
la trajectory matriz hem pogut establir un procediment forca rapid i precis per fixar
el nombre d’eigentriples necessaris per definir el trend i aconseguir aixi la mesura de
B, sense el soroll ni les pertorbacions ocasiones per la sonda Hall. Igualment, també
hem observat la necessitat de comparar sempre la mostra filtrada amb l'original per
acabar d’ajustar els valors dels parametres, ja que aquest filtratge varia molt segons les
caracteristiques de la mostra. Un cop aconseguit el filtratge correcte, el calcul de Biot-
Savart invers via FFT i deconvolucié ha funcionat correctament. Igualment, hem vist
que tenia una limitacié pel que feia la precisié de la mostra: hem de treballar amb una
separacié entre les columnes no inferior a 0,15 mm i entre les files no inferior a 0,25 mm.
Aquesta limitacié no ve donada pel filtratge: també es produeix al treballar amb mesures
calculades numericament, i resulta ser conseqiiencia del creixement extraordinari del

nombre de condicid del sistema al refinar la resolucio.

Finalment, un cop calculada la imantacié M amb la mostra de B, filtrada, hem acon-
seguit millorar els resultats lleugerament a partir d’eliminar manualment pertorbacions
en els extrems de M i fent un filtratge SSA sobre M per eliminar les pertorbacions

produides pel soroll restant a la mostra de B,.

D’aquesta manera el corrent calculat via FFT i deconvolucié amb la mesura filtrada amb
SSA és fisicament plausible, ja que quadra amb la inspeccié del material. A més, el camp
magnetic recalculat per integracié numerica a partir del corrent obtingut quadra amb
marge d’error molt petit amb el camp magnetic B, mesurat (amb la mostra original).

Aix0 és comprovacié de que el calcul ha estat satisfactori. El teorema central del limit

66



Conclusions 67

permet completar aquest calcul de Biot-Savart invers amb un estudi estadistic de la
propagacio de ’error, que hom espera que permetra properament establit intervals de

confianga pel nombre de condicié i conseqlientment pel marge d’error de la inversio.

Per tant, el metode il-lustrat al llarg d’aquest treball per resoldre el problema de Biot-
Savart invers ha permes resoldre aquest problema amb molt menys cost computacional
i podent treballar amb mesures més fines de la mostra que el que s’havia aconseguit

previament.
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