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Resum

Paraules clau: Materials superconductors, problema de Biot-Savart Invers, Transfor-

mada Ràpida de Fourier, Anàlisi Singular Espectral.

Donada una mesura del component vertical Bz del camp magnètic que genera un corrent

bidimensional, resolem el problema de Biot-Savart invers per tal de calcular el corrent

J al llarg de la mostra. En particular, calculem el mapa de J en una malla rectangular,

assumint que el corrent és:

(i) Pla:
−→
J = (Jx, Jy, 0).

(ii) Homogeni al llarg de l’eix OZ:
−→
J =

−→
J (x, y).

En el cas en què el corrent no sigui homogeni en l’eix OZ, el que obtindrem és la mitjana

sobre ell,

J =
1

∆Z

∫ zf

z0

−→
J (x, y, z)dz

Per tal de fer el càlcul del corrent, utilitzarem la Transformada Ràpida de Fourier, per

invertir la matriu de Toeplitz que apareix en el sistema.

A causa de la propagació de l’error en la resolució del sistema lineal, per tal de que

aquest procediment sigui satisfactori, caldrà desenvolupar un mètode de filtratge de la

mesura de Bz, per tal de reduir-ne el soroll. Per a fer aquest filtratge utilitzarem l’Anàlisi

Singular Espectral (SSA).

Gràcies a l’ús de la inversió de Fourier i el SSA, aconseguirem resoldre el problema de

Biot-Savart invers amb un mètode extremadament ràpid.
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Abstract

Keywords: Superconductivity, Inverse Biot-Savart problem, Fast Fourier Transform,

Singular Spectrum Analisis.

Given a measurement of the vertical magnetic field Bz generated by a bidimensional

current, we solve the inverse Biot-Savart problem to calculate the current J along the

sample. Particularly we calculate the J map in a rectangular mesh, assuming that the

current is:

(i) Two-dimensional:
−→
J = (Jx, Jy, 0).

(ii) Uniform along the axis OZ:
−→
J =

−→
J (x, y).

If the current is not uniform along the OZ axis, we will obtain the average on the OZ

axis,

J =
1

∆Z

∫ zf

z0

−→
J (x, y, z)dz

To calculate the current we are going to use the Fast Fourier Transform to invert the

Toeplitz matrix that appears in the system.

Due to the propagation of the error in the resolution of the linear system, to obtain

the correct values of the current J using this procedure, we need to develop a filtering

method for the Bz measure, which has a lot of noise. To do this filtering we are going

to use the Singular Spectrum Analysis (SSA) technique.

Therefore, combining the Fourier Analysis and the SSA, we will solve the inverse Biot-

Savart problem using an extremely fast method.
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2.6.1 Consideracions de l’algorisme anterior . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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3.1.1 Etapa de descomposició . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1.1 El embedding step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

3.1.1.2 El SVD step . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introducció

Les ceràmiques superconductores estan començant a tenir aplicacions industrials, per

les quals es necessiten peces tridimensionals de mida centimètrica. La gran sensibilitat

d’aquests materials fa que sigui molt important realitzar-ne controls de qualitat per tal

de revelar-ne els defectes que puguin contenir. Per això, es necessita calcular el corrent

que circula per les mostres de manera no destructiva.

Per tal de poder calcular el corrent elèctric, el procediment de mesurar el camp magnètic

generat pel corrent i invertir el problema de Biot-Savart és el procediment més fi possible:

• En mostres 2-dimensionals el corrent és planar perquè aix́ı ho dicta l’estructura

cristalina del material, però no es fa cap hipòtesi de regularitat sobre el corrent.

• En mostres 3-dimensionals es calcula la mitjana de corrent sobre l’eix OZ, perquè

en aquest cas no podem resoldre el problema en tres dimensions ja que el problema

de Biot-Savart malgrat ser invertible en teoria en aquests casos, no ho és a la

pràctica a causa de la propagació de l’error de la mesura.

Fins ara el càlcul de Biot-Savart invers es feia per discretització, linealització i resolució

d’un sistema sobredeterminat [2], [5], [6], [7]. Però aquest procediment havia arribat al

ĺımit de precisió per dos motius:

• Les mesures de la sonda Hall amb les que s’obtenia la mostra de la component

vertical del camp magnètic Bz acumulaven un cert soroll, la variació del qual

dominava sobre la dels valors reals del camp magnètic al agafar les mesures més

fines.

• Al agafar mesures a una escala ∆x el sistema d’equacions lineals resultant és de

dimensió ( 1
∆x)2 × ( 1

∆x)2 i, per tant, com més fina era la mesura més costós era

resoldre el sistema sobredeterminat. Per aquest motiu calia utilitzar mètodes de

resolució out-of-core perquè la matriu del sistema no cabia a la memòria RAM de

l’ordinador.
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Introducció 2

Aix́ı doncs, donat l’elevat cost computacional de resoldre el problema de Biot-Savart

invers amb un sistema sobredeterminat, juntament amb la limitació pel que fa la precisió

de la mesura, creava la necessitat de buscar una resolució diferent d’aquest problema.

Es coneixia una via alternativa per resoldre el problema de Biot-Savart invers mitjançant

Transformada de Fourier Ràpida (FFT) i deconvolució, aprofitant les simetries del siste-

ma. Però aquest mètode només es pot aplicar en linealització compatible determinada,

és a dir, amb una discretització amb el mateix nombre d’elements de la mostra que ter-

mes a calcular. A més, aquesta via de resolució presentava una propagació dels errors de

la sonda Hall enorme, de manera que només s’obtenien resultats plausibles a resolucions

molt grolleres. Per això fins ara s’havia descartat aquesta metodologia [18].

L’objectiu d’aquest treball era aprofundir en aquesta de via de resolució alternativa, fins

ara descartada, buscant un mètode de filtratge adient per eliminar l’error de la mostra

que permetés aplicar-la. Aix́ı doncs, els objectius del projecte eren:

• Aplicar un filtrat mitjançant Anàlisi Singular Espectral (SSA) a la mesura de Bz

de la sonda de Hall, per recuperar el camp Bz real, és a dir, sense el soroll ni les

distorsions que presentava inicialment.

• Un cop obtinguda la mesura de Bz filtrada, fer la inversió de Biot-Savart via FFT

i deconvolució.

Per tal de realitzar aquest estudi, primer s’ha fet un estudi dels fonaments f́ısics i

d’Anàlisi de Fourier que s’utilitzen en aquesta via alternativa de resolució. Després

s’ha aprofundit en la tècnica del SSA, buscant la metodologia idònia per fer el filtratge

de les mesures de Bz que permetés posteriorment resoldre el problema de Biot-Savart

invers satisfactòriament. Per tal d’analitzar l’eficiència del mètode desenvolupat, s’ha

treballat amb cinc mostres reals, encara que en el treball només s’exposen els resultats

obtinguts amb dues d’elles. Finalment, donada la inviabilitat de calcular el nombre de

condició del problema linealitzat, s’ha optat per fer un estudi estad́ıstic de la propagació

de l’error en aquesta resolució. Donada la forma particular de les matrius del sistema

de Biot-Savart linealitzat, aquest estudi estad́ıstic proporcionarà en el futur intervals de

confiança pel nombre de condició del problema.



Caṕıtol 1

Introducció f́ısica: La Llei de

Biot-Savart

En aquest primer caṕıtol introduirem els conceptes f́ısics fonamentals relacionats amb el

camp magnètic, que es relaciona amb el corrent elèctric a partir de la llei de Biot-Savart.

Finalment, presentarem el problema que pretenem resoldre a través d’aquest treball: el

problema de Biot-Savart invers.

1.1 El camp magnètic

1.1.1 Introducció

L’existència d’un camp magnètic B pot demostrar-se de manera directa experimental-

ment: simplement cal col·locar una brúixola en aquell punt i veure si tendeix a alinear-se

en algun punt concret. Si no existeixen imants o corrents elèctrics, aleshores la brúixola

apuntarà al camp magnètic terrestre. En canvi, en el cas d’existir corrents elèctrics o

imants, llavors apuntaria en la direcció del camp magnètic resultant del camp magnètic

terrestre juntament amb el creat pel corrent elèctric o l’imant.

Per definir més formalment el camp magnètic B necessitem fer-ho en termes de la força

magnètica FB que el camp magnètic exerceix sobre una part́ıcula amb càrrega q que es

mou a velocitat v. A patir de l’experimentació amb el moviment a diferents velocitats de

diferents part́ıcules carregades, s’obtenen els següents resultats per la força magnètica:

1. FB és proporcional a la càrrega q.

2. FB és proporcional a la velocitat v.

3



Introducció f́ısica: La Llei de Biot-Savart 4

3. La força FB que actua sobre una càrrega negativa té sentit oposat a la que actua

sobre una càrrega positiva que es mou a la mateixa velocitat.

4. FB és perpendicular al camp magnètic i a la velocitat.

5. FB és proporcional al sin θ, on θ és l’angle entre el camp magnètic i la velocitat.

Aquestes observacions queden resumides a partir del següent resultat. Quan una part́ıcula

amb càrrega q es mou a velocitat v per l’interior d’un camp magnètic B, la força

magnètica FB que actua sobre ella és:

FB = qv ×B (1.1)

D’aquesta manera el camp magnètic B queda definit en funció de la força exercida sobre

una càrrega mòbil. La unitat del Sistema Internacional (SI) del camp magnètic és el

tesla (T).

1.1.2 Camp magnètic creat per càrregues puntuals mòbils. Camp

magnètic creat per corrents elèctrics: la Llei de Biot-Savart

Quan una part́ıcula amb càrrega q es mou a velocitat v, es produeix un camp magnètic

B en l’espai que ve donat per

B =
µ0

4π

qv ×−→r
r3

(1.2)

on −→r és el vector que va des de la part́ıcula amb càrrega q fins al punt P on estem

calculant el camp magnètic B; i µ0 és una constant de proporcionalitat anomenada

permeabilitat de l’espai lliure i de valor en el buit (i aproximadament en l’atmosfera)

µ0 = 4π × 10−7 T ·M/A

A partir de l’equació anterior, dedüım les següents propietats pel camp magnètic creat

per una càrrega mòbil:

1. B és proporcional a la càrrega q i a la velocitat v.

2. B és inversament proporcional al quadrat de la distància entre la part́ıcula carre-

gada i el punt en el que calculem el camp magnètic.

3. B és zero al llarg de la ĺınea de moviment de la part́ıcula carregada.

4. B és perpendicular a v i a −→r .
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Durant l’any 1819, Jean-Baptiste Biot (1774-1862) i Félix Savart (1791-1841) van gene-

ralitzar aquesta equació a partir d’avaluar la força que rebia un imant situat a prop d’un

corrent elèctric. De forma experimental, van arribar a les següents conclusions sobre el

camp magnètic dB creat en un punt P associat a un element de longitud dl d’un corrent

elèctric I :

1. El vector dB és perpendicular a dl (que apunta en la direcció del corrent) i a −→r ,

el vector que va de dl al punt P .

2. La magnitud de dB és inversament proporcional a r2, on r és la distància entre dl

i P .

3. La magnitud de dB és proporcional al corrent I i a dl.

4. La magnitud de dB és proporcional al sin θ, on θ és l’angle entre els vectors dl i

−→r .

Aquestes observacions van quedar sintetitzades a partir de la següent expressió ma-

temàtica, coneguda com la Llei de Biot-Savart:

dB =
µ0

4π

Idl×−→r
r3

(1.3)

Figura 1.1: El camp mangnètic dB en un punt P creat pel corrent I al llarg de
l’element de longitud dl ve donat per la Llei de Biot-Savart. Font [9]

A partir de l’equació anterior podem calcular dB, que correspon al camp magnètic creat

pel corrent que circula per una petita porció dl del conductor. Per tant, si volem calcular
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el camp magnètic total B creat en un punt per un corrent de dimensió finita, haurem

de sumar totes les contribucions de tots els elements de corrent I dl que recorren el

conductor. Conseqüentment, l’expressió de B és

B =
µ0I

4π

∫
dl ×−→r
r3

(1.4)

1.1.3 La llei de Biot-Savart en corrents plans i constants

Considerem un corrent pla i constant J = (Jx, Jy, 0) en una mostra ortoèdrica

C = [x0, xf ]× [y0, yf ]× [z0, zf ]

Aleshores, el diferencial de corrent Idl és

Idl = (Jx, Jy, 0)dvol

on dvol = dxdydz és el diferencial de volum.

Per altra banda,

−→r = (xb − x, yb − y, zb − z)

Per tant,

Idl ×−→r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

Jx Jy 0

xb − x yb − y zb − z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (Jy(zb − z),−Jx(zb − z), Jx(yb − y)− Jy(xb − x))

Aplicant la Llei de Biot-Savart sobre aquest corrent pla constant al llarg de C, obtenim

que el camp magnètic B = (Bx, By, Bz) en el punt (xb, yb, zb) és

Bx =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
Jy(zb − z)

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

dvol (1.5)

By =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
-Jx(zb − z)

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

dvol (1.6)

Bz =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
Jx(yb − y)− Jy(xb − x)

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

dvol (1.7)
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Per tal de calcular les integrals anteriors, en el cas en que Jx i Jy siguin constants, només

és necessària la integració de les següents expressions:

fx =
xb − x

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

fy =
yb − y

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

fz =
zb − z

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

En cada cas podem trobar la primitiva respecte de la variable en el numerador utilitzant

que ∫
t

(t2 + a)
3
2

dt = − 1
?
t2 + a

Aix́ı doncs, per obtenir les expressions de Bx, By i Bz les integrals a calcular són:

∫ ∫ ∫
C
fx =

=

∫ ∫
[y0,yf ]×[z0,zf ]

1
a

((xb − xf )2 + (yb − y)2 + (zb − z)2
− 1
a

((xb − x0)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2
dydz

∫ ∫ ∫
C
fy =

=

∫ ∫
[x0,xf ]×[z0,zf ]

1
a

((xb − x)2 + (yb − yf )2 + (zb − z)2
− 1
a

((xb − x)2 + (yb − y0)2 + (zb − z)2
dxdz

∫ ∫ ∫
C
fz =

=

∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]

1
a

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − zf )2
− 1
a

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z0)2
dxdy

En cada integral doble encara podŕıem calcular la primitiva respecte d’una de les altres

variables, però aleshores l’expressió resultant seria molt més complicada i dif́ıcilment

integrable. L’estratègia emprada per fer el càlcul directe és aplicar abscisses gaussianes

per a calcular aquestes integrals dobles. Finalment, un cop calculades aquestes integrals,

només ens queda substituir a la fórmula del camp magnètic. Considerant que µ0
4π = 10−7

tenim

Bx = 10−7Jy

∫ ∫ ∫
C
fzdvol
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By = −10−7Jx

∫ ∫ ∫
C
fzdvol

Bz = 10−7

ˆ

Jx

∫ ∫ ∫
C
fydvol − Jy

∫ ∫ ∫
C
fxdvol

˙

1.1.4 Camp magnètic creat per un material imantat

Un material imantat queda descrit pel seu vector imantació M, que és la densitat del

moment dipolar magnètic m per unitat de volum.

Si una mostra ortoèdrica té volum ∆x∆y∆z i imantació vertical M = (0, 0,M) cons-

tant, el seu moment dipolar magnètic total és un vector (0, 0,M∆x∆y∆z), i el camp

magnètic B que genera és el del seu corrent cŕıtic: un corrent que recorre la vora vertical

de la caixa amb densitat M .

Figura 1.2: Moment dipolar i corrent per la vora.

Una mostra ortoèdrica C = [x0, xf ]× [y0, yf ]× [z0, zf ] amb imantació constant vertical

M té doncs el següent corrent cŕıtic:

(i) A la cara y = y0, un corrent J = (M, 0, 0) en un domini [x0, xf ]× [z0, zf ].

(ii) A la cara x = xf , un corrent J = (0,M, 0) en un domini [y0, yf ]× [z0, zf ].

(iii) A la cara y = yf , un corrent J = (−M, 0, 0) en un domini [x0, xf ]× [z0, zf ].

(iv) A la cara x = x0, un corrent J = (0,−M, 0) en un domini [y0, yf ]× [z0, zf ].
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Substituint aquests valors del corrent cŕıtic en les fórmules derivades de la llei de Biot-

Savart a l’apartat anterior, observem que podem calcular les components del camp

magnètic B a partir de la imantació constant M:

Bz =
µ0

4π
M

«∫ ∫
[x0,xf ]×[z0,zf ]

−
(yb − yf )

((xb − x)2 + (yb − yf )2 + (zb − z)2)
3
2

+

+
(yb − y0)

((xb − x)2 + (yb − y0)2 + (zb − z)2)
3
2

dxdz+

∫ ∫
[y0,yf ]×[z0,zf ]

−
(xb − xf )

((xb − xf )2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

+

+
(xb − x0)

((xb − x0)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

dydz

ff

=

=
µ0

4π
M

«∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

− 1

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

+

+
3(yb − y)

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
5
2

dxdydz+

∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

− 1

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
3
2

+

+
3(xb − x)

((xb − x)2 + (yb − y)2 + (zb − z)2)
5
2

dxdydz

ff

=

=
µ0

4π
M

∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

3(zb − z)2 − r2

r5
dxdydz

on hem usat la notació r =
a

(x− xb)2 + (y − yb)2 + (z − zb)2, hem agrupat les integrals

dels parells de cares oposades i hem passat de les integrals dobles a les triples aplicant

la regla de Barrow en sentit contrari.
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Assumim ara que la imantació M no és constant. Donada una mostra ortoèdrica amb

M = M(x, y, z) variable, subdividint-la en mostres ortoèdriques més petites on assumim

que M és constant i prenent el ĺımit quan el nombre de mostres ortoèdriques tendeix a

infinit arribem a la formula per obtenir Bz a partir de M:

Bz =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

M
3(zb − z)2 − r2

r5
dxdydz (1.8)

Procedint de manera anàloga, dedüım l’expressió per les altres components del camp

magnètic B(xb, yb, zb):

Bx =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

M
(xb − x)(zb − z)

r5
dxdydz (1.9)

By =
µ0

4π

∫ ∫ ∫
[x0,xf ]×[y0,yf ]×[z0,zf ]

M
(yb − y)(zb − z)

r5
dxdydz (1.10)

A més, a partir de l’argument d’aproximar M per una funció amb valors constants en

una subdivisió de submostres ortoèdriques de la mostra original, i aleshores prendre

ĺımit quan el nombre de submostres tendeix a infinit, dedüım també la relació entre la

imantació i el corrent de la mostra ortoèdrica original:

J = rot M (1.11)

1.2 El problema de Biot-Savart invers

En el problema de Biot-Savart invers, l’objectiu és poder determinar les mesures de

corrent J = J(x, y, z) que circulen per un conductor si coneixem els valors de camp

magnètic B = B(x, y, z) a l’exterior del conductor.

A partir de la llei de Biot-Savart tenim la relació

B = BS(J) =
µ0I

4π

∫
dl ×−→r
r3

i, per tant, en aquest cas necessitem invertir l’expressió de la llei de Biot-Savart per tal

de poder obtenir l’expressió del corrent J.

Observació: En general la llei de Biot-Savart no és invertible, ja que hi ha corrents J que

provoquen un camp magnètic nul. Aquests corrents s’anomenen corrents magnèticament

silenciosos (magnetically silent sources). Un exemple de corrent magnèticament silenciós

és el que produeix un dipol de corrent radial en un conductor esfèric i simètric [19].
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Encara que, tal i com hem vist, el problema de Biot-Savart invers no té solució en general,

śı que en té en el cas particular en que el corrent és pla i no depèn de z, és a dir J =

(Jx(x, y), Jy(x, y), 0). Tal i com es desprèn de l’algoritme on apliquem la Transformada

de Fourier Ràpida (FFT), deconvolució pel càlcul, i veurem experimentalment al llarg

del treball, en aquest cas el corrent queda determinat per la component vertical Bz del

camp magnètic que genera.

En aquests casos, en general l’objectiu serà obtenir la imantació M a partir del camp

magnètic B, ja que un cop obtinguda la imantació obtindrem la circulació de corrent J

de manera immediata segons la fórmula

J = rotM =

ˆ

∂M

∂y
,−∂M

∂x

˙

Al llarg del càlcul d’M usarem els mateixos arguments que en l’apartat anterior: farem

una subdivisió de la mostra original en submostres ortoèdriques, on suposarem que la

imantació M és constant. Aleshores procedirem a fer el càlcul invers i passarem al ĺımit

si es pot. Aix́ı doncs, tal i com s’exposa en el següent apartat, plantegem el càlcul invers

discretitzat.

1.2.1 El problema de Biot-Savart invers en materials superconductors

YBaCuO

El problema que ens plantegem és el següent: tenim una mostra de material conductor

Λ × I, que és un cilindre recte sobre una base plana Λ ⊂ R2 que pot tenir qualsevol

geometria (rectangular, circular o altres més complexes). Per aquesta mostra circula

un corrent J = (Jx, Jy, Jz) sobre el que fem les següents hipòtesis (per assegurar que el

problema de Biot-Savart invers tingui solució):

(i) El corrent circula en plans horitzontals, és a dir, Jz = 0.

(ii) Per cada secció horitzontal circula el mateix corrent, és a dir, les funcions Jx i Jy

només depenen de les variables x, y.

Aquestes hipòtesis són raonables en mostres de materials superconductors del tipus

YBaCuO. La primera es compleix sempre en mostres ben cristal·litzades. La segona,

tot i ser més restrictiva, té sentit si treballem amb mostres de poc gruix i totalment

penetrades pel camp.

Per altra banda, no fem cap hipòtesi sobre el comportament del corrent en els plans ho-

ritzontals. En particular, no pressuposem res sobre el nombre de dominis o el recorregut
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del corrent. Seguim el procediment de càlcul introdüıt inicialment per [20] per a mostres

2-dimensionals (sense gruix), i estès en [21] a mostres amb gruix.

Donada la mostra superconductora Λ×I amb parametrització r′ = (x′, y′, z′) i imantació

M(r′), tal i com hem vist el camp magnètic indüıt en un punt de l’espai r = (x, y, z) és

B(r) =
µ0

4π

∫
Λ×I

3M(r′) · (r− r′)∣∣r− r′
∣∣5 (r− r′)− M(r′)∣∣r− r′

∣∣3dvol (1.12)

En el cas estudiat, en què el camp magnètic aplicat, i per tant la imantació M, és

vertical, si denotem M = Mz aleshores la component vertical del camp magnètic ve

donada per la fórmula

Bz(x, y, z) =
µ0

4π

∫
A×I

M(r′) · (3(z − z′)2 −
∣∣r− r′

∣∣2)∣∣r− r′
∣∣5 dvol (1.13)

Tot i això, el nostre objectiu és l’invers: volem calcular la imantació escalar M a partir

del camp magnètic Bz, que haurem pogut mesurar en punts de sobre la mostra amb una

sonda Hall. Per tal de fer-ho, plantegem el problema invers de Biot-Savart discretitzat:

degut al caràcter discret de les mesures del camp magnètic disponibles, dividirem un

entorn de la superf́ıcie Λ en una malla rectangular fina, que anomenarem la malla dis-

cretitzada, i suposarem que la imantació M pren un valor constant M(i, j) en els prismes

quadrats de Λ× I delimitats pels quadrats ∆ij de la mostra. Per altra banda, mesurem

mitjançant la sonda Hall el camp magnètic vertical Bz en una segona malla rectangular

de punts situats a una alçada constant z = h sobre la mostra, la malla de mesura.

Utilitzant les mesures discretes de la imantació, si apliquem la fórmula (1.13) sobre un

punt (xm, yn, h) de la malla de mesura, obtenim la següent igualtat pel camp magnètic:

Bz(xm, yn, h) =
∑
ij

M(i, j)
µ0

4π

∫
∆ij×I

3z2 − r2

r5
dvol (1.14)

on r =
∣∣(xm, yn, h)− (x, y, z)

∣∣ pels punts (x, y, z) de la mostra, i prenem el sumatori

sobre tots els rectangles ∆ij de la malla discretitzada.
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Figura 1.3: Malles de discretizació i de mesura sobre la mostra. Extret de [1]

Per tal de simplificar l’expressió anterior, introdüım els coeficients

G(m,n, i, j) =
µ0

4π

∫
∆ij×I

3z2 − r2

r5
dvol (1.15)

D’aquesta manera, tenim que

Bz(xm, yn, h) =
∑
ij

M(i, j) ·G(m,n, i, j) (1.16)

Per tant, un cop mesurats els valors de Bz(xm, yn, h), l’equació (1.16) es converteix en

una equació lineal amb incògnites M(i, j) i amb coeficients G(m,n, i, j).

A més, donada la importància de precisió en el càlcul de (1.15), enlloc d’aproximació

per abscisses gaussianes s’ha optat per usar la funció de càlcul desenvolupada per A.

Purt́ı i J. Amorós a [17] que fa la integració anaĺıtica de G.



Caṕıtol 2

Mètode de Fourier pel càlcul de

corrents cŕıtics

En aquest caṕıtol s’exposa la teoria relacionada amb Anàlisi de Fourier necessària per

tal de desenvolupar l’algorisme que utilitzarem per resoldre el problema de Biot-Savart

invers. També es descriuen les idees principals en què es basa l’algorisme de la FFT.

Finalment, es descriu l’algorisme de resolució del problema de Biot-Savart mitjançant

la FFT.

2.1 Anàlisi de Fourier en funcions periòdiques

Sigui T = R/2πZ, hi ha una clara identificació entre les funcions f : T→ C i les funcions

2π periòdiques g : R→ C. Per aquest motiu, per tal d’introduir els conceptes bàsics de

les sèries de Fourier per funciones periòdiques ens podem restringir a funcions de domini

en T.

Observació: Donada la correspondència esmentada anteriorment, la mesura de Lebes-

gue en T la definim com: una funció f és integrable en T si la funció 2π-periòdica

associada, que també denotem per f , és integrable en [0, 2π). Per tant, escriurem∫
T
f(t)dt =

∫ 2π

0
f(x)dx.

Denotem per L1(T) el conjunt de totes les funcions complexes i Lebesgue integrables en

T. Definint la norma

‖f‖L1 =
1

2π

∫
T

∣∣f(t)
∣∣ dt

el conjunt L1(T) és un espai de Banach.

14
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Definició: Donada f ∈ L1(T), definim l’n-èssim coeficient de Fourier de la funció f

com

f̂(n) =
1

2π

∫
T
f(t)e−intdt, n ∈ Z. (2.1)

Definició: Donada f ∈ L1(T), la sèrie de Fourier associada és

S[f ] =
∞∑

n=−∞
f̂(n)eint. (2.2)

Teorema Sigui fj ∈ L1(T), per j = 0,1,..., tal que
∥∥fj − f0

∥∥
L1 → 0. Aleshores f̂j(n)→

f̂0(n) uniformement.

Demostració. Donada qualsevol g ∈ L1(T) aleshores

∣∣ĝ(n)
∣∣ =

∣∣∣∣ 1

2π

∫
T
g(t)e−intdt

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
T

∣∣∣g(t)e−int
∣∣∣ dt =

1

2π

∫
T

∣∣g(t)
∣∣ dt =‖g‖L1

Per tant,

∣∣∣f̂j(n)− f̂0(n)
∣∣∣ =
∣∣∣ ˆfj − f0(n)

∣∣∣ ≤∥∥fj − f0

∥∥
L1 → 0, ∀n ∈ Z

Teorema: Sigui f ∈ L1(T) tal que f̂(0) = 0. Aleshores la funció F (t) =
∫ t

0 f(τ)dτ és

cont́ınua, 2π-periòdica i

F̂ (n) =
1

in
f̂(n), n 6= 0. (2.3)

Demostració. La continüıtat és evident. Vegem la periodicitat:

F (t+ 2π)− F (t) =

∫ t+2π

t
f(τ)dτ =

∫
T
f(τ)dτ = 2πf̂(0) = 0

Finalment, l’expressió (2.3) l’obtenim integrant per parts:

F̂ (n) =
1

2π

0

2π
F (t)e−intdt = − 1

2π

F (t)e−int

in

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2π

0

− 1

2π

∫ 2π

0
F ′(t)

e−int

−in
dt =

=
1

in

1

2π

∫
T
f(t)e−intdt =

1

in
f̂(n)
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Definició: Donades dues funcions f, g ∈ L1(T) la convolució entre f i g és la funció

(f˚g)(t) =
1

2π

∫
T
f(t− τ)g(τ)dτ

Proposició: Donades dues funcions f, g ∈ L1(T) la convolució entre f i g està ben

definida. A més, f˚g ∈ L1(T) i satisfà les següents expressions:

‖f˚g‖L1 ≤‖f‖L1‖g‖L1 (2.4)

{(f˚g)(n) = f̂(n)ĝ(n) (2.5)

Demostració. Per veure que la convolució està ben definida, cal provar que f˚g és

integrable (com a funció de τ en T). Vegem-ho:

Les funcions f(t− τ) i g(τ), considerades com a funcions de les dues variables (t, τ), són

mesurables. Per tant, F (t, τ) = f(t− τ)g(τ) també és mesurable.

A més,

1

2π

∫
(

1

2π

∫ ∣∣F (t, τ)
∣∣ dτ)dt =

1

2π

∫
(

1

2π

∫ ∣∣F (t, τ)
∣∣ dt)dτ =

1

2π

∫ ∣∣g(τ)
∣∣‖f‖L1 dτ =

=‖f‖L1‖g‖L1 <∞

Conseqüentment, f˚g és integrable i, per tant, pertany a L1(T).

Vegem ara la demostració de l’expressió (2.4):

1

2π

∫ ∣∣(f˚g)(t)
∣∣ dt =

1

2π

∫ ∣∣∣∣ 1

2π

∫
F (t, τ)dτ

∣∣∣∣ dt ≤ 1

4π2

∫ ∫ ∣∣F (t, τ)
∣∣ dtdτ =‖f‖L1‖g‖L1

Finalment, provem (2.5):

{(f˚g)(n) =
1

2π

∫
(f˚g)(t)e−intdt =

1

4π2

∫ ∫
f(t− τ)e−in(t−τ)g(τ)e−inτdtdτ =

=

ˆ

1

2π

∫
f(t)e−intdt

˙ˆ

1

2π

∫
g(τ)e−inτdτ

˙

= f̂(n)ĝ(n)

2.2 Anàlisi de Fourier en funcions de variable real

En la secció anterior s’ha definit la transformada de Fourier en T. L’objectiu d’aques-

ta secció és generalitzar les definicions i resultats anteriors a tot R. En concret, ens
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centrarem en les funcions f : R→ C que pertanyen a L1(R).

Denotem per L1(R) l’espai de funcions integrables de Lebesgue en R. Donada f ∈ L1(R)

la seva norma és

‖f‖1L (R) =

∫ +∞

−∞

∣∣f(x)
∣∣ dx

Definició: Donada una funció f ∈ L1(R), la transformada de Fourier f̂ de f és

f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx per ξ ∈ R. (2.6)

Teorema: Sigui f ∈ L1(R), aleshores f̂ és uniformament cont́ınua en R.

Demostració. Donat ξ ∈ R i ν ∈ R, la diferència entre f̂(ξ + ν) i f̂(ξ) és

f̂(ξ + ν)− f̂(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)(e−i(ξ+ν)x − e−iξx)dx

Si calculem el mòdul de la diferència∣∣∣f̂(ξ + ν)− f̂(ξ)
∣∣∣ ≤ ∫ +∞

−∞

∣∣∣f(x)(e−i(ξ+ν)x − e−iξx)
∣∣∣ dx =

∫ +∞

−∞

∣∣f(x)
∣∣∣∣∣(e−iνx − 1)

∣∣∣ dx
Observem que la diferència entre f̂(ξ + ν) i f̂(ξ) està acotada per una funció que no

depèn de ξ i que tendeix a zero quan ν → 0. Per tant, f̂ és uniformement cont́ınua.

Definició: Donada f ∈ L1(R), l’antitransformada de Fourier o transformada inversa

de Fourier de f és

F (n) =

∫
R
f̂(ξ)einξdξ (2.7)

Definició: Donades dues funcions f, g ∈ L1(R) la convolució entre f i g és la funció

(f˚g)(x) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy

Proposició: Donades dues funcions f, g ∈ L1(R), la convolució entre f i g està ben

definida. A més, f˚g ∈ L1(R) i satisfà les següents expressions:

‖f˚g‖L1 ≤‖f‖L1‖g‖L1

{(f˚g)(n) = f̂(n)ĝ(n)
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Demostració. La demostració és l’adaptació de la demostració de la proposició anàloga

de l’apartat anterior.

2.3 Anàlisi de Fourier en grups abelians localment com-

pactes

Definció: Sigui G un grup abelià i localment compacte (LCA), la mesura de Haar µ té

dues propietats:

(1) µ(E) < ∞ si E és compacte.

(2) µ(E+x) = µ(E) per tot E ⊂ G mesurable i x ∈ G.

Notació: Denotem la integral de f respecte la mesura de Haar com∫
G
f(x)dx

Definició: Sigui G un grup LCA, aleshores L1(G) denota el conjunt de funcions f :

G→ R tals que la seva norma donada per la mesura de Haar és finita.

Definició: Donades dues funcions f, g ∈ G, la convolució entre f i g és la funció

(f˚g)(x) =

∫
G
f(x− y)g(y)dy

Definició: Sigui G un grup LCA, un caràcter de G és un homomorfisme de G cap a

S1 (el grup multiplicatiu dels nombres complexes de mòdul 1). Per tant, si ξ(x) és un

caràcter de G, aleshores satisfà:

∥∥ξ(x)
∥∥ = 1 i ξ(x+ y) = ξ(x)ξ(y)

Definició: Donat G un grup LCA, Ĝ denota el conjunt de tots els caràcters de G:

Ĝ =
{
ξ : G→ S′ ⊂ C t.q. ξ és un caràcter de G

}
Notació: En general, per tal d’expressar les operacions amb caràcters denotarem <

x, ξ >:= ξ(x). En altres ocasions, també utilitzarem eeξx := ξ(x).

Definició: Donat G un grup LCA, establirem que hi ha convergència en Ĝ si, i només

si, hi ha convergència uniforme en els subconjunts compactes de G.
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A partir de la definició queda definida una topologia per Ĝ amb la que Ĝ és un grup

LCA.

Definició: Sigui G un grup LCA, al grup LCA Ĝ l’anomenarem el grup dual de G.

Teorema: (Teorema de dualitat de Pontryagin) Sigui G un grup LCA, aleshores
ˆ̂
G = G

[14].

Definició: Sigui G un grup LCA. Donada f ∈ L1(G), la transformada de Fourier de f

és

f̂(ξ) =

∫
G
< x, ξ >f(x)dx, ξ ∈ Ĝ.

Proposició: Sigui G un grup LCA. Donades f, g ∈ L1(G), aleshores satisfan

{(f˚g)(ξ) = f̂(ξ) · ĝ(ξ) (2.8)

Demostració. Desenvolupem l’expressió de l’esquerre:

{(f˚g)(ξ) =

∫
G
< x, ξ >(f˚g)(x)dx =

∫
G
< x, ξ >

∫
G
f(x− y)g(y)dydx =

=

∫ ∫
G×G

f(x− y)< x− y, ξ >g(y)< y, ξ >dydx =

=

∫
G
f(u)< u, ξ >du

∫
G
g(y)< y, ξ >dy = f̂(ξ) · ĝ(ξ)

2.4 Anàlisi de Fourier en funcions discretes

2.4.1 Anàlisi de Fourier en funcions discretes f : Z/NZ→ C

Un cop estudiada de manera general l’Anàlisi de Fourier en grups abelians localment

compactes, anem a estudiar particularment l’Anàlisi de Fourier en el grup LCA G =

Z/NZ.

Al treballar amb aquest grup,la mesura de Haar assigna a cada punt de Z/NZ el mateix

pes 1
N .

A més, el conjunt de caràcters de Z/NZ és

Ĝ =

φk: Z→ S1

m→e2πi km
N

, k = 0, 1, . . . , N − 1


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Notació: Donada una funció f : Z/NZ → C, denotarem f(m) = fm. Per tant, la

funció vindrà definida per {fm}N−1
m=0.

Definició: Donada f ∈ L1(Z/NZ), la transformada de Fourier de f és

f̂(k) =
1

N

N−1∑
m=0

fme
−2πi km

N (2.9)

Definició: Donada f ∈ L1(Z/NZ), l’antitransformada de Fourier de f és

F (m) =
1

N

N−1∑
k=0

f̂ke
2πi km

N (2.10)

Definició: Donades les funcions f, g ∈ L1(Z/NZ), la seva convolució és

(f˚g)m =
1

N

N−1∑
l=0

fm−lgl

2.4.2 Anàlisi de Fourier en funcions discretes f : Z/MZ× Z/NZ→ C

De nou, tornarem a particularitzar les definicions generals de l’Anàlisi de Fourier en grups

abelians localment compactes. En aquest cas, anem a estudiar l’Anàlisi de Fourier en el

grup LCA G = Z/MZ× Z/NZ.

En aquest grup, la mesura de Haar assigna a cada punt de Z/MZ × Z/NZ un pes de
1

MN .

El conjunt de caràcters és

Ĝ =

φk,l: Z2 → S1

(m,n)→e2πi( km
M

+ ln
N )

, k = 0, 1, . . . ,M − 1, l = 0, 1, . . . , N − 1


Notació: Donada una funció f : Z/MZ× Z/NZ→ C, denotarem f(m,n) = fm,n. Per

tant, la funció vindrà definida per
{
fm,n

}
(m,n)∈Z/MZ×Z/NZ.

Definició: Donada f ∈ L1(Z/MZ× Z/NZ), la transformada de Fourier de f és

f̂(k, l) =
1

MN

M−1∑
m=0

N−1∑
n=0

fm,ne
−2πip kmM + ln

N q
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Definició: Donada f ∈ L1(Z/MZ× Z/NZ), l’antitransformada de Fourier de f és

F (m,n) =
1

MN

M−1∑
k=0

N−1∑
l=0

f̂k,le
2πip kmM + ln

N q

Definició: Donades les funcions f, g ∈ L1(Z/MZ× Z/NZ), la seva convolució és

(f˚g)m,n =
1

MN

M−1∑
r=0

N−1∑
s=0

fm−r,n−s · gr,s

2.5 Transformada ràpida de Fourier

La transformada ràpida de Fourier (FFT) és un algorisme que permet calcular eficient-

ment la transformada de Fourier discreta (DFT) i la seva inversa.

Definició: Donada una seqüència de nombres x0, . . . , xN−1 la transformada discreta de

Fourier és

Xk =

N−1∑
n=0

xne
− 2πi

N
kn, k = 0, . . . , N − 1. (2.11)

Per altra banda, la transformada inversa de Fourier discreta (IDFT) ve donada per

xn =
1

N

N−1∑
k=0

Xke
2πi
N
kn, n = 0, . . . , N − 1. (2.12)

Observació: La transformada de Fourier en funcions discretes f : Z/NZ → C i la

transformada de Fourier en funcions discretes f : Z/MZ×Z/NZ→ C són el mateix que

la DFT, però aplicada en uns dominis particulars.

L’objectiu d’aquest apartat és exposar l’algorisme de la FFT, ja que és un algorisme

bàsic pels futurs càlculs que realitzarem. La FFT és l’algorisme més eficient per calcular

la DFT, ja que necessita només O(NlogN) operacions, mentre que el càlcul directe de

la DFT en necessita O(N2).

2.5.1 Formulació matricial

Donats els punts x0, . . . , xN−1 Considerem la DFT:

Xk =

N−1∑
n=0

x
(0)
k e−

2πi
N
kn, k = 0, . . . , N − 1 (2.13)
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on x
(0)
k = xk.

Donada l’expressió anterior, observem que per calcular els termes Xk hem de calcular N

equacions. Per exemple, si N = 4 i denotem W = e−
2πi
N , desenvolupant (2.13) obtenim:

X0 = x
(0)
0 W 0 + x

(0)
1 W 0 + x

(0)
2 W 0 + x

(0)
3 W 0

X1 = x
(0)
0 W 0 + x

(0)
1 W 1 + x

(0)
2 W 2 + x

(0)
3 W 3

X2 = x
(0)
0 W 0 + x

(0)
1 W 2 + x

(0)
2 W 4 + x

(0)
3 W 6

X3 = x
(0)
0 W 0 + x

(0)
1 W 3 + x

(0)
2 W 6 + x

(0)
3 W 9

A continuació, podem expressar aquestes equacions matricialment:

»

—

—

—

—

—

–

X0

X1

X2

X3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

W 0 W 0 W 0 W 0

W 0 W 1 W 2 W 3

W 0 W 2 W 4 W 6

W 0 W 3 W 6 W 9

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(0)
0

x
(0)
1

x
(0)
2

x
(0)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.14)

L’expressió matricial anterior la denotarem per

Xk = W knX(0)
n

D’aquesta manera observem que per tal de calcular els coeficients Xk haurem de fer

N2 multiplicacions complexes i (N)(N − 1) sumes complexes. L’objectiu de la FFT és

redüır el nombre d’operacions i aconseguir aix́ı un algorisme més eficient.

2.5.2 Desenvolupament intüıtiu

Par tal d’il·lustrar de manera simplificada i intüıtiva els passos de la FFT, anem a

considerar el cas en què N = 4 = 22.

En el primer pas de la FFT reescriurem la matriu (2.14) usant la relació W kn =

W kn mod(N)
»

—

—

—

—

—

–

X0

X1

X2

X3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 1 1 1

1 W 1 W 2 W 3

1 W 2 W 0 W 2

1 W 3 W 2 W 1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(0)
0

x
(0)
1

x
(0)
2

x
(0)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.15)
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A continuació factoritzem la matriu de (2.15) com el producte de dues matrius:

»

—

—

—

—

—

–

X0

X2

X1

X3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 W 0 0 0

1 W 2 0 0

0 0 1 W 1

0 0 1 W 3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

1 0 W 0 0

0 1 0 W 0

1 0 W 2 0

0 1 0 W 2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(0)
0

x
(0)
1

x
(0)
2

x
(0)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.16)

Observació: En la factorització de la matriu de (2.15), les files 1 i 2 queden intercan-

viades. Per això, al vector Xk també hem intercanviat els termes X1 i X2. A aquest

vector amb les files intercanviades el denotarem per Xk

Un cop feta la factorització anterior, procedim amb l’anàlisi del nombre d’operacions

necessàries per calcular els termes Xk. En primer lloc, considerem l’operació

»

—

—

—

—

—

–

x
(1)
0

x
(1)
1

x
(1)
2

x
(1)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 0 W 0 0

0 1 0 W 0

1 0 W 2 0

0 1 0 W 2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(0)
0

x
(0)
1

x
(0)
2

x
(0)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.17)

Els càlculs que hem de fer són:

(i) x
(1)
0 = x

(0)
0 +W 0x

(0)
2

(ii) x
(1)
1 = x

(0)
1 +W 0x

(0)
3

(iii) x
(1)
2 = x

(0)
0 +W 2x

(0)
2 = x

(0)
0 −W 0x

(0)
2

(iv) x
(1)
3 = x

(0)
1 +W 2x

(0)
3 = x

(0)
1 −W 0x

(0)
3

Per tant, hem de fer 2 multiplicacions complexes (ja que a (iii) i (iv) les multiplicacions

ja han estat calculada prèviament) i 4 sumes complexes.

Seguidament, considerem l’altre operació matricial necessària per obtenir els coeficients

Xk:
»

—

—

—

—

—

–

X0

X2

X1

X3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

x
(2)
0

x
(2)
1

x
(2)
2

x
(2)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 W 0 0 0

1 W 2 0 0

0 0 1 W 1

0 0 1 W 3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(1)
0

x
(1)
1

x
(1)
2

x
(1)
3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

(2.18)

Ara els càlculs que hem de fer són:

(i) x
(2)
0 = x

(1)
0 +W 0x

(1)
1

(ii) x
(2)
1 = x

(1)
0 +W 2x

(1)
1 = x

(1)
0 −W 0x

(1)
1
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(iii) x
(2)
2 = x

(1)
2 +W 1x

(1)
3

(iv) x
(2)
3 = x

(1)
2 +W 3x

(1)
3 = x

(1)
2 −W 1x

(1)
3

De nou, hem de fer 2 multiplicacions complexes i 4 sumes complexes.

Aix́ı doncs, utilitzant la FFT només cal realitzar 4 multiplicacions complexes i 8 sumes

complexes per tal d’obtenir els valors dels termesXk. En canvi, el càlcul d’aquests termes

de manera directa suposava fer 16 multiplicacions complexes i 12 sumes complexes.

2.5.3 Generalització de la FFT

Per tal de descriure de manera formal i general la FFT, expressarem la DFT dels punts

x1, . . . , xN com

Xk =
N−1∑
n=0

x(0)
n W kn k = 0, . . . , N − 1

on W = e−
2πi
N

Primerament, formularem l’expressió de la FFT per N = 4. Inicialment, necessitem

expressar els diferents valors d’n i de k en binari:

k = 0, 1, 2, 3 o amb binari k = (k1, k0) = 00, 01, 10, 11

n = 0, 1, 2, 3 o amb binari n = (n1, n0) = 00, 01, 10, 11

D’aquesta manera, podem escriure

k = 2k1 + k0 n = 2n1 + n0

Utilitzant la notació binària, escrivim la transformada de Fourier com

Xk1,k0 =
1∑

n0=0

1∑
n1=0

x(0)
n1,n0

W (2k1+k0)(2n1+n0) (2.19)

Per tal de desenvolupar els sumatoris anteriors, considerem la següent factorització dels

termes W p:

W (2k1+k0)(2n1+n0) = W (2k1+k0)2n1W (2k1+k0)n0 = W 4k1n1W 2k0n1W (2k1+k0)n0 =

W 2k0n1W (2k1+k0)n0

on hem usat que W 4k1n1 =
´

e−
2πi
4

4
¯k1n1

= 1k1n1 = 1
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Aleshores, podem escriure la DFT com

Xk1,k0 =
1∑

n0=0

»

–

1∑
n1=0

x(0)
n1,n0

W 2k0n1

fi

flW (2k1+k0)n0

Aquesta expressió de la DFT és la base de l’algorisme utilitzat en la FFT. Desenvolupant

cadascun dels sumatoris per separat obtindrem les mateixes equacions que en la secció

anterior i, per tant, aconseguirem redüır el nombre de càlculs necessaris per calcular els

coeficients de la transformada discreta de Fourier.

En primer lloc, estudiem el sumatori de l’interior del parèntesi:

x
(1)
k0,n0

=

1∑
n1=0

x(0)
n1,n0

W 2k0n1

Desenvolupant terme a terme obtenim el següent sistema:

x
(1)
0,0 = x

(0)
0,0 + x

(0)
1,0W

0

x
(1)
0,1 = x

(0)
0,1 + x

(0)
1,1W

0

x
(1)
1,0 = x

(0)
0,0 + x

(0)
1,0W

2

x
(1)
1,1 = x

(0)
0,1 + x

(0)
1,1W

2

Matricialment, aquestes equacions donen

»

—

—

—

—

—

–

x
(1)
0,0

x
(1)
0,1

x
(1)
1,0

x
(1)
1,1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 0 W 0 0

0 1 0 W 0

1 0 W 2 0

0 1 0 W 2

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(0)
0,0

x
(0)
0,1

x
(0)
1,0

x
(0)
1,1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

que coincideix amb l’expressió (2.17) de la secció anterior.

De manera similar, desenvolupant l’expressió

x
(2)
k0,k1

=

1∑
n0=0

x
(1)
k0,n0

W (2k1+k0)n0
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obtenim la següent forma matricial

»

—

—

—

—

—

–

x
(2)
0,0

x
(2)
0,1

x
(2)
1,0

x
(2)
1,1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

=

»

—

—

—

—

—

–

1 W 0 0 0

1 W 2 0 0

0 0 1 W 1

0 0 1 W 3

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

»

—

—

—

—

—

–

x
(1)
0,0

x
(1)
0,1

x
(1)
1,0

x
(1)
1,1

fi

ffi

ffi

ffi

ffi

ffi

fl

que coincideix amb l’expressió (2.18).

Combinant totes les equacions, obtenim la formulació de Cooley-Tukey de la FFT per

N = 4:

x
(1)
k0,n0

=
1∑

n1=0

x(0)
n1,n0

W 2k0n1

x
(2)
k0,k1

=
1∑

n0=0

x
(1)
k0,n0

W (2k1+k0)n0

Xk1,k0 = x
(2)
k0,k1

A continuació, procedim a desenvolupar la formulació de Cooley-Tukey per una seqüència

de punts x1, . . . , xN amb N = 2t, on t ∈ Z:

Donada N = 2t, expressem n i k en forma binària com

n = 2t−1nt−1 + 2t−2nt−2 + · · ·+ n0

k = 2t−1kt−1 + 2t−2kt−2 + · · ·+ k0

Aleshores, reescrivim l’expressió de la DFT

Xkt−1,kt−2,...,k0 =

1∑
n0=0

1∑
n1=0

· · ·
1∑

nt−1=0

xnt−1,nt−2,...,n0W
p

on p = (2t−1kt−1 + 2t−2kt−2 + · · ·+ k0)(2t−1nt−1 + 2t−2nt−2 + · · ·+ n0)

Igual que hem fet en el cas en què N = 4, el següent pas consisteix en factoritzar W p:
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W p = W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)(2t−1nt−1)·

·W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)(2t−2nt−2) · · ·W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)n0

Considrent el primer terme veiem el següent:

W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)(2t−1nt−1) =

= W 2t(2t−2kt−1nt−1) ·W 2t(2t−3kt−2nt−1) · · ·W 2t(k1nt−1)W 2t−1k0nt−1 = W 2t−1k0nt−1

on hem usat que W 2t =
”

e−
2πi
N

ıN
= 1.

Similarment, pel següent terme tenim

W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)(2t−2nt−2) =

= W 2t(2t−3kt−1nt−2)·W 2t(2t−4kt−2nt−2) · · ·W 2t−1(k1nt−2)W 2t−2k0nt−2 = W (2k1+k0)2t−2nt−2

Aplicant aquesta idea similarment sobre cada un dels termes dels productes, acabem

obtenint la següent expressió per la DFT:

Xkt−1,kt−2,...,k0 =

1∑
n0=0

1∑
n1=0

· · ·
1∑

nt−1=0

x(0)
nt−1,...,n0

W 2t−1(k0nt−1)W (2k1+k0)2t−2nt−2 · · ·

· · ·W (2t−1kt−12t−2kt−2+···+k0)n0

Calculant cadascun dels sumatoris per separat tenim
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x
(1)
k0,nt−2,...,n0

=
1∑

nt−1=0

x(0)
nt−1,nt−2,...,n0

W 2t−1(k0nt−1)

x
(2)
k0,k1,nt−3...,n0

=
1∑

nt−2=0

x
(1)
k0,nt−2,...,n0

W (2k1+k0)2t−2nt−2

·

·

·

x
(t)
k0,k1,...,kt−1

=
1∑

n0=0

x
(t−1)
k0,k1,...,n0

W (2t−1kt−1+2t−2kt−2+···+k0)n0

Xkt−1,kt−2,...,k0 = x
(t)
k0,k1,...,kt−1

La formulació anterior és la formulació de Cooley-Tukey de la FFT per N = 2t. Obser-

vem que mentre que el càlcul directe dels coeficients de la DFT implica fer N2 multi-

plicacions complexes i N(N − 1) sumes complexes, amb aquesta formulació, usant que

W p = −W p+N
2 , només serà necessari calcular Nt

2 multiplicacions complexes i Nt sumes

complexes. Per tant, assumint que el cost computacions d’un algorisme és proporcional

al nombre de multiplicacions que cal realitzar, llavors el ràtio del cost computacional de

fer el càlcul directe o amb FFT és

N2

Nt/2
=

2N

t
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Figura 2.1: Comparació del cost computacional del càlcul directe i el càlcul mitjançant
FFT.

Observació: [3] Pel cas en què N = r1r2 · · · rm, podem desenvolupar la formulació de

Cooley-Tuney de manera similar a l’exposada anteriorment a partir de la descomposició

n = nm−1(r1r2 · · · rm−1) + nm−2(r1r2 · · · rm−2) + · · ·n1r1 + n0

k = km−1(r1r2 · · · rm−1) + km−2(r1r2 · · · rm−2) + · · · k1r1 + k0

2.6 El problema de Biot-Savart invers mitjançant trans-

formada de Fourier

Recuperem el problema exposat a la secció (1.3), per tal de proposar un mètode de

resolució del problema de Biot-Savart invers.

Tal i com hav́ıem vist, donat un domini Λ× I de material superconductor per on hi cir-

cula un corrent J = (Jx(x, y), Jy(x, y), 0), al fer la discretització anteriorment exposada

obteńıem que la component vertical del camp magnètic era

Bz(m,n) =
∑
i,j

M(i, j)G(m,n, i, j)
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Aleshores, donat que G és una matriu 4-dimensional de Toeplitz [18], com es veu a la

seva definició a (1.15) i a la figura 1.3, podem expressar:

G(m,n, i, j) = g̃(|m− i| ,|n− j|) := g(m− i, n− j)

Usant aquesta nova relació, expressem de nou l’equació per obtenir la component vertical

del camp magnètic:

Bz(m,n) =
∑
i,j

M(i, j)g(m− i, n− j) = (M˚g)(m,n)

Aleshores,

FFT (Bz) = FFT (M˚g) = FFT (M) · FFT (g)

on hem utilitzat la propietat (2.8).

Conseqüentment,

FFT (M) =
FFT (Bz)

FFT (g)
=⇒ M = IFFT

„

FFT (Bz)

FFT (g)



(2.20)

on IFFT denota la antitransformada ràpida de Fourier.

D’aquesta manera, hem determinat un procediment per tal de calcular la imantació

M d’un corrent que circula per un material superconductor donat els valors del camp

magnètic vertical Bz. A més, els termes g(m − i, n − j) no són mai nuls. Aquest fet

ens permet assegurar que podrem fer tots els càlculs anteriors i que, per tant, el nostre

problema de Biot-Savart és invertible.

2.6.1 Consideracions de l’algorisme anterior

Encara que des d’un punt de vista teòric l’algorisme anterior és molt eficient i funciona,

a la pràctica haurem de tenir en compte dos aspectes:

• Encara que treballem amb mesures de Bz calculades numèricament, i per tant

sense soroll, l’algorisme no funciona per mesures molt fines a causa del número de

condició de la matriu G del problema linealitzat G ·M = Bz.

• Al treballar amb mesures reals de Bz, si volem aplicar l’algorisme directament

haurem d’usar mesures molt grolleres. Això es deu a que les mesures reals contenen

els errors generats per la sonda Hall. Per tant, al augmentar la resolució del càlcul
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i la mida de G, el número de condició de G empitjora i es produeix una propagació

de l’error que no permet obtenir els valors correctes de la imantació M .

Per tal de veure el primer punt, generem numèricament la següent mostra de Bz de

dimensions 250× 7200:

Figura 2.2: Mostra de Bz calculada numèricament.

Considerant que la separació entre les mostres de les files és de 0,005 mm, que la separació

entre les mostres de les columnes és de 0,2 mm, que l’alçada a la que s’ha mesura el

camp magnètic és 0,25 mm i el gruix de la mostra és de 0,0007 mm, si calculem M

mitjançant Anàlisi de Fourier obtenim el següent:

Figura 2.3: M calculada amb el mètode de Biot-Savart via Anàlisi de Fourier.

Clarament la M obtinguda no és correcta i, per tant, veiem que l’algorisme no funciona

per resolucions tan precises.
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Aix́ı doncs, optem per agafar una columna de cada trenta. D’aquesta manera la mostra

de Bz té dimensions 250× 240 i la separació entre les mostres de les files és de 0,15 mm.

La resta de paràmetres es mantenen. Treballant amb aquesta mostra menys fina, la M

obtinguda és la següent:

Figura 2.4: M calculada amb el mètode de Biot-Savart via Anàlisi de Fourier, treba-
llant amb mesura grollera.

En aquest cas, la M calculada amb l’algorisme exposat si que és correcta, ja que presenta

una forma llisa i té una forma similar a la de Bz. Per tant, al treballar amb mostres

reals com a molt treballarem amb resolucions com l’anterior.

De tota manera, tal i com comentàvem en el segon punt, al treballar amb mostres reals

l’algorisme també es veu afectat pel soroll que conté la mesura Bz. Per aquest motiu,

l’algorisme no permet obtenir els valors correctes de M al treballar amb una mostra

fina de Bz real. Per tal d’exemplificar-ho, vegem els resultats obtinguts amb la mostra

stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat.
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Figura 2.5: Bz de la mostra real stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat

Encara que les dimensions de la mostra són de 250× 7200, agafem una mesura grollera

de 250 × 240, ja que hem vist que l’algorisme no funciona per resolucions més fines.

D’aquesta manera, la separació entre les mesures de les files és de 0,15 mm, la separació

entre les mesures de les columnes és de 0,2 mm. Aplicant l’algorisme directament la M

resultant és:

Figura 2.6: M calculada amb el mètode de Biot-Savart via Anàlisi de Fourier a partir
de Bz de la mostra real.

Clarament la M obtinguda és errònia i està totalment alterada pel soroll que contenia la

mostra inicialment. Aix́ı doncs, observem que si apliquem l’algorisme de Biot-Savart via

Anàlisi de Fourier directament sobre una mostra real els resultats no són satisfactoris.

Igualment, reduint molt la resolució de la mostra, aconseguirem que l’algorisme funcioni

al treballar amb una matriu de mostres de Bz de dimensions 83× 60, de manera que la
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distància entre les mesures de les files és de 0,6 mm i la distància entre les mesures de

les columnes és de 0,6 mm.

Figura 2.7: M calculada amb el mètode de Biot-Savart via Anàlisi de Fourier a partir
de Bz de la mostra real, treballant amb mesura grollera.

Per tant, tenim que l’algorisme només funciona amb mostres reals si treballem amb

resolucions molt baixes, ja que al augmentar la resolució de la mostra de Bz, a causa

dels errors i el soroll que genera la sonda Hall, aquest algorisme ocasiona una propagació

de l’error que no permet obtenir els valors correctes de la imantacióM . Per aquest motiu,

per poder aplicar el càlcul de Biot-Savart invers via Fourier, detectem la necessitat de

fer un filtratge previ de la mostra en què redüım significativament el soroll que presenta

inicialment.
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L’Anàlisi Espectral Singular

Tal i com hem vist en l’apartat anterior, per tal de calcular la imantació M a partir

dels valors de Bz utilitzant anàlisi de Fourier, necessitem prèviament fer un filtratge de

la mesura de Bz per tal d’eliminar el soroll que conté. Per tal de fer aquest filtratge

del soroll utilitzarem la tècnica no paramètrica de l’ Anàlisi Espectral Singular (SSA),

veient que en altres estudis en el camp de l’enginyeria ha estat una tècnica molt efectiva

per filtrar el soroll de les mesures [10].

El SSA és una tècnica innovadora en l’estudi de les sèries temporals. Des del naixement

d’aquesta tècnica a l’any 1986, el SSA s’ha convertit en una eina molt potent, en part

gràcies a la seva utilitat en gran diversitat de camps. S’utilitza en l’àmbit de les ma-

temàtiques i la f́ısica, però també en economia, investigacions de mercat, meteorologia,

oceanografia i moltes altres àrees [12].

La idea bàsica del SSA consisteix en descomposar la sèrie original en la suma d’un nombre

petit de sèries independents, amb l’objectiu de que cadascuna de les sèries resultants

es pugui interpretar com un component de la sèries original. Principalment es voldrà

separar entre la tendència o trend, les components oscil·latòries i el soroll. Gràcies a

aquesta descomposició, el SSA s’utilitza sovint per netejar les senyals del soroll i per

extreure les components oscil·latòries d’una sèrie.

3.1 Metodologia del SSA

El SSA es divideix en dues etapes: l’etapa de descomposició i l’etapa de reconstrucció.

L’etapa de descomposició està formada per dos passos:

35
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1. El embedding step: La sèrie 1-dimensional original és representada com una sèrie

temporal multidimensional, la dimensió de la qual s’anomena window length. La

sèrie multidimensional resultant s’anomena trajectory matrix.

2. El SVD step: Es fa una descomposició en valors singulars de la trajectory matrix.

L’etapa de reconstrucció també la fragmentem en dos passos:

1. El grouping step: Consisteix en classificar les matrius obtingudes en el SVD step

en diferents grups i en sumar les matrius que formen part del mateix grup.

2. El diagonal averaging : L’últim pas del SSA es basa en obtenir una sèrie temporal

a partir de cadascuna de les matrius resultants del pas anterior.

3.1.1 Etapa de descomposició

3.1.1.1 El embedding step

Donada la sèrie temporal 1-dimensional YT = (y1, ..., yT ), fixem un enter L (window

length) tal que 1 < L < N . Aleshores, convertim la sèrie original en una sèrie multidi-

mensional X1, ..., Xk amb Xi = (yi, ..., yi+L−1)′ ∈ RL, on K = T −L+ 1. Als vectors Xi

els anomenem L-lagged vectors o lagged vector.

Finalment, a partir dels lagged vectors, formem la trajectory matrix X = [X1, ..., XK ] =

(xij)
L,K
i,j=1.

Observació: La trajectory matrix és una matriu de Hankel, ja que els termes de les

diagonals i+ j = const són iguals.

3.1.1.2 El SVD step

El segon pas del SSA consisteix en fer la descomposició en valors singulars (SVD) de la

trajectory matrix, per tal d’expressar-la com una combinació lineal de matrius de rang

1. Sigui S = XXT , denotem per λ1, ..., λL els valors propis d’S ordenats de manera

decreixent (λ1 ≥ ... ≥ λn) i per U1, ..., UL el sistema ortonormal de vectors propis

corresponents als valors propis anteriors.

Sigui d = max
{
i | λi > 0

}
= rang(X). Denotant Vi = XTUi/

?
λi, aleshores podem

escriure la SVD de la trajectory matrix com

X = X1 + · · ·+Xd (3.1)
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on Xi =
?
λiUiV

T
i .

Les matrius Xi tenen rang 1, per tant són matrius elementals.

3.1.2 Etapa de reconstrucció

3.1.2.1 Grouping step

Notació: Sigui I = {i1, ..., ik} un conjunt d’́ındexos, aleshores la matriu resultant

XI = Xi1 + · · ·+Xik .

En el primer pas de l’etapa de reconstrucció separarem les matrius elementals Xi en dife-

rents grups i sumarem les matrius que formen part de cadascun dels grups. Aix́ı doncs,

donat el conjunt d’́ındexos {i1, ..., id} farem una partició disjunta en m subconjunts

I1, ..., Im. Aquest procediment s’anomena eigentriple grouping. Un cop fet l’ eigentriple

grouping, expressem:

X = XI1 + · · ·+XIm (3.2)

Definició: Donat un subconjunt d’́ındexos I, la contribució de la matriu XI a l’expressió

(3.1) és
∑

i∈I λi/
∑d

i=1 λi.

A partir de la definició anterior, observem que com més gran és el valor propi associat

a una matriu elemental, més gran és la seva influència sobre la sèrie original.

3.1.2.2 Diagonal averaging

En l’últim pas del SSA, transformem cada matriu XIk en una nova sèrie de longitud N.

El procediment del diagonal averaging és el següent:

Sigui Z una matriu L × K amb elements zi,j , amb 1 ≤ i ≤ L i 1 ≤ j ≤ K. Denotem

L∗ = min(L,K), K∗ = max(L,K) i N = L + K − 1. Denotant z∗ij = zij si L < K i

z∗ij = zji altrament. En el procediment del diagonal averaging, passem la matriu Z a la

sèrie g0, ..., gN−1 amb la següent fòrmula:

gk =



1
1+k

∑k+1
m=1 z

∗
m,k−m+2 per 0 ≤ k < L∗ − 1

1
L∗
∑L∗

m=1 z
∗
m,k−m+2 per L∗ − 1 ≤ k < K∗

1
N−k

∑N−K∗+1
m=k−K∗−2 z

∗
m,k−m+2 per K∗ ≤ k < N

(3.3)
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Aix́ı doncs, aplicant el diagonal averaging sobre les matrius XIk , obtenim les sèries Ỹ (k)

= (ỹ
(k)
0 , ..., ỹ

(k)
N−1) de manera que la sèrie inicial y0, ..., yT queda descomposada com la

suma de m sèries:

yn =

m∑
k=1

ỹ(k)
n (3.4)

3.2 Diagonal averaging

Un dels passos més importants de la SSA és el diagonal averaging, ja que ens permet

obtenir les sèries associades a cada matriu i d’aquesta manera, tenir la descomposició

de la sèrie original en altres sèries.

Definició: Una matriu X de dimensions L×K és una matriu de Hankel si ∀s tal que

2 ≤ s ≤ L+K, els elements xij de la diagonal i+ j = s coincideixen.

Com a conseqüència directa de la definició de trajectory matrix, tota matriu de Hankel

té associada una sèrie temporal FN amb N = K + L− 1, i viceversa.

Si els components d’una sèrie original fossin separables, agrupant correctament les ma-

trius elementals cadascuna de les matrius XIk seria una matriu de Hankel. En aquest

cas, l’obtenció de la sèrie associada a cadascuna de les matrius és immediata: per cada

k i n, els components de la sèrie f̃
(k)
n corresponen als x

(k)
ij de la diagonal secundària{

(i, j), tals que i+ j = n+ 2
}

de la matriu XIk .

Tot i això, a la pràctica els components de la sèrie no seran separables. Per tant necessi-

tem un procediment formal per tal de transformar una matriu qualsevol en una matriu

de Hankel i, conseqüentment, en una sèrie. De fet, buscarem la matriu de Hankel ”més

pròxima”a la matriu original.

Definició: Donada una matriu L×K arbitrària Y = (yij), l’operador de Hankel H
defineix la matriu HY = (ỹij) on:

ỹij =



1
s−1

∑s−1
m=1 y

∗
m,s−m per 2 ≤ s ≤ L− 1

1
L∗
∑L

m=1 y
∗
m,s−m per L∗ ≤ s ≤ K∗ + 1

1
N−s+2

∑L∗

m=s−K∗ y∗m,s−m per K∗ + 2 ≤ s ≤ N + 1.

(3.5)

on L∗ = min(L,K), K∗ = max(L,K), N = L+K − 1, s = i+ j i y∗ij = yij si L < K i

y∗ij = yji altrament.
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Prop: Donada una matriu Y de dimensions L × K, la matriu Z = HY és la matriu

d’entre totes les matriu de Hankel de la mateixa dimensió Y , tal que ‖Y − Z‖F és

mı́nima.

Demostració. Sigui Z una matriu de Hankel de la mateixa dimensió que Y. Per definició,

els termes zij satisfan que zij = gs per i+j = s i un cert gs. Aleshores la norma de

Frobenius de la diferència és

‖Y − Z‖F =
∑
ij

∣∣yij − zij∣∣2 =

L+K∑
s=2

∑
i+j=s

∣∣yij − gs∣∣2

Aix́ı doncs, volem trobar els termes gs tals que minimitzin l’expressió anterior. Reem-

plaçar els coeficients de cada diagonal per una constant és el clàssic problema de trobar

una funció constant de regressió per a una taula de valors, que té per solució minimitzant

del residu la mitjana dels valors de la taula. Per tant, el resultat és

gs =
1

ns

∑
i+j=s

yi,j , on ns = |
{

(i, j) t.q. 1 ≤ i ≤ L, 1 ≤ j ≤ K i i+ j = s
}
| (3.6)

L’expressió obtinguda (3.6) és equivalent a l’expressió (3.5).

3.3 Selecció dels paràmetres

En el procediment del SSA hi ha dos paràmetres bàsics que cal escollir: el primer és

l’enter L que correspon a la window length; i el segon fa referència al nombre de grups

amb què separem la sèrie original i a la manera en què agrupem les matrius elementals.

La selecció dels paràmetres dependrà del tipus de sèrie (quins components la formen) i

l’objectiu pel que realitzem el SSA [12].

En aquest treball, l’objectiu és utilitzar el SSA per tal de realitzar una reducció del soroll

que presenta la mostra de Bz obtinguda amb la sonda Hall. Per això, ens centrarem en

els punts bàsics de la selecció dels paràmetres pel cas en què apliquem el SSA per tal de

realitzar una reducció del soroll que conté la sèrie original.

Al realitzar un filtratge del soroll que conté una sèrie, l’objectiu és separar la sèrie

original com la suma del trend i el soroll. Vegem en què consisteixen:

(i) Encara que no existeix una definició formal pel trend d’una sèrie [12], en general

s’assumeix que el trend és aquell component de la sèrie que és no estacionari i que

varia lentament al llarg del peŕıode en què observem la sèrie temporal.
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(ii) El soroll es refereix a les pertorbacions que interfereixen sobre els valors de la sèrie

temporal.

Aleshores, en el filtratge del soroll de la sèrie original l’objectiu serà expressar la trajec-

tory matrix com:

X = Xtrend +Xsoroll

i quedar-nos amb la sèrie associada a la matriu Xtrend.

3.3.1 La window length per la reducció del soroll

El primer paràmetre que cal fixar al realitzar l’SSA és la window length L. En general,

l’elecció d’aquest paràmetre es realitza particularment per cada problema i no hi ha

un valor concret que funcioni sempre. Igualment, si que cal tenir en compte algunes

consideracions:

(i) Si la sèrie original està formada per N elements, aleshores L no ha de ser superior

a N/2.

(ii) Si el trend té una forma llisa i, en canvi, el soroll presenta oscil·lacions de freqüència

alta podem escollir una L petita. En aquest cas, podem expressar clarament el

trend a partir dels eigentriples de vaps gran.

(iii) Si el trend no és tant llis, per tal de tenir la matriu associada caldrà agafar eigen-

triples amb vaps més petits, que poden ser similars als que corresponen al soroll.

Per tal d’evitar aquesta confusió, caldrà agafar una L més gran.

3.3.2 El grouping step per la reducció del soroll

Un cop fixada la window length L, per tal d’aconseguir separar el trend del soroll haurem

d’agrupar els eigentriples en dues matrius: l’associada al trend i l’associada al soroll. Per

tal de fer aquesta separació òptimament tindrem en compte el concepte de contribució

descrit a la secció 3.1.2.1.

A partir d’aquesta idea, en els casos en què el trend sigui llis únicament haurem d’agrupar

els eigentriples amb vaps grans per tal de definir el trend i tota la resta formarà part del

soroll. En molts casos, això ja serà suficient. De tota manera, si el trend és menys llis

i presenta alguna oscil·lació també tindrem en compte que el trend ha de ser separable

del soroll i, per tant, podrem ajustar l’agrupació dels eigentriples a partir de l’ús dels

periodogrames.
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Encara que l’agrupació és molt particular de cada problema, i en molts casos es deter-

mina emṕıricament comparant la mostra original amb la mostra filtrada, utilitzarem els

periodogrames per tal de comprovar que s’ha realitzat correctament la separació entre

el trend i el soroll. Amb l’ús dels periodogrames es pot analitzar que la sèrie original

s’ha separat en dues sèries de diferents freqüències. A més, també permet veure que el

trend conté les freqüències baixes de màxima potència [12].

Definició: Donada una sèrie temporal FN = (f0, . . . , fN ), el seu periodograma és el

gràfic dels termes NC2
k respecte els termes wk = (k − 1)/N per k = 0, . . . , [N/2] − 1.

On C2
k = a2

k + b2k i ak i bk són la part real i imaginària de la transformada de Fourier

discreta.

3.4 Implementació del SSA al matlab

Per tal d’utilitzar el filtratge SSA sobre les mesures de Bz, implementem la funció

SSA simple.m en codi matlab.

Els inputs de la funció són:

• L’input 1 és la sèrie original X.

• L’input 2 és la window length L.

• L’input 3 és el nombre d’eigentriples que utilitzarem per definir el trend.

Aleshores la funció realitza l’SSA de la sèrie original i retorna la sèrie amb el soroll

filtrat.

El codi de la funció és el següent:

1 function y = SSA_simple(x1,L,eigen)

2 %Realitza un filtratge SSA per la sèrie x1 amb window length L i

3 %agafant I =1:eigen eigentriples per definir el trend.

4

5 N=length(x1);

6

7 % Trajectory matrix:

8

9 if L>N/2;L=N-L;end

10 K=N-L+1;
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11 X=zeros(L,K);

12 for i=1:K

13 X(1:L,i)=x1(i:L+i-1);

14 end

15

16 %Fem la SVD

17

18 S=X*X';

19 [U,autoval]=eig(S);

20 [d,i]=sort(-diag(autoval));

21 d=-d; %d conté els valors propis ordenats de gran a petit

22 U=U(:,i); %ara ordenem també els veps amb el mateix ordre que els vaps.

23 V = (X')*U; %la columna i-èssima de la matriu és el vector Vi dels apunts.

24

25 %Reconstrucció

26

27 I = 1:eigen; %Aquı́ fixem quins grups volem que formin part del trend

28

29 Vt=V';

30 T=U(:,I)*Vt(I,:);

31

32 y=zeros(N,1);

33 Lp=min(L,K);

34 Kp=max(L,K);

35

36 for k=0:Lp-2

37 for m=1:k+1;

38 y(k+1)=y(k+1)+(1/(k+1))*T(m,k-m+2);

39 end

40 end

41

42 for k=Lp-1:Kp-1

43 for m=1:Lp;

44 y(k+1)=y(k+1)+(1/(Lp))*T(m,k-m+2);

45 end

46 end

47

48 for k=Kp:N
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49 for m=k-Kp+2:N-Kp+1;

50 y(k+1)=y(k+1)+(1/(N-k))*T(m,k-m+2);

51 end

52 end

53

54 end

3.5 Aplicació del SSA en les mesures de Bz

Un cop vista la teoria bàsica del SSA per tal de redüır el soroll d’una mesura, anem

a aplicar-ho per tal de fer el filtratge en una mesura de Bz obtinguda amb la sonda

Hall. D’aquesta manera, un cop tinguem els valors de Bz sense soroll podrem resoldre

el problema de Biot-Savart invers amb anàlisi de Fourier.

Les mesures de Bz venen donades en una matriu N ×M . Aleshores per tal de fer el

filtratge del soroll, farem un SSA per cadascuna de les files i a continuació un SSA per

columnes.

Assumim que podrem aplicar un SSA amb els mateixos paràmetres per totes les files i un

SSA amb els mateixos paràmetres per totes les columnes. D’aquesta manera el filtratge

podrà ser realitzat de forma automàtica i per qualsevol dimensió de files i columnes.

Els passos a seguir seran:

(i) Estudiar els paràmetres adients per diverses files i establir els valors (sempre els

mateixos) que utilitzarem en el SSA per totes les files.

(ii) Aplicar el SSA per files amb els paràmetres anteriors.

(iii) Donada la matriu en què hem aplicat el SSA per files, estudiarem els paràmetres

adients per diverses columnes per determinar els valors (sempre els mateixos) que

utilitzarem en el SSA per totes les columnes.

(iv) Aplicar el SSA per columnes sobre la matriu on ja hem aplicat prèviament el SSA

per files.

3.5.1 Definició dels paràmetres per una mostra real

Donada la mostra stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat de Bz anem a determinar

els paràmetres adients per tal de fer un filtratge del soroll amb el SSA.
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Tot i això, prèviament donada la mostra inicial, de dimensions 250× 7200, en calculem

una mesura grollera (amb la que treballarem) de dimensions 250 × 240. Això es deu a

que el problema de Biot-Savart invers amb la discretització plantejada només funciona

en aquestes dimensions a causa de l’empitjorament del nombre de condició del problema

lineal al fer més fina la resolució del càlcul.

Donada la mostra anterior, analitzem prèviament l’evolució dels vaps dels eigentriples

associats a diverses files treballant amb una window length L = 20. En concret estudia-

rem 20 files equidistants entre la fila 10 i la 240:

Figura 3.1: Evolució dels vaps per files

A partir del gràfic observem que a partir del quart valor propi, els valors propis tenen un

pes molt petit en comparació amb els primers. Per això, per files farem el SSA agafant

els quatre primers eigentriples per tal de definir el trend.

Comparant les files inicials amb les files filtrades, comprovem que els paràmetres selec-

cionats són satisfactoris:
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Figura 3.2: Comparació de la fila 21 inicial i la filtrada

Figura 3.3: Comparació de la fila 21 inicial i la filtrada, observant amb més detall
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Figura 3.4: Comparació de la fila 160 inicial i la filtrada.

Observem que quan la mesura presenta soroll (com a la fila 21), el filtratge permet

eliminar-lo, però en els casos en què la mesura inicial pràcticament no té soroll (com a

la fila 160), aleshores la mesura filtrada s’ajusta correctament a la mesura inicial.

Aix́ı doncs, realitzem un SSA per cadascuna de les files de la mostra inicial amb una

window length L = 20 i agafant els quatre primers eigentriples per tal de definir el

trend. Aleshores, repetim el mateix procediment per columnes. De nou, agafem L = 20

i analitzem l’evolució dels vaps corresponents als eigentriples de 20 columnes:

Figura 3.5: Evolució dels vaps per columnes

De nou, trobem una situació molt similar a la de les files, aix́ı que també agafarem els

quatre primers eigentriples per tal de definir el trend.
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Per comprovar que l’elecció ha estat correcta, comparem els valors de les columnes

inicials i les columnes filtrades:

Figura 3.6: Comparació de la columna 185 inicial i la filtrada

Figura 3.7: Comparació de la columna 185 inicial i la filtrada, amb més detall

Un cop tenim determinats els paràmetres, en aquest hem vist que és satisfactori agafar L

= 20 i els primers quatre eigentriples per definir el trend, tant per files com per columnes,

realitzem el SSA per totes les files i seguidament el SSA per totes les columnes.

Escollits els paràmetres i fet el filtratge, fem una última verificació a partir d’analitzar

mitjançant un periodograma que les freqüències de les dues sèries amb què hem separat

la sèrie original són diferents.Per exemple, analitzem els periodogrames referents a la fila

190:
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Figura 3.8: Periodograma de la fila 190 original

Figura 3.9: Periodograma del trend de la fila 190
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Figura 3.10: Periodograma del soroll de la fila 190

Observem que la sèrie filtrada (que correspont al trend) està formada per les freqüències

baixes de màxima potència. En canvi, la sèrie que correspon al soroll conté les altres

freqüències de molt baixa potència. A més, veiem també que les freqüències de les dues

sèries no intersecten, per tant són aproximadament separables.



Caṕıtol 4

Aplicació al càlcul de corrents

cŕıtics en materials

superconductors

En aquest caṕıtol aplicarem la metodologia estudiada per resoldre el problema de Biot-

Savart invers (on es combina l’anàlisi de Fourier i el filtratge mitjançant SSA) en mesures

reals de Bz. D’aquesta manera podrem analitzar l’efectivitat de l’algorisme plantejat.

Completarem l’anàlisi amb un estudi estad́ıstic de la fiabilitat del resultat.

4.1 Els materials superconductors YBaCuO

L’objectiu d’aquest apartat és poder aplicar les metodologies exposades anteriorment

(el càlcul de Biot-Savart invers amb transformada de Fourier i el filtratge SSA), per tal

de calcular mapes de circulació de corrent elèctric en peces de material superconductor

ceràmic tipus YBaCuO a partir de mesures del camp magnètic generat pel corrent a

l’exterior de la peça.

Aquestes ceràmiques superconductores tenen un interès creixent donada la seva aplicació

en diferents àmbits industrials, on s’utilitzen peces tridimensionals de mida centimètrica.

La gran sensibilitat de la superconductivitat als defectes de cristal·lització del material

fa que la circulació de corrent en les mostres d’aquesta mida sigui irregular. Per això

és necessari calcular el corrent cŕıtic d’aquests materials, és a dir, el corrent que hi pot

circular sense alterar-ne les seves propietats.

Per tal de poder determinar els corrents que circulen pel material, s’ha mesurat el camp

magnètic Bz a una certa alçada h utilitzant una sonda Hall, mentre el material era

50
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recorregut per un cert corrent. A partir d’aquestes mesures, voldrem determinar el

corrent resolent el problema de Biot-Savart invers amb anàlsisi de Fourier i utilitzant el

filtratge SSA per redüır el soroll de fons de la mesura.

Figura 4.1: Sistema de desplaçament de la sonda Hall. Extret de [4]

Figura 4.2: Diagrama del muntatge per calcular el camp magnètic Bz amb la sonda
Hall. Extret de [13]

Hem treballat amb col·laboració amb en Miquel Carrera i en Xavier Granados, del grup

de Materials Superconductors i Nanoestructures a gran escala del Institut de Ciència

de Materials de Barcelona (CSIC), que ens han facilitat les mesures de camp magnètic
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per sonda Hall de cinc peces reals, stacks, constrüıts apilant vàries capes de cinta su-

perconductora, produint ortoedres de longitud 30-80 mm, amplada 12 mm, i gruixos

entre 0,5 mm i 1 mm. Aquests stacks han estat refrigerats en nitrogen ĺıquid, i se’ls ha

sotmès a un procés d’imantació per a provocar el corrent cŕıtic que mostra la capacitat

superconductora del material.

Mostrem aqúı els resultats de l’estudi en la mostra stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat,

formada per 9 cintes apilades, de 30 × 12 × 0, 5 mm3, amb Bz mesurat a 0,5 mm per

sobre del stack ; i en la mostra stackSPCuL60 FC1T Ih4mAinv 2016 5 4 19 2 , stack de

cintes superconductores de dimensions 60× 12× 0, 866 mm3 amb Bz mesurat a 0,5 mm

d’alçada sobre la mostra mitjançant la sonda Hall.

4.2 Metodologia de treball

Per tal de poder calcular el corrent J a partir de Bz utilitzant transformada de Fourier,

necessitem abans realitzar el filtratge de la mostra. Aix́ı doncs, els passos a seguir seran:

(i) Fer un filtratge del soroll per files usant SSA. L’elecció dels paràmetres es fa seguint

el procediment exposat a les seccions 3.3 i 3.5.

(ii) Definir el nivell 0. Aquest pas consisteix a imposar que a l’extrem de cada fila el

camp magnètic Bz ha de ser 0, ja que està calculat a un punt allunyat del material

superconductor. Per tal de fer-ho, s’ha definit la recta amb origen al primer punt

de la fila i final a l’últim punt i s’han traslladat tots els punts imposant que l’origen

i final de la recta havien de valdre zero.

Aquest pas afegeix soroll a les columnes, però no és un problema ja que el filtratge

per columnes encara no s’ha dut a terme.

(iii) Filtratge del soroll per columnes usant SSA.

(iv) Donada la mostra de Bz amb el soroll filtrat, calcular la imantació M usant trans-

formada de Fourier.

(v) Analitzar gràficament la forma de M i retallar manualment pertorbacions en els

extrems.

(vi) Fer SSA sobre M per eliminar pertorbacions prodüıdes pel soroll restant a la

mostra Bz. De nou, fem primer el SSA per files i després per columnes, seguint la

mateixa metodologia que al fer el SSA sobre Bz.

(vii) Calcular J usant que rot(M) = J .
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(viii) Per tal de verificar que els càlculs i el filtratge és satisfactori es compara el camp

magnètic original amb el camp magnètic calculat a partir del corrent J que hem

obtingut. Aquest càlcul es fa per integració numèrica de la llei de Biot-Savart per

J .

(ix) Donat que el càlcul del número de condició de G, cond(G), és inviable per la mida

de la matriu G de discretització del problema, fem un estudi estad́ıstic de la pro-

pagació de l’error absolut i relatiu en la resolució afegint pertorbacions aleatòries

a Bz i mesurant l’efecte en la M obtinguda.

El darrer punt (ix) es fa per a tenir un control de l’error que refini el del pas (viii).

Treballant amb una mesura més petita i, per tant, amb unaG de dimensions més redüıdes

en què podem calcular el número de condició i els valors propis de manera exacta, podem

comparar aquestes mesures estad́ıstiques amb les reals i arribar a establir intervals de

confiança pels valors de cond(G) (aquesta idea s’ha desenvolupat més extensament a

l’apartat 4.5 i serà objecte de desenvolupament en el futur).

4.3 Resultats de la primera mostra

Primerament aplicarem el càlcul de Biot-Savart via Anàlisi de Fourier, juntament amb

el filtratge mitjançant SSA, sobre la mostra stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat.

Les caracteŕıstiques d’aquesta mostra són les següents:

• Les dimensions de Bz són 250× 7200.

• La separació entre les mostres de les files (dx) és de 0,005 mm.

• La separació entre les mostres de les columnes (dy) és de 0,02 mm.

• L’alçada sobre la mostra a la que la sonda mesura Bz és de 0,51 mm.

• El gruix de la mostra és de 0,5 mm.

Donats els valors inicials de Bz, primerament en calculem una mesura grollera de di-

mensions 250× 240, a partir d’agafar 1 columna de cada 30.
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Figura 4.3: El camp vertical Bz de la mostra

Aleshores procedim a estudiar quins paràmetres prendrem per fer el SSA. Tal i com hem

vist en la secció 3.5.1, en aquest cas tant per files com per columnes agafem L = 20 i els

primers 4 eigentriples per tal de definir el trend.

A partir de les mesures de Bz filtrades ja podem calcular M .

Figura 4.4: La imantació M .

La M obtinguda presenta a les vores algunes pertorbacions. Donat que a les vores ha de

ser constant, excloem aquests fragments i seguidament fem un filtratge SSA de M per

eliminar el soroll que conté. En concret, fem un SSA amb L = 20 i agafant 5 eigentriples

per tal de definir el trend, tant per files com per columnes. La M filtrada és:
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Figura 4.5: La imantació M , un cop retallades les pertorbacions i filtrada.

A partir d’aquesta M , calculem el corrent J usant que rotM = J . Donat J , podem

calcular el seu contorn de densitat i un mapa del corrent.

Figura 4.6: El corrent Jv.
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Figura 4.7: Contorn de densitat.

Figura 4.8: Mapa de corrent.

Un cop calculat el corrent J , després d’aplicar un filtratge SSA sobre Bz i un filtratge

SSA sobre M , volem comprovar que el resultat es correspon amb les dades originals.

Per tal de fer-ho calculem de manera directa el camp magnètic Bz a partir dels valors

obtinguts del corrent J . Aleshores, la diferència que hi hagi entre el camp magnètic

original i el camp magnètic recalculat amb els valors del corrent, ens permetrà avaluar

l’error que presenta l’algorisme.

Comparant algunes files i columnes de la mostra original de Bz i de la mostra recalculada,

observem que estan molt properes i, per tant, el càlcul ha estat satisfactori.
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Figura 4.9: Comparació dels valors de la fila 85 de la matriu Bz

Figura 4.10: Comparació dels valors de la columna 80 de la matriu Bz

A més, si establim que l’error relatiu és

er =

∥∥∥Binicial
z −Brecalculat

z

∥∥∥
2∥∥Binicial

z

∥∥
2

en aquest cas er = 0, 0114.
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4.4 Resultats de la segona mostra

A continuació, estudiarem l’eficiència de l’algorisme desenvolupat sobre la mostra

stackSPCuL60 FC1T Ih4mAinv 2016 5 4 19 2 .mat. Les caracteŕıstiques d’aquesta mos-

tra són les següents:

• Les dimensions de Bz són 400× 8400.

• La separació entre les mostres de les files (dx) és de 0,005 mm.

• La separació entre les mostres de les columnes (dy) és de 0,02 mm.

• L’alçada sobre la mostra a la que la sonda mesura Bz és de 0,51 mm.

• El gruix de la mostra és de 0,866 mm.

Donats els valors inicials de Bz, primerament en calculem una mesura grollera de di-

mensions 400× 240, a partir d’agafar 1 columna de cada 35.

Figura 4.11: El camp vertical Bz de la mostra

El primer pas és estudiar quins paràmetres prendrem per fer el SSA. En aquest cas,

a partir d’estudiar l’evolució dels valors propis i de comparar les files filtrades amb les

originals, fem el SSA amb els següents paràmetres: L = 20, 4 eigentriples per definir el

trend per files i 5 eigentriples per definir el trend per columnes.

A partir de les mesures de Bz filtrades ja podem calcular M .
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Figura 4.12: La imantació M .

La M obtinguda presenta a les vores algunes pertorbacions. Donat que a les vores ha de

ser constant, excloem aquests fragments on hi ha les pertorbacions i, seguidament fem

un filtratge SSA de M per eliminar el soroll que conté. En concret, fem un SSA amb L

= 20 i agafant 5 eigentriples per tal de definir el trend, tant per files com per columnes.

La M filtrada és:

Figura 4.13: La imantació M , un cop retallades les pertorbacions i filtrada.

A partir d’aquesta M , calculem el corrent J i el representem gràficament. També repre-

sentem el seu contorn de densitat i un mapa del corrent.



Aplicació al càlcul de corrents cŕıtics en materials superconductors 60

Figura 4.14: El corrent Jv

Figura 4.15: Contorn de densitat.
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Figura 4.16: Mapa de corrent.

Igual que hem fet amb el primer exemple, per tal de comprovar que el resultat es corres-

pon amb les dades originals, calculem de manera directa el camp magnètic Bz a partir

dels valors obtinguts del corrent J .

Comparant algunes files i columnes de la mostra original de Bz i de la mostra recalculada,

observem que estan molt properes i, per tant, el càlcul ha estat satisfactori.

Figura 4.17: Comparació dels valors de la fila 93 de la matriu Bz
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Figura 4.18: Comparació dels valors de la columna 183 de la matriu Bz

A més, l’error relatiu és er = 0, 0335.

4.5 Estudi del número de condició estad́ıstic

Per tal de verificar la fiabilitat de la metodologia de resolució del problema de Biot-Savart

invers exposada, cal realitzar un estudi de l’error.

En ciència de materials l’ajust de Bz respecte al Bz prodüıt pel corrent calculat es

considera la validació màxima dels resultats del càlcul, però donada la presència de

corrents magnèticament silenciosos és prudent fer un anàlisi amb rigor matemàtic.

En el càlcul de la imantació M a partir del camp magnètic Bz, encara que ho fem via

Fourier per les simetries de Toeplitz de la matriu, en el fons estem resolent un sistema

lineal G ·M = B.

A més, la matriu G del sistema anterior no és una matriu qualsevol i diferent en cada

problema, sinó que es tracta de la matriu de Biot-Savart i presenta caracteŕıstiques

comunes. Aix́ı doncs, estudiant el número de condició de G i també
∥∥G−1

∥∥
2
, obtindrem

informació sobre la propagació de l’error que serà aplicable en qualsevol mostra.

Donat un sistema lineal qualsevol Ax = b, sabem que l’error absolut al resoldre el sistema

és l’error absolut en b multiplicat com a màxim per
∥∥A−1

∥∥
2
. Per altra banda, l’error

relatiu al resoldre el sistema és l’error relatiu en b multiplicat com a màxim pel número

de condició d’A [11].



Aplicació al càlcul de corrents cŕıtics en materials superconductors 63

Aix́ı doncs, a la pràctica, per tal d’estudiar la propagació dels errors considerarem el

sistema Gm = b, on els vectors m i b corresponen a les matrius M i Bz escrites en una

sola columna.

A més, en el cas de resoldre el sistema lineal via transformada de Fourier, aquestes cotes

sobre la propagació de l’error es poden aplicar igualment perquè la transformada de

Fourier és una isometria i per tant no canvia la propagació de l’error.

Per tant, amb el càlcul del número de condició de G i dels seus valors singulars, ja

tindŕıem tota la informació necessària per l’estudi de la propagació dels errors. Tot i

això, donat que les matrius G subjacents al nostre calcul són enormes, calcular la cota

exacta de propagació d’error seria molt més costós que el nostre càlcul. Per aquest

motiu, inspirats pels nostres clients de ciència de materials, buscarem una estimació

d’aquestes cotes mitjançant un enfoc estad́ıstic.

Per casos en què prenem una malla de discretització molt grollera i per tant la matriu

G de Biot-Savart és més petita i calculable, podem calcular els factors de propagació de

l’error absolut i relatiu exactament.

Per exemple, treballant amb la mostra de stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat fil-

trada en què ja hav́ıem agafat 1 columna de cada 30, si prenem 1 columna de cada 4 i

una fila de cada 5, obtenim una matriu G de dimensions 3000×3000, que podem calcular

exactament. Aleshores, el número de condició de G, és a dir, el factor de propagació de

l’error relatiu és 6,2435 i el factor de propagació de l’error absolut és
∥∥G−1

∥∥
2

= 4, 08·107.

El factor de propagació de l’error absolut és molt gran perquè les unitats de la imantació

són molt més grans que les del camp magnètic.

Figura 4.19: Al tenir G calculada exactament, podem fer la seva SVD i obtenir el
perfil de decreixement dels seus valors propis.
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A continuació, fem una estimació dels factors de propagació de l’error seguint el següent

procediment:

• Calculem un vector ∆b consistent en una pertorbació de norma 1 sobre el vector

b.

• Resolem el sistema lineal a partir del vector b pertorbat. Aix́ı obtenim una m

perturbada m̂. Per tant, l’error en m serà ∆m = m̂−m.

• L’error absolut en m serà Ea,m =‖∆m‖ i l’error relatiu Er,m = ‖∆m‖
‖m‖

• El factor de propagació de l’error absolut serà α =
Ea,m
Ea,b

= ‖∆m‖, ja que l’error

absolut en b tenia norma 1. El factor de propagació de l’error relatiu serà β =
Er,m
Er,b

= ‖∆m‖·‖b‖
‖m‖ .

Repetint aquest procediment 1000 vegades, amb 1000 pertorbacions ∆b escollides ale-

atòriament obtenim 1000 valors dels factors de propagació de l’error. En aquest cas la

mitjana del factor de propagació de l’error relatiu és 2, 73 i la desviació estàndard és de

1, 53 . En el cas del factor de propagació de l’error absolut, la mitjana és 3, 45 · 107 i la

desviació estàndard és de 1, 94 · 107

Aix́ı doncs, comparant els valors estad́ıstics dels factors de propagació amb les cotes de

l’àlgebra lineal exactes constatem que el valor mitjà és del mateix ordre de magnitud.

Per tant, extrapolant aquest comportament sobre matrius G més grans, podrem aplicar

aquesta metodologia per estimar els factors de propagació dels errors en els casos en què

la G es tan gran que no pot ser calculada eficientment i resolem el sistema mitjançant

FFT.

D’aquesta manera, aplicarem aquest procés sobre la mostra stacknouL30 2pols 2016 2 24 16 28 .mat

filtrada i resolent el problema via FFT. Repetint el procés amb 1000 pertorbacions

anaĺıtiques sobre B, obtenim que el valor mitjà del factor de propagació de l’error rela-

tiu és 3, 51·103 i la desviació estàndard és de 46, 7. El valor mitjà del factor de propagació

de l’error absolut és 4, 47 · 1010 amb una desviació estàndard de 5, 95 · 108.

A més, en aquest cas observem gràficament que la distribució dels factors de propagació

dels errors és clarament gaussiana:
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Figura 4.20: Histiograma dels factors de propagació de l’error relatiu.

Figura 4.21: Histiograma dels factors de propagació de l’error absolut.

Comprovem que la distribució és gaussiana a partir del test de Kolmogorov-Smirnov, on

el p-valor és 0,6237. De fet, observem que com més fina és la discretització, aleshores

la distribució dels factors de propagació dels errors pren una distribució més gaussiana.

Això és conseqüència del teorema central del ĺımit.

Aquest fet és important perquè un cop vista la distribució gaussiana podem donar in-

tervals de confiança del marge d’error en norma L2 que té el nostre calcul de M per

a confiances del 95%, 99% ... Aquest estudi, basat en les propietats particulars de les

matrius G de Biot-Savart que aqúı hem presentat i que hom espera que permeti arri-

bar a establir intervals de confiança pels valors de cond(G),
∥∥G−1

∥∥
2
, serà la continuació

natural del treball aqúı presentat.



Conclusions

A partir dels resultats exposats en aquest treball podem concloure que el càlcul del

problema de Biot–Savart via FFT i deconvolució combinat amb un filtratge SSA és un

mètode molt adient per solucionar aquest problema.

En particular, s’ha vist que el filtratge òptim de la mesura de Bz s’aconseguia fent un

SSA per files, prenent els mateixos paràmetres per cadascuna d’elles, i a continuació

un SSA per columnes, també agafant els mateixos paràmetres per cada columna. A

més, a partir de l’estudi de la magnitud dels valors propis de la descomposició SVD de

la trajectory matrix hem pogut establir un procediment força ràpid i prećıs per fixar

el nombre d’eigentriples necessaris per definir el trend i aconseguir aix́ı la mesura de

Bz sense el soroll ni les pertorbacions ocasiones per la sonda Hall. Igualment, també

hem observat la necessitat de comparar sempre la mostra filtrada amb l’original per

acabar d’ajustar els valors dels paràmetres, ja que aquest filtratge varia molt segons les

caracteŕıstiques de la mostra. Un cop aconseguit el filtratge correcte, el càlcul de Biot-

Savart invers via FFT i deconvolució ha funcionat correctament. Igualment, hem vist

que tenia una limitació pel que feia la precisió de la mostra: hem de treballar amb una

separació entre les columnes no inferior a 0,15 mm i entre les files no inferior a 0,25 mm.

Aquesta limitació no ve donada pel filtratge: també es produeix al treballar amb mesures

calculades numèricament, i resulta ser conseqüència del creixement extraordinari del

nombre de condició del sistema al refinar la resolució.

Finalment, un cop calculada la imantació M amb la mostra de Bz filtrada, hem acon-

seguit millorar els resultats lleugerament a partir d’eliminar manualment pertorbacions

en els extrems de M i fent un filtratge SSA sobre M per eliminar les pertorbacions

prodüıdes pel soroll restant a la mostra de Bz.

D’aquesta manera el corrent calculat via FFT i deconvolució amb la mesura filtrada amb

SSA és f́ısicament plausible, ja que quadra amb la inspecció del material. A més, el camp

magnètic recalculat per integració numèrica a partir del corrent obtingut quadra amb

marge d’error molt petit amb el camp magnètic Bz mesurat (amb la mostra original).

Això és comprovació de que el càlcul ha estat satisfactori. El teorema central del ĺımit
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permet completar aquest càlcul de Biot-Savart invers amb un estudi estad́ıstic de la

propagació de l’error, que hom espera que permetrà properament establit intervals de

confiança pel nombre de condició i conseqüentment pel marge d’error de la inversió.

Per tant, el mètode il·lustrat al llarg d’aquest treball per resoldre el problema de Biot-

Savart invers ha permès resoldre aquest problema amb molt menys cost computacional

i podent treballar amb mesures més fines de la mostra que el que s’havia aconseguit

prèviament.
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