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Resumen. En este trabajo estudiamos cuando la inversa de grupo del Laplaciano com-
binatorio de un grafo distancia—regular es una M—matriz. Cuando esto ocurre decimos
que el grafo tiene la M—propiedad. Aqui probamos que sélo grafos distancia regulares con
didmetro menor que cuatro pueden tener la M—propiedad y damos una caracterizacion

en términos del vector de interseccién.
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1 INTRODUCCION

Las M-matrices aparecen de forma natural en discretizaciones de operadores
diferenciales, particularmente aquellos que verifican un principio del minimo, tales
como el Laplaciano. De hecho las M—matrices verifican propiedades de monotonia
que son la contrapartida discreta del principio del minimo, y las hacen adecuadas
para la resolucién de sistemas grandes y vacios de ecuaciones lineales mediante
métodos iterativos.

Una propiedad bien conocida sobre M-matrices irreducible y no singulares
es que su inversa es no negativa, [4]. Sin embargo, este escenario cambia drés-
ticamente cuando la matriz es una M-matriz irreducible y singular. En este
caso, se conoce que la matriz tiene una inversa generalizada que es no negativa,
pero esto no es cierto para cualquier inversa generalizada. En este trabajo nos
centramos en estudiar cuando la inversa de grupo del Laplaciano combinatorio
de un grafo distancia regular en una M—matriz, ver [3] para las demostraciones
de los resultados y una ampliacion de los mismos.

La terna I' = (V, E, ¢) denota una red finita; es decir, un grafo finito y conexo
sin lazos ni ramas multiples, con conjunto de vértices V' cuyo cardinal es n, y
conjunto de ramas F, de forma que en cada rama {z,y} asignamos una conduc-

tancia c(x,y) > 0. Definimos el grado de un vértice como k(x) = Y c(z,y),
yeVv
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para cada x € V. La distancia usual desde el vértice x al vértice y se de-
nota por d(z,y) y D = max{d(z,y) : z,y € V} denota el didmetro de T.
Denotamos por I';(z) el conjunto de vértices a distancia i desde el vértice z,
Ti(z) = {y : d(z,y) =i}, 0 < i < D. El grafo complementario de T" se define
como el grafo I' sobre el mismo conjunto de vértices de forma que dos vértices
son adyacentes sii son no adyacentes en I'; es decir x ~ y en T sii ¢(z,y) = 0.
Maés generalmente, para cada i = 1,..., D, denotamos I'; el grafo cuyos vértices
son los de I' y en el cual dos vértices son adyacentes sii estdan a distancia ¢ en T'.
Decimos que una red es primitiva si todos los grafos I'; son conexos, 1 =1,...,D.

El conjunto de funciones reales sobre V' se denota por C(V'). El Laplaciano
combinatorio o simplemente Laplaciano de la red I" es el endomorfismo de C(V')
que asigna a cada funcién u € C(V') la funcién

L)) = eley) (u(@) ~u(y)) = Ka)ul@) = 3 c@y)uly), =€ V. (1)

yev yev

Es conocido que £ es un operador autoadjunto y semidefinido positivo, y
que 0 es el menor autovalor cuyas autofunciones son las constantes. Entonces, £
puede ser interpretado como una M—-matriz irreducible, simétrica, diagonalmente
dominante y singular, L. Por tanto, la ecuacién de Poisson L(u) = f en V tiene

solucién sii Y f(z) = 0y, cuando esto ocurre, existe una tnica solucién u € C(V')
zeV
tal que > u(x) =0, ver [1].
zeV
El operador de Green es el operador lineal G : C(V) — C(V) que asigna
cada f € C(V) la tnica solucién de la ecuacién de Poisson con dato f —

> f(z) tal que Y u(x) = 0. Es ficil probar que G es un operador autoadjunto
eV eV
y semidefinido positivo y 0 es el menor autovalor cuyas autofunciones asociadas

son las constantes. Ademas, si P denota la proyeccién sobre el subespacio de las
constantes entonces,

3=

LoG=GoL=T-P.

Ademis, definimos la funcion de Green como G : VxV — R dada por G(z,y) =
G(ey)(x), donde €, denota la funcién de Dirac en y. Por tanto, interpretando G,
o G, como una matrix vemos que no es otra cosa mas que L# la inversa de grupo
de L, la matriz asociada con £. Consecuentemente, L# es una M matriz sii
G(z,y) < 0 paracada z,y € V con z # y y entonces G puede ser identificado con
el Laplaciano combinatorio de una nueva red con el mismo conjunto de vértices
que denotamos por I'#. Sin embargo en [3], demostramos como una consecuencia
de la monotonia de £, que es suficiente con verificar que G(z,y) < 0 para cada
x ~ y € V. Hecho que se ratifica aqui al obtener una expresién explicita de la
funcién de Green.



De ahora en adelante diremos que la red I tiene la M —propiedad sii L# es una
M—matriz.

2 (GRAFOS DISTANCIA REGULARES CON LA M-—PROPIEDAD

Nuestra finalidad en esta seccidn es caracterizar cuando la inversa de grupo de la
matriz asociada al Laplaciano combinatorio de un grafo distancia regular verifica
la M—propiedad.

Un grafo conexo I' se llama distancia reqular si existen enteros b;,c¢;, ¢ =
0,...,D tales que para cualquier par de vértices x,y € I' a distancia i = d(z,y),
hay exactamente ¢; vecinos de y en I';_1(x) y b; vecinos de y en I'; 1 (x). Ademas,
IT;(x)| se denota usualmente por k;. En particular, I" es regular de grado k = by.
La tupla

L(F) = {bo, bl, N 7bD—1§ Cly... 7CD},
se denomina vector de interseccion de I'. Ademads, a; = k — ¢; — b; es el ntimero
de vecinos de y en I';(z), para d(z,y) = i. Claramente, bp = cg = 0, ¢; = 1
y el didmetro de I' es D. Usualmente, los pardametros a; y ¢ se denotan por
Ay u, respectivamente. Para otras propiedades sobre grafos distancia regulares
referimos al lector a las citas [6, 8].

If K = 2 entonces b; = 1 lo que implica que ¢; =1ya; =0,i=1,...,D —1.
Estos grafos se denominan ciclos. Mas precisamente, si n > 3, el n—ciclo, Cy,, es

el grafo distancia regular con didmetro D = L%J cuyo vector de interseccién es

WCh) ={2,1,...,1;1,... . 1,¢p},

donce ¢p =1 cuando n es par y ¢cp = 2 cuando D es impar, ver [8].

Por otro lado, I' es bipartito sii a; = 0, ¢ = 1,..., D, mientras que I' es
antipodal sii b; = cp_;, 1 = 0,...,D, i # L%J y entonces bth = ch(%T Es
bien conocido que los grafos distancia regulares con grado k£ > 3 que no son ni
bipartitos ni antipodales son primitivos, ver por ejemplo [8, Teor. 4.2.1]. Ademds,
cualquier grafo distancia regular y primitivo, de hecho cualquier grafo distancia
regular no antipodal, satisface la desigualdad k < kp(kp —1), ver [8, Teor. 5.6.1].

En la siguiente proposiciéon obtenemos la inversa de grupo del laplaciano de
un grafo distancia regular en términos del vector de interseccién, ver [1, Prop.
4.2] para los detalles.

Proposicion 1. La inversa de grupo de un grafo distancia regqular I' estd dada
para cada x,y € 'V por

1 D—-1 1 D 1 D—-1 1 r D
oy =1 2 Kby < Z kj) T2 Z_: by (Zk) ( Z k)
r=d(z,y) j=r+1 r=0 i=0 i=r+1



Proposicion 2. Un grafo distancia reqular I' tiene la M —propiedad sii

D—-1

D
S (X w) <t
i=j+1

Ademds, el grafo subyacente T't es K,, cuando la anterior desiqualdad es estricta
y I' de otra forma.

Demostracién. Desde la Proposicién 1, obtenemos que L# es una M-matriz sii
Lfy < 0 para todo par de vértices tales que d(z,y) = 1, ya que los demds terminos
de la matriz son menores que estos. El resultado se deduce de la igualdad

AN~ LN~ )2onod
my_ﬁ;%(j;l ]) _W’

cuando d(z,y) = 1. Finalmente, la anterior desigualdad es un igualdad sii LTM =
0 cuando d(z,y) = 1. Por tanto, el grafo subyacente a I'* es T. O

Un grafo distancia regular de orden n tiene diametro D = 1 sii es el grafo
completo K,,. En este caso, la anterior desigualdad ocurre ya que el lado izquierdo
es cero. Por tanto, cualquier grafo completo tiene la M—propiedad. De hecho,
L# = # L, ver [2], y por tanto, I'# es también una red completa.

k2
n—1

Corolario 1. Si I’ tiene la M —propiedad y D > 2, entonces A < 3k — —n,

y por tanto n < 3k.

La desigualdad 3k > n es una restriccién muy fuerte para que un grafo dis-
tancia regular tenga la M—propiedad. Por ejemplo, para n > 3, si C, tiene la
M-propiedad, necesariamente 6 > n y esto ocurre sii o bien D = 1; es decir
n=30D =2;estoesn =4,5. Ademas paran = 4,5, C, tiene la M—propiedad
ya que

1 2 . . .
(LT)ij:m< —1—6|’L—j|(n—|2—j|)), ,j=1,...,n,
ver por ejemplo, [2].
En el siguiente resultado generalizamos la observacién anterior, mostrando
que sélo los grafos distancia regulares con didmetro pequeno puede satisfacer la
M—propiedad.

Proposicion 3. Si[' es un grafo distancia regular con la M —propiedad, entonces
D <3.



3 GRAFOS FUERTEMENTE REGULARES

Un grafo distancia regular con didmetro 2 se llama fuertemente regular, y usual-
mente se representa a través de cuatro pardametros (n,k, A, ) que sustituyen al
vector de interseccién, ver [8, 9]. Claramente estos pardmetros no son indepen-
dientes, ya que
n—1—-kp=klk—1-MX). (2)

Por esta razén algunos autores eliminan el parametro n en la terna anterior, ver
por ejemplo [6]. Ademds, la igualdad (2) implica que 2k —n < A < k — 1, ya que
uw<kand D=2

En el siguiente resultado, caracterizamos los grafos fuertemente regulares que
tiene la M—propiedad en términos de sus parametros.

Proposicién 4. Un grafo fuertemente regular, con pardmetros (n,k,\, p) tiene
2

la M —propiedad sii p >k — T
n [e—

Kirkland et al. en [10, Theorem 2.4] dieron otra caracterizacion de los grafos
fuertemente regulares que verifican la M—propiedad en términos de los autovalores
del Laplaciano combinatorio.

Una comprobaciéonn directa muestra que el grafo de Petersen no satisface la
M-propiedad. Asi, es natural preguntarse cudntos grafos fuertemente regulares
satisfacen la desigualdad anterior. Para comenzar queremos recordar que si I
es un grafo fuertemente regular con pardmetros (n,k, A, p), entonces su grafo
complementario es también fuertemente regular y los pardmetros asociados son
(n,n—k—1,n—2—-2k+ pu,n—2k+ \), ver por ejemplo[7], lo que en particular
implica que u > 2(k + 1) — n. Aquellos grafos fuertemente regulares para los
que coinciden ambas ternas de pardmetros se denominan grafos conferencia y
entonces, sus parametros son (4m + 1,2m,m — 1,m) donde m > 2. Adem4s es
conocido que tales grafos existen sii 4m + 1 es suma de dos cuadrados, ver [9].

Corolario 2. SiT es un grafo fuertemente reqular, entonces o bienT oT tienen la
M —propiedad. Ademds, ambos tiene la M —propiedad sii I' es un grafo conferencia.

4  GRAFOS DISTANCIA REGULAR CON DIAMETRO TRES

En esta seccién caracterizamos aquellos grafos distancia regulares con diametro
tres que tienen la M—propiedad. En este caso el vector de interseccién es (I") =
{k,b1,b2;1, ca,c3}. De nuevo los pardmetros no son indepedentes, ya que como ¢,
divide a kby, cocg divide a kbiby y ademas

(n —1- /{?)0203 = /{?bl(bg + Cg). (3)



El siguiente resultado se sigue directamente de la Proposicién 2.

Proposicion 5. Un grafo distancia regular con didmetro tres tiene la M —propiedad
§1%
/{?261 (bQCQ + (bz + 03)2) < C%C%(TL — 1).

De acuerdo con [8, Teor. 4.2.1], los grafos distancia regulares de didmetro
tres se clasifican en clases, no necesariamente disjuntas, como o bien Cg, Cr,
bipartito, antipodal o primitivo. Ya que ni Cg ni C7 satisfacen la M—propiedad
estudiaremos el resto de clases, empezando por los grafos bipartitos y antipodales.

El vector de interseccién de un grafo bipartito distancia regular con D = 3 es

o(T) ={k,k -1,k — p;1,p,k}, donde 1 < pu < k — 1, p divide a k(k — 1).
Proposicion 6. Un grafo bipartito distancia regular con D = 3 satisface la M-

propiedad st = < u<k—1y estas desigualdades implican que k > 5.

Las desigualdades anteriores se verifican cuando 4 = k — 1 para k > 5.
Ademas, si % = p, entonces k = 5(4m+1) y p=4(4m+1), m > 1y por tanto,
existe una familia infinita de grafos bipartitos distancia regulares que alcanzan la
cota inferior. Por otro lado, si escogemos k = r™ y u = (r — 1)r™=! con m > 2
y T > 6, obtenemos otra familia que satisface la condicién con = <p<k-1

Si I' es un grafo bipartito distancia regular con D = 3y 4 < k — 1, es
bien conocido, ver por ejemplo [8, p.17], que I's es también un grafo bipartito
distancia regular con D = 3 y cuyo vector de interseccién es ¢(I's) = {ks3, ks —

k—1)(k— k—p—1)(k—
k= i1, i, ks, dondekgzwyu:( c N)< 1) Bntonces
I'5 tiene la M—propiedad sii
k—1
1<pyu< —.
SHS 5

Por tanto, I's tiene la M—propiedad cuando 4 =1 o cuando k =5m+1y pu=m,
m > 1. Por otro lado, dados m > 2 y r > 4, consideramos k = 7™ y p = (r —1)r¢,

0 < ¢ < m — 1, entonces obtenemos otra familia que verifica la condicién para
k—1
que I's tenga la M—propiedad con 1 < pu < 5

Corolario 3. SIT' es un grafo bipartito distancia reqular con vector de inter-
seccion (') = {k,k — 1,k — pu; 1, pu, k}, donde 1 < pu < k — 1, entonces o bien T’
o I's tienen la M —propiedad, excepto cuando

k—1<5u< 4k,

en cuyo caso ninguno de ellos tienen la M —propiedad.



El vector de interseccién de un grafo antipodal distancia regular con D = 3
es (I') = {k,tu,1;1, u, k}, donde p,t > 1y tp < k. Estos grafos tienen orden
n=(t+1)(k+1). Cuando t = 1, son conocidos como grafos de Taylor, T'(k, ).

Proposicion 7. Un grafo antipodal distancia reqular con D = 3 tiene la M-
propiedad sii es un grafo de Taylor T'(k,pn) tal que k > 5y

< u<k

Si I' es un grafo de Taylor con 1 < p < k — 1, es conocido que el grafo I'y es
también un grafo de Taylor con vector de interseccién

Do) ={k,k—1—p,1;1,k—1—p,k}.

k-5
Entonces, I's tiene la M—propiedad sii u < —

Corolario 4. Si T es el grafo de Taylor T'(k,p) con 1 < p < k — 2, entonces o
bien T' o T'y tienen la M —propiedad, excepto cuando p € {m—2,m—1,m,m+ 1}
para k =2m y pu € {m —1,m,m+ 1} para k = 2m + 1, en tal caso ninguno de
ellos tiene la M —propiedad.

Los grafos distancia regulares con D = 3 que son a la vez bipartitos y antipo-
dales tienen vector de interseccién «(I") = {k,k—1,1;1,k—1,k} y se llaman grafos
k—crown. Por tanto, son grafos de Taylor con u = k — 1y tienen la M—propiedad
sii k > 5. Consideramos para finalizar el caso primitivo.

Lema 1. Si ' es un grafo distancia regular con D = 3, entonces ko =k sii I' es
o0 bien Cg, C7 o T(p, k).

Proposicion 8. Si I' es un grafo distancia regular con D = 3 que tiene la M-
propiedad, entonces 1 < cg < by < 2¢9, by < c3 y ks < k—3. Ademds, k > 6 y
ca < by cuando I' no es un grafo de Taylor.

Las desigualdades sobre los parametros by, ba, ¢ v c3 dadas en la Proposicion 8
muestran que ninguna de las familias de grafos primitivos distancia regulares con
didmetro 3 listadas en [5, 8] satisfacen la M—propiedad. En [3] conjeturamos que
no existen grafos primitivos distancia regulares con didmetro tres que satisfagan
la M-propiedad. Maés tarde Koolen y Park en [11, Teor. 1] han demostrado
que esta conjetura es cierta excepto quizds para una cantidad finita de grafos
distancia regulares primitivos de didmetro tres.
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