SOLUCIONS ALS PROBLEMES PROPOSATS
AL VOLUM 11. N- 2

PROBLEMA N° 15

Utilitzarem la segiient extensié multivariant del Teorema Central del Limit
(TCL) (veure, per exemple, Serfling, 1980, p. 28):

Si Z;,+ = 1,2,...,n, sén vectors aleatoris idenpendents i identicament dis-
tribuits, amb esperanga p i matriu de variincies i covaridncies X, aleshores

n1/2 (n—l ZZ‘ - I‘) —L N(“! E))

=1

on “—” denota convergéncia en llei (distribucié), per n tendint a infinit, i
N(p, ) denota la distribucié normal multivariant d’esperanga g i matriu de
varidncies i covariincies X.

Utilitzarem també els segiients resultats tipics de teoria assimptotica (consul-
teu, per exemple, Serfling, 1980, p. 19):

SiZ, —1 Z,1Y, —p ¢, on c és una constant i —p” denota convergéncia
en probabilitat, aleshores

(A) Zn+Yy —LZ+c¢
(B) Z,Y, — cZ

Passem ara a resoldre el problema. Per comengar, nota que

i=n

> (X - X)(X: - X)' =
. 'f‘_j(x.- = px)(X; — px)' + n(X — px)(X - px)',

on px i X sén els vectors mitjana poblacional i mostral, respectivament, definits
a l’enunciat del problema. Per tant, si S és la matriu de variincies i covariincies
mostral, tindrem que

(1) n'/28 = n'/3(n - 1)'1’__2"(}(.- —px) (X — px)'+

i=1

n'/(n —1)"'n(X - ux)(X - ux)'.
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Aplicant ara el TCL enunciat anteriorment, pel cas en que Z; = X;, s’obté

(2) n!/3 (X = ux) —n N (0,5),
1, per tant,
(3) n'/3(n — 1)7*'n(X — px)(X - ux)’ —r 0,

ja que n'/?(n — 1)1 — 0i n(X — pux)(X — ux)' est afitada en probabilitat
(degut a (2)).

Definint ara

(4) di = vec (X; — px)(X; — px)',
on “vec” és un operador que vectoritza matrius (per exemple, posant una

columna sota de ’altra), i aplicant de nou el TCL, ara pel cas en que Z; = d;,
obtenim

(5) nt/? (n_ltind,- - Ed,-) — 1, N(0, var(d;)),

i=1

on “var” denota matriu de variincies i covariincies. Per tant
)

(6) n'/? ((n - 1)_1§ vec (Xi — px)(Xi — px)' — vec E)
—y, N(0, var(d;)),

que s’obté de (5) després de substituir d; per la seva expressié (veure (4)), Ed;
pel resultat de cilcul segiient:

Ed' = F vec (X. ot px)(X,' = p.x)' = vec E(X, = ,ux)(X.' = [Jx)' = Vvec 2,

i, finalment, n~! per (n — 1)~! (que, obviament, tenint en compte (A) i (B),
no altera la distribucié limit).

Combinant ara (1), (3) i (6) i aplicant (A), obtenim

(7) n'/?(vec § — vec £) —1, N(0, var(d;)).
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Nota que hem utilitzat (A) amb Y,, igual al terme que apareix a (3) i ¢ = 0.)

Per altra banda, és obvi que

var (d;) = Ed;d; — Ed; Ed; = Ed;d; — (vec £)(vec Z)',

1 que

Edid; = E (vec (X; — px)(Xi — px)') (vec (X; — px)(X; — px)')' =
E((X; — px) ® (Xi — px))((X: — px) ® (Xi — px))".
on, en l"iltima igualtat, hem utilitzat propietats basiques de la relacié entre

producte tensorial i I'operador “vec” (e.g., Magnus i Neudecker 1988). Per
tant,

(8) var (d‘) = Exxxx - (vec E)(vec 2)',

on Lxxxx és la matriu definida ’enunciat del problema. (7) i (8) clouen la
resolucié del problema.

OBSERVACIONS:

1.- Una versié més general d’aquest problema ve resolta a Fuller (1987, Teo-
rema 1.C.1 p. 89-90.)

2.— Un estimador consistent de la matriu de variincies i covariincies as-
simptotica de vec Sxx, és a dir, la matriu

Zxxxx — (vec I)(vec L),

és la matriu segilent de moments mostrals de quart ordre:
i=n
H=n"1)"(b; — B)(b: — B),
=1

i=n
on b; = vec X;X!ib=n"13 b;. (Demostra aquesta propietat de consis-
i=1
tencia; és un exercici curt.)
3.— La matriu anterior de varidncies i covaridncies assimptotica serd singular,
ja que S és una matriu sim&trica i, per tant, vec S conté elements repetits.
Si en el desenvolupament anterior substituim “vec® per “vecs”, on vecs
és P'operador vectoritzacié simetrica (opera sobre una matriu simétrica,
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posem per cas d’ordre p X p, recollint només els p* = p(p + 1)/2 elements
distints) aleshores la matriu de varidncies i covaridncies assimptotica sera
de dimensié més reduida (dimensié p* X p*) i no necessariament singular.
L’estimador consistent continuari essent H, substituint perd vec per vecs
en la definicié de b;.

La matriu H conté informacié sobre la variabilitat mostral de S, és a dir,
de com varia S al llarg de diferents répliques; de la mateixa manera que S
informa sobre la variabilitat mostral de X. Nota que bona part de ’analisi
multivariant es dedica a extreure estadistics que sén funcié (explicita o
implicita) de la matriu S (valors propis, correlacions canodniques, esti-
madors de parimetres en un model d’equacions estructurals, estadfstics
de contrast, etc.). Per tant, coneixent la variabilitat mostral de §, podem
determinar (via I’anomenat métode—delta; per exemple, Rao (1973)) la va-
riabilitat mostral d’aquests estadistics. Es a dir, H ens permet calcular
Perror estindard dels estimadors, aixi com les distribucions assimptotiques
dels estadistics de contrast. Nota que aquesta informacié I’obtenim sota
hipdtesis distribucionals minimes: linica hipodtesi que utilitzem és la de
que X té moments de quart—ordre finits. Els errors estandars i distribu-
cions assimptotiques obtinguts d’aquesta manera no tenen perque coincidir
amb els més habituals que s’obtenen sota I‘hipdtesi que X té distribucié
normal multivariant. (Per una millor comprensié d’aquest punt, res millor
que resoldre el problema que proposarem properament.)
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PROBLEMA N° 16

Sean Xy, ..., X, las variables aleatorias muestrales correspondientes a una mues-
tra aleatoria simple de tamafio n. Definamos:

1 si X1=0
U=
0 si X17’-‘0

Entonces:

E(U) = P(X; =0) = ¢

A

por tanto U es un estimador insesgado de ¥(A) = e~*. Por otra parte T =
n

3> X; es bien sabido que se trata de un estimador suficiente para A. Ello
i=1

permite, aplicando el teorema de Rao—Blackwell, construir un nuevo estimador
insesgado de t()), mas eficiente. Para ello definamos:

p(t)= E(U/T =) = P(U = 1/T =) = ElXmlale=s
— P(X1=0)-P(T=t/X;=0) _
- P(T=t)

A -{n—l).\“ﬂ—llit' 1 t
cm\_{"_‘\}l ( )

por tanto el estimador buscado seri:

W = p(T) = (1—%)1": (1~%)§X"

W es pues un estimador insesgado de ¥()) y mas eficiente que U. Para de-
mostrar que se trata del estimador de varianza minima, podremos utilizar el
teorema de Lehmann—Scheffé. Para ello sélo tendremos que comprobar que el
estadfstico suficiente para A, T, es completo, es decir si E(f(T)) = 0 implica
f(T) = 0. En efecto:

oo k &0 x
E(f(T)) = EO f(k) - e (_r:'\_) =e_,.,\’§ f(.':c)!n 3

igualando a cero, resulta:

if(k)" A>0
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Esto sélo puede verificarse si los coeficientes de dicha serie de potencias, en la
variable A, son identicamente cero:

k
%=0 k=0,1,2,..
equivalente a
f(k)=0 k=10,1,2;:

Por tanto si E(f(T)) =0 = f(T) = 0, con lo que demostramos la completitud
de T respecto A y por tanto al poder aplicar el teorema de Lehmann—Scheffé,
concluimos que el estimador W construido anteriormente es el estimador de
varianza minima de ().

Veamos a continuacién si dicho estimador alcanza o no la cota de Cramer—Rao.

Calculemos en primer lugar el momento de segundo orden de W:
(=]
EW?)= 3 (1= 4)™ e 5 =
= e_“)‘ i i-(—L)——}-l-:linA = c_n‘\c(l_tlzn‘\ —]
k=0

= e(f;-—z),\

por tanto, al ser E(W) = e~*, resulta:
var (W) = (A2 _ =22 — 22 (e& - 1)

Por otra parte, la cota de Cramer—Rao para p()) es igual a:

@) e A
B= N E =T =" a

donde I,,()) es la cantidad de informacién de Fisher respecto del pardmetro A.

Por tanto:
A i =103 A
A2 o (243~ (2 — 22 (2 _
e - <e (n -I-k=2 X (n) ) [ (c 1)

no alcanzando W la cota de Cramer-Rao, a pesar de ser el estimador inses-
gado de variancia minima. Ello no impide la existencia de estimadores, no
insesgados, con error cuadritico medio menor.

C.M. Cuadras
J.M. Oller
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PROBLEMA N° 17

Sean X1, ..., X,, las variables aleatorias muestrales correspondientes a una mues-
tra aleatoria simple de tamafio n.

La media muestral es un estimador insesgado de la media poblacional yu = %ﬁ
y su error cuadratico medio viene dado por:

= (% =)") = vart) = vty = O

Este estimador corresponde obviamente al método de los momentos.

El estimador que se obtiene a partir del método de méxima verosimilitud es:
W=(U+V)/2

donde
U= max {X},...,X,} y V= min{X,,..,X,}

Es bien sabido que la densidad conjunta del par (U, V), en el caso absolutamente
continuo en general, viene dada por:

pu,0) = n(n— )f(W)fW{FW) - FO)}"?  v<u

donde f es la funcién de densidad y F la funcién de distribucién de cada
variable aleatoria muestral.

Por consiguiente, en nuestro caso, tendremos:

n—2
;:»(m,u):n(m—1)(}9_10!)2 {;:Z} a<v<u<§pB

y p(u,v) = 0 en caso contrario.

El momento de primer orden de W serd

E=(W)=fjeuTH.n(n—-1)(ﬂ_1a)2{;:;}n—zdudv

que con el cambio y =u+ v, 2= u — v, resulta:
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f—a 20—z

E(W) = 2';;"__:))“ oj [ yz”'2% dy dz =

2a+z

A-a
_nh=1) [ [(@2B-2)? (2a+2)?) s,
" ip-ar { 2 2 } ¢

f-a
_ n(n—1) 2_ 02 ;"3 _ (8 — o)1) dz =
S 2(B-a) ! (s ) l-a)™}e

LTI N p-ap) _fta_
- g a),,{(ﬁ Y =" _ (5+a) }~ te_,

Obteniendo que W es un estimador insesgado de pu.

El error cuadréitico medio, €3, coincidird con la varianza, por tanto:

€= var(W) = E((W — p)?) =

ae 2 n—2
=![(u;v‘a§ﬂ) -Gt (e e

B—a

que con el cambio:

y=u+v—(a+p) z=u—v
resulta:
( ) f—a f-—a—=z
nin—1 2 n-21
= - dz =
€, T yiz zdy z
0 —-Bta+z

f-a
_ n(n-1) (ﬂ—“—z)a_(_ﬁ"‘“"'z)a 2" 24y —
——s(ﬂ_a),, { 3 3 } R

_ nn-1)

= 12(ﬂ a)ﬂ f {(ﬁ—a]s n—2 3(16 a)? n—1 +3(ﬂ-—a)z "-H}dz:

=L12—1)(ﬂ‘“)’{;‘_‘1‘3+ ; —L}

n n+l1l n+2
__ (f-ap
2(n+1)(n+2)
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Nétese que paran =2 W = X,, y por tanto €;,=€, pero para n > 2 €;<€;
ya que
2(n+1)(n+2) > 12n n>2

Por tanto W es mas eficiente que X,, para estimar la media muestral para
muestras de tamafio n > 2.

Nota: El estadistico W aparece de forma natural al aplicar el teorema de Rao—
Blackwell al estimador insesgado de u,X,,, respecto los estadisticos
suficientes paraay f, Uy V.

Jordi Ocana

115



